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Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

ϕt(x) = x+

∫ t

0

a(ϕs(x))ds+ Z(t), t ≥ 0, (1)

äå x ∈ R, a - îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ íà R, {Z(t), t ≥ 0} ¹ ïðîöåñîì Ëåâi
ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

E exp{iλZ(t)} = exp{−ct|λ|α}, λ ∈ R,

äå c > 0 - äåÿêà êîíñòàíòà.
ßê áóëî äîâåäåíî â [2], ïðè êîæíîìó x ∈ R ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ¹äèíèé

ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê.
Ìè áóäó¹ìî ìîäèôiêàöiþ ðîçâ'ÿçêó {ϕt(x)}, ÿêà ¹ c�adl�ag ïî t i ìîíî-

òîííîþ ïî x. Äîâåäåíî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ a, ÿêà ìà¹ ëîêàëüíî îáìåæåíó
âàðiàöiþ, ðîçâ'ÿçîê {ϕt(x)} ¹ äèôåðåíöiéîâíèì â ñåíñi Ñîáîë¹âà ïî x ì.í.
Ïðè öüîìó ïîõiäíà ìà¹ âèãëÿä

∇ϕt(x) = exp

{∫
R

L
ϕ(x)
t (y)da(y)

}
,

äå Lϕ(x)
t (y) - öå ëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó {ϕs(x), s ∈ [0, t]} â òî÷öi y.
Íàñëiäêîì îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî äâà ðîçâ'ÿç-

êè, ÿêi ñòàðòóþòü ç ðiçíèõ òî÷îê, íå çóñòði÷àþòüñÿ ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.
Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ó âèïàäêó âiíåðîâîãî øóìó áóëî îäåðæàíî â [1].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ìåòîäè ðîáîòè [1] (ïåðåòâîðåííÿ Çâîíêiíà, ôîðìóëà
Òàíàêà, ôîðìóëà Ãiðñàíîâà òà ií.) íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ó âèïàäêó
ðiâíÿííÿ ç øóìîì Ëåâi.

[1] O. V. Aryasova and A. Yu. Pilipenko. On properties of a �ow generated by an sde with
discontinuous drift. Electron. J. Probab., 17:no. 106, 1�20, 2012.
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[2] A. Yu. Pilipenko. On existence and properties of strong solutions of one-dimensional
stochastic equations with an additive noise. Theory of Stochastic Processes, 19(35)(2),
2012.
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Íåõàé (ξ(t))t≥0 äåÿêèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ â Rd, d ≥ 1. Öåé ïðîöåñ áó-
äåìî íàçèâàòè ïîðîäæåíèì âiíåðîâèì ïðîöåñîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé âiíåðiâ
ïðîöåñ (w(t))t≥0 â Rd, ùî ξ(t) ìîæå áóòè îäåðæàíèé ç w(t) ïîñëiäîâíèì çà-
ñòîñóâàííÿì äî îñòàííüîãî ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó òà ÷àñó. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî
ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó Rd ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ äâi÷i
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f : Rd → Rd. Ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó â îäåðæàíîìó
îäíîðiäíîìó ìàðêiâñüêîìó ïðîöåñi η(t) = f(ξ(t)) çäiéñíþ¹ìî øëÿõîì âè-

ïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó: η(τt), äå τt = inf

s ≥ 0 :

s∫
0

v2(η(u)) du ≥ t

 ç äåÿêîþ

ñêàëÿðíîþ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ (v(x))x∈Rd .
Cèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü{

∆f = 2a(f)v2(f),
∇f = σ(f)v(f)

çàäà¹ çâ'ÿçîê ìiæ íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè f i v òà ëîêàëüíèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ïîðîäæåíîãî âiíåðîâèì äèôóçiéíîãî ïðîöåñó: âåêòîðîì ïåðå-
íîñó a : Rd → Rd i ìàòðèöåþ äèôóçi¨ b = σTσ ç ìàòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ
σ : Rd → L(Rd).

Ó âèïàäêó d = 1 êîæåí îäíîðiäíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ ç äîñèòü õîðî-
øèìè ëîêàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ¹ ïîðîäæåíèì âiíåðîâèì ïðîöåñîì.
Â äîïîâiäi îáãîâîðþþòüñÿ ìîæëèâîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ öüîãî ôàêòó íà
âèïàäêè d ≥ 2.
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Íåõàé {et | t ≥ 0} � ïîòiê âiäîáðàæåíü R â ñåáå, êîòðèé âiäïîâiäà¹ äèôå-
ðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ

dξ(t) = a(ξ(t))dt,

äå a � îáìåæåíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ íà âñié îñi.
Íåõàé {ϕs,t(u) | u ∈ R, 0 ≤ s ≤ t} � áðîóíiâñüêà ñiòêà[4, 5] íà R× R+.

Âiäîáðàæåííÿ {ϕs,t | 0 ≤ s ≤ t} ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê
íà R. Äëÿ n ∈ N ïîáóäó¹ìî

xn0,t(u) = et(ϕ k
n ,
k+1
n
◦ e 1

n
◦ ϕ k−1

n , kn
◦ . . . ◦ ϕ0, 1n

(u)), t ∈
[k
n

;
k + 1

n

)
, u ∈ R.

Òåîðåìà 1. Äëÿ u1, . . . , um ∈ R
(
xn0,·(u1), . . . , xn0,·(um, )

)
ñëàáêî çáiãàþòüñÿ

ïðè n → ∞ äî (Y a· (u1), . . . , Y a· (um)) â (D([0; 1]))m, äå D([0; 1]) � ïðîñòið
Ñêîðîõîäà.

Òóò {Y at (u) | u ∈ R, t ≥ 0} � ïîòiê Àððàòüÿ iç äðåéôîì[1], òîáòî ñòîõà-
ñòè÷íèé ïîòiê òàêèé, ùî

1. Y a· (u) ¹ äèôóçi¹þ iç êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ 1 òà êîåôiöi¹íòîì äðåéôó
a;

2. ïðè u1 ≤ u2 Y
a
t (u1) ≤ Y at (u2), t ∈ R+;

3. ñóìiñíà õàðàêòåðèñòèêà ìàðòèíãàëüíèõ ÷àñòèí Y a· (u1) òà Y a· ðiâíà∫ t

0

1{Y as (u1)=Y as (u2)}ds, t ∈ R+.

[1] Äîðîãîâöåâ À. À. Ìåðîçíà÷íûå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè.// Ïðàöi Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíî¨ Àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè. Ìàòåìàòèêà òà ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ, 66. Íàöiîíàëüíà Àêàäåìiÿ íàóê Óêðà¨íè, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Êè¨â, 2007.
290 pp.

[2] Arratia R. Ph.D.Thesis// University of Wisconsin, Madison, (1979).

[3] Goncharuk, N. Yu., Kotelenez, P. Fractional step method for stochastic evolution
equations // Stochastic Process. Appl. 73 (1998), no. 1, 1�45.

[4] Fontes L. R. G., Isopi M., Newman C. M., Ravishankar K. The Brownian web:
characterization and convergence // Ann. Probab. 32(4):2857�2883, 2004.
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[5] Toth B., Werner W. The true self-repelling motion // Probab. Theory Related Fields
111(3):375�452, 1998.
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ÃÐÀÒ×ÀÑÒÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ ÍÀ ËÀÍÖÞÃÓ
ÌÀÐÊÎÂÀ

Ãåðè÷ Ìèðîñëàâà Ñåðãi¨âíà

Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò
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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãðàò÷àñòèé ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåñ íà ëàíöþãó Ìàðêîâà
(ËÌ)

Z(t) = {ξ(t), x(t)} (t ≥ 0, ξ(0) = 0),

äå x(t) � ðåãóëÿðíèé îäíîðiäíèé ËÌ ç îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ E =
= {1, 2, 3, . . . , n}; ξ(t) = {ξ1(t), . . . , ξk(t)}, äå êîæíîìó ñòàíó ËÌ x(t) = k
âiäïîâiäà¹ ξk(t). Ïîâíå îçíà÷åííÿ ïðîöåñó Z(t) â íåãðàò÷àñòîìó i ãðàò÷à-
ñòîìó âèïàäêàõ äèâ. â [1, 2].

Ââîäÿòüñÿ ïîçíà÷åííÿ:

ξ−(t) = inf
0≤t′≤t

ξ(t
′
), ξ− = inf

0≤t≤∞
ξ(t), ξ(t) = ξ(t)− ξ+(t);

g−(s, z) = Ezξ
−(θs) = ‖E[zξ

−(θs), x(θs) = r|x(0) = k]‖, k, r = 1,m,

g+(s, z) = Ezξ(θs), K(z) = lnE[zξ(t)].

Â äîïîâiäi íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi òâåðäæåííÿ äëÿ ãåíåðàòðèñè ðîçïîäiëó
ìiíiìóìó ξ−(θs) â òåðìiíàõ îáåðíåíü (sI−K(z)). Êóìóëÿíòà

K(z) = (z − 1)[Λ1 − z−1(Λ2F̃2(z) + NF̃(z))] + Q

ïðîöåñó çàïèñó¹òüñÿ ÷åðåç òâiðíi ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöié ðîçïîäiëó âiä'¹ì-
íèõ ñòðèáêiâ. Λ1,2 - äiàãîíàëüíi ìàòðèöi iíòåíñèâíîñòåé âiäïîâiäíî äîäà-
òíèõ òà âiä'¹ìíèõ ñòðèáêiâ, N = ‖δkrnk‖, {nk > 0, k ∈ E} -ïàðàìåòðè
ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ζk - ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ x(t)
â ñòàíi k , Q -òâiðíà ìàòðèöÿ ËÌ x(t).

Ó âèïàäêó íàïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó ðîçãëÿäóâàíîãî ïðîöåñó (êîëè éî-
ãî äîäàòíi ñòðèáêè îäèíè÷íi, à âiä'¹ìíi ñòðèáêè ïðèéìàþòü öiëi çíà÷åííÿ
i ìàþòü äîâiëüíèé ãðàò÷àñòèé ðîçïîäië ) ïðè s → 0 ç ñïiââiäíîøåíü äëÿ
g−(s, z) âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäië àáñîëþòíîãî ìiíiìóìó ξ−.
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[1] Ãóñàê Ä.Â. Ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè íà ñêií÷åí-
íèõ ËÌ òà äëÿ íàïiâìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-
íè, 1998. � 320 ñ.

[2] Ãóñàê Ä.Â., Ãåðè÷ Ì.Ñ. Óòî÷íåííÿ êîìïîíåíò îñíîâíî¨ ôàêòîðèçàöiéíî¨ òîòîæíî-
ñòi äëÿ ãðàò÷àñòèõ ïóàññîíiâñüêèõ ïðîöåñiâ íà ëàíöþãàõ Ìàðêîâà// Íàóê. âiñíèê
Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð.ìàòåì. i iíôîðì. � 2011. � Âèï. 22, �2. � Ñ.54-63
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Ãëèíÿíàÿ Åêàòåðèíà Âàëåðèåâíà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû
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Ïóñòü {ξnk , k = 0, . . . , n}n≥1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé íåçàâèñèìûõ ñòàöè-
îíàðíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé Γn,

xnk+1(u) = xnk + ξnk+1(xnk (u)),

xn0 (u) = u, u ∈ R.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
(
xn(u, t), t ∈ [0, 1]

)
ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé

èíòåðïîëÿöèè ïî òî÷êàì xn(u, kn ) = xnk (u).
Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî l-òî÷å÷íûå äâèæåíèÿ ïîòîêà

(
xn(u, t)

)
ñëàáî

ñõîäÿòñÿ ê l-òî÷å÷íîìó äâèæåíèþ ïîòîêà Àððàòüÿ [2]. Îñîáåííîñòüþ ïîòî-
êà Àððàòüÿ ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ÷àñòèö: x(u1, t) ≤ x(u2, t), u1 < u2.
Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî íå âåðíî äëÿ ïîòîêà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Â ðàáîòå
èññëåäóåòñÿ âðåìÿ, êîòîðîå ïðîâîäèò ïîä íóëåì ïðîöåññ

yn(t) = xn(u2, t)− xn(u1, t), u1 < u2,

à èìåííî, äëÿ ôóíêöèîíàëà

Φ(yn; [t1, t2]) =

∫ t2

t1

I{yn(t)<0}dt

ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïðè n→∞:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

lim
n→∞

P{Φ(yn; [0, 1]) > ε}
an · n

≤ 1;

lim
n→∞

P{Φ(yn; [0, 1]) > ε}
an · bn · n

≥ 1− ε,
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ãäå

an =
1√
2π

∫ +∞

√
n
cn

e−
x2

2 dx, bn =
1√
2π

∫ +∞

e2n√
ncn

e−
x2

2 dx,

cn = sup
R

√
2− 2Γn(x)

x2
.

[1] I.I. Nishchenko Discrete time approximation of coalescing stochastic �ows on the real
line // Theory of Stochastic Processes 17(33) no.1, 2011, pp. 70-78.

[2] R. Arratia Brownian motion on the line // PhD dissertation, Univ. Wisconsin, Madison,
1979
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Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà îöiíþâàííÿ ¨õ
ñïåêòðàëüíèõ òà êîðåëÿöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè
çàäà÷àìè â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ùî øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â ðiçíèõ
îáëàñòÿõ ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíèõ íàóê.

Â äîïîâiäi áóäå ðîçãëÿíóòî äâi çàäà÷i: ïîáóäîâà ìîäåëi ãàóññîâîãî ñòà-
öiîíàðíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ òà ïå-
ðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî âèãëÿä êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ äàíîãî ñòàöiîíàðíîãî ãà-
óññîâîãî ïðîöåñó çà ñïîñòåðåæåííÿìè òðà¹êòîði¨ ìîäåëi. Çà íàáëèæåííÿ
êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ âèáðàíî êîðåëîãðàìó, à äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëó âiäõèëåííÿ êîðåëîãðàìè âiä êîðåëÿ-
öiéíî¨ ôóíêöi¨ â ìåòðèöi ïðîñòîðó L2.

Ïðè ïîáóäîâi ìîäåëi ãàóññîâîãî ñòàöiîíàðíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó áóäå
âèêîðèñòàíî éîãî ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ[3].

Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî âèãëÿä êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ áóäå âèêîðè-
ñòàíî íàñòóïíèé êðèòåðié: íåõàé H � ãiïîòåçà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè
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0 ≤ τ ≤ B, B ∈ R+, êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ñåïàðàáåëüíîãî äiéñíîãî ñòàöiî-
íàðíîãî öåíòðîâàíîãî ãàóññîâîãî ïðîöåñó ξ = {ξ(t), t ∈ [0, T +B]} äîðiâíþ¹
ρ(τ). Çà îöiíêó ρ(τ) âèáåðåìî êîðåëîãðàìó ρ̂T τ . Äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿ äîâiðè
α çíàéäåìî òàêi äîäàòíi xα òà yα, ùî

s(xα, u) + f(yα) = α,

äå

s(x, u) = g(u) exp

{
u2x

2

}
, u > 0,

f(x) =
21/4x1/4

cosh
(√

x/2− 1/2
) ,

g(u) âèçíà÷åíà â [1]. Ãiïîòåçà H ïðèéìà¹òüñÿ, ÿêùî

xα <

∫ B
0

(ρ̂T (τ)− ρ (τ))
2
dτ

E
∫ B

0
(ρ̂T (τ)− ρ (τ))

2
dτ

< yα

i âiäêèäà¹òüñÿ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.
Ïðîâåäåíî àíàëiç çàëåæíîñòi ìiæ òî÷íiñòþ ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi òà iñòèí-

íiñòþ êðèòåðiþ ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α òà îáãðóíòîâàíî îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè.

[1] Êîçà÷åíêî Þ.Â., Ôåäîðÿíè÷ Ò.Â.Êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî êîâàðiàöiéíó ôóí-
êöiþ ãàóññîâîãî ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó. // Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòà-
òèñòèêà. � Âèï. 69 � 2003. � Ñ.63-78.

[2] Êîçà÷åíêî Þ.Â., Ôåäîðÿíè÷ Ò.Â. Îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëó ñóïðåìóìà êâàäðàòè÷íî
ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çàäàíèõ íà íåêîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ. // Òåîðiÿ éìî-
âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � Âèï. 73 � 2005. � Ñ.72-87.

[3] Êîçà÷åíêî Þ.Â., Ïîãîðiëÿê Î.Î., Òåãçà À.Ì. Ìîäåëþâàííÿ ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ òà ïðîöåñiâ Êîêñà: Ìîíîãðàôiÿ � Óæ.: Êàðïàòè, 2012. � 194ñ.

[4] Ïîãîðiëÿê Î.Î.Ìîäåëþâàííÿ ëîãàðèôìi÷íî ñòðîãî ñóáãàóññîâèõ ïðîöåñiâ Êîêñà.//
Íàóêîâèé âiñíèê Óæãîðîäñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ ìàòåìàòèêà i iíôîðìàòèêà. �
2011. � Âèïóñê 22. � 2. � Ñ. 109-116.

[5] Ôåäîðÿíè÷ Ò.Â. Îäíà îöiíêà êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ãàóññîâîãî âèïàäêîâîãî ïðî-
öåñó. // Âiñíèê Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà. � Âèï. 2 � 2004. �
Ñ.72-76.
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ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIÉÍI ÒÅÎÐÅÌÈ ÄËß
ØÂÅÉÖÀÐÑÜÊÎÃÎ ÏÐÈÍÖÈÏÓ ÏIÄÐÀÕÓÍÊÓ

ÂÀÐÒÎÑÒI ÑÒÐÀÕÎÂÈÕ ÊÎÍÒÐÀÊÒIÂ

Äðîçäåíêî Âiòàëié Îëåêñàíäðîâè÷

Íàöiîíàëüíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iì. Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà

drozdenko@yandex.ru

Íåõàé X öå âèïàäêîâà âåëè÷èíà (íå îáîâ'ÿçêîâî íåâiä'¹ìíà) ÿêà âiäîá-
ðàæà¹ ðîçìið ñòðàõîâî¨ êîìïåíñàöi¨ ïîâ'ÿçàíî¨ ç ïåâíîþ ñòðàõîâîþ óãîäîþ.
Ïðåìiþ, ÿêó ñëiä çàïëàòèòè ïðè óêëàäàííi óãîäè çà ïîêðèòòÿ ðèçèêó X,
ïîçíà÷àòèìåìî π[X].

Íåòòî ïðåìiÿ îçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðîçìiðó ñòðà-
õîâî¨ êîìïåíñàöi¨ àñîöiéîâàíî¨ ç ðèçèêîì X, òîáòî

πíåòòî[X] := E[X].

Åêñïîíåíöiéíà ïðåìiÿ, çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà β > 0 äëÿ ðèçèêó X
îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

πåêñï.(β)[X] :=
1

β
log(E[eβX ]).

Ïðåìiÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äëÿ ðèçèêó X, çàäàíà çà äîïîìîãîþ ôóí-
êöi¨ v(x), òàêî¨, ùî v′(x) > 0 òà v′′(x) ≥ 0 äëÿ x ∈ R, îçíà÷à¹òüñÿ ÿê
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

v(πñ.ç.[X]) = E[v(X)].

Ïðåìiÿ íóëüîâî¨ êîðèñíîñòi ñòðàõîâèêà äëÿ ðèçèêó X îçíà÷à¹òüñÿ ÿê
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

U(0) = E[U(πí.ê.ñ.[X]−X)],

äå U(x) ∈ C2(R) � öå ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi êàïiòàëó ñòðàõîâèêà, ÿêà ¹ òàêîþ,
ùî U ′(x) > 0 òà U ′′(x) ≤ 0 äëÿ âñiõ x ∈ R.

Øâåéöàðñüêà ïðåìiÿ äëÿ ðèçèêó X, çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà ∆ ∈ [0, 1],
îñíîâàíà íà ôóíêöi¨ V (x) ∈ C2(R), òàêié, ùî V ′(x) > 0 òà V ′′(x) ≥ 0 äëÿ
x ∈ R, îçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

V ((1−∆)πøâåéö.[X]) = E[V (X −∆πøâåéö.[X])].

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ∆ = 0, øâåéöàðñüêà ïðåìiÿ ñïiâïàäà¹ ç ïðåìi¹þ
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ, â ÿêié v(x) := V (x). Ç iíøîãî áîêó, ó âèïàäêó ∆ = 1,
øâåéöàðñüêà ïðåìiÿ ñïiâïàäà¹ ç ïðåìi¹þ íóëüîâî¨ êîðèñíîñòi ñòðàõîâèêà ç
ôóíêöi¹þ êîðèñíîñòi U(x) := −V (−x).
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Ãîâîðèòèìåìî, ùî ìåòîä ïiäðàõóíêó âàðòîñòi ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ π[X]
âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ: àäèòèâíîñòi, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ íåçàëåæíèõ
ðèçèêiâ X1 òà X2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü π[X1 +X2] = π[X1] + π[X2]; êîíçèñ-
òåíòíîñòi, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðèçèêó X òà äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ êîíñòàíòè
c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü π[X + c] = π[X] + c; iòåðàòèâíîñòi, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ äâîõ ðèçèêiâ X òà Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü π[π[X|Y ]] = π[X]; ìóëüòè-
ïëiêàòèâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ðèçèêó X òà äîâiëüíî¨
ïîçèòèâíî¨ äiéñíî¨ ñòàëî¨ Θ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü π[ΘX] = Θπ[X].

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ∆ ∈ [0, 1], øâåéöàðñüêèé
ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâi-
ñòþ àäèòèâíîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè V (x) = ax + b, ïðè a > 0, ÷è
V (x) = αeβx + γ, ïðè min[α, β] > 0, òîáòî, ëèøå ó âèïàäêàõ, êîëè âií
ñïiâïàäà¹ àáî ç íåòòî ïðèíöèïîì, àáî ç åêñïîíåíöiéíèì ïðèíöèïîì.

Òåîðåìà 2. ßêùî ∆ = 1, òî øâåéöàðñüêèé ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi
ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ êîíçèñòåíòíîñòi ïðè äîâiëü-
íîìó âèáîði ôóíêöi¨ V (x) ∈ C2(R) òàêî¨, ùî V ′(x) > 0 òà V ′′(x) ≥ 0 äëÿ
x ∈ R; ÿêùî ∆ ∈ [0, 1) òî øâåéöàðñüêèé ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi
ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ êîíçèñòåíòíîñòi òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè V (x) = ax+ b, ïðè a > 0, ÷è V (x) = αeβx + γ, ïðè min[α, β] > 0,
òîáòî, ëèøå ó âèïàäêàõ, êîëè âií ñïiâïàäà¹ àáî ç íåòòî ïðèíöèïîì, àáî
ç åêñïîíåíöiéíèì ïðèíöèïîì.

Òåîðåìà 3. ßêùî ∆ = 0 òî øâåéöàðñüêèé ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi
ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ iòåðàòèâíîñòi ïðè äîâiëüíî-
ìó âèáîði ôóíêöi¨ V (x) ∈ C2(R) òàêî¨, ùî V ′(x) > 0 òà V ′′(x) ≥ 0 äëÿ
x ∈ R; ÿêùî ∆ ∈ (0, 1] òî øâåéöàðñüêèé ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi
ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ iòåðàòèâíîñòi òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè V (x) = ax+ b, ïðè a > 0, ÷è V (x) = αeβx + γ, ïðè min[α, β] > 0,
òîáòî, ëèøå ó âèïàäêàõ, êîëè âií ñïiâïàäà¹ àáî ç íåòòî ïðèíöèïîì, àáî
ç åêñïîíåíöiéíèì ïðèíöèïîì.

Òåîðåìà 4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ∆ ∈ [0, 1], øâåéöàðñüêèé
ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòîñòi ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ âîëîäi¹ âëàñòèâi-
ñòþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè V (x) =
ax+ b, ïðè a > 0, òîáòî, ëèøå ó âèïàäêó éîãî ñïiâïàäàííÿ ç íåòòî ïðèí-
öèïîì.

Òåîðåìà 5. Ó âèïàäêó ∆ = 0, øâåéöàðñüêèé ïðèíöèï ïiäðàõóíêó âàðòî-
ñòi ñòðàõîâèõ êîíòðàêòiâ çâóæåíèé äî îöiíþâàííÿ ëèøå ñòðîãî ïîçèòèâ-

íèõ ðèçèêiâ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè V (x) = axκ + b, ïðè a > 0 òà κ ≥ 1, äëÿ x ∈ (0, +∞).
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ÑÈÑÒÅÌÍÈÉ ÀÍÀËIÇ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÐÈÇÈÊÓ Ó
ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÌÓ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙI

�ëåéêî ßðîñëàâ Iâàíîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

Çâiçëî Ìàêñèì Ðîìàíîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

zvmax@i.ua

Ó ñó÷àñíîìó ñóñïiëüñòâi ñòàõóâàííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü êîìïåíñóâàòè çáè-
òêè ñïè÷èíåíi òèìè ÷è iíøèìè ôàêòîðàìè. Òîìó äëÿ ïîêðàùåííÿ ðîáîòè
ñòðàõîâèõ êîìïàíié ðîçãëÿíóòî ÷îòèðè äèíàìi÷íi ìîäåëi ïðîöåñiâ ðèçè-
êó ñòðàõîâèõ êîìïàíié. Ó ìîäåëi âèäîçìiíåíèé êëàñè÷íèé ïðîöåñ ðèçèêó
ÿêèé âèâ÷àëè Ô. Ëóíäáåðã òà Ã. Êðàìåð. Ïîøóê îöiíêè éìîâiðíîñòi íåáàí-
êðóòñòâà ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ïîëÿãà¹ â ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çíàéäåíî îöiíêó éìîâiðòîñòi íåáàíêðóòñòâà, à
òàêîæ â äåÿêîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ âiäíîâëåííÿ òà âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ ïðîöå-
ñiâ çíàõîäèòüñÿ îöiíêà ìîìåíòó áàíêðóòñòâà òà ðîçìiðó çáèòêiâ ñòðàõîâî¨
êîìïàíi¨.

ÑÈÑÒÅÌÀ Mθ/G/1/m Ç ×ÀÑÎÌ
ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß, ÇÀËÅÆÍÈÌ ÂIÄ

ÄÎÂÆÈÍÈ ×ÅÐÃÈ

Æåðíîâèé Êîñòÿíòèí Þðiéîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

k_zhernovyi@yahoo.com

Ìîäåëi ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ, â ÿêèõ çàìîâëåííÿ íàäõîäÿòü ãðóïàìè,
à iíòåíñèâíiñòü îáñëóãîâóâàííÿ öiëåñïðÿìîâàíî çìiíþ¹òüñÿ ðàçîì ç äîâ-
æèíîþ ÷åðãè, ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ òåëåêîìóíiêàöiéíèõ
ïðîöåñiâ, çîêðåìà ïðîöåñiâ ïåðåäàâàííÿ äàíèõ ó ìåðåæàõ ÀÒÌ ç âèêîðèñ-
òàííÿì òåõíîëîãié ìóëüòèïëåêñóâàííÿ.

Ìè âèâ÷à¹ìî ñèñòåìó Mθ/G/1/m, â ÿêié ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ êîæíîãî
çàìîâëåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì: ÿêùî â ìîìåíò ïî÷àòêó îáñëóãî-
âóâàííÿ öüîãî çàìîâëåííÿ ó ñèñòåìi ïåðåáóâà¹ n çàìîâëåíü, òî éîãî ÷àñó
îáñëóãîâóâàííÿ âiäïîâiäà¹ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fn(x).
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Ñïèðàþ÷èñü íà ìåòîä ïîòåíöiàëó Â.Ñ.Êîðîëþêà [1] äëÿ íåïåðåðâíèõ
çíèçó âèïàäêîâèõ áëóêàíü, âèçíà÷åíî ñåðåäíþ òðèâàëiñòü ïåðiîäó çàéíÿ-
òîñòi, îòðèìàíî çðó÷íi äëÿ ÷èñëîâî¨ ðåàëiçàöi¨ ôîðìóëè äëÿ ñòàöiîíàðíîãî
ðîçïîäiëó êiëüêîñòi çàìîâëåíü ó ñèñòåìi òà ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïåðåâiðåíî çà äîïîìîãîþ iìiòàöiéíèõ ìîäåëåé, ïîáó-
äîâàíèõ çà äîïîìîãîþ iíñòðóìåíòàëüíèõ çàñîáiâ GPSS World.

[1] ÊîðîëþêÂ.Ñ. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñëîæíûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ. � Êèåâ:
Íàóê. äóìêà, 1975. � 139 ñ.

ÃÐÀÂIÒÀÖIÉÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÃÐÎØÎÂÈÕ
ÏÎÒÎÊIÂ

Êiíàø Îðåñò Ìèõàéëîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

okinasch@yahoo.com

Äî àíàëiçó ãðîøîâèõ ïîòîêiâ çàñòîñîâàíî òàê çâàíó ãðàâiòàöiéíó ìîäåëü.
Ñèñòåìó â ÿêié ïåðåìiùàþòüñÿ êîøòè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê êîìóíiêàöiéíó
ñèñòåìó. Ãðîøîâi îäèíèöi iíòåðïðèòóþòüñÿ, ÿê ÷àñòèíêè, ÿêi ðîçïîäiëåíi
çà "ïóíêòàìè"â ÿêèõ âîíè "çàðîáëåíi"(ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè). Êîìóíi-
êàöiÿìè áóäåìî ââàæàäàòè øëÿõè ïåðåìiùåííÿ êîøòiâ. Êiíöåâèì ñòàíîì
ñèñòåìè áóäåìî íàçèâàòè ðîçïîäië êîøòiâ çà "ïóíêòàìè ñïîæèâàííÿ". ßê
õàðàêòåðèñòèêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ âàðòiñòü ïåðåâîäó ãðîøîâèõ îäèíèöü.

Â çàëåæíîñòi âiä äàíèõ, ÿêi ¹ âiäîìèìè, îòðèìàíî ÷îòèðè ðiçíèõ ìîäåëi.

ÌÅÒÎÄ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÊÑÀ ÄËß ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß
ÄÅßÊÈÕ ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ

Êíîïîâà Âiêòîðiÿ Ïàâëiâíà

Iíñòèòóò êiáåðíåòèêè iì. Â.Ì.Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè

vicknopova@googlemail.com

Äîïîâiäü ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi ìåòîäîì ïàðàìåòðèêñó ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

∂

∂t
u(t, x) = L(x,D)u(t, x), t > 0, x ∈ R, (1)

äå u ∈ C∞0 (R),

L(x,D)v(x) :=

∫
R

(u(x+ y)− u(x)− ∂

∂x
u(x)y1|y|≤1)m(x, y)µ(dy),
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µ ¹ ìiðîþ Ëåâi, òà ôóíêöiÿ m(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêèì äîñèòü ñëàáêèì
óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ïåðåõiäíîþ ùiëüíi-
ñòþ ôåëëåðiâñüêîãî ïðîöåñó, ïîâ'ÿçàíîãî ç îïðåðàòîðîì L(x,D). Çíàéäåíî
âåðõíþ òà íèæíþ îöiíêè íà ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òà íàâåäåíî äåÿêi
ïðèêëàäè ¨õ çàñòîñóâàííÿ.

Äîïîâiäü áàçó¹òüñÿ òà ñóìiñíié ðîáîòi ç Î. Êóëiêîì.

[1] Knopova V., Kulik A. Parametrix construction for certain L�evy-type processes and
applications. Part I. // Ïðåïðiíò 2012.

[2] Knopova V., Kulik A. Intrinsic small time estimates for distribution densities of L�evy
processes // Ïðåïðiíò 2012.

[3] Knopova V. Parametrix construction for certain L�evy-type processes and applications.
Part II.// Ó ðîáîòi.

ÏÐÎ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÉ ÏÐÎÖÅÑ
ÁÐÎÓÍIÂÑÜÊÎÃÎ ÐÓÕÓ Ç ÊÓÑÊÎÂÎ-ÑÒÀËÎÞ
ÌÀÒÐÈÖÅÞ ÄÈÔÓÇI� ÒÀ Ç ÌÅÌÁÐÀÍÎÞ, ÙÎ
ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍÀ ÍÀ ÄÀÍIÉ ÃIÏÅÐÏËÎÙÈÍI I

ÄI� Â ÍÀÕÈËÅÍÎÌÓ ÍÀÏÐßÌÊÓ

Êîíîí÷óê Ïàâëî Ïåòðîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

Ìèëüî Îëüãà ßðîñëàâiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

Öàïîâñüêà Æàííåòà ßðîñëàâiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

tzhannet@yahoo.com

Íåõàé ó ïiâïðîñòîðàõ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rd, d ≥
2, çàäàíi äâà ðiçíi ïðîöåñè áðîóíiâñüêîãî ðóõó çi ñòàëèìè ìàòðèöÿìè äè-
ôóçi¨ òà íóëüîâèìè âåêòîðàìè ïåðåíîñó.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ òàêîæ, ùî íà ñïiëüíié ìåæi îáëàñòåé S = Rd−1 ðîç-
òàøîâàíà ìåìáðàíà, âëàñòèâîñòi ÿêî¨ îïèñóþòüñÿ çàäàíîþ íà S óìîâîþ
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ñïðÿæåííÿ òèïó Âåíòöåëÿ [1], äî ÿêî¨ âõîäÿòü ëèøå ÷ëåíè, ùî âiäïîâiä-
àþòü çà ÷àñòêîâå âiäáèòòÿ ïðîöåñó â íàïðÿìêó íîðìàëi äî S òà ïåðåíîñ
âçäîâæ ìåæi. Âèêîðèñòîâóþ÷è çâè÷àéíi òåïëîâi òà ïàðàáîëi÷íi ïîòåíöià-
ëè, ïîáóäîâàíî íàïiâãðóïó Ôåëëåðà, ÿêié âiäïîâiäà¹ äèôóçiéíèé ïðîöåñ â
Rd ç êóñêîâî-ñòàëîþ ìàòðèöåþ äèôóçi¨ òà óçàãàëüíåíèì âåêòîðîì ïåðåíîñó
ó ðîçóìiííi Ì.I. Ïîðòåíêà.

[1] Âåíòöåëü À.Ä. Î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ
// Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåíåíèÿ. 1959. 4, �2. Ñ. 172�185.

[2] Ïîðòåíêî Ì.I. Ïðîöåñè äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùàõ ç ìåìáðàíàìè. // Iíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. Êè¨â, 1995. � 199 ñ.

ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÕ
ÏÐÎÖÅÑIÂ ÁÐÎÓÍIÂÑÜÊÎÃÎ ÐÓÕÓ

Êîïèòêî Áîãäàí Iâàíîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

Íîâîñÿäëî Àíäðié Ôåäîðîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

nandrew183@gmail.com

Ðîçãëÿíåìî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd, d ≥ 2, äâi îáëàñòi: D1 = {x : x =
(x1, . . . , xd), xd < 0} i D2 = {x : x = (x1, . . . , xd), xd > 0}. ×åðåç S = Rd−1

áóäåìî ïîçíà÷àòè ñïiëüíó ìåæó öèõ îáëàñòåé. Íåõàé â D1 i D2 çàäàíi òâiðíi
îïåðàòîðè L1 i L2 âiäïîâiäíî äåÿêèõ ïðîöåñiâ áðîóíiâñüêîãî ðóõó çi ñòà-
ëèìè ìàòðèöÿìè äèôóçi¨ òà íóëüîâèìè âåêòîðàìè ïåðåíîñó. Ïðèïóñòèìî
òàêîæ, ùî â òî÷êàõ S çàäàíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó
çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè L0 òèïó Âåíòöåëÿ [1].

Äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íàïiâãðóïè Ôåëëåðà, ÿêié âiä-
ïîâiäà¹ íåïåðåðâíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ â Rd òàêèé, ùî éîãî ÷àñòèíè â
îáëàñòÿõ D1 i D2 çáiãàþòüñÿ ç ïðîöåñàìè áðîóíiâñüêîãî ðóõó, êåðîâàíè-
ìè âiäïîâiäíî îïåðàòîðàìè L1 i L2, à ïîâåäiíêà ïðîöåñó â òî÷êàõ ìåæi
S âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ ñïðÿæåííÿ, ïîðîäæåíîþ îïåðàòîðîì L0. Øóêàíó
íàïiâãðóïó çíàéäåìî ÿê ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç âèêîðèñòàííÿì çâè÷àéíèõ
òåïëîâèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ. Äîâîäèòüñÿ, êðiì öüîãî, ùî ïðîöåñ
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó äèôóçiþ â ðîçóìiííi Ì. I. Ïîðòåíêà [2].
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[1] Âåíòöåëü À. Ä. Î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåñ-
ñîâ // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. � 1959. � 4, �2. � ñ. 172-185.

[2] Ïîðòåíêî Ì. I. Ïðîöåñè äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùàõ ç ìåìáðàíàìè, // Iíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, (1995).

ÏÐÎ IÑÍÓÂÀÍÍß ÒÀ �ÄÈÍIÑÒÜ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃIÉ Â ÎÄÍIÉ ÌÎÄÅËI
ÎËIÃÎÏÎËI� Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ ÂÈÏÓÑÊÀÌÈ

ÂÈÐÎÁÍÈÊIÂ

Êîñàðåâè÷ Êàòåðèíà Âiêòîðiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

katia_kosarevych@mail.ru

Íåõàé ãàëóçü åêîíîìiêè ôîðìóþòü n ôiðì-âèðîáíèêiâ îäíîðiäíî¨ ïðî-
äóêöi¨ ç îá'¹ìàìè âèïóñêiâ qi, i = 1, ..., n. Ðiøåííÿ ïðî îáñÿã âèïóñêó ïðè-
éìà¹òüñÿ äî òîãî, ÿê ñòàíå âiäîìîþ ðèíêîâà öiíà. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü
êiëüêiñíî¨ êîíêóðåíöi¨ ó âèïàäêó, êîëè âèïóñêè âèðîáíèêiâ ¹ íåçàëåæíè-
ìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷îìó âïëèâ âèïàäêîâîãî ñåðåäîâèùà íà
ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ ôiðìàìè íå ¹ îäíîðiäíèì.

Çíà÷åííÿ âèïóñêó q1 ôiðìè 1 ââàæà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç àá-
ñîëþòíî íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì íà âiäðiçêó ç íåôiêñîâàíîþ âåðõíüîþ ìå-
æåþ. Ïîâåäiíêà ôiðìè 1 îði¹íòîâàíà íà ïîøóê ñòðàòåãi¨, êîòðà ìàêñèìiçó¹
ñïîäiâàíå çíà÷åííÿ ¨¨ ïðèáóòêó íà êîìïàêòíié ìíîæèíi ìîæëèâèõ ðiøåíü.
Îáñÿãè âèïóñêiâ qi ðåøòè âèðîáíèêiâ ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè òàêèìè,
ùî qi = ηiq

0
i , i = 2, ..., n, q0

i - âèçíà÷åíèé öiëüîâèé îáñÿã âèïóñêó, ηi �
âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ñòàëèìè ñåðåäíiìè (ηi âiäîáðàæàþòü âèïàäêîâèé õà-
ðàêòåð ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó ïðèéìàþòü ðiøåííÿ ôiðìè 2,. . . ,n). Âîäíî÷àñ
ìåòîþ âèðîáíèêiâ 2,. . . ,n ¹ ìàêñèìiçàöiÿ ñïîäiâàíîãî çíà÷åííÿ ¨õ ïðèáóòêó.

Â ìåæàõ îïèñàíî¨ âçà¹ìîäi¨ âèðîáíèêiâ ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíó ìîäåëü.
Âèäiëåíî êëàñ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâîãî âèïóñêó ôiðìè 1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
äëÿ ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðiâíîâàãè â òåðìiíàõ
êîíöåïöi¨ çà Íåøîì [1].

[1] ôîí Íåéìàí Äæ., Ìîðãåíøòåðí Ý. Òåîðèÿ èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå.� Ì.:
Íàóêà - 1970 - 708ñ.
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IÍÒÅÃÐÀËÜÍI IÍÂÀÐÈÀÍÒÈ ÊÎÍÖÅÂÈ×À ÄËß
ÒÐÀ�ÊÒÎÐIÉ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ

Êóçíåöîâ Âàñèëü Îëåêñiéîâè÷

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

vasylkuz@mail.ru

Ó çâ'ÿçêó ç âèâ÷åííÿì òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ
âèíèêà¹ çàäà÷à îïèñó ñóêóïíîñòåé òðà¹êòîðié âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ÿê åëå-
ìåíòiâ ãðóïè êiñ. Êîñà - öå íåïåðåðâíà òðà¹êòîðiÿ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
Cn \ {∃i, j : zi = zj}. Êîñè ðîçðiçíÿþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ãîìîòîïi¨. Äëÿ êiñ
âiäîìà ñèñòåìà iíâàðèàíòiâ Âàñèëü¹âà, ÿêà ¹ ïîâíîþ â òîìó ñåíñi, ùî äâi
êîñè ¹ ãîìîòîïíèìè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âñi ¨õíi iíâàðiàíòè Âàñèëü¹âà
ñïiâïàäàþòü. Äëÿ iíâàðèàíòiâ Âàñèëü¹âà iñíó¹ iíòåãðàëüíå ïîäàííÿ, äàíå
Ì. Ë. Êîíöåâè÷åì. Ó äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ öÿ ñèñòåìà iíâàðiàíòiâ äëÿ
òðà¹êòîðié íåçàëåæíèõ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ.

Iíòåãðàëîì Êîíöåâè÷à ïîðÿäêóm äëÿ ãëàäêî¨ êîñè Z(t) = (Z1(t), . . . , Zn(t))
íàçèâà¹òüñÿ [1] òàêèé åëåìåíò ïðîñòîðó äiàãðàìì ïîðÿäêó m:
Km =

∑
P∈Pmn

∫
∆m

ωP11P12(t1) . . . ωPm1Pm2(tm)D(P ),

äå ∆m = ∆m(T ) = {(t1, . . . , tm) | 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tm ≤ T},
ωij(t) = ωji(t) = 1

2πi
dZi(t)−dZj(t)
Zi(t)−Zj(t) .

Iíòåãðàëüíi iíâàðiàíòè Êîíöåâè÷à ìîæíà âèçíà÷èòè íå ëèøå äëÿ ãëàä-
êèõ, à é äëÿ íåïåðåðâíèõ êiñ. Ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêèé iíòåãðàëüíèé iíâàðiàíò Êîíöåâè÷à äëÿ íåïåðåðâ-
íî¨ òðà¹êòîði¨ ¹ ãðàíèöåþ âiäïîâiäíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi âïè-
ñàíèõ äî öi¹¨ òðà¹êòîði¨ ëàìàíèõ, êîëè ùiëüíiñòü ðîçáèòòÿ ïðÿìó¹ äî
íóëÿ.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ òàêèé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ íåçàëåæíèõ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ Wi(t), t ∈ [0, T ], i = 0 . . . k
iíòåãðàëüíi iíâàðiàíòè Êîíöåâè÷à îá÷èñëþþòüñÿ ÿê âiäïîâiäíi êðàòíi ií-
òåãðàëè Ñòðàòîíîâè÷à.

[1] Mitchell A Berger Topological invariants in braid theory // Letters in Mathematical
Physics, 2001 vol. 55, number 3

[2] Fabrice Baudoin An Introduction to the Geometry of Stochastic Flow //World Scienti�c
Publishing Company (March 2005)
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ÒÅÎÐÅÌÈ ËÅÂI-ÁÀÊÑÒÅÐÀ ÒÀ �Õ
ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß Ó ÑÒÀÒÈÑÒÈÖI ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ

ÏÐÎÖÅÑIÂ I ÏÎËIÂ

Êóð÷åíêî Îëåêñàíäð Îëåêñiéîâè÷

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

olkurchenko@ukr.net

Ãðàíè÷íi òåîðåìè áàêñòåðiâñüêîãî òèïó äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ïî-
ëiâ çàïî÷àòêóâàâ Ïîëü Ëåâi [2], ÿêèé ó 1940 ðîöi âñòàíîâèâ, ùî äëÿ ñòàí-
äàðòíîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó w(t), t ≥ 0

2n∑
k=1

(
w

(
k

2n

)
− w

(
k − 1

2n

))2

→ 1

ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ïðè n → ∞. Ó ï'ÿòèäåñÿòèõ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòî-
ëiòòÿ Ã.Áàêñòåð [1] óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò íà áiëüø øèðîêèé êëàñ ãàóñ-
ñîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Ó ïîäàëüøîìó ãðàíè÷íi òåîðåìè òàêîãî òèïó
äîñëiäæóâàëèñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè.

Îñòàííiì ÷àñîì òåîðåìè áàêñòåðiâñüêîãî òèïó çíàéøëè çàñòîñóâàííÿ ó
ñòàòèñòèöi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ïîëiâ äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ êî-
âàðiàöiéíèõ ôóíêöié. Òàêèé ïiäõiä, íà âiäìiíó âiä iíøèõ ìåòîäiâ îöiíþ-
âàííÿ, äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè íåàñèìïòîòè÷íi äîâið÷i îáëàñòi. Çîêðåìà, òàêèì
ñïîñîáîì îòðèìàíà ñèëüíî êîíçèñòåíòíà îöiíêà i íåàñèìïòîòè÷íi äîâið÷i
iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðà Õþðñòà äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó [3].

Ó äîïîâiäi áóäå çðîáëåíèé êîðîòêèé îãëÿä òåîðåì áàêñòåðiâñüêîãî òèïó
òà íàâåäåíi ïðèêëàäè iõ çàñòîñóâàííÿ äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ âèïàä-
êîâèõ ïðîöåñiâ òà ïîëiâ.

[1] Baxter G. A strong limit theorem for Gaussian processes // Proc. Amer. Math. Soc. 7
(1956), No 3, 522�527.

[2] Levy P. Le mouvement Brownian plan // Amer. J. Math. 62 (1940), 487�550.

[3] Êóð÷åíêî Î. Î. Îäíà ñèëüíî êîíçèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðà Õþðñòà äðîáîâîãî
áðîóíiâñüêîãî ðóõó // Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà 67 (2002),
45�54.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÑÒIÉÊIÑÒÜ Â
ÖIËÎÌÓ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎ� ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ Ç

ÏÎÑÒIÉÍÈÌ ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌ

Ëóêàøiâ Òàðàñ Îëåãîâè÷

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

lukashiv@rambler.ru

Íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi (Ω,F ,P,F ≡ {Ft ⊂ F , t ≥ 0}), ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó, ÿêå áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê äèíàìi÷íó ñèñòåìó
âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè ç ïîñòiéíèì çàïiçíåííÿì

dx(t) = a(t, ξ(t), x(t), x(t− r))dt+ b(t, ξ(t), x(t), x(t− r))dw(t), (1)

iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè

∆x(t)|t=tk = g(tk−, ξ(tk−), ηk, x(tk−)), tk ∈ S ≡ {tn ↑, n ∈ N}, (2)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(t)|t0−r≤t≤t0 = ϕ(θ) ∈ D ≡ D ([t0 − r, t0],Rm) ,

ξ(t0) = y ∈ Y, ηk0 = h ∈ H. (3)

Òóò ξ(t) � ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ iç çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîðiY ç ïå-
ðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ P(s, y, t); (ηk, k ≥ 0) � ëàíöþã Ìàðêîâà iç çíà÷åííÿ-
ìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði H ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ íà k-îìó êðîöi
Pk(h,G); θ ∈ [t0 − r, t0], r > 0; w(t) � îäíîâèìiðíèé ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ
ïðîöåñ; D � ïðîñòið Ñêîðîõîäà íåïåðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêöié, ùî ìàþòü
ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi ç íîðìîþ ‖ϕ‖ = sup

t0−r≤θ≤t0
|ϕ(θ)|.

Äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè (1)-(3) âñòà-
íîâëåíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â öiëîìó.

[1] Êàö È.ß.Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì
ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû / È.ß. Êàö. � Åêàòåðèíáóðã: ÓÃÀÏÑ, 1998. � 222 ñ.

[2] Ñâåðäàí Ì.Ë. Óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì / Ì.Ë. Ñâåðäàí,
Å.Ô. Öàðüêîâ. � Ðèãà: ÐÒÓ, 1994. � 300 ñ.

[3] ßñèíñüêèé Â.Ê. Ñòàáiëiçàöiÿ ó äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè /
Â.Ê. ßñèíñüêèé, �.Â. ßñèíñüêèé, I.Â. Þð÷åíêî. � ×åðíiâöi: Çîëîòi ëèòàâðè, 2011.
� 738 ñ.
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ÍÎÐÌÀËÜÍÈÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÈÉ ÐÎÇÏÎÄIË
ÍÎÐÌÎÂÀÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ ÑÒÎÐÎÍÍIÕ
ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÑÓÌIÑÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ

ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÏÎËI GF(2)

Ìàñîë Âîëîäèìèð Iâàíîâè÷

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà

vimasol@ukr.net

Ñëîáîäÿí Ñâiòëàíà ßðîñëàâiâíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

slobodian_s@ukr.net

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

gq(n)∑
k=1

∑
1≤j1<...<jk≤n

a
(q)
j1...jk

xj1 . . . xjk = bq, q = 1, . . . , N, (1)

ó ïîëi GF (2), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ, çà óìîâè (À):
êîåôiöi¹íòè a

(q)
j1...jk

, 1 ≤ j1 < ... < jk ≤ n, k = 1, ..., gq(n), q = 1, ..., N ,

� íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, P
{
a

(q)
j1...jk

= 1
}

= 1− P
{
a

(q)
j1...jk

= 0
}

=
pqk;

åëåìåíòè bq, q = 1, ..., N , � ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè â ëiâó ÷àñòèíó ñèñòå-
ìè (1) ôiêñîâàíîãî n-âèìiðíîãî (0, 1)-âåêòîðà x̄0, ÿêèé ìà¹ ρ (n) íåíóëüîâèõ
êîìïîíåíò, ρ(n) = |x̄0|;

ôóíêöiÿ gq(n), q = 1, ..., N, � íåâèïàäêîâà, gq(n) ∈ {1, 2, ..., n} , q =
1, ..., N.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM(x̄0, f(n)) ñóêóïíiñòü óñiõ n-âèìiðíèõ (0, 1)-âåêòîðiâ
x, ÿêi íå ñïiâïàäàþòü ç x0 òà ìàþòü êiëüêiñòü |x̄| íåíóëüîâèõ êîìïîíåíò,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi |x̄| ≥ f(n), f(n) ∈ {0, 1, 2, ..., n}.

×èñëî óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1), ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi M(x̄0, f(n)),
ïîçíà÷èìî ÷åðåç νn i áóäåìî íàçèâàòè ¨õ ñòîðîííiìè. Íàñ öiêàâëÿòü óìîâè,
çà ÿêèõ âiäïîâiäíèì ÷èíîì íîðìîâàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà νn ìà¹ ãðàíè-
÷íèé (n → ∞) íîðìàëüíèé ðîçïîäië i ïðè öüîìó f(n) ≥ 1. Çàçíà÷èìî, ùî
â ðîáîòi [1] ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè f(n) = 0 òà ρ(n)→∞ (n→∞).

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À), ïðè n→∞

2n−N = [λ],

äå

λ =
1

υ(1 + α+ ω)
log2

n

βf(n) log2 n
,
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υ = υ(n), υ ≥ 2, α = α(n), ω = ω(n), β = β(n), β ≥ c0 > 2 ln 2, [·] � çíàê
öiëî¨ ÷àñòèíè, c0 = const,

λ→∞,

ω
√
λ→∞;

äëÿ äîâiëüíîãî q, q = 1, ..., N, iñíó¹ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Tq òàêà, ùî ïðè
âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n

Tq ⊆ {1, 2, ..., gq(n)} ∩ {1, 2, ..., f(n)}, Tq 6= ∅,

1

2
− δqt ≤ pq t ≤

1

2
+ δqt, δqt = δqt(n), t ∈ Tq, q = 1, ..., N,

(2 + (1 + α+ ω) ln 2)λ− lnλ

2
+ ln

 N∑
q=1

∏
t∈Tq

2δqt

→ −∞,
(α− 1)λu(α) ≥ c1 > −∞,

äå c1 = const, u(α) = (α − 1)−1(α lnα − α − 1) äëÿ 2 > lnα > 0 òà u(α) =
lnα− 1 äëÿ lnα ≥ 2.

Òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè νn−λ√
λ

ïðÿìó¹ (n → ∞) äî

ñòàíäàðòíî¨ íîðìàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé α = 5, β = 3
2 , ω = 1, υ = 2, Tq = {2}, 0 ≤ δqt ≤ 1

2n2 ,
t ∈ Tq, q = 1, ..., N , f(n) = nε, ε = const, o ≤ ε < 1.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i, îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà νn−λ√
λ
,

äå λ = 1
14 log2

2n1−ε

3 log2 n
, ìà¹ ïðè n→∞ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé α = 5, β = 3
2 , ω = 1, υ = 2, T1 = T2 = ... = TN ,

|Tq| = log2 n, 0 ≤ δqt ≤ 1
8 , t ∈ Tq, q = 1, ..., N , f(n) = nε, ε = const,

o < ε < 1.
Òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i, îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà νn−λ√

λ
,

äå λ = 1
14 log2

2n1−ε

3 log2 n
, ìà¹ ïðè n→∞ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

[1] Masol V.I., Slobodyan S.Y.On the asymptotic normality of the number of false solutions
of a system of nonlinear random Boolean equations // Theory of Stochastic Processes,
13(29), � 1-2, 2007, P.144�151.
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ÄÎÂIÐ×I IÍÒÅÐÂÀËÈ ÄËß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ
ÊÎÂÀÐIÀÖIÉÍÎ� ÔÓÍÊÖI� IÇ ÑIÌÅÉÑÒÂÀ

ÄÅÃÓÌÀ

Îðëîâñüêèé Ðîìàí ßðîñëàâîâè÷

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà

r orlovskiy@mail.ru

Íåõàé (X(t), t ∈ [0, 1]) ñòàöiîíàðíèé ãàóñcîâèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç
EX(t) = 0, t ∈ [0, 1] i êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ iç ñiìåéñòâà Äåãóìà [1]

EX(t)X(s) = 1−
(
|t− s|

1 + |t− s|

)γ
, t, s ∈ [0, 1],

äå ïàðàìåòð γ ∈ (0, 1).
Äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà γ ∈ (0, 1) âèêîðèñòà¹ìî ñòàòèñòèêè âèãëÿäó

Sn =

n−1∑
k=0

(
X

(
k + 1

n

)
−X

(
k

n

))2

n ≥ 1.

Òîäi çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà çíàéäåíî îöiíêó

γ̂n = 1− logSn
log(n+ 1)

, n ≥ 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (X(t), t ∈ [0, 1])- ãàóññîâèé ïðîöåñ íàâåäåíèé âèùå i

γ ∈ [γ∗, γ
∗], 0 < γ∗ < γ∗ < 1.

Äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ (1, 2) ïîçíà÷èìî In(z) := [γ̂n +m(−z); γ̂n +m(z)] , äå

m(z) :=
ln
(

(2 + z) n
n+1

)
ln(n+ 1)

.

Ïîçíà÷èìî C = 12 + 3
∞∑
m=1

1
m2−γ∗ . Òîäi γ íàëåæèòü In(z) ∩ [0, 1] ç éìîâið-

íiñòþ

p ≥
(

1− 2 exp

(
− nγ∗z2

4Ccn(γ∗)(z + 2)

))
+

, äå cn(γ∗) :=
(n+ 1)γ

∗

n

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàò ðîáîòè [2].
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[1] Berg C., Mateu J., Porcu E. The Dagum class of isotropic corelation functions. //
Bernouli journal. -Vol 14(4). -2008. P. 1134-1149.

[2] Nourdin I., Peccati G. Exact con�dence intervals for the Hurst parameter of a fractional
Brownian motion // Electronic Journal of Statistics, Vol.3(2009) 416-425.

ÏÅÐÅÍÎÑ ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÌIÐ
ÏÎÒÎÊÀÌÈ, ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÌÈ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÌÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÌÈ
ÐIÂÍßÍÍßÌÈ Ç ÐÎÇÐÈÂÍÈÌÈ

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ

Ïèëèïåíêî À.Þ.

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè; ÍÒÓÓ "ÊÏI"

pilipenko.ay@yandex.ua

Ðîçãëÿíåìî ïîòiê, ïîðîäæåíèé ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
â Rd : {

dXt(x) = a(Xt(x))dt+ dW (t), t ≥ 0,

X0(x) = x,
(1)

äå a : Rd → Rd � îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ, W (t), t ≥ 0 � âiíåðîâñüêèé
ïðîöåñ çi çíà÷åííÿìè â Rd.

Çà òåîðåìîþ Â¹ð¹ò¹ííiêîâà [1] iñíó¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñòîõà-
ñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Íåõàé γ � ñêií÷åííà, àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ìiðà â Rd. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
γt := γ ◦X−1

t îáðàç ìiðè γ ïðè âèïàäêîâîìó âiäîáðàæåííi Xt : Rd → Rd.
Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ a íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà, à ìiðà γ

òàêà, ùî γ(dx) = exp {ρ(x)}dx, äå ρ ∈ C1, òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé âàðiàíò
ôîðìóëè Ëióâiëëÿ:
dγt
dγ (x) =

= exp {
∫ t

0

(
−diva(Xs(X

−1
t (x)) + 〈ρ(Xs(X

−1
t (x))), a(Xs(X

−1
t (x)))〉

)
ds}, (2)

äå X−1
t � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âiäîáðàæåííÿ a íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ äèôåðåíöiéîâ-
íîþ ôóíêöi¹þ, àëå äèâåðãåíöiÿ diva iñíó¹ â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié i ¹
ìiðîþ. Çà ïåâíèõ ïðèðîäíiõ óìîâ íà ìiðó diva äîâåäåíî, ùî ìiðè γt àáñî-
ëþòíî íåïåðåðâíi ç éìîâiðíiñòþ 1. Òàêîæ íàäàíî ñåíñ âèðàçó (2) äëÿ ùiëü-
íîñòi Ðàäîíà-Íiêîäèìà â öüîìó âèïàäêó. Äàíèé ðåçóëüòàò iñòîòíî óçàãàëü-
íþ¹ ðåçóëüòàòè ðîáiò [2, 3, 4], äå êîåôiöi¹íò ïåðåíîñà ïðèïóñêàâñÿ áiëüø
ðåãóëÿðíèì.
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[1] Âåðåòåííèêîâ À. Þ. Î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé// ÒÂèÏ, 24:2 (1979), ñ. 348�360.

[2] Kunita H. Stochastic �ows and stochastic di�erential equations// Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, 24. Cambridge University Press, Cambridge, 1990, 346 pp.

[3] Fang S., Luo D., Thalmaier A. Stochastic di�erential equations with coe�cients in
Sobolev spaces// J. Funct. Anal. 259 (2010), no. 5, 1129�1168.

[4] Li H., Luo D. Quasi-invariant �ow generated by Stratonovich SDE with BV drift coe�-
cient// Stoch. Anal. Appl. 30 (2012), no. 2, 258�284.

ÃÐÀÍÈ×ÍÈÉ ÐÎÇÏÎÄIË ÐÀÍÃÓ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎ�
ÑÈËÜÍÎÇÀÏÎÂÍÅÍÎ� ÌÀÒÐÈÖI Ó ÏÎËI GF (2).

Ïîïåðåøíÿê Ñâiòëàíà Âîëîäèìèðiâíà

Íàöiîíàëüíèé àâiàöiéíèé óíiâåðñèòåò

Popereshnyak_sv@mail.ru

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ó ïîëi GF (2) âèäó

n∑
j=1

xjatj = 0, t = 1, T , (1)

äå atj , t = 1, T , j = 1, n - âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åííÿ 0
òà 1. (x1, ..., xn) − n−âèìiðíèé âåêòîð íåâiäîìèõ âåëè÷èí, xj ∈ {0, 1} äëÿ
j = 1, n.

Ïîêëàäåìî νnm0 - êiëüêiñòü íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1), m0 =
n− T , m0 - ôiêñîâàíå ÷èñëî.

Ïîçíà÷èìî L ïîäiþ, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ A =
(atj) íå ìiñòèòü îäèíè÷íèõ ðÿäêiâ òà îäèíè÷íèõ ñòîâïöiâ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé atj , t = 1, T , j = 1, n, − íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-
÷èíè ç ðîçïîäiëîì

P {atj = 1} = 1− P {atj = 0} = 1− qtj , (2)

äå qtj =
lnn−ωtj

n ,
−c lnn ≤ ωtj ≤ µ lnn;

−∞ < µ ≤ 1

3
− ε(n), ε(n)→ 0, ε(n) lnn→∞, n→∞;
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T∑
t=1

exp

{
−n min

1≤j≤n
qtj

}
− exp

{
−n max

1≤j≤n
qtj

}
→ 0, n→∞;

max
1≤t≤T

√
n

lnn

exp

{
n∑
j=1

ωtj
n

}
T∑
t=1

exp

{
n∑
j=1

ωtj
n

} → 0, n→∞;

max
1≤j≤n

√
n

lnn

exp

{
T∑
t=1

ωtj
n

}
n∑
j=1

exp

{
T∑
t=1

ωtj
n

} → 0, n→∞.

Òîäi ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
lim
n→∞

P
{
νnm0

= 2k − 1/L
}

=

= 2−k(k−r)
{
k−r∏
t=1

(1− 2−t)

}−1 ∞∏
t=k+1

(1− 2−t) , k ≥ r.

Çàóâàæåííÿ 2. Ìàòðèöÿ ðîçïîäië åëåìåíòiâ ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ (2) íàçè-
âà¹òüñÿ ñèëüíîçàïîâíåíîþ.

Çàóâàæåííÿ 3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ìîæíà âèêîíàòè øëÿõîì ïåðåâið-
êè óìîâ òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé (n → ∞) ðîçïîäië ðàíãó ìàòðèöi, ðÿäêè
ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè n-âèìiðíèìè (0, 1)-âåêòîðàìè ðîáîòè
[1].

[1] Ìàñîë Â. I. Ðàñøèðåíèå îáëàñòè èíâàðèàíòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíûõ áóëåâûõ ìàòðèö
// Êèáåðíåòèêà. � 1980. � � 3. � Ñ. 125�128.
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ÏÐÎ ÙIËÜÍIÑÒÜ ÑÏIËÜÍÎÃÎ ÐÎÇÏÎÄIËÓ
ÇÍÀ×ÅÍÍß ÏÐÎÖÅÑÓ ÌÀÐÊÎÂÀ I ÉÎÃÎ

ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ×ÀÑÓ

Îñèï÷óê Ìèõàéëî Ìèõàéëîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

myosyp@gmail.com

Ïîðòåíêî Ìèêîëà Iâàíîâè÷

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

portenko@imath.kiev.ua

Íåõàé (x(t),Mt,Px) � âèìiðíèé îäíîðiäíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà íà äiéñíié
ïðÿìié R iç ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó g(t, x, y), t > 0, x ∈ R, y ∈ R.
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, i íåõàé
ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
t→0+

sup
x∈R

t∫
0

g(s, x, y) ds = 0.

Òîäi â êîæíié òî÷öi y ∈ R iñíó¹ W -ôóíêöiîíàë (ηt(y))t≥0 âiä ïðîöåñó
(x(t),Mt,Px), òàêèé, ùî

Exηt(y) =

t∫
0

g(s, x, y) ds, t > 0, x ∈ R.

Öåé ôóíêöiîíàë çâåòüñÿ ëîêàëüíèì ÷àñîì ïðîöåñó â òî÷öi y.
Äëÿ ôiêñîâàíîãî y ∈ R ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gy(t, x, z, θ) ôóíêöiþ, äëÿ ÿêî¨

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Px((x(t), ηt(y)) ∈ Γ) =

∫
Γ

Gy(t, x, z, θ) dz dθ,

äëÿ êîæíèõ t > 0, x ∈ R òà áîðåëåâî¨ â R× R+ ìíîæèíè Γ.
Äëÿ p > 0 ïîêëàäåìî

G̃y(p, x, z, θ) =

∫ +∞

0

e−ptGy(t, x, z, θ) dt, g̃(p, x, z) =

∫ +∞

0

e−ptg(t, x, z) dt.
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Äîâîäèòüñÿ, ùî ïðè p > 0, x ∈ R, z ∈ R òà θ ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

G̃y(p, x, z, θ) =

[
g̃(p, x, z)− g̃(p, x, y)g̃(p, y, z)

g̃(p, y, y)

]
δ(θ) +

+
g̃(p, x, y)g̃(p, y, z)

[g̃(p, y, y)]2
exp

{
− θ

g̃(p, y, y)

}
,

äå δ(·) � Äiðàêîâà δ-ôóíêöiÿ.
Â öié äîïîâiäi îáãîâîðþþòüñÿ äåÿêi ôàêòè, ùî ¹ íàñëiäêàìè îñòàííüî¨

ôîðìóëè.

ÃÐÀÍÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÇÁÓÐÅÍÈÕ
ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÁËÓÊÀÍÜ Ç ÍÅIÍÒÅÃÐÎÂÍÈÌ

ÇÁÓÐÅÍÍßÌ

Ïðèõîäüêî Þðié �âãåíîâè÷

Íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè
�Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò�

npuxodbko@gmail.com

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà ïîñëiäîâíîñòi ïðîöåñiâ

Xn =
(
Xn(t) = 1√

n

(
X([nt])

)
, t > 0

)
, n > 1,

äå
(
X(k), k ∈ Z+

)
öå îäíîðiäíèé ëàíöþã Ìàðêîâà íà Z+ iç ïåðåõiäíèìè

iìîâiðíîñòÿìè
pi,i+1 = pi,i−1 = 1/2 ïðè i > 1

òà p0,j = P(ξ = j), j > 0,

äå ξ � íåâiä'¹ìíà öiëîçíà÷íà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçïîäië ξ íàëåæèòü äî îáëàñòi ïðèòÿæiííÿ äåÿêîãî

α-ñòiéêîãî ðîçïîäiëó, α ∈ (0, 1).

Òåîðåìà 1. Ïîñëiäîâíiñòü ïðîöåñiâ {Xn} ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ ïðè n→∞ â
D([0, T ]) äî ïðîöåñó âèãëÿäó

X∞(t) = W (t) + Uα
(
U (−1)
α (M(t))

)
, t > 0,

äå Uα(·) � íåâiä'¹ìíèé α-ñòiéêèé ïðîöåñ, W (·) � âiíåðiâ ïðîöåñ,
M(t) = − min

s∈[0,t]

(
W (s) ∧ 0

)
, t > 0, i ïðîöåñè

(
Uα(t)

)
òà

(
W (t)

)
íåçàëåæíi.
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ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÊÎÂÀÐIÀÖIÉÍÎ�
ÔÓÍÊÖI� ÎÄÍÎÃÎ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÃÎ ÏÎËß

Ñèíÿâñüêà Îëüãà Îëåêñàíäðiâíà

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

olja_sunjavska@ua.fm

Íåõàé
{
Xβ(t), t ∈ [0, 1]d

}
, d ≥ 2 � âèïàäêîâå ïîëå ç íóëüîâèì ñåðåäíiì

òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ r(t, s) = 1
2

(
‖t‖β + ‖s‖β − ‖t − s‖β

)
, β ∈ (0, 2).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà β çà ñïîñòåðåæåííÿìè Xβ(t) â

òî÷êàõ
{
k
an
, k+1/2

an
| 0 ≤ k ≤ an − 1, n ≥ 1

}
ïåðøî¨ êîîðäèíàòíî¨ îñi

òà
{(

k
an
, . . . , kan

)
,
(
k+1/2
an

, . . . , k+1/2
an

)
| 0 ≤ k ≤ an − 1, n ≥ 1

}
íà äi-

àãîíàëi [0, 1]d, an ∈ N, n ≥ 1. Ïîêëàäåìî Yk,n = Xβ

(
k+1
an

, 0, . . . , 0
)
−

2Xβ

(
k+1/2
an

, 0, . . . , 0
)

+Xβ

(
k
an
, 0, . . . , 0

)
, Zk,n = Xβ

(
k+1
an

, . . . , k+1
an

)
−

2Xβ

(
k+1/2
an

, . . . , k+1/2
an

)
+ Xβ

(
k
an
, . . . , kan

)
, S(1)

n = aβ−1
n

∑an−1
k=0 Y 2

k,n, S
(2)
n =

aβ−1
n

∑an−1
k=0 Z2

k,n. Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî
∑∞
n=1 a

−1
n < +∞, à âèïàäêîâi

âåêòîðè (Yk,n, Yj,n), (Zk,n, Zj,n) , 0 ≤ k, j ≤ an − 1, n ≥ 1 íàëåæàòü êëà-
ñó K1 [1]. Îñòàííÿ âèìîãà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ãàóññîâîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ
Xβ(·).

Òåîðåìà 1. Ñòàòèñòèêà β̂n = 2 logd θn, n ≥ 1, äå θn = S
(2)
n /S

(1)
n , ¹ ñèëüíî

êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà β.

Òåîðåìà 2. Íåõàé β ∈ (0, β∗], äå β∗ ∈ (0, 2), � ôiêñîâàíî, p/2 − λn >
0. Òîäi iíòåðâàë (βn,l, βn,r), äå βn,l = β (min (θn + γn(p), θ(β∗))) , βn,r =

β (max (0, θn − γn(p))) , äå θn = S
(2)
n /S

(1)
n ; β(θ) = 2 logd(θ), θ ∈ (1, d), θ(β) =

√
dβ ; γn(p) =

dλn+
√

(p/2−λn)µn+pd2λn/2

p/2−λn , λn = 4
an

(
9 + c

2 +
c2∗
2 ζ(4)

)
, µn =

√
dβ∗λn, c = supβ∈(0,2)

(
6·2β−4−4·3β+22β

2β

)2

, c∗ = supβ∈(0,2)

∣∣∣β(β−1)(β−2)(β−3)
24

∣∣∣ ,
ζ(4) = π4

90 , ¹ äîâið÷èì iíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà β ç ðiâíåì äîâiðè 1 −
p, p ∈ (0, 1).

[1] Kozachenko Y. V., Kurchenko O. O. Levy-Baxter theorems for one class of non-
Gaussian stochastic processes // Random Oper. Stoch. Equ. 4 (2011), 313�326.
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ÐIÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂIÄÍÎÑÒI ÍÀ ÏÐßÌIÉ Ç
ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ ÔÀÊÒÎÐÀÌÈ

Ñëèâêà-Òèëèùàê Ãàííà Iâàíiâíà

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

aslyvka@tn.uz.ua

Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêå çàäàíå íà ïðÿìié
[2]

∂u(x, t)

∂t
= a2 ∂

2u(x, t)

∂x2
+ ξ(x, t), −∞ < x < +∞, t > 0, (1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(x, 0) = 0, −∞ < x < +∞. (2)

Íåõàé ξ(x, t) = {ξ(x, t), x ∈ R, t > 0} � ñòðîãî îðëi÷åâèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G(y, t) = 1√
2π

t∫
0

e−a
2y2(t−τ)ξ̃(y, τ)dτ,

ξ̃(y, τ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos yxξ(x, τ)dx, u(x, t) =

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy.

ßêùî iñíóþòü íàñòóïíi iíòåãðàëè

+∞∫
−∞

cos yxξ̃(y, t)dy,

+∞∫
−∞

y sin yxG(y, t)dy,

+∞∫
−∞

ys cos yxG(y, t)dy, s = 0, 2

i ïîñëiäîâíiñòü an, an → ∞ ïðè n → ∞, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî A > 0 i
T > 0 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ

+an∫
−an

cos yxξ̃(y, t)dy,

+an∫
−an

y sin yxG(y, t)dy,

+an∫
−an

ys cos yxG(y, t)dy, s = 0, 2,

çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî çà éìîâiðíiñòþ äëÿ |x| ≤ A, 0 ≤ t ≤ T , òîäi ôóí-
êöiÿ u(x, t) áóäå êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(2).
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[1] V.V. Buldygin and Yu.V. Kozachenko Metric Characterization of Random Variables
and Random processes, American Mathematical Society, Providence, Rhode (2000).

[2] Á.Ì. Ìàðêîâè÷ Ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. � Ëüâiâ: Âèäàâíèöòâî Íàöiîíàëü-
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ÏÐÎ ÐIÂÍßÍÍß ÐÓÕÓ ÇI ÂÇÀ�ÌÎÄI�Þ ÄËß
ÑÈÑÒÅÌÈ ×ÀÑÒÈÍÎÊ Ç ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ

ÑÓÊÓÏÍÎÞ ÌÀÑÎÞ

Òàíöþðà Ì. Â.

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

mtan@meta.ua

Íåõàé, {wi(t), i ∈ Z} � âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, µ =
∑
k δuk � ïóàñîíiâñüêà

òî÷êîâà ìiðà ç iíòåíñèâíiñòþ m. Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó ñòîõà-
ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü dXi(t) = a(Xi(t), µ(t))dt+ dwi(t), i ∈ Z

µ(t) =
∑
k∈Z δXk(t)

Xi(0) = ui, i ∈ Z.
(1)

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíÿííÿ, ùî çàäà¹ ðóõ ó âè-
ïàäêîâîìó ñåðåäîâèùi íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi âçà¹ìîäi¹þ. Ïðè
öüîìó µ =

∑
k δuk ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ìàñ, âèïàäêî-

âó âåëè÷èíó Xi(t) � ÿê ïîëîæåííÿ â ìîìåíò ÷àñó t ÷àñòèíêè ùî ñòàðòóâàëà
ç ui, ìiðó µ(t) � ÿê ðîçïîäië ìàñ ÷àñòèíîê â ìîìåíò ÷àñó t. Ôóíêöiÿ a âiä-
ïîâiäà¹ çà âçà¹ìîäiþ ìiæ ÷àñòèíêàìè.

Äëÿ ñèñòåìè (1) äîâåäåíî ñëàáêå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèïàäêó, êîëè
iíòåíñèâíiñòü ïóàñîíiâñüêî¨ òî÷êîâî¨ ìiðè m â íàñòóïíîìó ñåíñi ìàæîðó¹-
òüñÿ ìiðîþ Ëåáåãà:

∃Cµ > 0 ∀n ∈ N : µ([−n, n]) ≤ nCµ,
à ôóíêöiÿ a ¹ íåïåðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ.
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ÀÍÀËÎÃ ÒÅÎÐÅÌÈ ËÅÂI ÄËß ÏÎÒÎÊÓ
ÀÐÐÀÒÜß

×åðíåãà Ïàâëî Ïåòðîâè÷

Iíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñóìàðíå ÷èñëî ïåðåòèíiâ çâåðõó âíèç ôiêñîâà-
íî¨ ïîëîñè òðà¹êòîðiÿìè êîíòèíóàëüíî¨ ñèñòåìè ÷àñòèíîê ïîòîêó Àððàòüÿ.
Äîâîäèòüñÿ çáiæiñòü äîáóòêó øèðèíè ïîëîñè íà ñóìàðíå ÷èñëî ïåðåòèíiâ
çâåðõó âíèç ïîëîñè äî ñóìàðíîãî ëîêàëüíîãî ÷àñó äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ.
Öåé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëåâi ïðî ÷èñëî ïåðåòèíiâ
çâåðõó âíèç ïîëîñè äëÿ îäíîâèìiðíîãî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà m ∈ N ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå ñïiââiä-
íîøåííÿ:

lim
δ↘0+

δνArrm,[s;t∧τ ] =
∑
k∈Z

t∧τ(umk )∫
s

δ0(x(umk , r))dr.

Òåîðåìà 2. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ iñíó¹ ãðàíèöÿ:

lim
m→∞

∑
k∈Z

ν̃
umk
[s0;t∧τ(umk )] := νArr[s0;τ ],

äå ν̃u
m
k

[s0;t∧τ(umk )]] - ÷èñëî ïåðåòèíiâ çâåðõó âíèõ ïîëîñè [0; δ] ïðîöåñîì | x(umk , ·) |.
Âèïàäêîâà âåëè÷èíà νArr[s0;τ ] ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ¹ ñêií÷åííîþ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà 0 < δ ≤ 1 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ
ïîñëiäîâíiòü

{
∑
k∈Z

ν̃
umk
[s0;t∧τ(umk )]}m≥1

ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî çíà÷åíü.
Òåîðåìà 4. Âèáåðåìî ÷èñëà 0 < s < t ≤ 1. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ãðàíè÷íå

ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
δ↘0+

δνArr[s;t∧τ ] =

∫
R

t∧τ(u)∫
s

δ0(x(u, r))dr

Âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè ðîáiò [1-5].
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ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÈÕ
ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ

Øåâ÷óê Ðîìàí Âîëîäèìèðîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

r.v.shevchuk@gmail.com

Íåõàé C(D) � áàíàõiâ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó D =
[r1, r2]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Di, i = 1, 2, äâà iíòåðâàëè (r1, r) i (r, r2) âiäïîâiä-
íî, äå −∞ < r1 < r < r2 < ∞, à ÷åðåç ϕi � çâóæåííÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨
ϕ ∈ C(D) íà çàìèêàííÿ Di.

Ïðèïóñòèìî, ùî â Di çàäàíî íåîäíîðiäíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó A(i)

s , s ∈ [0, T ]
(T > 0 � ôiêñîâàíå), ùî äi¹ íà ìíîæèíi C2(Di):

A
(i)
s ϕi(x) = 1

2bi(s, x)d
2ϕi(x)
dx2 + ai(s, x)dϕi(x)

dx , i = 1, 2,

äå êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ bi(s, x) i êîåôiöi¹íò ïåðåíîñó ai(s, x) ¹ íåïåðåðâíèìè
ôóíêöiÿìè äëÿ (s, x) ∈ [0, T ]×Di, äî òîãî æ bi(s, x) > 0.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ãs, s ∈ [0, T ], ÿêèé äi¹ íà ìíî-
æèíi

ϑ(Ãs) =
{
ϕ ∈ C(D) : ϕi ∈ ϑ(A

(i)
s ), i = 1, 2, A

(1)
s ϕ(r) = A

(2)
s ϕ(r)

}
çà òàêèì ïðàâèëîì:

Ãsϕ(x) =

{
A

(1)
s ϕ1(x), x ∈ D1,

A
(1)
s ϕ1(x), x ∈ D2.
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Â òî÷êàõ r, r1, r2 çàïèøåìî òðè êðàéîâi óìîâè òèïó Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ
([1]), ÿêi çâóæóþòü îïåðàòîð Ãs äî ãåíåðàòîðà äåÿêî¨ ôåëëåðiâñüêî¨ íàïiâ-
ãðóïè â ïðîñòîði C(D):

q1(s)ϕ′(r−)− q2(s)ϕ′(r+) + γ(s)ϕ(r) +

∫
D1∪D2

[ϕ(r)− ϕ(y)]µ(s, dy) = 0, (1)

(−1)ipi(s)ϕ
′(ri) + σi(s)ϕ(ri) +

∫
Di

[ϕ(ri)− ϕ(y)]πi(s, dy) = 0, i = 1, 2, (2)

äå

à) ôóíêöi¨ q1(s), q2(s), γ(s), pi(s), σi(s) íåâiä'¹ìíi òà íåïåðåðâíi íà âiä-
ðiçêó [0, T ];

á) µ(s, ·), πi(s, ·) � íåâiä'¹ìíi ìiðè íà D1 ∪D2 i Di âiäïîâiäíî, òàêi, ùî
iíòåãðàëè ∫

D1∪D2

|y − r|f(y)µ(s, dy),

∫
Di

|y − ri|fi(y)πi(s, dy)

iñíóþòü i ¹ íåïåðåðâíèìè íà âiäðiçêó [0, T ] ÿê ôóíêöi¨ çìiííî¨ s;

â) äëÿ âñiõ s ∈ [0, T ] q1(s) + q2(s) > 0 i pi(s) > 0.

Íàøà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äâîïà-
ðàìåòðè÷íî¨ ôåëëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè Tst, 0 ≤ s < t ≤ T, ãåíåðàòîð As
ÿêî¨ ¹ çâóæåííÿì îïåðàòîðà Ãs íà ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ϕ ∈ ϑ(Ãs) äëÿ
ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1), (2).

Òàêó çàäà÷ó íàçèâàþòü çàäà÷åþ ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ äèôóçiéíèõ ïðî-
öåñiâ íà âiäðiçêó ([2]). Ïðè ¨¨ äîñëiäæåííi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àíàëiòè÷íi
ìåòîäè. Çà òàêîãî ïiäõîäó øóêàíà íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïàðà-
áîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êëà-
ñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ñïðÿæåííÿ âñòàíîâëåíî íàìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì ïàðàáîëi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.

[1] Âåíòöåëü À. Ä. Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó âòîðîãî ïîðÿäêà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ 111 (1956), no. 2,
269�272.

[2] Kopytko B. I., Shevchuk R. V. On pasting together two inhomogeneous di�usion
processes on a line with the general Feller-Wentzell conjugation condition // Theory
of Stochastic Processes, 17 (33) (2011), no. 2, 55�70.
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2 Ñåêöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó

ÍÓËI I ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÈ ÑÒÅÏÅÍÅÂÎÃÎ
ÐÎÇÂÈÍÅÍÍß ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Àíäðóñÿê I.Â.

Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà"

andrusyak.ivanna@gmail.com

Ôiëåâè÷ Ï.Â.

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

�levych@mail.ru

Äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ f ÷åðåç µ(r), ν(r), n(r) i N(r) ïîçíà÷èìî ¨¨ ìàêñè-
ìàëüíèé ÷ëåí, öåíòðàëüíèé iíäåêñ, ëi÷èëüíó ôóíêöiþ íóëiâ i óñåðåäíå-
íó ëi÷èëüíó ôóíêöiþ íóëiâ âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî δ1 = limr→+∞

lnµ(r)
ν(r) ,

δ2 = limr→+∞
N(r)
n(r) . Íåõàé (an)∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ ñòåïåíå-

âîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f (an = f (n)(0)/n! äëÿ n ∈ N0). ×åðåç E0 ïîçíà-
÷èìî êëàñ öiëèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü áåçëi÷ íóëiâ. ßêùî f ∈ E0, òî íåõàé
(ζn)∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü óñiõ íóëiâ ôóíêöi¨ f , çàíóìåðîâàíà ç óðàõóâàííÿì
¨õ êðàòíîñòåé ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ ìîäóëiâ. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà
[1].

Òåîðåìà 1. (i) ßêùî f ∈ E0, òî limn→∞ |ζn| n
√
|an| ≥ 1. (ii) Iñíó¹ f ∈ E0

òàêà, ùî limn→∞ |ζn| n
√
|an| = 1.

Òâåðäæåííÿ (i) òåîðåìè 1 óòî÷íþ¹ òàêà òåîðåìà [2].

Òåîðåìà 2. ßêùî f ∈ E0, òî limn→∞ |ζn−1| n
√
|an| ≥ eδ1 .

Íàìè äîâåäåíî íàñòóïíi äâi òåîðåìè, ïåðøà ç ÿêèõ ¹ òâåðäæåííÿ òèïó
òåîðåìè 3, à äðóãà âêàçó¹ íà òî÷íiñòü îöiíîê ç òåîðåì 3 i 3.

Òåîðåìà 3. ßêùî f ∈ E0, òî limn→∞ |ζn−1| n
√
|an| ≥ eδ2 .

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíîãî δ ∈ [0; +∞] iñíó¹ f ∈ E0 òàêà, ùî δ1 = δ2 = δ
i limn→∞ |ζn| n

√
|an| = eδ.

Çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4  ðóíòó¹òüñÿ íà iäåÿõ ç ðîáîòè [3].
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ÏÐÈÊËÀÄÈ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ, ßÊI ÍÅ �
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎ ÐÓÕÎÌI

Àòàìàíþê Áîãäàí Âàñèëüîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

bogdanatamaniuk@ukr.net

Íåõàé îçíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíî¨ ðóõîìîñòi ïîäà¹òüñÿ ÷åðåç ãîìîòîïi÷íó ðiâ-
íiñòü. Òîäi ñîëåíî¨äè âàí Äàíöiãà, ùî ¹ ãðàíèöÿìè çâîðîòíiõ ñïåêòðiâ ñêií-
÷åííèõ âèòêiâ ñïiðàëi íå ¹ ñïåêòðàëüíî ðóõîìi. Òàê ñàìî íå ¹ ñïåêòðàëüíî
ðóõîìèìè ãðàíèöi âêëàäåíèõ òîðî¨äàëüíèõ ëàíöþãiâ (êîíòðïðèêëàä Äðî-
íiøíiêîâà).

A IMPROVEMENT OF SOME CRITERION OF
BOUNDEDNESS L-INDEX IN DIRECTION

Bandura Andriy

Ivano-Frankivs'k national technical university of oil and gas

andriykopanytsia@gmail.com

De�nition (see [1]). An entire function of F (z), z ∈ Cn, is called function of
bounded L-index in the direction of b ∈ Cn, if there exists m0 ∈ Z+ such that
for m ∈ Z+ and every z ∈ Cn performs inequality:

1

m!Lm(z)

∣∣∣∣∂mF (z)

∂bm

∣∣∣∣ ≤ max

{
1

k!Lk(z)

∣∣∣∣∂kF (z)

∂bk

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ m0

}
,

where ∂0F (z)
∂b0 = F (z), ∂F (z)

∂b =
n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj ,
∂kF (z)
∂bk

= ∂
∂b (∂

k−1F (z)
∂bk−1 ), k ≥ 2. The

least such integer m0 is called the L-index in direction of F (z) and is denoted
by Nb(F,L).

We proved a next criterion of boundedness L-index in direction [1].
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Òåîðåìà 1. [1]. Let L ∈ Qnb. An entire function F (z), z ∈ Cn, is function of
bounded L-index in direction b ∈ Cn if and only if for each η > 0 there exist
numbers n0 = n0(η) ∈ Z+ and P1 = P1(η) ≥ 1 such that for every t0 ∈ C and
every z ∈ Cn exists k0 = k0(t0, z) ∈ Z+, with 0 ≤ k0 ≤ n0 and the inequality

max
{∣∣∣∂k0F (z+tb)

∂bk0

∣∣∣ : |t− t0| ≤ η
L(z+t0b)

}
≤ P1

∣∣∣∂k0F (z+t0b)
∂bk0

∣∣∣ is holds.
Using Fricke's idea from [2] we give a some improvement of this theorem.

Òåîðåìà 2. Let L ∈ Qnb. An entire function F (z), z ∈ Cn, is function of
bounded L-index in direction b ∈ Cn if and only if there exist constants η > 0,
n0 = n0(η) ∈ Z+ and P1 = P1(η) ≥ 1 such that for every t0 ∈ C and every
z ∈ Cn exists k0 = k0(t0, z) ∈ Z+, with 0 ≤ k0 ≤ n0 and the inequality

max
{∣∣∣∂k0F (z+tb)

∂bk0

∣∣∣ : |t− t0| ≤ η
L(z+t0b)

}
≤ P1

∣∣∣∂k0F (z+t0b)
∂bk0

∣∣∣ is holds.

[1] Bandura A. I., Skaskiv O. B. Entire function of bounded L-index in direction // Matem.
Stud. � Vol. 27 (1), 2007. � P.30�52 (in Ukrainian).

[2] Fricke G. H. Entire functions of locally slow growth // Journal d'Analyse Mathematique.
� Vol. 28 (1), 1975. � P. 101�122.
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ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ

ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

Áàðàí Îêñàíà �âãåíi¨âíà

Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè
iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍÓ

boe13@ukr.net

Áîäíàð Äìèòðî Iëüêîâè÷

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé åêîíîìi÷íèé óíiâåðñèòåò

dmytro_bodnar@hotmail.com

Ðîçãëÿíåìî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá âèãëÿäó

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)

1
, (1)

äå i(k) ∈ I =
{
i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik, 1 ≤ is ≤ is−1, s = 1, k, k ≥ 1, i0 = N

}
,

N � ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü ãiëîê ðîçãàëóæåíü, ai(k) � êîìïëåêñíi ÷èñëà.
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Íåõàé l = l(i(k)) =
k∑
s=1

δisik � êiëüêiñòü ïîâòîðiâ iíäåêñà ik â ìóëüòèiíäåêñi

i(k), δisik � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó I íà ïiäìíîæèíè, ÿêi
ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ:

Ip1 = {i(k) ∈ I, ik = p, l = 1, k ≥ 1} ,

Ip2 = {i(k) ∈ I, ik = p, l − ïàðíå, k ≥ 2} ,
Ip3 = {i(k) ∈ I, ik = p, l − íåïàðíå, l > 1, k ≥ 3} ,

äå p = 1, N .

Òåîðåìà 1. ÃËÄ (1) çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî åëåìåíòè äðîáó ai(k) = ri(k)e
iθi(k)�

êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ri(k) ≤
ρ1 − ε1

ik−1 − 1
, i(k) ∈ Iik1 ,

ri(k) ≤ ρ− ε3, i(k) ∈ Iik3 ,

ri(k) ≥ (2 + ρ1)
(
ρ1 + ρ+ ε2 − cos θi(k)

)
, i(k) ∈ Iik2 ,

äå 0 ≤ θi(k) ≤ 2π, ρ1 > 1, ρ > 1 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, 0 < ε1 < ρ1,
0 < ε2 < ρ1 + ρ, 0 < ε3 < ρ.

ÏÐÎ l-IÍÄÅÊÑ ÔÓÍÊÖI� ÌIÒÒÀÃ-ËÅÔÔËÅÐÀ

Áîðäóëÿê Ìàðòà Òèìîôi¨âíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

mbordulyak@yahoo.com

Íåõàé l � äîäàòíà íåïåðåðâíà íà [0,+∞] ôóíêöiÿ. Öiëà ôóíêöiÿ f íàçèâà-
¹òüñÿ [1] ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó, ÿêùî iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ
âñiõ n ∈ Z+ i z ∈ C

|f (n)(z)|
n!ln(|z|)

≤ max
{
|f (k)(z)|
k!lk(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N
}
. (1)

Íàéìåíøå ç òàêèõ N íàçèâà¹òüñÿ l-iíäåêñîì ôóíêöi¨ f . Ïðè l ≡ 1 ìè îòðè-
ìó¹ìî ââåäåíå Á.Ëåïñîíîì îçíà÷åííÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó.
ßêùî íåðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ |z| > R, òî íàéìåíøå ç òàêèõ N
íàçèâàòèìåìî l-iíäåêñîì ôóíêöi¨ f ïðè |z| > R.

Íåõàé 0 < ρ < +∞. Ôóíêöi¹þ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà íàçèâà¹òüñÿ öiëà ôóí-
êöiÿ

Eρ(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(1 + k/ρ)
.
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Ñ.Øàõ âèñëîâèâ ãiïîòåçó, ùî ÿêùî 0 < ρ ≤ 1, òî ôóíêöiÿ Eρ ¹ îáìåæå-
íîãî iíäåêñó, i äîâiâ ¨¨ äëÿ âèïàäêó ρ = 1/n, n ∈ N. Ì.Ì.Øåðåìåòà äîâiâ
[1], ùî Eρ ¹ îáìåæåíîãî lρ-iíäåêñó ç lρ(x) = 1 ïðè 0 ≤ x ≤ 1 i lρ(x) = xρ−1

ïðè x ≥ 1 äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ρ. À.À. Ãîëüäáåðã [2] ïîêàçàâ îáìåæåíiñòü
lρ-iíäåêñó ôóíêöi¨ Eρ äëÿ âñiõ ρ ∈ (o; +∞). Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ òèïó
Ìiòòàã-Ëåôôëåðà E(ρ, µ) òåæ ìà¹ îáìåæåíèé lρ-iíäåêñ [3].

Ïðè ðàöiîíàëüíèõ ρ, ÿê ïîêàçàâ Ì.Ì.Øåðåìåòà, ôóíêöiÿ Eρ çàäîâîëü-
íÿ¹ äåÿêå ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè. Öå äîçâîëÿ¹ îöiíèòè âåëè÷èíó lρ-iíäåêñó çîâíi äåÿêîãî êðóãà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ρ = n
m < 1, n,m ∈ N, lρ(x) = xρ−1 ïðè x ≥ 1. Iñíó¹

òàêå R > 0, ùî lρ-iíäåêñ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà Eρ ïðè |z| > R íå
ïåðåâèùó¹ n+m− 1.

[1] M.M.Sheremeta. Analytic functions of bounded l-index// Monograph Series. V.6. -
VNTL Publishers. - 1999, 141 p.

[2] Ãîëüäáåðã À.À. Îöiíêà ìîäóëÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà
òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ // Ìàòåì. ñòóäi¨. � 1996. � Âèï.5. � c.21-30.

[3] Áîðäóëÿê Ì.Ò. Îáìåæåíiñòü ðîçïîäiëó çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà// Ìà-
òåì. ñòóäi¨. � 1998. � Âèï.9, �2. � c.177-186.
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ÎÖIÍÊÀ ØÂÈÄÊÎÑÒI ÐIÂÍÎÌIÐÍÎ� ÇÁIÆÍÎÑÒI
1-ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÎÃÎ ÃIËËßÑÒÎÃÎ ËÀÍÖÞÃÎÂÎÃÎ

ÄÐÎÁÓ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

Áóáíÿê Ì.Ì.

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé åêîíîìi÷íèé óíiâåðñèòåò

mbubniak@list.ru, olvoz@ukr.net

Âîçíÿê Î.Ã.

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé åêîíîìi÷íèé óíiâåðñèòåò

mbubniak@list.ru, olvoz@ukr.net

Ìèõàëü÷óê Ð.I.

Ëóöüêèé íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò

mbubniak@list.ru, olvoz@ukr.net

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá (ÃËÄ) âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

, (1)

äå cj ∈ C
(
j = 1, N

)
, i0 = N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ëåìà. Íåõàé åëåìåíò c íåïåðåðâíîãî äðîáó 1 +
∞
D
k=1

c

1
íàëåæèòü îáëàñòi

D1 =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg

(
z +

1

4

)∣∣∣∣ ≤ π − ε, δ ≤ ∣∣∣∣z +
1

4

∣∣∣∣ ≤ ∆

}
.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|fn − x| ≤ L · ρn+1 (n ≥ 0),

äå fn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá, x = 1
2 (1 +

√
1 + 4c) , L = 2

√
∆

1−ρ , ε ∈ (0;π),

δ ∈ (0; ∆) ρ =

√
1− 4

√
d sin ε/2 + 4d

1 + 4
√
d sin ε/2 + 4d

, äå d = δ, ÿêùî δ ·∆ ≤ 1
16 ; d = ∆, ÿêùî

δ ·∆ > 1
16 .

Òåîðåìà. Íåõàé åëåìåíòè cj ÃËÄ (1) íàëåæàòü îáëàñòÿì Dj (j = 1, N),
äå

Dj =

{
z ∈ C : |z| <

µ2

4j−1

}
(j = 2, N),

µ = (1− ρ)

√
1
4 +

(
1
2 +
√
δ
)

sin ε/2 +
(

1
2 +
√
δ
)2

. Òîäi
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1) äðiá (1) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â D1 ×D2 × . . .×DN ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|Fn+m − Fn| ≤ CN−1
n+N−1 · L · q

n+1 (n ≥ 0,m ≥ 1),

äå q = max{ρ, 1/3}, L = 12N−1M
µ2 , M = (1/2+

√
∆)(1+µ)

(1−ρ1)2 , Fn � n-èé ïiäõi-
äíèé äðiá ÃËÄ (1).

ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ Ç
ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍÈÌÈ ÃÐÓÏÀÌÈ ÂÈÐÎÄÆÅÍÍß

Áóðòíÿê Iâàí Âîëîäèìèðîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Â. Ñòåôàíèêà

bvanya@meta.ua

Ìàëèöüêà Ãàííà Ïåòðiâíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Â. Ñòåôàíèêà

Ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂tuν(t, x)−
n0−1∑
j=1

xj∂xj+1
uν(t, x) =

n∑
r=1

2b∑
k=0

arνk (t)∂kx1
ur(t, x), (1)

ν = 1, ..., n, n0 > 1, n ∈ N, 0 ≤ τ < t ≤ T, b ∈ N,

uν(t, x)|t=τ = uν0(x), x ∈ Rn0 , (2)

äå ∂twν(t, x) =
2b∑
k=0

n∑
r=1

arνk (t)∂kx1
wr(t, x), ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà â

ñåíñi Ïåòðîâñüêîãî äëÿ ∀t ∈ [0, T ], arνk (t)- êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, íåïå-
ðåðâíi äëÿ ∀t ∈ [0, T ], uν0(x)- äîñòàòíüî ãëàäêi ôiíiòíi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà. Iñíó¹ ìàòðèöÿ Ãðiíà çàäà÷i (1),(2).
G(t, x; τ, ξ) = (t− τ)−k0Ω(t, τ ; (x1 − ξ1)(t− τ)−1/2b, (x2 − ξ2 + x1(t− τ))

(t− τ)−(2b+1)/2b, ..., (xn0
− ξn0

+xn0−1(t− τ) + ...+x1(t− τ)n0−1((n0− 1)!)−1)

(t− τ)−
2b(n0−1)+1

2b ),
Ω(t, τ ; z1, ..., zn0

)- öiëà ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ z1, ..., zn0
, ïîðÿäêó ðîñòó q

ïðè êîìïëåêñíèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòiâ i òàêîãî æ ïîðÿäêó ñïàäàííÿ ïðè
äiéñíèõ çíà÷åííÿõ. Äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ïðàâèëüíi îöiíêè

|Dm
x G(t, τ ;x + iy; τ, ξ)| ≤ Cm(t − τ)−km exp{−c0

n0∑
j=1

[|xj − ξj +
j−1∑
l=1

xj−l(t −

40



τ)l(l!)−1|q(t − τ)−
2b(j−1)+1

2b−1 + cj |yj |q(t − τ)−
2b(j−1)+1

2b−1 ]}, y ∈ Rn0 , |m| = |m1| +

...+|mn0 |.c0 > 0, Cm > 0, cj > 0, t > τ, k0 =
bn2

0+n0(b−1)
2b , km = k0+

n0∑
j=1

mj((j−

1)+ 1
2b ), äå ñòàëi Cm, c0, cj çàëåæàòü âiä sup |arνk (t)|, õàðàêòåðó íåïåðåðâíîñòi

arν2b (t), ñòàëî¨ ïàðàáîëi÷íîñòi δ.

[1] Ìàëèöüêà Ã.Ï. Ïðî ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ùî óçàãàëüíþþòü ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç iíåðöi¹þ//
Âiñí.íàö.ó-òó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà.2000. �411-Ñ 221-228.

ÏÐÎ ÑÓÌÈ ÂÓÇÜÊÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ÍÀ
ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÊÅÒÅ

Âàöåê Äiàíà Îðåñòiâíà

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

diana1232208@ukr.net

Ìèõàéëþê Âîëîäèìèð Âàñèëüîâè÷

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

vmykhaylyuk@ukr.net

Ïîïîâ Ìèõàéëî Ìèõàéëîâè÷

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

mismam.popov@gmail.com

Ïîíÿòòÿ âóçüêîãî îïåðàòîðà óçàãàëüíþ¹ êîìïàêòíi îïåðàòîðè íà ôóí-
êöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ Êåòå (íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ ìîæíà çíàéòè â [2], [4]).
Ïðîòå ëiíiéíi âëàñòèâîñòi âóçüêèõ îïåðàòîðiâ, íà âiäìiíó âiä êîìïàêòíèõ,
çíà÷íî ñêëàäíiøi i íå äî êiíöÿ âèâ÷åíi. Òàê, ÿêùî E � ïåðåñòàâëÿëüíî-
iíâàðiàíòíèé ïðîñòið íà [0, 1] ç áåçóìîâíèì áàçèñîì, òî òîòîæíèé îïåðàòîð
íà E ¹ ñóìîþ äâîõ âóçüêèõ îïåðàòîðiâ òà, ÿê íàñëiäîê, äîâiëüíèé ëiíié-
íèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð íà E ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ âóçüêèõ
îïåðàòîðiâ [2]. Ç iíøîãî áîêó, íà ïðîñòîði L1 ñóìà äâîõ âóçüêèõ îïåðàòî-
ðiâ ¹ âóçüêèì îïåðàòîðîì [1]. Ïîÿñíþþ÷è öåé ôåíîìåí, â ðîáîòi [3] áóëî
äîâåäåíî, ùî ÿêùî E òà F � áàíàõîâi  ðàòêè ç ïåâíèìè íåîáòÿæëèâèìè
îáìåæåííÿìè (çîêðåìà, E òà F ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè ïðîñòîðàìè Êåòå
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íà [0, 1] ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íîðìîþ), òî ñóìà äâîõ ðåãóëÿðíèõ âóçü-
êèõ îïåðàòîðiâ ¹ âóçüêèì îïåðàòîðîì. Îñêiëüêè íà L1 âñi ëiíiéíi íåïåðåðâíi
îïåðàòîðè ðåãóëÿðíi, çâiäñè, ÿê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî çãàäàíèé âèùå ôàêò,
à íà äîâiëüíîìó ïåðåñòàâëÿëüíî-iíâàðiàíòíîìó ïðîñòîði ç áåçóìîâíèì áà-
çèñîì âñi ïðèêëàäè ïàð âóçüêèõ îïåðàòîðiâ ç íåâóçüêîþ ñóìîþ ìiñòÿòü
íåðåãóëÿðíi îïåðàòîðè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ áàãàòî çàäà÷. Íàïðèêëàä,
÷è äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ñóìà äâîõ âóçüêèõ îïåðàòîðiâ
ç L1 â X ¹ âóçüêîþ [1]? ×è çîáîâ'ÿçàíà áóòè âóçüêîþ ñóìà äâîõ âóçüêèõ
ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ íà L∞ [3]? ×è iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið Êåòå íà [0, 1] ç
àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íîðìîþ áåç áåçóìîâíîãî áàçèñó, ó ÿêîìó òîòîæíèé
îïåðàòîð ¹ ñóìîþ äâîõ âóçüêèõ îïåðàòîðiâ? Íàìè îòðèìàíî íàñòóïíi òðè
òåîðåìè, ÿêi äàþòü âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið Êåòå íà [0, 1]. Òîäi iñíó¹ áàíàõiâ
ïðîñòið X òà âóçüêi îïåðàòîðè T1, T2 ç E â X ç íåâóçüêîþ ñóìîþ T =
T1 + T2.

Òåîðåìà 2. Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið Êåòå íà [0, 1] òàêèé, ùî éîãî
äóàëüíèé ïðîñòið Êåòå E′ ìiñòèòü äåÿêèé áàíàõiâ ïðîñòið Êåòå F íà
[0, 1], ó ÿêîìó ñèñòåìà Ãààðà ¹ áåçóìîâíîþ. Òîäi iñíóþòü âóçüêi ðåãóëÿðíi
îïåðàòîðè T1, T2 ç E â L∞ ç íåâóçüêîþ ñóìîþ T = T1 + T2.

Òåîðåìà 3. Iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið Êåòå E íà [0, 1] ç àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íîþ íîðìîþ áåç áåçóìîâíîãî áàçèñó, ó ÿêîìó ìíîæèíà íåâóçüêèõ îïåðà-
òîðiâ, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ âóçüêèõ îïåðàòîðiâ, ùiëüíà â ïðî-
ñòîði âñiõ îïåðàòîðiâ ó ðîçóìiííi ñèëüíî¨ (ïîòî÷êîâî¨) òîïîëîãi¨.

[1] Kadets V. M.,Popov M. M. Some stability theorems on narrow operators acting in L1

and C(K) // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Ôèçèêà, Àíàëèç, Ãåîìåòðèÿ. � 2003. � 10, N1. �
Ñ. 49�60.

[2] Plichko A. M., Popov M. M. Symmetric function spaces on atomless probability spaces//
Diss. Math. (Rozpr. mat.) � 1990. � 306. � P. 1�85.

[3] Maslyuchenko O. V., Mykhaylyuk V.V., Popov M.M. A lattice approach to narrow
operators // Positivity � 2009. � 13. � P. 459�495.

[4] Popov M., Randrianantoanina B. Narrow Operators on Function Spaces and Vector
Lattices. � Berlin�Boston: De Gruyter Studies in Mathematics 45, De Gruyter, 2013. �
XIII, 319 p.
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Íåõàé L � êëàñ íåïåðåðâíèõ, çðîñòàþ÷èõ äî +∞ íà [x0,+∞) ôóíêöié.
Ñêàæåìî, ùî γ ∈ L0, ÿêùî γ ∈ L i γ((1 + ε(x))x) ∼ γ(x), x → +∞, äëÿ
êîæíî¨ ôóíêöi¨ ε(x) òàêî¨, ùî ε(x)→ 0, x→ +∞. ×åðåç H ïîçíà÷èìî êëàñ
òðàíñöåíäåíòíèõ öiëèõ ôóíêöié. Äëÿ f ∈ H íåõàé an(f) = f (n)(0)/n! � n-
íèé êîåôiöi¹íò ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ,M(r, f) i µ(r, f) � ìàêñèìóì ìîäó-
ëÿ i ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí âiäïîâiäíî, G(r, f) =

∑∞
n=0 |an(f)|rn. Äëÿ α, β ∈ L

i f ∈ H ïðèéìåìî

ρα,β(f) = lim
r→+∞

α(lnM(r, f))

β(ln r)
, Aα,β(f) = lim

r→+∞

α(lnµ(r, f))

β(ln r)
,

Bα,β(f) = lim
r→+∞

α(lnG(r, f))

β(ln r)
, cα,β = inf

γ∈L
lim

r→+∞

α(γ(x)x)

β(x)
.

Îñêiëüêè µ(r, f) ≤M(r, f) ≤ G(r, f), òî Aα,β(f) ≤ ρα,β(f) ≤ Bα,β(f).
×åðåç F ïîçíà÷èìî êëàñ âiäîáðàæåíü F : H → [0,+∞] òàêèõ, ùî F (f) =

F (g) äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ôóíêöié f, g ∈ H, ïîñëiäîâíîñòi ìîäóëiâ êîåôi-
öi¹íòiâ ñòåïåíåâèõ ðîçâèíåíü ÿêèõ ñïiâïàäàþòü, òîáòî |an(f)| = |an(g)|,
n ∈ N0. Çàçíà÷èìî, ùî Aα,β i Bα,β ¹ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó F , à ρα,β ∈ F
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ρα,β(f) = Bα,β(f) äëÿ êîæíî¨ f ∈ H.

Êëàñè÷íîþ çàäà÷åþ òåîði¨ öiëèõ ôóíêöié ¹ òàêà: îïèñàòè çðîñòàííÿ
ôóíêöi¨ f ∈ H (òîáòî, çðîñòàííÿ lnM(r, f)) ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü (|an(f)|).
Îäèí ç ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ìîæå ïîëÿãàòè â îòðèìàííi âiä-
ïîâiäi íà íàñòóïíå çàïèòàííÿ: ÿêèìè ¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà ôóí-
êöi¨ α, β ∈ L, çà ÿêèõ ρα,β ∈ F?

Ó âèïàäêó α, β ∈ L0 äîñòàòíi óìîâè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi ρα,β(f) = Aα,β(f)
äëÿ êîæíî¨ f ∈ H (à òîìó é âêëþ÷åííÿ ρα,β ∈ F) îòðèìàíî Ì. Ì. Øåðåìå-
òîþ â ðîáîòi [1], â ÿêié, âëàñíå, i ââåäåíî âåëè÷èíó ρα,β(f) (α, β-ïîðÿäîê)
ÿê óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ ïîðÿäêó (äèâ. òàêîæ [2]). Ç iíøîãî
áîêó, ïðîñòèì íàñëiäêîì ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [3] ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ α ∈ L iñíó¹ β ∈ L òàêà, ùî ρα,β /∈ F .

Òåîðåìà 1 âêàçó¹ íà òå, ùî ñôîðìóëüîâàíå âèùå çàïèòàííÿ íå ¹ òðè-
âiàëüíèì. Ïîâíà âiäïîâiäü íà íüîãî ó âèïàäêó α ∈ L0, β ∈ L ìiñòèòüñÿ â
íàâåäåíié íèæ÷å òåîðåìi 3.

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå âèïàäîê cα,β < +∞ (ÿêùî cα,β = +∞, òî,
ÿê ëåãêî äîâåñòè, ρα,β ∈ F). Äëÿ äîâiëüíîãî c > cα,β ÷åðåç Φc(x) ïîçíà÷à-
òèìåìî íàéáiëüøó îïóêëó íèæíþ ìàæîðàíòó ôóíêöi¨ α−1(cβ(x)) (òîáòî,
Φc(x) � äðóãà ñïðÿæåíà çà Þíãîì ç α−1(cβ(x))), à ÷åðåç Φ′c(x) � ïðàâîái-
÷íó ïîõiäíó ôóíêöi¨ Φc(x).

Òåîðåìà 2. Íåõàé α, β ∈ L. Òîäi óìîâà

∀c > cα,β : lim
x→+∞

α(Φc(x) + ln Φ′c(x))

α(Φc(x))
= 1 (1)

¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ρα,β(f) = Aα,β(f) äëÿ êîæíî¨ f ∈ H, à óìîâà

∀δ ∈ (0; 1) ∀c > cα,β : lim
x→+∞

α(δΦc(x) + ln Φ′c(x))

α(Φc(x))
≤ 1 (2)

¹ íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, ùîá ρα,β(f) = Bα,β(f) äëÿ êîæíî¨ f ∈ H.

ßêùî α ∈ L0, òî óìîâè (1) i (2) ðiâíîñèëüíi. Ç îãëÿäó íà öå, ç òåîðåìè
3 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé α ∈ L0, β ∈ L. Òîäi ρα,β ∈ F , ÿêùî i ëèøå ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1).

[1] Øåðåìåòà Ì.Í. Î ñâÿçè ìåæäó ðîñòîì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé ôóíêöèè è ìî-
äóëÿìè êîýôôèöèåíòîâ åå ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ // Èçâ. âóçîâ. Ìàò. � 1967. � � 2
(57). � Ñ. 100-108.

[2] Øåðåìåòà Ì.Ì. Öiëi ðÿäè Äiðiõëå. � Ê.: IÑÄÎ, 1993. � 168 ñ.

[3] Ôèëåâè÷ Ï.Â. Î âëèÿíèè àðãóìåíòîâ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ öåëîé
ôóíêöèè íà ðîñò åå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ // Ñèá. ìàò. æóðí. � 2003. � Ò. 44, � 3. �
Ñ. 674-685.
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The ratio of Appell functions
F1(α, β, β′; γ; z1, z2)

F1(α+ 1, β + 1, β′; γ + 1; z1, z2)
has been expanded

into N�orlund branched continued fraction

b0(z1, z2) +
∞
D
n=1

2∑
in=1

ai(n)(z1, z2)

bi(n)(z1, z2)
with the coe�cients

b0(z1, z2) = 1− α+ β + 1

γ
z1 −

β′

γ
z2,

ai(n)(z1, z2) =


(α+ n)(β + p)

(γ + n− 1)(γ + n)
z1(1− z1), if in = 1,

(α+ n)(β′ + q − 1)

(γ + n− 1)(γ + n)
z2(1− z2), if in = 2;

bi(n)(z1, z2) =


1− α+ β + n+ p+ 1

γ + n
z1 −

β′ + q

γ + n
z2, if in = 1,

1− β + p+ 1

γ + n
z1 −

α+ β′ + n+ q

γ + n
z2, if in = 2;

where (z1, z2) ∈ C2, i(n) ∈ I = {i(k) = i1i2...ik : is = 1, 2; s = 1, k, k ∈ N},

p =
k∑
j=1

δ1
ik
, q =

k∑
j=1

δ2
ik
, n = p+ q, n ≥ 1, δij is Kronecker symbol.

A remnant of N�orlund branched continued fraction

Q∞i(l)(z1, z2) = bi(l)(z1, z2) +
∞
D

k=l+1

2∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
, l = l(α, β, β′, γ),

converges uniformly to a holomorphic function

F1(α+ l, β + p, β′ + q; γ + l; z1, z2)

F1(α+ l + 1, β + p+ δ1
il
, β′ + q + δ2

il
; γ + l + 1; z1, z2)
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on every compact subset of the domainG :=
{

(z1, z2) ∈ C2 : |zj | < 1/8, j = 1, 2
}

for arbitrary complex parameters α, β, β′, γ (γ 6= 0,−1,−2, . . .) of Appell functi-
ons F1.

ON BIDUAL BASES IN THE SPACE OF SYMMETRIC
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The algebra of all continuous symmetric polynomials on `1 will be denoted
by Ps(`1). S It is known that Ps(`1) admits algebraic bases. We need to use
several standard bases which also are well known in the combinatorics.

The basis of power sums consists of polynomials

Pn(x) =

∞∑
i=1

xni , x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ `1.

The elementary symmetric polynomials Gn(x) =
∑
xi1 . . . xin form an another

basis in Ps(`1) and the Newton equality holds

nGn = Gn−1P1 −Gn−2P2 + . . .+ (−1)nPn.

Also, there is a basis of complex symmetric functions Hn which can be de�ned
by

nHn = Hn−1P1 +Hn−2P2 + . . .+H1Pn−1 + Pn.

Let λ = (λ1, λ2, . . . , λn) be a partition of a positive integer n, that is all
λk ∈ N and λ1 + λ2 + . . . + λn = n. We denote by xλ = xλ1

1 xλ2
2 . . . xλnn , x ∈ `1

and by Mλ the symmetric polynomial in Ps(`1)

Mλ(x) =
∑
σ∈S

xλ1

σ(1) . . . x
λn
σ(n),

where S is the group of permutations of N. It is known from the Combinatorics
that

Hn =
∑
|λ|=n

Mλ.

For a given partition λ let zλ =
∏
k≥1 k

mkmk!, where mk is the number of
entries of k into λ. It is known that

Hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ =

∑
ν1+2ν2+...+nνn=n

1

ν1!1ν1 . . . νn!nνn
P ν11 . . . P νnn ,
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where Pλ = Pλ1
. . . Pλn . We will use also notations Gλ = Gλ1

. . . Gλn , Hλ =
Gλ1 . . . Gλn . It is easy to see that each of system {Pλ}, {Gλ}, {Hλ}, and {Mλ}
form a linear basis in Ps(`1), where λ goes over all partitions of all positive
integers.

Next we introduce an inner product on Ps(`1) so that {Pλ} form an orthogonal
basis. In this talk we consider the case when 〈Pλ, Pµ〉 = δλµzλ, where δλµ is the
Kronecker delta. Let Hs = Hzλ

s (`1) be the completion of Ps(`1) with respect
to the inner product. The main result of the talk is that {Hλ} and {Mλ} are
bidual bases in Hs.

ÆÞËIÀ-ÂÈÍßÒÊÎÂIÑÒÜ ËÎÊÑÎÄÐÎÌÍÈÕ
ÌÅÐÎÌÎÐÔÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Ãóùàê Îëüãà Áîãäàíiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I.Ôðàíêà
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Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëîêñîäðîìíi ôóíêöi¨.
Íåõàé C∗ = C \ {0}. Âiäîáðàæåííÿ f : C∗ → C íàçèâà¹òüñÿ ëîêñîäðîì-

íîþ ôóíêöi¹þ ç ìóëüòèïëiêàòîðîì q (0 < |q| < 1), ÿêùî f ¹ ìåðîìîðôíîþ
i ∀z ∈ C∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(qz) = f(z).

Ìåðîìîðôíà â C∗ ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ Æþëià-âèíÿòêîâîþ, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {σn}, σn → ∞, n → ∞
iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {σnk} òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü {f(σnkz)} çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî â C∗ â ñåíñi Êàðàòåîäîði-Ëàíäàó ïðè k →∞.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Êîæíà ëîêñîäðîìíà ôóíêöiÿ f ¹ Æþëià-âèíÿòêîâîþ.

[1] Hellegouarch Y. Invitation to the Mathematics of Fermat-Wiles // Academic Press,
2002, P.92-93.

[2] Montel P. Le�cons sur les familles normales de fonctions analytiques et leurs applications
// Paris: Gauthier-Villars, 1927. (Ìîíòåëü Ï. Íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé // Ìîñêâà-Ëåíèíãðàä: ÎÍÒÈ ÍÊÒÏ ÑÑÑÐ, 1936. )

[3] Ostrowski A. �Uber Folgen analytischer Funktionen und einige Versch�arfungen des Pi-
cardschen satzes // Mathematische Zeitschrift, Vol. 24, �1 (1926), P. 215-258.

[4] Kondratyuk A.A. Meromorphic functions with several essential singularities. I //
Matematychni Studii, Vol. 30, �1 (2008), P. 125-131.

[5] Eremenko A. Normal holomorphic curves from parabolic regions to projective spaces.
// Preprint. Purdue University. - 1999.
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ÒÅÍÇÎÐÍI ÄÎÁÓÒÊÈ IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍÈÕ
ÏÐÎÑÒÎÐIÂ ÒÈÏÓ Á�ÑÎÂÀ
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Îäíi¹þ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ îáëàñòåé çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ äiéñíî¨
iíòåðïîëÿöi¨ ¹ òåîðiÿ àïðîêñèìàöi¨ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è
òàêi ìåòîäè ìîæíà îòðèìàòè êëàñè÷íi òåîðåìè Äæåêñîíà i Áåðíøòåéíà ïðî
íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöié iç Lp(Rn) (1 ≤ p ≤ ∞) öiëèìè ôóíêöiÿìè
åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîøèðåííÿ äåÿêèõ ìåòîäiâ äiéñíî¨ iíòåðïî-
ëÿöi¨ íà âèïàäîê ïðîåêòèâíèõ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.
Âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè ðîáiò [1], [2].

Çîêðåìà, âèçíà÷åíî iíòåðïîëÿöiéíi ïðîñòîðè òåíçîðíèõ äîáóòêiâ âåêòî-
ðiâ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó çàìêíåíèõ îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâèìè ïðîñòî-
ðàìè, à òàêîæ äîñëiäæåíî iíòåðïîëÿöiéíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ïðîñòîðiâ. Ïî-
êàçàíî, ùî òåíçîðíèé äîáóòîê àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðiâ Á¹ñîâà ¹ ïðîìiæíèì
iíòåðïîëÿöiéíèì ïðîñòîðîì ìiæ òåíçîðíèì äîáóòêîì ïðîñòîðiâ âåêòîðiâ
åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó çàìêíåíèõ îïåðàòîðiâ i òåíçîðíèì äîáóòêîì áàíà-
õîâèõ ïðîñòîðiâ, íà ÿêèõ âèçíà÷åíî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè. Âñòàíîâëåíî íå-
ðiâíîñòi, ÿêi îöiíþþòü âiäñòàíü âiä çàäàíîãî åëåìåíòà òåíçîðíîãî äîáóòêó
áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ äî ïiäïðîñòîðó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òåíçîðíèì äîáóòêîì
ïðîñòîðiâ âåêòîðiâ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

[1] Äìèòðèøèí Ì. I. Iíòåðïîëÿöiÿ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ âåêòîðiâ åêñïîíåíöiàëüíîãî
òèïó çàìêíåíèõ îïåðàòîðiâ // Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê ÍÒØ. -2012. - Ò.9. - Ñ. 89-96.

[2] Äìèòðèøèí Ì. I. Òåíçîðíi äîáóòêè àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðiâ Á¹ñîâà // Êàðïàòñüêi
ìàòåìàòè÷íi ïóáëiêàöi¨. Íàóêîâèé æóðíàë. - 2012. - Ò.2. - � 2. - Ñ. 241-246.
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Â äîïîâiäi áóäå ðîçãëÿíóòî àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ òèïó
Ïóàññîíà íà êëàñi Lip1 â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi. Çîêðåìà áóäå çíàéäåíî ïîâ-
íèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç
êëàñó Lip1 ¨õ iíòåãðàëàìè òèïó Ïóàññîíà. Âiäìiòèìî, ùî â ÷àñòèííèõ âè-
ïàäêàõ iíòåãðàë òèïó Ïóàññîíà ñïiâïàäà¹ ç âiäîìèì iíòåãðàëîì Ïóàññîíà
i áiãàðìîíiéíèì iíòåãðàëîì Ïóàññîíà, äëÿ ÿêèõ àíàëîãi÷íi ïîâíi àñèìïòî-
òè÷íi ðîçêëàäè áóëè çíàéäåíi â ðîáîòàõ [1], [2].

[1] K. M. Zhyhallo,Yu. I. Kharkevych. Approximation of di�erentiable periodic functions
by their biharmonic Poisson integrals// Ukr. Math. Journal. � 2002. � 54, �9. � P.
1462�1470.

[2] K. M. Zhyhallo, Yu. I. Kharkevych. Complete asymptotics of the deviation of a class of
di�erentiable functions from the set of their harmonic Poisson integrals // Ukr. Math.
Journal. � 2002. � 54, �1. � P. 51�63.

ÀÍÀËÎÃÈ ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑÈ×ÍÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒIÂ
ÄËß ÁËÎ×ÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÎËIÍÎÌIÂ

Çàãîðîäíþê Àíäðié Âàñèëüîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

andriyzag@yahoo.com

Êðàâöiâ Âiêòîðiÿ Âàñèëiâíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

maksymivvika@gmail.com

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X s∞ = ⊕1Cs � íåñêií÷åííà `1-ñóìà êîïié ïðîñòîðó Cs

ç íîðìîþ ‖x‖ =
∞∑
i=1

‖xi‖, äå âåêòîð x ∈ X s∞ i xi ∈ Cs. Áóäåìî êàçàòè, ùî

ïîëiíîì P íà ïðîñòîði X s∞ íàçèâà¹òüñÿ áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèì (âåêòîðíî-
ñèìåòðè÷íèì), ÿêùî:

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m), . . .),
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äå xi ∈ Cs i σ � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Pvs(X s∞) � àëãåáðó áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X s∞.

Ó äîïîâiäi áóäå ðîçãëÿíóòî àíàëîãè äåÿêèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ
áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

ÏÐÎ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß ÀÐÅÍÑÀ
ÎÏÅÐÀÖI� ÄÎÁÓÒÊÓ Ó ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÀËÃÅÁÐÀÕ

Çàãîðîäíþê Àíäðié Âàñèëüîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

andriyzag@yahoo.com

Òàðàñ Îëåíà Ãåíàäi¨âíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

Íåõàé A � êîìïëåêñíà áàíàõîâà ç îäèíèöåþ. Ïîçíà÷èìî Hb(A) àëãå-
áðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà A. Ó ðîáîòi [1] ïîêàçàíî, ùî
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ àëãåáðè A ìîæíà ïðîäîâæèòè äî äåÿêî¨ àñîöiàòèâíî¨
îïåðàöi¨ íà ñïåêòði (ìíîæèíi õàðàêòåðiâ)Mb àëãåáðè Hb(A). Öå ïðîäîâæå-
ííÿ çáiãà¹òüñÿ ç âiäîìèì ïðîäîâæåííÿì Àðåíñà ïðè çâóæåííi íà ïiäïðîñòið
A′′, ÿêèé ïðèðîäíî âêëàäà¹òüñÿ â Mb.

Ó äîïîâiäi áóäóòü äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ïîáóäîâàíîãî ïðîäîâæåííÿ òà
îòðèìàíî çàñòîñóâàííÿ äî îïèñó àíàëiòè÷íî¨ ñòðóêòóðè íà ãðóïi îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ Mb.

[1] Òàðàñ Î.Ã., Óçàãàëüíåííÿ ïðîäîâæåííÿ Àðåíñà íà ñïåêòð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà
áàíàõîâié àëãåáði // Ïðèêëàäíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè. � 2010. � 8 � Ñ.
78�83.
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ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÖIËÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ ÍÓËßÌÈ

Çàõàðêî Þ. Á.

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âåòåðèíàðíî¨ ìåäèöèíè òà
áiîòåõíîëîãié iì. Ñ. Ç. Ãæèöüêîãî

yulia.zaharko@gmail.com

Ôiëåâè÷ Ï. Â.

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

�levych@mail.ru

Íåõàé E � êëàñ òðàíñöåíäåíòíèõ öiëèõ ôóíêöié, à Z0 � êëàñ êîìïëåêñíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé ζ = (ζn) òàêèõ, ùî 0 ≤ |ζ0| ≤ |ζ1| ≤ ... i ζn → ∞, n → ∞.
×åðåç E(ζ), äå ζ ∈ Z0, ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié f ∈ E , ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ
ÿêèõ, çàíóìåðîâàíà ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ
ìîäóëiâ, ñïiâïàäà¹ ç ïîñëiäîâíiñòþ ζ.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ i òåðìiíîëîãiþ òåîði¨ ìåðîìîð-
ôíèõ ôóíêöié [1]. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ E ÷åðåç N(r, 0, f) ïîçíà÷èìî
óñåðåäíåíó ëi÷èëüíó ôóíêöiþ ¨¨ íóëiâ i ïîêëàäåìî

m2(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

| ln |f(reiθ||2dθ
)1/2

, Cf = lim
r→+∞

N(r, 0, f)

m2(r, f)
.

Äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0; +∞) íåõàé

C(ρ) =
| sinπρ|
πρ

(
4πρ

2πρ+ sin 2πρ

)1/2

, D(ρ) =

(∑
n∈Z

ρ4

(ρ2 − k2)2

)1/2

.

Âiäîìî, ùî C(ρ)D(ρ) = 1 äëÿ ρ ∈ (0; +∞)\N.
Äæ. Ìàéëç i Ä. Ô. Øià [2] äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. (i) Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E ïîðÿäêó ρ ∈ (0; +∞) ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü Cf ≥ C(ρ). (ii) Äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0; +∞) iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ E
ïîðÿäêó ρ òàêà, ùî Cf = C(ρ).

Òåîðåìà 1 ó âèïàäêó ρ ∈ N ¹ òðèâiàëüíîþ. ßêùî f ∈ E � ôóíêöiÿ ïî-
ðÿäêó ρ ∈ (0; +∞)\N, òî, ÿê âiäîìî, f ∈ E(ζ) äëÿ äåÿêî¨ ζ ∈ Z0, ïðè÷îìó ρ
çáiãà¹òüñÿ ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ζ. Ç îãëÿäó íà öå, òåîðåìà
1 ó ñâî¨é íåòðèâiàëüíié ÷àñòèíi ðiâíîñèëüíà íàñòóïíié.
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Òåîðåìà 2. (i) Íåõàé ζ ∈ Z0 � ïîñëiäîâíiñòü ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi
τ ∈ (0; +∞)\N. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E(ζ) ïîðÿäêó τ ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü Cf ≥ C(τ). (ii) Äëÿ êîæíîãî τ ∈ (0; +∞)\N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
ζ ∈ Z0 ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi τ òàêà, ùî Cf = C(τ) äëÿ äåÿêî¨ f ∈ E(ζ).

Çãiäíî ç ïóíêòîì (ii) òåîðåìè 3 íåðiâíiñòü Cf ≥ C(τ) ¹ òî÷íîþ. Àëå, ÿê
âèÿâëÿ¹òüñÿ, äëÿ "áiëüøîñòi"ïîñëiäîâíîñòåé ζ ∈ Z0 ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi
τ ∈ (0; +∞)\N öþ íåðiâíiñòü ìîæíà iñòîòíî óòî÷íèòè.

Íåõàé p ∈ N\{1}, à α1, α2, . . . , αp � óñi êîðåíi ñòåïåíÿ p ç 1. Ïîðÿä ç
ïîñëiäîâíiñòþ ζ ∈ Z0 ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó ïîñëiäîâíiñòü ζω = (ζnεn(ω)),
äå (εn(ω)) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ α1, α2, . . . , αp ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ 1

p .

Òåîðåìà 3. (i) Íåõàé ζ ∈ Z0 � ïîñëiäîâíiñòü ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi
τ ∈ (0; +∞)\N. Òîäi âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü ζω ìàéæå íàïåâíî âîëîäi¹
íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E(ζω) ïîðÿäêó τ ïðà-
âèëüíà íåðiâíiñòü Cf ≥ C(τ/p). (ii) Äëÿ êîæíîãî τ ∈ (0; +∞)\N iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z0 ç ïîêàçíèêîì çáiæíîñòi τ òàêà, ùî âèïàäêîâà ïî-
ñëiäîâíiñòü ζω ìàéæå íàïåâíî âîëîäi¹ òàêîþ âëàñòèâiñòþ: Cf = C(τ/p)
äëÿ äåÿêî¨ f ∈ E(ζω).

Ïîäiáíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî òàêîæ äëÿ iíøèõ ïîñëiäîâíîñòåé âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí ζω.

[1] Ãîëüäáåðã À.À., Îñòðîâñêèé È.Â. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ìåðîìîðôíûõ ôóí-
êöèé. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 590 ñ.

[2] Miles J., Shea D.F. An extremal problem in value distribution theory // Quart. J.
Math. � 1973. � V. 24. � P. 377-383.

ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÅ

Çåëèíñêèé Þ.Á.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû

zel@imath.kiev.ua

Áóäóò ðàññìîòðåíû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ ó÷åíèêàìè, âàðèàíòû òå-
îðåì î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ìíîãîçíà÷íûõ âêëþ÷åíèé â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, â òîì ÷èñëå òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìíîãîçíà-
÷íûõ îòîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà îáîáùåíèè �óñëîâèÿ îñòðîãî óãëà�. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè.

Ïóñòü En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) ïðî-
ñòðàíñòâî,
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〈∗, ∗〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â En, convA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíî-
æåñòâà A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En, êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü K ⊂ D � ïîäìíîæåñòâî
â çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (α): íà
êàæäîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ëåæèò õîòÿ áû îäíà
òî÷êà ïðèíàäëåæàùàÿ K. Ïóñòü ñóæåíèå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
F : D → En íà ïîäìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò �óñëîâèþ îñòðîãî óãëà� è
convF (K) êîìïàêò. Òîãäà, åñëè F (D) ⊃ F (K), òî 0 ∈ F (D).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En, êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü K ⊂ D � ïîäìíîæåñòâî â
çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (α). Ïóñòü ñóæåíèå
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : D → E1 íà ïîäìíîæåñòâî K óäîâëå-
òâîðÿåò �óñëîâèþ ñòðîãîãî îñòðîãî óãëà�. Òîãäà, åñëè F (D) ⊃ convF (K),
òî 0 ∈ F (D).

[1] Çåëèíñêèé Þ.Á. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ â àíàëèçå // Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà.
� 1993. � 264 ñ.

ÔÐÀÊÒÀËÈ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ
ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ ÔIÁÎÍÀ××I

Êàðâàöüêèé Ä. Ì.

Íàöiîíàëüíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà

dinaris-mail@mail.ru

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë (un) , n ∈ N, ÿêà ìà¹ âëàñòèâiñòü

un+2 = pun+1 + sun,

íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ Ôiáîíà÷÷i.
Ìíîæèíà

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n ≥ 3}

óçàãàëüíåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé Ôiáîíà÷÷i ç ôiêñîâàíèìè ïàðàìåòðàìè p òà
s óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið íà ÿêîìó ìîæíà ïðèðîäíiì ÷èíîì ââåñòè ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê, íîðìó, ìåòðèêó.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ñïîñiá ìåòðèçàöi¨ ïðîñòîðó F . Çàôiêñó¹ìî äåÿêå
äiéñíå ÷èñëî s äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü s > max {|Φ| , |Ψ|} , äå
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Φ =
p+
√
p2+4s

2 òà Ψ =
p−
√
p2+4s

2 . Âèçíà÷èìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìiæ
äâîìà åëåìåíòàìè x, y ∈ F íàñòóïíèì ÷èíîì

(x, y) = x · y =

∞∑
n=0

xnyn
s2n

.

Âiäïîâiäíî s-íîðìó â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði (F,+, λ (·) , ◦) âèçíà÷èìî ÿê
ôóíêöiîíàë

‖x‖s =
√
x ◦ x =

∞∑
n=0

x2
n

s2n
.

Ìåòðèêó â åâêëiäîâîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði F ç s-íîðìîþ îçíà÷èìî
çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

ρs (x, y) = ρs = ‖x− y‖s =

√√√√ ∞∑
n=0

(xn − yn)
2

s2n
,

äå x = (xn), y = (yn) ∈ F . Îòæå, (F, ρs) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ìåòðèêó, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ îñòàííüîþ ðiâíiñòþ áóäåìî íàçèâàòè s-ìåòðèêîþ.

Òåîðåìà 1. ßêùî 0 6= α = (αn) � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó F, r
i m � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 1 < m < r, V = {v1, v2, . . . , vm} ∈
{0, 1, . . . , r − 1} , vi < vi+1, i = 1,m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · ·+ αn

rn
+ . . . , αn ∈ V

}
,

òî ìíîæèíà
H = {x : x = λα, λ ∈ C [r, V ]}

â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (F, ρs) ¹ ñàìîïîäiáíîþ i ¨¨ ñàìîïîäiáíà ðîçìið-
íiñòü

α0 = logr |V |

ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiðíiñòþ Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à αρs (H).

Òåîðåìà 2. ßêùî α = (αn) , b = (bn) ∈ F, ïðè÷îìó α i b íåêîëiíåàðíi, òî
ìíîæèíà

H =

{
x : x = λ1α+ λ2b, λ1 =

∞∑
k=1

αk
2k
,λ2 =

∞∑
k=1

βk
2k
, αk + βk ≤ 1

}

¹ ñàìîïîäiáíîþ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ, ñàìîïîäiáíà ðîçìiðíiñòü ÿêî¨ ñïiâ-
ïàäà¹ ç ðîçìiðíiñòþ Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à i äîðiâíþ¹ log23 .
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[2] Âîåâîäèí Â. Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà / Â. Â. Âîåâîäèí. � Ì.: Íàóêà, 1980. � 400 ñ.

[3] Âîëêîâ Þ.I., Âîéíàëîâè÷ Í.Ì. Åëåìåíòè äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè: Íàâ÷àëüíèé ïî-
ñiáíèê. - Êiðîâîãðàä: ÐÂÃ IÖ ÊÄÏÓ iì. Â.Âèííè÷åíêà, 2000. � 190 ñ.

[4] Âîðîáüåâ Í. Í. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è / Í. Í. Âîðîáüåâ. � Ì.: Íàóêà, 1969. � 112 ñ.

[5] Ïðàöüîâèòèé Ì.Â. Ôðàêòàëüíèé ïiäõiä ó äîñëiäæåííi ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ. �
Êè¨â: Âèäàâíèöòâî ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà, 1998. � 296 ñ.
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Íåõàé X,Y, Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íà-
çèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z i
fy : X → Z íåïåðåðâíå äëÿ âñiõ x ∈ X òà y ∈ Y , äå fx(y) = fy(x) = f(x, y).
ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íå-
ïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü fn : X → Y , òî f íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà.

Ó 1898 ðîöi À. Ëåáå  [1] âñòàíîâèâ, ùî ïðè X = Y = R êîæíà íàðiçíî
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X×Y → Z íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Íàáið
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,Y, Z) ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ ìè áóäåìî íàçèâàòè
òðiéêîþ Ëåáå à. Â. Ìàñëþ÷åíêîì áóëî ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ: ÷è iñíó¹ òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið Z, òàêèé, ùî (R,R, Z) íå ¹ òðiéêîþ Ëåáå à?

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ ñóêóïíiñòü óñiõ òàêèõ ïiäìíîæèí A ç R2, ùî äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè (x, y) ç A iñíóþòü òàêi îêîëè U òà V òî÷îê x i y â R, ùî

({x} × V )
⋃

(U × {y}) ⊆ A.

Ñèñòåìà γ óòâîðþ¹ òîïîëîãiþ íà R2, ÿêó ìè íàçèâà¹ìî õðåñò-òîïîëîãi¹þ.
Ïðîñòið R2 ç òàêîþ òîïîëîãi¹þ ìè ïîçíà÷à¹ìî (R2, γ).

Òåîðåìà 1. Íàáið (R,R, (R2, γ)) íå ¹ òðiéêîþ Ëåáå à.

55



[1] H. Lebesgue Sur l'approximation des fonctions, Bull. Sci. Math. 22 (1898), 278�287.

A STEP TO NONLINEAR ANALYSIS AND BACK

Kondratyuk A. A.

Ivan Franko national university of Lviv, Universytetska str.,1, 79000 Lviv,
Ukraine

kond@franko.lviv.ua

The following topics will be exposed.

1. Multiplicatively periodic mappings of homogeneous spaces.

2. Loxodromic meromorphic functions. Geometric and topological aspects.

3. Linearisation of a homogeneous space.

4. Connections with elliptic functions of Abel, Jacobi Weierstrass.

5. Multiplicatively periodic measures and distributions.

6. Multiplicatively periodic di�erences of subharmonic functions.

[1] Hellegouarch Y. Invitation to the Mathematics of Fermat-Wiles, Academic Press, 2002,
381 pp.

[2] Rausenberger O. Lehrbuch der Theorie der Periodischen Functionen Einer Variabeln,
Leipzig, Druck und Ferlag von B.G.Teubner, 1884, 470 p.

[3] Valiron G. Cours d'Analyse Mathematique, Theorie des fonctions, 2nd Edition, Masson
et.Cie., Paris, 1947, 522 pp.

[4] Khrystiyanyn A.Ya., Kondratyuk A.A. Meromorphic mappings of torus onto the Ri-

emann sphere Carpathian Mathematical Publications �2012. � V.4, �1. � P. 155-159.

56



ÇÐÎÑÒÀÍÍß ÒÀ ÐÎÇÏÎÄIË ÍÓËIÂ I ÏÎËÞÑIÂ
ÌÅÐÎÌÎÐÔÍÎ� ÔÓÍÊÖI� Â ÎÊÎËI IÑÒÎÒÍÎ

ÎÑÎÁËÈÂÎ� ÒÎ×ÊÈ

Êîíäðàòþê A. A.
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natalia_sokulska@yahoo.com

Â êëàñè÷íié òåîði¨ Íåâàíëiííè âèâ÷à¹òüñÿ ðîçïîäië çíà÷åíü ìåðîìîð-
ôíèõ ôóíêöié ó âñié ïëîùèíi. Ìè áóäó¹ìî àíàëîã öi¹¨ òåîði¨ äëÿ ôóíêöié
ìåðîìîðôíèõ ëèøå â äåÿêîìó ïðîêîëåíîìó îêîëi ôiêñîâàíî¨ òî÷êè. Áåç
âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî öþ òî÷êó∞, à ¨¨ îêîëîì - çîâíiøíiñòü äåÿêî-
ãî êðóãà.

Õàðàêòåòðèñòèêó Íåâàíëiííè ââîäèìî íàñòóïíèì ÷èíîì

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F )+

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F )+N0(r, F ), 1 < r0 ≤ r

äå m0(r, F ) = 1
2π

2π∫
0

log+ |F (reiθ)|dθ,N0(r, F ) =
r∫
1

n(t,F )
t dt, n(t, F ) - êiëüêiñòü

ïîëþñiâ ôóíêöi¨ F â êiëüöi 1 < r0 ≤ r
Îïèñàíî êëàñ ìåðîìîðôíèõ ïðè |z| ≥ 1 ôóíêöié F

T0(r, F ) = O(log r).

Ââîäÿòüñÿ ãîëîìîðôíi òà ìåðîìîðôíi ïðè |z| ≥ 1 ôóíêöi¨ ñêií÷åííîãî λ-
òèïó. Îïèñàíi ìíîæèíè ¨õ íóëiâ òà ïîëþñiâ.

[1] Kondratyuk A., Laine I. Meromorphic functions in multiply connected domains, Fourier
series method in complex analysis (Merkrij�arvi, 2005) // Univ. Joensuu Dept. Math.
Rep. Ser. � 2006. � 10. � P. 9-111.

[2] Ñîêóëüñüêà Í.Á. Ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ ñêií÷åííîãî λ-òèïó ó ïiâñìóçi// Carpathian
Mathematical Publications,� 2012.� V4, No2.�Ð. 328-339.
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Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�

Äëÿ ðiâíÿííÿ
x = Fx (1)

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði E, ç íåëiíiéíèì îïåðàòîðîì F ïiäïîðÿäêîâàíîìó
óìîâi

lim
||x||→∞

||Fx||
||x|| = 0 (2)

áàãàòüìà àâòîðàìè âñòàíîâëþâàëèñü äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó.
Çàïðîïîíîâàíà Ì.Ñ. Êóðïåëåì â [1, ï. 8] ìåòîäèêà äîçâîëÿ¹ çàìiíèòè óìîâó
(2) ìåíø îáìåæåþ÷îþ óìîâîþ

lim
||x||→∞

||Fx||
||x|| = α (3)

äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì F.
Â ïðîïîíîâàíîìó ïîâiäîìëåííi àâòîðàìè ðîçâèíóòî i óòî÷íåíî äåÿêi

ðåçóëüòàòè ç [1] äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç îïåðàòîðîì F, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(3) iç ñòàëîþ α ≤ 1.Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið
E ¹ íîðìîâàíîþ ñòðóêòóðîþ ç ìîíîòîííîþ íîðìîþ. Âñòàíîâëåíî, çîêðåìà
ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõ òâåðäæåíü.

Òåîðåìà 1. Íåõàé
1. íîðìîâàíà ñòðóêòóðà ¹ öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòî-
ðîì;
2. îïåðàòîð F içîòîííèé;
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3. iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî iç ñïiââiäíîøåííÿ ||x|| ≥ M âèïëèâà¹ íå-
ðiâíiñòü ||Fx|| ≤ ||x|| (x ∈ E);
4. çàäàíèé åëåìåíò u, äëÿ ÿêîãî u ≤ Fu.

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ðiâíÿííÿ (2), äî ÿêîãî ìîíîòîííî íå ñïàäàþ÷è
ñõîäèòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {yn}, ïîáóäîâàíà ç äîïîìîãîþ ôîðìóë y0 = u,
yn+1 = Fyn (n = 0, 1, . . .) i ìà¹ ìiñöå îöiíêà u ≤ x∗.

Òåîðåìà 2. Íåõàé:
1. E � öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið;
2. îïåðàòîð F � àíòèòîííèé;
3. iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî iç ñïiââiäíîøåííÿ ||y, z|| ≥ M âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü ||Fy, Fz|| ≤ ||y, z||;
4. çàäàíi åëåìåíòè u, v, äëÿ ÿêèõ u ≤ Fv, v ≥ Fu;
5. ñèñòåìà ðiâíÿíü y = Fz, z = Fy ìà¹ íå áiëüøå íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê â
E × E;
6. ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Òîäi äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (1) ìàþòü ìiñöå îöiíêè
y0 ≤ y1 ≤ . . . yn ≤ . . . ≤ x∗ ≤ . . . ≤ zn ≤ . . . ≤ z1 ≤ z0, äå ïîñëiäîâíîñòi
{yn}, {zn} ïîáóäîâàíi ç äîïîìîãîþ ôîðìóë y0 = u, z0 = v, yn+1 = Fzn,
zn+1 = Fyn. Ïðè öüîìó ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ äî x∗ ïî íîðìi
â E.

[1] Êóðïåëü Í.Ñ., Øóâàð Á.À. Äâóõñòîðîííèå îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà è èõ ïðèìå-
íåíèå. � Ê: Íàóêîâà äóìêà, 1980. � 267 ñ.
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Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê.

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

Äëÿ ìíîæèíè E ⊆ R2 ñèìâîëè S0,0(E), P0(E) i P (E) îçíà÷àþòü âiäïîâiäíî
ìíîæèíè âñiõ íàðiçíî ñòàëèõ, ñòàëèõ i ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié f : E → R.
Ó ïðàöÿõ [1, 2] áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ hv-çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè E i ïîêàçàíî,
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ùî ðiâíiñòü S0,0(E) = P0(E) âèêîíóþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæè-
íà E ¹ hv-çâ'ÿçíîþ. Òàì æå áóâ íàâåäåíèé ïðèêëàä ìíîæèíè E (ãðàôiê
ôóíêöi¨ Äiðiõëå), äëÿ ÿêî¨ S0,0(E) * P0(E), àëå S0,0(E) ⊆ P (E). Òîìó ïî-
ñòàëî ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïðî îïèñ òèõ ìíîæèí E, äëÿ ÿêèõ S0,0 * P0(E)
i S0,0(E) ⊆ P (E). Òóò ìè äà¹ìî äåÿêi íåîáõiäíi óìîâè äëÿ öüîãî i äåÿêi
äîñòàòíi.

Êîìïîíåíòîþ hv-çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè E ìè íàçèâà¹ìî ìàêñèìàëüíó
hv-çâ'ÿçíó ïiäìíîæèíó C â E. Ðiçíi êîìïîíåíòè hv-çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè
E îáîâ'ÿçêîâî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à âñÿ ìíîæèíà E ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ âñiõ ñâî¨õ êîìïîíåíò hv-çâ'ÿçíîñòi.

Äëÿ ïiäìíîæèíè C ⊆ R2 i òî÷êè (x, y) ∈ R2 ïîêëàäåìî Cx = {v ∈ R :
(x, v) ∈ C} i Cy = {u ∈ R : (u, y) ∈ C}. Ñèìâîëîì |M | ìè ïîçíà÷àòèìåìî
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè M. Äëÿ ìíîæèíè C ∈ R ââåäåìî ìíîæèíè

A(C) = {x ∈ R : |Cx| ≥ ℵ0} i B(C) = {y ∈ R : |Cy| ≥ ℵ0}.

Òåîðåìà 1. Íåõàé E ⊆ R2, C − ñèñòåìà âñiõ êîìïîíåíò hv-çâ'ÿçíîñòi
ìíîæèíè E, S0,0(E) * P0(E) i S0,0(E) ⊆ P (E). Òîäi:

(i) 1 < |C| < ℵ0;
(ii) ÿêùî A(C0) 6= ∅ äëÿ äåÿêîãî C0 ∈ C, òî B(C) = ∅ äëÿ âñiõ

C ∈ C \ {C0};
(iii) ÿêùî B(C0) 6= ∅ äëÿ äåÿêîãî C0 ∈ C, òî A(C) = ∅ äëÿ êîæíîãî

C ∈ C \ {C0};
(iv) ìíîæèíà {C ∈ C : A(C) 6= ∅ àáî B(C) 6= ∅} ñêií÷åííà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ìíîæèíà E ìà¹ ðiâíî n ðiçíèõ êîìïîíåíò hv-çâ'ÿçíîñòi
C1, ..., Cn, ïðè÷îìó n ≥ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ïðîåêöi¨ pr1(C1), ..., pr1(Cn)
íà âiñü àáñöèñ àáî âñi ïðîåêöi¨ pr2(C1), ..., pr2(Cn) íà âiñü îðäèíàò ñêií÷åí-
íi. Òîäi S0,0(E) * P0(E) i S0,0(E) ⊆ P (E).

[1] Êîñîâàí Â.Ì., Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Íàðiçíî ñòàëi ôóíêöi¨ // Ìiæíàð. êîíô. äî 100-
ði÷÷ÿ Ì.Ì.Áîãîëþáîâà òà 70-ði÷÷ÿ Ì.I.Íàãíèáiäè. 8-13 ÷åðâíÿ, 2009, ×åðíiâöi. Òåçè
äîïîâiäåé. − ×åðíiâöi: Êíèãè - XXI, 2009. − c.80.

[2] Êîñîâàí Â.Ì., Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Ïðî íàðiçíî ñòàëi i ñòàëî ëiíiéíi ôóíêöi¨ // Íàóê.
âiñí. ×åðíiâåöüêîãî óí-òó iì. Þ.Ôåäüêîâè÷à. Ñåðiÿ: Ìàòåìàòèêà. − 2011.− 1, �3.
− C.44-48.
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Íåõàé

x =

∞∑
j=1

αj
2j

= ∆2
α1α2...αn...

� äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0; 1], αn ∈ {0, 1},∀n ∈ N . Äëÿ äâiéêîâî-
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âèãëÿäó r

2s , r, s ∈ Z+, r ≤ 2s ïðèéíÿòî âèêîðèñòîâóâàòè
ïåðiîä (0).

Ïîçíà÷èìî Ni(x, n) = #{k : αk(x) = i, k ≤ n}. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

Ni(x, n)

n
= νi(x),

òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ öèôðè i ó äâiéêîâîìó çîáðàæåííi ÷èñëà x.
×èñëî íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì çà îñíîâîþ 2, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i ∈

{0, 1}: νi(x) = 1
2 , ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ÷èñëî íàçèâàþòü àíîðìàëüíèì.

Ó ðîáîòàõ [1], [2] äîñëiäæóâàëàñü ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ν1(x) = x
â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Íàæàëü, ïåðåíåñòè ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ç
âêàçàíèõ ðîáiò íà äàíèé âèïàäîê íåìîæëèâî.

Â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ νi(x) =
f(x) (i ∈ {0, 1}) â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Âêàçàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè
êîðåíiâ ðiâíÿííÿ νi(x) = f(x).

Òåîðåìà 1. Íåõàé f(x) : [u1; v1] → [u2; v2],([ui; vi] ⊂ [0; 1], (i ∈ {0, 1})) �
íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ. Ìíîæèíà òî÷îê, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü ðiâíiñòü νi(x) = f(x) (i ∈ {0, 1}) ¹ êîíòèíóàëüíîþ, âñþäó ùiëüíîþ
íà âiäðiçêi [u1; v1] ìíîæèíîþ íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨, çà
âèêëþ÷åííÿì ùîíàéáiëüøå îäíîãî ¹ àíîðìàëüíèìè ÷èñëàìè.
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Íåõàé X,Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, ïîçíà÷èìî ÷åðåç P(nX,Y ) ìíîæèíó
âiäîáðàæåíü ç X â Y òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ F ∈ P(nX,Y )
iñíó¹ n-îäíîðiäíèé íåïåðåðâíèé ïîëiíîì PF ∈ P(nB(X), B(Y )), äëÿ ÿêîãî
PF (x) = F (x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Iíøèìè ñëîâàìè F ∈ P(nX,Y ), ÿêùî
äiàãðàìà

X
F−→ Y

ν ↓ ↓ ν
B(X)

PF−→ B(Y )

êîìóòàòèâíà äëÿ äåÿêîãî PF ∈ P(nB(X), B(Y )), äå B(X), B(Y ) � âiëüíi
áàíàõîâi ïðîñòîðè ïðîñòîðiâ X òà Y âiäïîâiäíî [1].

Åëåìåíòè êëàñó P(nX,Y ) áóäåìî íàçèâàòè n-îäíîðiäíèìè ëiïøèöåâî-
ïîëiíîìiàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið Y.

Íåõàé X � íîðìîâàíà ìíîæèíà i E � íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ñêàæåìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ F : X → E íàçèâà¹òüñÿ ëiïøèöåâî-àíàëiòè÷íèì, ÿêùî
iñíó¹ F̃ : B(X)→ E, òàêå, ùî F (x) = F̃ (x). ßêùî F ∈ Hb(B(X), E), òîáòî F̃
¹ îáìåæåíîãî òèïó (îáìåæåíå íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ) òî áóäåìî êàçàòè,
ùî F � ëiïøèöåâî-àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ îáìåæåíîãî òèïó.

Ìíîæèíó âñiõ ëiïøèöåâî-àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü (âiäïîâiäíî îáìå-
æåíîãî òèïó) ç X â E ïîçíà÷èìî H(X,E) (âiäïîâiäíî Hb(X,E)). Íàâåäåíi
ïîíÿòòÿ ââåäåíi ó [2].

Ó äîïîâiäi áóäå çäiéñíåíà ïîðiâíÿëüíà õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó ëiïøè-
öåâèõ, ëiïøèöåâî-ïîëiíîìiàëüíèõ òà ëiïøèöåâî-àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü,
çîêðåìà, íàâåäåíi ïðèêëàäè, ÿêi äîâîäÿòü òàêå âêëàäåííÿ

Lip(X,E)  P(X,E)  Hb(X,E).
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Ïîíÿòòÿ äîáóòêó Ñiäðà âèíèêëî ÿê óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ïëîùèíè Ñi-
äðà [1], ÿêà ¹ ïðèêëàäîì âè÷åðïíîãî íåìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó. Â [2] áó-
ëî ïîáóäîâàíî âè÷åðïóâàííÿ äîáóòêó Ñiäðà ó âèïàäêó ìåòðèçîâíèõ ñïiâ-
ìíîæíèêiâ. Â äàíîìó ïîâiäîìëåííi ìè ïîäàìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè
âèêîíàííÿ àêñiîì âiäîêðåìíîñòi T0, T1, T2 i T3, à òàêîæ êðèòåðié ìåòðèçîâ-
íîñòi äîáóòêó Ñiäðà.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i b ∈ Y . Ãðåáiíöåì àáî äîáóòêîì
Ñiäðà ìè íàçèâà¹ìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið P = X ×b Y , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ç òî÷îê äîáóòêó X × Y i òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà íüîìó ââîäèòüñÿ òàê:
ìíîæèíà W â P áóäå îêîëîì òî÷êè p = (x, y), y 6= b, ÿêùî iñíó¹ îêië V
òî÷êè y â Y , òàêèé, ùî {x} × V ⊆ W , i îêîëîì òî÷êè p = (x, b), ÿêùî
iñíóþòü îêië U òî÷êè x â X i îêië V òî÷êè b â Y , òàêi, ùî

U
x
×V = (U × V ) \ ({x} × V̇ ) = (U̇ × V ) ∪ {p} ⊆W,

äå U̇ = U \ {x} i V̇ = V \ {b}.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X 6= ∅, b ∈ Y i
P = X ×b Y � äîáóòîê Ñiäðà. Äëÿ òîãî, ùîá P áóâ T0-ïðîñòîðîì íåîáõi-
äíî i äîñèòü, ùîá ïðîñòîðè X i Ẏ = Y \ {b} áóëè T0-ïðîñòîðàìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X 6= ∅, b ∈ Y i
P = X ×b Y � äîáóòîê Ñiäðà. Äëÿ òîãî, ùîá P áóâ T1-ïðîñòîðîì íåîáõi-
äíî i äîñèòü, ùîá ïðîñòîðè X i Ẏ = Y \ {b} áóëè T1-ïðîñòîðàìè i ìíîæèíà
{b} áóëà çàìêíåíà â Y .

Òåîðåìà 3. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X 6= ∅, b ∈ Y i
P = X ×b Y � äîáóòîê Ñiäðà. Äëÿ òîãî, ùîá P áóâ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòî-
ðîì íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ïðîñòîðè X i Ẏ = Y \ {b} áóëè ãàóñäîðôîâèìè
i ìíîæèíà {b} áóëà çàìêíåíîþ â Y .

Òåîðåìà 4. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X 6= ∅, b ∈ Y i
P = X ×b Y � äîáóòîê Ñiäðà. Äëÿ òîãî, ùîá ïðîñòið P áóâ ðåãóëÿðíèì íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùîá ïðîñòîðè X i Ẏ = Y \{b} áóëè ðåãóëÿðíèìè, ìíîæèíà
{b} çàìêíåíà â Y i ó âèïàäêó, êîëè X íåäèñêðåòíèé ïðîñòið, òî÷êà b ìà¹
áàçó iç çàìêíåíèõ îêîëiâ â ïðîñòîði Y .

Òåîðåìà 5. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X 6= ∅, b íåiçîëüîâàíà
òî÷êà ïðîñòîðó Y i P = X ×b Y � äîáóòîê Ñiäðà. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá P áóâ
ìåòðèçîâíèì íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá X i Ẏ = Y \ {b} áóëè ìåòðèçîâíèìè
ïðîñòîðàìè, ïðè÷îìó X � σ-äèñêðåòíèé, ìíîæèíà {b} çàìêíåíà â Y i ÿêùî
X íåäèñêðåòíèé, òî b ìà¹ çëi÷åííó áàçó çàìêíåíèõ îêîëiâ â Y .

[1] Ceder J. Some generalizations of metric spaces // Pacif. J. Math. � 1961.�11. � P.
105-126.

[2] Â. Ìàñëþ÷åíêî, Î. Ìèðîíèê Âè÷åðïíiñòü ãðåáiíöÿ Ñiäðà // Âñåóêð. íàóê. êîí-
ôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó". Òåçè
äîïîâiäåé. 20 - 26 ëþòîãî, Âîðîõòà. � Iâ.-Ôðàíêiâñüê, 2012. � Ñ. 44-45.
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Ó ïðàöi [1] Æ.Êàëáði òàÆ.-Ï.Òðîàëëiê ââåëè ïîíÿòòÿ ìíîæèíè çëi÷åí-
íîãî òèïó i âñòàíîâèëè òàêèé ðåçóëüòàò: äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ,
ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Z, íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X×Y →
Z i ìíîæèíè çëi÷åííîãî òèïó B â Y iñíó¹ òàêà çàëèøêîâà ìíîæèíà A â X,
ùî f ¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèì ó êîæíié òî÷öi ç A×B.

Íåäàâíî ó ïðàöÿõ [2, 3] áóëî îòðèìàíi äàëåêi óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ òåîðå-
ìè. �õ àâòîðè, çàñòîñîâóþ÷è ðiçíi ìåòîäè, óçàãàëüíèëè òåîðåìó Êàëáði-
Òðîàëëiêà íà çíà÷íî øèðøi êëàñè âiäîáðàæåíü. Îñêiëüêè öå áóëè ðiçíi
êëàñè â îáîõ ïðàöÿõ, òî ïðèðîäíî ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî ïîðiâíÿíííÿ ðå-
çóëüòàòiâ ç [2] i [3]. Ïðîñòèé ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ f = χ{0}×R : R2 → R
ïîêàçàâ, ùî ç òåîðåìè ç [3] íå âèïëèâà¹ òåîðåìà ç [2]. Òàê ñàìî ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî i ç òåîðåìè ç [2] íå âèïëèâà¹ òåîðåìà ç [3].

Òîäi ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî ñèíòåçóþ÷ó òåîðåìó, ç ÿêî¨ âèïëèâàëè áè îáè-
äâà ðåçóëüòàòè ç [2] i [3]. Íàì âäàëîñÿ öå çðîáèòè, ðîçâèâàþ÷è ïîíÿòòÿ ç
[3] i çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ç [2].

Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y ìè íàçèâà¹ìî

• ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíèì çíèçó, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiä-
êðèòî¨ ìíîæèíè U â X i äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X, òàêî¨, ùî
U ⊆ A, iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i
F (G) ⊆ F (A);

• ïîêðèòò¹âî êàòåãîðíî êëiêîâèì çíèçó, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âiäêðèòî-
ãî ïîêðèòòÿ V ïðîñòîðó Y i äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â
X iñíóþòü äåñü ùiëüíà â X ìíîæèíà A i ìíîæèíà V ∈ V, òàêi, ùî
A ⊆ E i F (x) ∩ V 6= ∅ äëÿ âñiõ x ∈ A.

Ñèìâîëîì C(f) ìè ïîçíà÷èìî, ÿê çâè÷àéíî, ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâ-
íîñòi âiäîáðàæåííÿ f . Êðiì òîãî, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X ×Y → Z i òî÷êè
p = (x, y) ∈ X × Y ìè ïîêëàäà¹ìî fx(y) = fy(x) = f(p).
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Òåîðåìà 1. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðè÷íèé
ïðîñòið, V � íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà ñèñòåìà ìíîæèí â Y ,

B(V) = {y ∈ Y : {V ∈ V : V−îêië òî÷êè y â Y }−áàçà îêîëiâ òî÷êè y â Y },

f : X×Y → Z � òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè V ∈ V, äëÿ
ÿêî¨ V ∩B(V) 6= ∅, âiäîáðàæåííÿ

FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z

ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíå çíèçó òà ïîêðèòò¹âî êàòåãîðíî êëiêîâå çíèçó. Òî-
äi ìíîæèíà

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

¹ çàëèøêîâà â X.
Çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ ïîêðèòò¹âî¨ êàòåãîðíî¨ êëiêîâîñòi çíèçó äëÿ

ìíîãîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ¹ ðîçâèòêîì ïîêðèòò¹âî¨ êëiêîâîñòi i êàòåãîðíî¨
êëiêîâîñòi äëÿ îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü, ââåäåíèõ â [4]. Çâ'ÿçêè ìiæ íèìè
äîñëiäæóâàëèñü â [5].
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Â ðîáîòi [1] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Y ⊆ [0, 1] i
îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : Y → R iñíó¹ êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : [0, 1]→ R, ÿêà íåïåðåðâíà â òî÷êàõ ìíîæèíè Y i ¹ ïðîäîâæåííÿì ôóí-
êöi¨ g. Â äàíîìó ïîâiäîìëåíi íàâåäåíî ðÿä óçàãàëüíåíü öüîãî ðåçóëüòàòó.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R
íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â R ìíîæèíè
G âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f−1(G) ⊆ int f−1(G). Ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó
ôóíêöi¨ f ÿê çâè÷àéíî ïîçíà÷àòèìåìî D(f). Äëÿ ôóíêöi¨ g : Y → R, ùî
âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ïiäïðîñòîði Y ïðîñòîðó X, ïîçíà÷èìî

D̃(g) = D(g) ∪ {x ∈ Y \ Y : íå iñíó¹ ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi lim
y→x

g(y)}.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ùiëüíèé ïiäïðîñòið
X i g : Y → R � îáìåæåíà êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ îáìåæåíà
êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî f |Y = g i D̃(g) = D(f).

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � ñïàäêîâî íîðìàëüíèé ñïàäêîâî áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y ⊆ X i g : Y → R � îáìåæåíà êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi
iñíó¹ îáìåæåíà êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî f |Y = g i

D̃(g) = D(f).
Òåîðåìà 3. Íåõàé X � ñïàäêîâî íîðìàëüíèé ïðîñòið, Y ⊆ X i

g : Y → R � îáìåæåíà êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ îáìåæåíà
êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî f |Y = g.

[1] Neugebauer C. J. Blumberg sets and quasi-continuity // Mathematische Zeitschrift. �
1962. � 79, N1. � P. 451-455.
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Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
G âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X i F = G \ G. Ðîçãëÿíåìî
äåÿêó ôóíêöiþ f : G→ Y . Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà

Ωf (x) =
⋂{

f(U ∩G) : U� îêië òî÷êèx
}

íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x ∈ F . Òàêèì ÷èíîì,
ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ f ïîâ'ÿçàíå ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ Ωf : F → Y .

Äàíå ïîâiäîìëåííÿ ïðèñâÿ÷åíî çàäà÷i ïðî îïèñ òàêèõ ìíîãîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü Φ : F → R, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : G → R
ç Ωf = Φ. Öå ïèòàííÿ ñïîðiäíåíå ç çàäà÷åþ ïðî ïîáóäîâó ôóíêöi¨ ç äà-
íèì êîëèâàííÿì, ÿêà äåòàëüíî âèâ÷åíà ïåðøèì iç ñïiâàâòîðiâ (äèâ. [1, 2] i
âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó).

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íå-
ïåðåðâíèì çâåðõó, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ç X i äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨
â Y ìíîæèíè V òàêî¨, ùî F (x) ⊆ V , iñíó¹ îêië U òî÷êè x â X, äëÿ ÿêîãî
F (U) ⊆ V .

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, G âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X,
F = G\G i f : G→ Y . Òîäi Gr Ωf = Gr f ∩ (F ×Y ). À òîìó, âiäîáðàæåííÿ
Ωf ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó.

Âiäêðèòó ìíîæèíó G ⊆ X ìè íàçèâàòèìåìî ãðàíè÷íî ëîêàëüíî çâ'ÿ-
çíîþ â X ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ F i äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè
x iñíó¹ îêië V òî÷êè x òàêèé, ùî V ⊆ U i ïåðåòèí V ∩G çâ'ÿçíèé.
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Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, G � ãðàíè÷íî ëîêàëüíî çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó X, F = G \G i f � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç F â Y . Òîäi äëÿ êîæíîãî
x ∈ X ìíîæèíà Ωf (x) çâ'ÿçíà.

Òåîðåìà. Íåõàé X ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, G � ãðàíè÷íî
ëîêàëüíî çâ'ÿçíà â X, F = G \G i Φ : F → R ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ.
Òîäi òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
(i) iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : G→ R òàêà, ùî Ωf = Φ;
(ii) Φ íåïåðåðâíå çâåðõó i Φ(x) ¹ êîíòèíóóìîì äëÿ êîæíîãî x ∈ F ;
(iii) iñíóþòü íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó ôóíêöiÿ g : F → R i íàïiâíåïåðåðâíà
çíèçó ôóíêöiÿ h : F → R òàêi, ùî Φ(x) = [g(x);h(x)] äëÿ êîæíîãî x ∈ F .

[1] Maslyuchenko O.V. The oscillation of quasi-continuous functions on pairwise attainable
spaces / Maslyuchenko O.V. // Houston J. Math.� 2009. � 35, N1. � P. 113�130.

[2] Ìàñëþ÷åíêî Î.Â. Ïîáóäîâà ω-ïåðâiñíèõ òà ðiçíi àíàëîãè êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ:
Äèñ...äîêò. ôiç.-ìàò. íàóê: 01.01.01. � ×åðíiâöi, 2012. � 300 ñ.
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Íàìè ïîêàçàíî, ùî íà ñåïàðàáåëüíèõ äiéñíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ,
ùî äîïóñêàòü ðîçäiëÿþ÷èé ïîëiíîì, íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ðiâíîìiðíî
àïðîêñèìóþòüñÿ àíàëiòè÷íèìè. Íàìè îòðèìàíi óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ
ç àïðîêñèìàöi¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ïðîñòîðàõ
Ôðåøå: ß. Êóðöâåéëÿ (1954 ð.) [2], Ì. Áîiñî òà Ï. Ãà¹êà (2001 ð.) [1] i Ì.
Ìèòðîôàíîâà òà Î. Ðàâñüêîãî (2011 ð.) [3].
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Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Y ôóíêöiÿ g : X → Y , g(x) = f(x, x),
íàçèâàòèìåìî äiàãîíàëëþ âiäîáðàæåííÿ f .

Äîñëiäæåííÿ äiàãîíàëåé íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X2 → R áå-
ðóòü ñâié ïî÷àòîê ç êëàñè÷íî¨ ïðàöi Ð. Áåðà [1], ÿêèé ïîêàçàâ, ùî äiàãîíàëi
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ ¹, â òî÷íîñòi, ôóíêöiÿ-
ìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òîáòî ïîòî÷êîâèìè ãðàíèöÿìè íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié.

Ðàçîì ç òèì, ïðèðîäíî âèíèêàþòü àíàëîãi÷íi çàäà÷i ïðî äiàãîíàëi âiä-
îáðàæåíü äâîõ ÷è áiëüøî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ÿêi âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨
âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè, ùî ¹ ïiäñèëåííÿìè íåïåðåðâíîñòi (ëiïøèöåâi-
ñòþ, äèôåðåíöiéîâíiñòþ, òîùî). Êðiì òîãî, ïîðÿä iç çàäà÷åþ ïðî îïèñ äi-
àãîíàëåé òàêèõ ôóíêöié ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî òå, íàñêiëüêè òàêi äiàãîíàëi
ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü âiä íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå òàêå
ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ Íåõàé g : [0, 1]→ R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. ×è îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹
íàðiçíî ëiïøèöåâà (íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíà) ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R ç äià-
ãîíàëëþ g?

Íåõàé X i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè i A ⊆ X. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z
íàçèâà¹òüñÿ ëiïøèöåâèì íà ìíîæèíi A, ÿêùî iñíó¹ C ≥ 0 òàêå, ùî |f(x)−
f(y)|Z ≤ C|x − y|X äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ A. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z, ëi-
ïøèöåâå íà ìíîæèíiX, íàçèâà¹òüñÿ ëiïøèöåâèì. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z
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íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiïøèöåâèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹
îêië U òî÷êè x â X òàêèé, ùî f ëiïøèöåâå íà U .

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z íàçèâà¹òüñÿ ëiïøèöåâèì (àáî òî÷êîâî ëiïøè-
öåâèì) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â X i C ≥ 0 òàêi, ùî
|f(x)− f(x0)|Z ≤ C|x− x0|X äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z,
ëiïøèöåâå â êîæíié òî÷öi x ∈ X, íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîâî ëiïøèöåâèì.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Z íàçèâàòèìåìî σ-(ëîêàëüíî, òî÷êîâî) ëiïøè-
öåâèì, ÿêùî iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü (An)∞n=1 çàìêíåíèõ ìíîæèí

An ⊆ X òàêà, ùî X =
∞⋃
n=1

An i âñi çâóæåííÿ f |An (ëîêàëüíî, òî÷êîâî)

ëiïøèöåâi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � íîðìîâàíèé ïðîñòið i
g : X → Z. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) iñíó¹ íàðiçíî òî÷êîâî ëiïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Z ç äiàãî-
íàëëþ g;

(ii) iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Z ç äiàãîíàëëþ g, ÿêå â êîæíié òî÷öi
äiàãîíàëi ∆ = {(x, x) : x ∈ X} òî÷êîâî ëiïøèöåâå âiäíîñíî çìiííèõ x i y;

(iii) g ¹ σ-ëiïøèöåâèì;
(iv) g ¹ σ-ëîêàëüíî ëiïøèöåâèì;
(v) g ¹ σ-òî÷êîâî ëiïøèöåâèì;
(vi) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (gn)∞n=1 òî÷êîâî ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü gn :

X → Z, ÿêà ñòàáiëüíî ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî g.

[1] Baire R.Sur les fonctions de variables re�elles // Ann. Mat. Pura Appl., 3, (1899), � 3,
1-123.
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Â äîïîâiäi ðîçãëÿíóòî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä íå-
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ Hη, ÿêi â ïåâíîìó ñåíñi, óçàãàëüíþþòü ïðî-
ñòîðè ââåäåíi â ðîáîòi [1] òà îïåðàòîð çñóâó íà öüîìó ïðîñòîði âèãëÿäó
Ta : Hη → Hη, f −→ f(x+ a). Çîêðåìà, âñòíîâëåíî óìîâè ïðè ÿêèõ îïåðà-
òîð äèôåðåíöiþâàííÿ òà çñóâó áóäå íåïåðåðâíèì íà Hη.

Ñêàæåìî, ùî îïåðàòîð T íà ïðîñòîði Ôðåøå E ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì, ÿêùî
iñíó¹ äåÿêèé âåêòîð x ∈ E ç ùiëüíîþ îðáiòîþ Orb(T, x) := {Tnx : n ∈ N} =
E. Äîâåäåíî ãiïåðöèêëi÷íiñòü îïåðàòîðà çñóâó íà ïðîñòîði Hη.
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[1] Chan K.C., Shapiro J.H. The cyclic behavior of translation operators on Hilbert spaces
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Ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äåêîìïîçèöi¹þ íåïåðåðâíîñòi, äîñëiäæóâàëèñü â
ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ. Òàê Á.Ñìiò â [1] âñòàíîâèâ, ùî ôóíêöiÿ
f : [0, 1]→ R áóäå íåïåðåðâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà S-íåïåðåðâíà,
ìàéæå íåïåðåðâíà i íå ¹ òèïó ×åçàðî. Ïiçíiøå, Äæ.Ñìiòàë i Å.Ñòàíîâà [2],
ïåðåíåñëè öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê ôóíêöié f : X → R, äå X � áåðiâñüêèé
ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé T3-ïðîñòið. Íàðåøòi, â 1997 ðîöi Ð.�iáñîí â [3] çàìiíèâ
óìîâó S-íåïåðåðâíîñòi íà âëàñòèâiñòü Äàðáó.

Ð.Ìiìíà â [4], âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ �O-çâ'ÿçíîñòi� i �ëîêàëüíî¨ w∗-
íåïåðåðâíîñòi�, âñòàíîâèâ íàñòóïíó äåêîìïîçèöiéíó òåîðåìó: ÿêùî X �
ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî âiäîáðàæåííÿ
f : X → R íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî O-çâ'ÿçíå i ëîêàëü-
íî w∗-íåïåðåðâíå. Ðåçóëüòàò Ìiìíè áóëî ïîêðàùåíî â [5], äå ëîêàëüíó w∗-
íåïåðåðâíiñòü çàìiíåíî íà ïåðåõiäíiñòü.

Óâiâøè ïîíÿòòÿ êâàçi w∗-íåïåðåðâíîñòi, Ì.Ìàòåéäåñåì â [6] áóâ îòðè-
ìàíèé, ùå îäèí ðåçóëüòàò íà öþ òåìó: ÿêùî X � π-çâ'ÿçíèé ïðîñòið, Y �
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f : X → Y � O-çâ'ÿçíå, ìàéæå íåïåðåðâíå i êâàçi
w∗-íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî f êâàçiíåïåðåðâíå. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî
äî òîãî æ ïðîñòið Y ðåãóëÿðíèé, òî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå.

Â óñiõ çãàäàíèõ ðåçóëüòàòàõ ôiãóðóþòü âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü (ïå-
ðåõiäíiñòü, ëîêàëüíî w∗-íåïåðåðâíiñòü, êâàçi w∗-íåïåðåðâíiñòü i ò.ä.), ÿêi
ïðè óìîâi ãàóñäîðôîâîñòi òà ëîêàëüíî¨ êîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó çíà÷åíü ¹
ïîñëàáëåííÿìè óìîâè çàìêíåíîñòi ãðàôiêà. Òàêi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü
ìè áóäåìî íàçèâàòè àíàëîãàìè ïåðåõiäíîñòi.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-âiäêðèòîþ, ÿêùî A ⊆ intA. ×åðåç fr(V )
ïîçíà÷èìî ìåæó ìíîæèíè V . Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ

• w∗-íåïåðåðâíèì, ÿêùî ìíîæèíà f−1(fr(V )) ¹ çàìêíåíîþ â X äëÿ
êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V â Y ;

• ëîêàëüíî w∗-íåïåðåðâíèì, ÿêùî iñíó¹ áàçà B âiäêðèòèõ ìíîæèí ïðî-
ñòîðó Y , òàêà, ùî ìíîæèíà f−1(fr(B)) ¹ çàìêíåíîþ â X äëÿ êîæíîãî
B ∈ B;
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• êâàçi w∗-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V
òî÷êè f(x) â Y iñíóþòü âiäêðèòèé îêië W òî÷êè f(x) â Y i êâàçi-
âiäêðèòà ìíîæèíà U â X, òàêi, ùîW ⊆ V , x ∈ U i U∩f−1(frW ) = ∅;

• ïåðåõiäíèì ó òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â
Y iñíóþòü îêië U òî÷êè x â X i âiäêðèòèé îêië W òî÷êè f(x) â Y ,
òàêi, ùî W ⊆ V i U ∩ f−1(fr(W )) = ∅;

• êâàçiïåðåõiäíèì ó òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè
f(x) â Y , äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X iñíóþòü âiäêðèòèé îêië
W òî÷êè f(x) â Y i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêi, ùî
W ⊆ V , G ⊆ U i G ∩ f−1(fr(W )) = ∅;

• ñëàáêî êâàçiïåðåõiäíèì ó òî÷öi x ç X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V
òî÷êè f(x) ó ïðîñòîði Y i êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X iñíóþòü
íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà G â X i òî÷êà b ∈ V , òàêi, ùî G ⊆ U i
G ∩ f−1(b) = ∅.

Âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàçi w∗-íåïåðåðâíèì, ïåðåõiäíèì, êâàçiïåðå-
õiäíèì, ñëàáêî êâàçiïåðåõiäíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.

Äëÿ äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâX i Y ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñòðî-
ãi iìïëiêàöi¨:

w∗-íåïåðåðâíiñòü ⇒ ëîêàëüíà w∗-íåïåðåðâíiñòü ⇒ ïåðåõiäíiñòü ⇒
⇒ êâàçi w∗-íåïåðåðâíiñòü ⇒ êâàçiïåðåõiäíiñòü.

Çàóâàæèìî, ùî ñëàáêà êâàçiïåðåõiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ðiâ-
íîñèëüíà òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ òèïó ×åçàðî, à ó âèïàäêó, êîëè
Y = R ñëàáêà êâàçiïåðåõiäíiñòü i êâàçiïåðåõiäíiñòü ¹ åêâiâàëåíòíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìà¹ ñëàáêó âëàñòèâiñòü Äàðáó, ÿêùî îáðàç
f(G) êîæíî¨ îáëàñòi G â X, òîáòî âiäêðèòî¨ i çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè, ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ â Y . Öå ïîíÿòòÿ ôiãóðó¹ ó ñòàòòi [4] ïiä íàçâîþ O-çâ'ÿçíiñòü.
Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì (â ðîçóìiííi Ãóñåéíà) â
òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà
A â X, òàêà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V , i ïðîñòî ìàéæå íåïåðåðâíèì, ÿêùî
âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëü-
íÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i êâàçiïåðåõiäíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
ìà¹ ñëàáêó âëàñòèâiñòü Äàðáó. Òîäi ìíîæèíà D(f) òî÷îê ðîçðèâó âiä-
îáðàæåííÿ f ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â ïðîñòîði X.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, Y � ìå-
òðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið, f : X → Y � êâàçiïåðåõiäíå i ìàéæå
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ìà¹ ñëàáêó âëàñòèâiñòü Äàðáó. Òîäi âiä-
îáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå.
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Íèæ÷å âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: D(T ), R(T ), kerT - âiäïîâiäíî
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ , îáëàñòü çíà÷åíü òà ìíîãîâèä íóëiâ îïåðàòîðà T;

B(X,Y ) - ìíîæèíà ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ T : X → Y òàêèõ,
ùî D(T ) = X;

(· | ·)X - ñèìâîë ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði Õ;
dimE - ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ìíîãîâèäó X; ⊕,	 ñèìâîëè îðòîãîíàëüíî¨

ñóìè òà îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíî;
ßêùî Ai : X → Yi - ëiíiéíi îïåðàòîðè X → Yi (i = 1, 2), òî çàïèñ

A = A1 ⊕A2 îçíà÷à¹ , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X Ax = (A1x,A2x).
Íåõàé L0 -çàìêíåíå ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H. Íàãàäà¹ìî, ùî (çàìêíåíèì) ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì ó H íà-
çèâà¹òüñÿ (çàìêíåíèé) ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H2 = H ⊕ H i ,ùî
äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ T ⊂ H2 iñíó¹ ñïðÿæåíå âiäíîøåííÿ
T ∗ ⊂ H2, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

T ∗ = Ĵ [H2 	 T ](= H2 	 ĴT ),
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äå
∀y = (y1, y2) ∈ T Ĵy = (−iy2, iy1).

Âiäíîøåííÿ T íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì (ñàìîñïðÿæåíèì), ÿêùî T ⊂
T ∗ (âiäïîâiäíî T = T ∗). Âîíî íàçèâà¹òüñÿ äèñèïàòèâíèì (àêóìóëÿòèâíèì),
ÿêùî

∀y = (y1, y2) ∈ T =(y2 | y1)H ≥ 0(≤ 0)

i ìàêñèìàëüíî äèñèïàòèâíèì (ìàêñèìàëüíî àêóìóëÿòèâíèì), ÿêùî êðiì
öüîãî, âîíî íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ (àêóìóëÿòèâíèõ) ðîçøè-
ðåíü â H2

Ïåðø íiæ ïåðåõîäèòè äî âèêëàäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ, çàçíà÷èìî, ùî
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ñïåöèôi÷íi ïîçíà÷åííÿ:

L = L∗0, H
±
L = {y ∈ H : (y,±y) ∈ L}, m± = dimH±L .

Îçíà÷åííÿ 1.Íåõàé G+G− - ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, δ± ∈ B(L,G±),

G
def
= G+ ⊕G−,δ = δ+ ⊕ δ−.
Íàáið (G+, G−, δ+δ−) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ ÷åòâiðêîþ äëÿ L0 ÿêùî

1. dimG± = m± ;

2. ker δ = L0;

3. R(δ) = G;

4. (∀y ∈ L)(∀z ∈ L)
(
iĴy | z

)
H2

= i[(δ+y | δ+z)G+ − (δ−y | δ−z)G− ].

Òåîðåìà 1.Íåõàé G - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið òàêèé,ùî dimG = dim(L 	
L0) .Òîäi iñíóþòü îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä G = G+ ⊕G− òà îïåðàòîðè δ± ∈
B(L,G±) òàêi , ùî (G+, G−, δ+, δ−) - ãðàíè÷íà ÷åòâiðêà äëÿ L0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé (G+, G−, δ+, δ−) - ãðàíè÷íà ÷åòâiðêà äëÿ L0,G =
G+ ⊕G−,A±1 ∈ B(G±, G−) (âiäïîâiäíî A±1 ∈ B(G±, G+)),

L1 = y ∈ L : A+
1 δ+y +A−1 δ−y = 0. (1)

Òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1. L1 - ìàêñèìàëüíî äèñèïàòèâíå (ìàêñèìàëüíî àêóìóëÿòèâíå) âiäíî-
øåííÿ;

2. A±1 (A±1 )∗ ≤ A−1 (A−1 )∗, kerA−1 = {0} (A±1 (A±1 )∗ ≥ A−1 (A−1 )∗, kerA+
1 =

{0})

3. iñíó¹ ñòèñê K ∈ B(G+, G−) òàêèé,ùî L1 = {y ∈ L : δ−y = Kδ+y}
âiäïîâiäíî iñíó¹ ñòèñê K ∈ B(G−, G+) òàêèé,ùî L1 = {y ∈ L : δ+y =
Kδ−y}
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Íàñëiäîê. Â óìîâàõ òåîðåìè 2 L1 = L∗1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
A±1 (A±1 )∗ = A−1 (A−1 )∗, kerA±1 = {0}

Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð K, ÿêèé ôiãóðó¹ â çãàäàíié òåîðåìi, ¹ óíi-
òàðíèì.

Çàóâàæåííÿ. Âiäîìî [1], ùî áóäü-ÿêå äèñèïàòèâíå (àêóìóëÿòèâíå)
ðîçøèðåííÿ L1 ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ L0 ¹ çâóæåííÿì âiäíîøåííÿ L∗0,à
îòæå ìîæå áóòè ïîäàíèì ó âèãëÿäi (1).

[1] Êî÷óáåé À. Í. Î ðàñøèðåíèÿõ íåïëîòíî çàäàííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà //
Ñèá. ìàò. æóðí. -1977. 18, N 2.-Ñ.314-320.
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Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãiïåðôóíêöi¨ f = [F ] ∈ Bc(R+) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà
ïiâîñi R+ := [0,+∞) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ äiéñíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ A(R+)
îçíà÷èìî îïåðàöiþ êðîñêîðåëÿöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(f ? ϕ)(t) := −
∮
Γ

F (z)ϕ(z + t)dz, t ∈ R+,

äå Γ � çàìêíóòèé êîíòóð, ùî îáõîäèòü íîñié f îäèí ðàç â äîäàòíüîìó
íàïðÿìêó â ïåðåòèíi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F òà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ ϕ( ·+ t), äå ϕ � àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ϕ.

Âëàñòèâîñòi êðîñêîðåëÿöi¨:

1) çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (äèâ. [1], [2]) êàíîíi÷íîãî áiëiíiéíîãî ôóíêöiîíà-
ëó ìîæåìî çàïèñàòè (f ? ϕ)(0) = −

∮
Γ

F (z)ϕ(z)dz = 〈f, ϕ〉;

2) äèôåðåíöiþâàííÿ êðîñêîðåëÿöi¨ (f ? ϕ)(n)(t) = (f ? ϕ(n))(t);
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3) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãiïåðôóíêöi¨ f = [F ] ∈ Bc(R+) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ äiéñíî¨
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ A(R+) ìà¹ìî (f ? ϕ) ∈ A(R+);

4) äëÿ áóäü-ÿêèõ ãiïåðôóíêöié f = [F ] ∈ Bc(R+), g = [G] ∈ Bc(R+)
i áóäü-ÿêî¨ äiéñíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ A(R+) ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü f ? (g ? ϕ) = (f ∗ g) ? ϕ, äå f ∗ g � çãîðòêà ãiïåðôóíêöié.

Ïðèêëàäè.

1. (δ ? ϕ)(t) = −
∮
Γ

(
− 1

2πi ·
1
z

)
ϕ(z + t)dz = ϕ(t).

2. (δ(n) ? ϕ)(t) = −
∮
Γ

(
− (−1)nn!

2πi · 1
zn+1

)
ϕ(z + t)dz = (−1)nϕ(n)(t).

[1] Sato M. Theory of hyperfunctions, I, II. // J. Fac. Sci., Univ. Tokyo, 8 (1959), 139�193,
387�437.

[2] Komatsu H. An Introduction to the Theory of Generalised Functions. // Department
of Mathematics Science University of Tokyo, 2000, 185 p.

ÏÐÎ ÐÅÃÓËßÐÍÅ ÇÐÎÑÒÀÍÍß
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÉÌÎÂIÐÍÎÑÍÈÕ ÇÀÊÎÍIÂ

Ïëàöèäåì Ìàðòà Iâàíiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

marta0691@rambler.ru

Øåðåìåòà Ìèðîñëàâ Ìèêîëàéîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

Íåõàé ϕ - àíàëiòè÷íà â DR = {z : |z| < R}, R > 0, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ éìîâiðíîñíîãî çàêîíó F , M(r, ϕ) = max {|ϕ(z)| : |z| = r} , r ∈ [0, R), à
WF (x) = 1− F (x) + F (−x), x ≥ 0.

×åðåç Ω(0, R), ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåîáìåæåíèõ íà [r0, R) äëÿ
äåÿêîãî r0 ∈ (0 , R) ôóíêöié Φ òàêèõ, ùî ïîõiäíà Φ′ äîäàòíà, íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà i çðîñòà¹ äî +∞ íà [r0, R),i íåõàé φ - ôóíêöiÿ, îáåðíåíà

äî Φ′, à Ψ(r) = r − Φ(r)

Φ′(r)
- ôóíêöiÿ, àñîöiéîâàíà ç Φ çà Íüþòîíîì.

Äîñëiäæåíî óìîâè íà ôóíêöi¨ WF i Φ, çà ÿêèõ

lnM(r, ϕ) = (1 + o(1))Φ(r), r ↑ R.
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ÄÅßÊI ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI
IÍÒÅÃÐÀËIÂ ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ

Ïðèéìàñ Iâàííà Ïåòðiâíà

Ñõiäíî¹âðîïåéñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè

ivanka−clever@ukr.net

Âåëè÷èíó

Wδ(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
{1

2
+

∞∑
k=1

e−
k2

δ cos kt
}
dt, δ > 0,

ïðèéíÿòî íàçèâàòè iíòåãðàëîì Âåé¹ðøòðàññà ôóíêöi¨ f (äèâ., íàïðèêëàä,
[1], [2]).

Íåõàé ω(t) � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi. Êàæóòü, ùî
ôóíêöiÿ f(x) ∈ C íàëåæèòü äî êëàñóHω, ÿêùî ω(f, t) ≤ ω(t), àáî æ ÿêi á íå
áóëè òî÷êè t1, t2 ∈ R, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü |f(t1)− f(t2)| ≤ ω (|t1 − t2|) .

Òîäi ÷åðåç W rHω ïîçíà÷àþòü êëàñ ôóíêöié 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié,
ÿêi ìàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî (r − 1)�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, i
ó ÿêèõ f (r) ∈ Hω.

Çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èíè

E (N;Wδ)C = sup
f∈N
‖f (x)−Wδ (f ;x)‖C ,

äå N ⊆ C � çàäàíèé êëàñ ôóíêöié, Wδ(f ;x) � iíòåãðàëè Âåé¹ðøòðàññà,
íàçèâàþòü çàäà÷åþ Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [3]).

ßêùî â ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéäåíà ôóíêöiÿ ϕ(δ) = ϕ(N;Wδ; δ), òàêà, ùî
ïðè δ →∞ E(N;Wδ)C = ϕ(δ) + o(ϕ(δ)), òî êàæóòü, ùî ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à
Êîëìîãîðîâà-Íiêîëüñüêîãî äëÿ iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà Wδ(f ;x) íà êëàñi
N â ìåòðèöi ïðîñòîðó C.

Íàìè ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ iíòåãðàëiâ Âåé¹ð-
øòðàññà íà êëàñàõ Hω i W rHω, r = 1, 2... â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

[1] Yu. I. Kharkevych, I. V. Kal'chuk. Asymptotics of the values of approximations in the
mean for classes of di�erentiable functions by using biharmonic Poisson integrals // Ukr.
Math. Journal. � 2007. � 59, �8. � P. 1224�1237.

[2] Ïðèéìàñ È.Ï., Ñòåïàíþê Ò.À., Õàðêåâè÷ Þ.È. Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëîâ Âåéåðøòðàññà íà êëàññàõ Hω // Âåñòíèê Áðåñòñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. À.Ñ.
Ïóøêèíà. Ñåðèÿ 4: ôèçèêà è ìàòåìàòèêà � � 2.� 2012.� Ñ. 104�110.

[3] Ñòåïàíåö À.È. Ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. �
Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1981. � 339 ñ.
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ÒÎÏÎËÎÃÎ-ÌÅÒÐÈ×ÍI ÒÀ ÔÐÀÊÒÀËÜÍI
ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÌÍÎÆÈÍ ÍÅÏÎÂÍÈÕ ÑÓÌ
ÇÍÀÊÎÄÎÄÀÒÍÈÕ ÐßÄIÂ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ

Ñàâ÷åíêî Iãîð Îëåêñàíäðîâè÷

Íàöiîíàëüíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà

igorsav4enko@rambler.ru

Íåõàé λ � äiéñíå ÷èñëî, λ ∈ (0, 1). Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çáiæíèé çíàêîäîäà-
òíèé ðÿä

∞∑
n=1

f(n)λn, (1)

äå f(n) � ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Ìíîæèíà

Af = {x : x =

∞∑
n=1

xnf(n)λn, xn ∈ {0, 1}},

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (1).

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà Af íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (1) ¹
1) íiäå íå ùiëüíîþ íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ïðè λ ∈ (0, 1

2 ), ðîçìiðíiñòü
Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

α0(Af ) = − logλ 2;

2) îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ ïðè λ ∈ [ 1
2 , 1).

[1] Ïðàöüîâèòèé Ì. Â.Ôðàêòàëüíèé ïiäõiä ó äîñëiäæåííÿõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ. �
Êè¨â: Âèä-âî ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà, 1998. � 296ñ.

[2] Ïðàöüîâèòèé Ì. Â., Òîðáií Ã. Ì. Îäèí êëàñ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òèïó Äæåññåíà-
Âiíòíåðà // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 1998. � �4. �Ñ. 48-54.

[3] Òóðáèí À. Ô., Ïðàöåâèòûé Í. Â. Ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, ôóíêöèè, ðàñïðåäåëå-
íèÿ. �Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1992. � 208ñ.
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ÏÐÎ h-ÌIÐÓ ÂÈÍßÒÊÎÂÈÕ ÌÍÎÆÈÍ Â
ÒÅÎÐÅÌÀÕ ÒÈÏÓ

ÅÐÄÅØÀ-ÌÀÊIÍÒÀÉÐÀ-ÔÅÍÒÎÍÀ

Ñàëî Òåòÿíà Ìèõàéëiâíà

Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�

salo t@mail.ru

Ñêàñêiâ Îëåã Áîãäàíîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì.I.Ôðàíêà

tftj@franko.lviv.ua

Íåõàé H(Λ) � êëàñ àáñîëþòíî çáiæíèõ â C ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn , äå Λ = (λn) � äåÿêà ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà,

ùî 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 < n ↑ +∞). Äëÿ F ∈ H(Λ) i σ ∈ R ïîçíà-
÷èìî µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n > 0} , m(σ, F ) = inf{|F (σ + iy)| : y ∈
R}, M(σ, F ) = sup{|F (σ + iy)| : y ∈ R} . Äëÿ äèôåðåíöiéîâíî¨ íà [0; +∞)
ôóíêöi¨ h i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ìíîæèíè E ⊂ [0; +∞) íàçâåìî h � ìiðîþ
âåëè÷èíó mhE =

∫
E

dh(x).

Âiäîìî [1], ùî óìîâà
+∞∑
n=1

1
λn−λn−1

< +∞ â H(Λ) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòà-

òíüîþ äëÿ òîãî, ùîáM(σ, F ) = (1+o(1))µ(σ, F ), M(σ, F ) = (1+o(1))m(σ, F )
ïðè σ → +∞ çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè E ñêií÷åííî¨ ìiðè Ëåáåãà.

Äëÿ äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ çðîñòàþ÷î¨ äî +∞ íà [0; +∞) ôóíêöi¨ ϕ ïî-
çíà÷èìî H0

ϕ(Λ) =
⋂

0<δ<1

Hδϕ(Λ), äå

Hϕ(Λ) = {F ∈ H(Λ) : (∃K = KF > 0) (∀n ≥ n0) : |an| ≤ exp(−λnϕ(Kλn))}.

Òåîðåìà. Íåõàé h,ϕ � äîäàòíi íåïåðåðâíi çðîñòàþ÷i äî +∞ íà [0; +∞)
ôóíêöi¨, h′(x) íåçðîñòàþ÷à, à ïîñëiäîâíiñòü Λ òàêà, ùî

(∃q > 1) :

+∞∑
n=1

h′(qϕ(λn))

λn − λn−1
= +∞,

n∑
k=0

1

λk+1 − λk
= O(ϕ(λn+1)) (n→ +∞).

Òîäi iñíóþòü ôóíêöiÿ F ∈ H0
ϕ(Λ), ìíîæèíà E ⊂ [0,+∞), ñòàëà β > 0 òàêi,

ùî
M(σ, F ) > (1 + β)µ(σ, F ), M(σ, F ) > (1 + β)m(σ, F )

äëÿ âñiõ σ ∈ E i mhE = +∞.
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[1] Ñêàñêiâ Î.Á. Ìàêñèìóì ìîäóëÿ i ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå // Äîï.
ÀÍ ÓÐÑÐ, ñåð. À. - 1984. - N 11. - C.22-24.

ØÂÈÄÊIÑÒÜ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÄÅßÊÈÕ ÄÎÄÀÒÍÈÕ
ÐßÄIÂ I IÍÒÅÃÐÀËIÂ

Ñêàñêiâ Î. Á.

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I.Ôðàíêà

matstud@franko.lviv.ua; skask@km.ru

Íåõàé ν � çëi÷åííî-àäèòèâíà ìiðà íà R+, f � äîäàòíà çðîñòàþ÷à íà [0; +∞)
ôóíêöiÿ òàêà, ùî f(0) = 1, à ôóíêöiÿ ln f(x) � îïóêëà íà [0; +∞).

×åðåç I(ν, f) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié F , ïðåäñòàâëåíèõ äëÿ âñiõ x ≥ 0

iíòåãðàëîì F (x) =
∫ +∞

0
g(t)f(xt)ν(dt), äå g � äîäàòíà íà [0; +∞) ôóíêöiÿ.

Íåõàé äëÿ r ≥ 0

σ(r, F ) = sup

{
1

S(r, x)
− 1

F (x)
: x ∈ R+

}
, S(r, x) =

∫ r

0

g(t)f(tx)ν(dt).

Òåîðåìà. Íåõàé h � äîäàòíà íåñïàäíà íà [0; +∞) ôóíêöiÿ. ßêùî F ∈
I(ν, f), òî∫ +∞

0

dh(ln ν0(t))

t
< +∞ =⇒ lim

r→+∞

1

h(ln ν0(ln f(r)))
ln

1

σ(r, F )
= +∞,

äå ν0(t) = ν{x ≥ 0 : ln f(x) ≤ t}.
Ó âèïàäêó h(x) = O(x) (x→ +∞) òâåðäæåííÿ òåîðåìè ó ïåâíîìó ñåíñi

íåïîêðàùóâàíå.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ôóíêöiÿ F : R→ (0,+∞) ìà¹ âèãëÿä

F (x) =

+∞∑
n=0

anf(xλn) (x ≥ 0),

äå an ≥ 0, 0 ≤ λn < λn+1 (n ≥ 0), ôóíêöiÿ f òàêà, ÿê ó òåîðåìi, à h �

äîäàòíà i íåñïàäíà íà [0; +∞) ôóíêöiÿ, òî∫ +∞ dh(lnnf (u))

t
< +∞ =⇒ lim

n→+∞

1

h(lnn)
ln

1

σn(F )
= +∞,

äå nf (t) =
∑

ln f(λn)≤t 1, σn(F ) = sup{1/Sn(x) − 1/F (x) : x ∈ R}, Sn(x) =∑n
k=0 akf(xλk).
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Íàñëiäîê 2. ßêùî F òàêà, ÿê ó íàñëiäêó 1,òî∑+∞

n=1

1

n ln f(λn)
< +∞ =⇒ lim

n→+∞

1

lnn
ln

1

σn(F )
= +∞.

Âèáèðàþ÷è f(x) = ex, ç íàñëiäêiâ 1 i 2 íåãàéíî îòðèìó¹ìî òâåðäæå-
ííÿ äëÿ äîäàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå, à ç òåîðåìè � äëÿ äîäàòíèõ iíòåãðàëiâ
òèïó Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà. Âiäêðèòèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ: ïðî ìîæëè-
âiñòü âñòàíîâëåííÿ ïîäiáíèõ òâåðäæåíü äëÿ äîäàòíèõ öiëèõ êðàòíèõ
ðÿäiâ Äiðiõëå òà êðàòíèõ iíòåãðàëiâ òèïó Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà.

ÎÖIÍÊÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÂÈÇÍÀ×ÍÈÊÀ
ÇÀÄÀ×I Ç ÄÂÎÒÎ×ÊÎÂÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÄËß

ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ñèìîòþê Ìèõàéëî Ìèõàéëîâè÷

IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

quaternion@ukr.net

Òèìêiâ Iâàí Ðîìàíîâè÷

Iâàíî-Ôðàíêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò íàôòè i ãàçó

tymkiv_if@ukr.net

Pîçãëÿíåìî çàäà÷ó

2∏
q=1

∂
∂t

+

p∑
j=1

aqjL
b
j +Aq(L1, . . . , Lp)

u(t, x) = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, π)p, (1)

u(t1, x) = ϕ1(x), u(t2, x) = ϕ2(x), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, x ∈ (0, π)p, (2)

Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=0

= Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=π

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , b−1}, j ∈ {1,. . . ,p}, (3)

äå aqj > 0, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ {1, 2}, Aq(L1, . . . , Lp) =
∑
|s|<b

AqsL
s1
1 . . . L

sp
p , Aqs ∈

C, q ∈ {1, 2}, b ∈ N, Lj := − ∂
∂xj

(
pj(xj)

∂
∂xj

)
+ qj(xj), pj ∈ C2b−1[0, π], qj ∈

C2b−2[0, π], pj(xj) ≥ p0,j > 0, qj(xj) ≥ 0, j ∈ {1, . . . , p}. Ïîçíà÷èìî: λkj , kj ∈
N, � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i LjX = λX,X(0) = X(π) = 0, j ∈ {1, . . . , p};
µq(k) = −

∑p
j=1 a

q
jλ
b
kj
− Aq(λk1 , . . . , λkp), q ∈ {1, 2}, k = (k1, . . . , kp) ∈ Np,

∆(k) = eµ1(k)t2+µ2(k)t1
[
e(µ2(k)−µ1(k))(t2−t1) − 1

]
, ÿêùî µ1(k) 6= µ2(k), ∆(k) =

(t2−t1)eµ1(k)(t1+t2), ÿêùî µ1(k) = µ2(k); sj,q, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ {1, . . . , b−1},
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� ìóëüòèiíäåêñ äîâæèíè p, íà j-îìó ìiñöi ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ q, à íà ðåøòi
ìiñöü � íóëi, yqj = Im(A1

sj,q − A
2
sj,q ), q ∈ {1, . . . , b − 1}, j ∈ {1, . . . , p}, ~yq =

(yq1, . . . , y
q
p), q ∈ {1, . . . , b− 1}; G = [c1, d1]× . . .× [cp, dp], cj , dj ∈ R, cj < dj ,

j ∈ {1, . . . , p}; ξj > max{a1
j ; a

2
j}, j ∈ {1, . . . , p}.

Òåîðåìà. Íåõàé ρ ∈ (p−1; p]. Äëÿ êîæíîãî q ∈ {1, . . . , b−1} äëÿ ìàéæå
âñiõ (ñòîñîâíî ρ-ìiðè Ãàóñäîðôà) âåêòîðiâ ~yq ∈ G íåðiâíiñòü

|∆(k)| > (λbk1 + . . .+ λbkp)−ω exp(−(ξ1λ
b
k1 + . . .+ ξpλ

b
kp)(t1 + t2))

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ k ∈ Np ïðè
ω > (p+ 2b− 2)/((2b)(ρ− (p− 1)))− q/(2b).

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äîïîâíþþòü äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi â [1].

[1] Ïòàøíèê Á.È. Íåêîððåêòíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ê.: Íàóê. äóìêà, 1984. � 264 ñ.

ÎÖIÍÊÀ ÌÀËÎÃÎ ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀ ÇÀÄÀ×I
Ç ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÞ ÊÐÀÉÎÂÎÞ ÓÌÎÂÎÞ ÄËß
ÏÀÐÀÁÎËÎ-ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ñèìîòþê Ì.Ì.

IÏÏÌÌ iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

quaternion@ukr.net

Ñàâêà I.ß.

IÏÏÌÌ iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ïðèêàðïàòñüêèé
íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Â. Ñòåôàíèêà

s-i@ukr.net

Ó ðîáîòàõ [1, 2] äëÿ ðiâíÿííÿ ìiøàíîãî òèïó äîñëiäæåíî êðàéîâó çà-
äà÷ó ñïðÿæåííÿ ç íåëîêàëüíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ çíà÷åííÿ
øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó íà ïðîòèëåæíèõ ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíî¨ îáëàñòi. Äëÿ
ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíå çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó
Ôóð'¹, çáiæíiñòü ÿêîãî â ïðîñòîði ãëàäêèõ ôóíêöié çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ
ïðî ìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ îöiíêè

| cos(πkα) + πk sin(πkα)− exp(−π2k2β)| ≥ ck−γ > 0, c > 0, γ ∈ R, (1)

äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, äå α, β > 0 � ïàðàìåòðè ïðÿìîêóòíî¨ îáëàñòi,
c, γ � ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä k.

83



Ó ïðàöÿõ [1, 2] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè α � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî,
iñíó¹ òàêà ñòàëà c > 0, ùî îöiíêà (1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî β > 0 äëÿ
äîñòàòíüî âåëèêèõ k ∈ N ïðè γ = 0. Ó âèïàäêó, êîëè α � iððàöiîíàëüíå
÷èñëî, ïèòàííÿ ïðî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (1) ¹ âiäêðèòèì (äèâ. ñ. 111 ó [1]).

Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó [3] îòðèìàíî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñiõ iððàöiîíàëüíèõ (çà âèíÿòêîì ìíîæèíè ëåáåãîâî¨
ìiðè íóëü) ÷èñåë α > 0 iñíó¹ òàêà ñòàëà c = c(α) > 0, ùî îöiíêà (1)
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k ïðè γ > 1.

[1] Þíóñîâà Ã.Ð. Íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà // Âåñòíèê ÑàìÃÓ. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2011. � 8 (89). �
C. 108�117.

[2] Sabitov K.B. Nonlocal problem for a parabolic equation in a rectangular domain //
Math. Notes. � 2011. � 89, No. 4. � pp. 562�567.

[3] Ïòàøíèê Á.È. Íåêîððåêòíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ê.: Íàóê. äóìêà, 1984. � 264 ñ.

ÎÖIÍÊÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÂÈÇÍÀ×ÍÈÊÀ
ÁÀÃÀÒÎÒÎ×ÊÎÂÎ� ÇÀÄÀ×I ÄËß ÑÒÐÎÃÎ

ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ñèìîòþê Ìèõàéëî Ìèõàéëîâè÷

IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

quaternion@ukr.net

Õîìÿê Äìèòðî Âîëîäèìèðîâè÷

IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

khomiak.dmytro@gmail.com

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
s0=0

∑
|s|=n−s0

a(s0,s)
∂nu(t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

=

= F (t, x) +
m∑
j=1

∑
|s|≤M

bj,s
∂|s|u(τj , x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p
, (t, x) ∈ (0, T )× Ωp, (1)

u(tj , x) = ϕj(x), j = 1, . . . , n, 0 ≤ t1 < . . . < tn ≤ T, x ∈ Ωp, (2)
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äå s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1 + . . . + sp, 0 ≤ τ1 < . . . < τm ≤ T ,
Ωp = (R/2πZ)p. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ (1) ¹ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèì.

Ïîçíà÷èìî: ∆(k) = det ‖exp(λj(k)tr)‖nj,r=1, k ∈ Z
p\{~0}, äå λj(k), j =

1, . . . , n, � êîðåíi ðiâíÿííÿ λn +
n−1∑
s0=0

λs0(ik1)s1 . . . (ik1)sp = 0, k ∈ Zp, Mω �

ìíîæèíà òèõ âåêòîðiâ ~t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n, äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü

|∆(k)| ≥
∏

n≥j>q≥1

|λj(k)− λq(k)|(1 + ‖k‖)−ω

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ k ∈ Zp. Äëÿ âñòà-
íîâëåííÿ óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (1), (2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà âà-
æëèâî äîñëiäèòè, íàñêiëüêè âåëèêîþ ¹ ìíîæèíà Mω.

Íà ïiäñòàâi ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó [1] âñòàíîâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî ρ ∈ (n− 1, n] ìíîæèíà [0, T ]n\Mω ìà¹ íóëüî-

âó ρ-ìiðó Ãàóñäîðôà, ÿêùî ω > n(n−1)
2

(
p+1

ρ1−n+1 − 1
)
.

[1] Ïòàøíèê Á.È. Íåêîððåêòíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ê.: Íàóê. äóìêà, 1984. � 264 ñ.

ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÐÎÇÐÈÂÍÓ ÍÀ ÂÑIÉ ×ÈÑËÎÂIÉ
ÏÐßÌIÉ ÔÓÍÊÖIÞ ÒÀ ÎÁÅÐÍÅÍÓ ÄÎ ÍÅ�

Ôåäàê Iâàí Âàñèëüîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

fedak_ivan@rambler.ru

Ñåðåä çàâäàíü äëÿ ïîïåðåäíiõ åòàïiâ XV Âñåóêðà¨íñüêîãî òóðíiðó þíèõ
ìàòåìàòèêiâ iìåíi ïðîôåñîðà Ì.I. ßäðåíêà áóëà i íàñòóïíà çàäà÷à.

6.2. Ïðî ôóíêöiþ F : R → R âiäîìî, ùî âîíà ¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè âñiõ
äiéñíèõ ÷èñåë íà ñåáå i ¹ ðîçðèâíîþ ó êîæíié òî÷öi ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨. ×è ìî-
æíà ñòâåðäæóâàòè, ùî é îáåðíåíà äî íå¨ ôóíêöiÿ F−1 òàêîæ ¹ ðîçðèâíîþ
ó êîæíié òî÷öi ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨?

Äîâåäåìî, ùî òàê ñòâåðäæóâàòè íå ìîæíà.
Íåõàé ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó x = ±anan−1 . . . a1b1b2 . . . bm,

äå m ∈ N, n ∈ N, ai, bj � öèôðè, bm 6= 0, bm 6= 5. Ïîêëàäåìî

F (x) =

 −x+ 1, x ∈ R \X,
x− 1, x ∈ X \ (0, 2),
g(x), x ∈ X ∩ (0, 2).
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Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g(x) íà ìíîæèíi X ∩ (0, 2) òàêèì ÷èíîì: g(x) = 1
2x,

ÿêùî bm � ïàðíà öèôðà. ßêùî æ öèôðà bm = 1 ÷è bm = 3 òî çáiëüøèìî ¨¨
íà 1, à ÿêùî bm = 7 ÷è bm = 9, òî çìåíøèìî ¨¨ íà 1. Çàìiíèâøè x ∈ X∩(0, 2)
íà îòðèìàíèé òàêèì ñïîñîáîì åëåìåíò x′ ïîêëàäåìî g(x) = 1

2x
′−1.Ôóíêöiÿ

y = F (x) ¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë íà ñåáå i ðîçðèâíà ó êîæíié
òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè. Àëå îáåðíåíà äî íå¨ ôóíêöiÿ y = F−1(x) íåïåðåðâíà ó
òî÷öi y = 1

3 .

ÏÐÈÍÖÈÏ ÐIÂÍÎÌIÐÍÎ� ÎÁÌÅÆÅÍÎÑÒI
ÁÀÍÀÕÀ-ØÒÅÉÍÃÀÓÑÀ ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÈÕ

ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Ôåäàê Îëåíà Iãîðiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

aknelo@i.ua

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåëiíiéíi àíàëîãè òåîðåìè ïðî ðiâíîìiðíó îáìå-
æåíiñòü Áàíàõà-Øòåéíãàóñà òà íàñëiäêè. Çîêðåìà, áóäå îáãîâîðåíî çâ'ÿçîê
ç òåîðåìîþ Õàðòîêñà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
Ç ÌÀËÎÞ ÃËÀÄÊIÑÒÞ, ÂÈÇÍÀ×ÅÍÈÕ ÍÀ

ÄIÉÑÍIÉ ÎÑI, ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ

Õàðêåâè÷ Þ. I.

Ñõiäíî¹âðîïåéñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè,
Ëóöüê

Êàëü÷óê I. Â.

Ñõiäíî¹âðîïåéñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè,
Ëóöüê

kalchuk_i@ukr.net

Íåõàé L̂ � ïðîñòið ëîêàëüíî ñóìîâíèõ ôóíêöié iç ñêií÷åííîþ íîðìîþ

‖f‖L̂ = ‖f‖1̂ = sup
a∈R

a+2π∫
a

|f(t)| dt, L̂∞ � ïðîñòið âèìiðíèõ ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié, ùî çàäàíi íà âñié äiéñíié îñi, iç ñêií÷åííîþ íîðìîþ ‖f‖L̂∞ =

= ‖f‖∞̂ = ess sup
t∈R

|f(t)| , à Ĉ � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi

ôóíêöié iç ñêií÷åííîþ íîðìîþ ‖f‖Ĉ = max
t∈R
|f (t)|.
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Íåõàé f ∈ L̂. Îïåðàòîð Wδ, ÿêèé äi¹ íà ôóíêöiþ f(x) çà ïðàâèëîì

Wδ(f ;x)=A0+

∞∫
−∞

fψβ (x+ t)
1

π

∞∫
0

ψ(v)e−
v2

δ cos
(
vt+

βπ

2

)
dv dt, δ > 0,

áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîðîì Âåé¹ðøòðàññà.
×åðåç L̂ψβ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ôóíêöié f ∈ L̂, ÿêi

ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

ϕ (x+ t) ψ̂β(t)dt = A0 +
(
ϕ ∗ ψ̂β

)
(x), (1)

äå A0 � äåÿêà ñòàëà i ϕ ∈ L̂, à iíòåãðàë ñëiä ðîçóìiòè ÿê ãðàíèöþ iíòå-
ãðàëiâ ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî f ∈ L̂ψβ i ïðè

öüîìó ϕ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà iç L̂, òî ïîêëàäàþòü f ∈ L̂ψβN. Ïiä-
ìíîæèíè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié iç L̂ψβ òà L̂ψβN ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ÷åðåç

Ĉψβ òà ĈψβN. Ôóíêöiþ ϕ(·) ó (1) íàçèâàþòü (ψ, β)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(·) i
ïîçíà÷àþòü fψβ (·).

×åðåç Ĉψβ,∞ ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ôóíêöié f ∈ ĈψβN ó âèïàäêó,

êîëè N ¹ îäèíè÷íîþ êóëåþ ïðîñòîðó L̂∞, òîáòî N = Ŝ∞ = {ϕ ∈ L̂∞ :
‖ϕ‖∞̂ ≤ 1}.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðè δ →∞ âåëè÷èí

E
(
Ĉψβ,∞;Wδ

)
Ĉ

= sup
f∈Ĉψβ,∞

‖f(x)−Wδ(f, x)‖Ĉ .

Íåõàé A � ìíîæèíà äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöié ψ(t),
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: 1) ψ(0) = 0; 2) ψ(t) îïóêëà äîíèçó íà [1,∞) i
lim
t→∞

ψ(t) = 0; 3) ψ′(t) = ψ′(t + 0) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [0,∞).

Ïiäìíîæèíó ôóíêöié ψ∈A, äëÿ ÿêèõ
∞∫
1

ψ(t)
t dt <∞, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç A′.

Íåõàé A0 =
{
ψ ∈ A : 0 < t

η(t)−t ≤ K <∞ ∀t ≥ 1
}
, äå η(t) = ψ−1

(
1
2ψ(t)

)
, à

ψ−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ ψ.
Ïîêëàäåìî

τ(v) = τδ(v, ψ) =
(

1− e−v2
)
ψ(
√
δv)

ψ(
√
δ)
, v ≥ 0,

äå ψ(v) � íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 ôóíêöiÿ. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè,
ùî ψ(v) ìîíîòîííî çðîñòà¹, îïóêëà äîíèçó íà [0, 1] i ìà¹ íåïåðåðâíó äðóãó
ïîõiäíó ïðè âñiõ v ≥ 0 çà âèêëþ÷åííÿì òî÷êè v = 1. Ìíîæèíó ôóíêöié
ψ ∈ A àáî ψ ∈ A0, ùî ìàþòü âêàçàíi âèùå âëàñòèâîñòi ïîçíà÷èìî âiäïîâiä-
íî ÷åðåç A∗ àáî A∗0.
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Òåîðåìà. Íåõàé ψ ∈ A∗0 ∩ A′, ôóíêöiÿ g(v) = v2ψ(v) îïóêëà âãîðó àáî
äîíèçó íà [b,∞) , b ≥ 1. Òîäi ïðè δ →∞ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E
(
Ĉψβ,∞;Wδ

)
Ĉ

= ψ(
√
δ)A(τ), (2)

äå âåëè÷èíà A(τ) = 1
π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∞∫
0

τ(v) cos
(
vt+ βπ

2

)
dv

∣∣∣∣ dt i äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâà

îöiíêà

A(τ) =
2

π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
(

1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

vψ(v)dv+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

ψ(v)

v
dv

)
+O

(
1+

1

δψ(
√
δ)

)
.

Âiäìiòèìî, ùî ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåð-
æàíi àâòîðàìè â ðîáîòi [2].

[1] Ñòåïàíåö À.È. Êëàññû ôóíêöèé, çàäàííûå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, è èõ ïðèáëè-
æåíèå öåëûìè ôóíêöèÿìè. I // Óêð. ìàò. æóðí. � 1990. � 42, � 1. � Ñ. 102�112.

[2] Yu. I. Kharkevych, I. V. Kal'chuk. Asymptotics of the values of approximations in the
mean for classes of di�erentiable functions by using biharmonic Poisson integrals // Ukr.
Math. Journal. � 2007. � 59, �8. � P. 1224�1237.
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Â äîïîâiäi ðîçãëÿäàþòüñÿ àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâ-
êiëüöÿ åëåìåíòiâ ñïåêòðó àëãåáðè Hbs(`1) öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà
áàíàõîâîìó ïðîñòîði `1, ÿêi ¹ îáìåæåíi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Äîñëi-
äæó¹òüñÿ ïðîáëåìà íåïåðåðâíîñòi êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ äàíîãî íà-
ïiâêiëüöÿ òà ïèòàííÿ ïðî ïðîäîâæåííÿ öèõ ãîìîìîðôiçìiâ íà âiäïîâiäíå
êiëüöå.
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INTERPOLATION OF ANALYTIC FUNCTIONS IN
THE UNIT DISK AND AN APPLICATION

Igor Chyzhykov

Ivan Franko National University of L'viv, Lviv

chyzhykov@yahoo.com

In [1] A.Borichev, R. Dhuez, and K. Kellay obtained interpolation theorems in
weighted spaces of analytic functions for radial weights of arbitrary (faster than
logarithmic) growth. Using another method we give an alternative description
of interpolating sequences in the unit disk D = {z : |z| < 1} for functions of
moderate growth in D. An important ingredient of the proof is a result of B.
Vynnytskyi and I. Sheparovych [2].

Using the obtained result we study zero sequences of solutions of di�erential
equations.

Joint work with Iryna Sheparovych.

[1] Borichev A., Dhuez R., Kellay K. Sampling and interpolation in large Bergman and
Fock space// J. Funct. Analysis 242 (2007), 563�606.

[2] Âèííèöüêèé Á.Â., Øåïàðîâè÷ I.Á. Iíòåðïîëÿöiéíi ïîñëiäîâíîñòi êëàñó àíàëiòè÷íèõ
â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié ñêií÷åííîãî η-òèïó // Óêð. ìàò. æóðí. 56 (2004), no.3,
425�430.

ON THE GROWTH OF SPIRALLIKE FUNCTIONS

Iurkevych Mariia

Ivan Franko National University of L'viv

urkevych@gmail.com

Let S be the class of analytic univalent functions on D = {z : |z| < 1}, such
that f(0) = 0, f ′(0) = 1, and Fλ = {f ∈ S,<(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, |z| < 1} be
the class of λ-spirallike functions. Note that F0 is the class of starlike functions.
For f ∈ S we denote by α(R, f) the length of the largest arc contained in the
set {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}, and A(f) = limR→+∞ α(R, f).

Hansen [1] conjectured that

M(r, f) := max{|f(z)| : |z| = r} = O((1− r)−q0) if A(f) 6= 0

where q0 = 1
πA(f) cos2 λ. He also conjectured that an = O(nq0−1) if q0 > 1.

Yong Chan Kim and Toshiyuki Sugawa [2] showed that this is not true in
general.
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Theorem A [2]. Let λ ∈ (−π/2, π/2) and 0 < A < 2π. Then there is f ∈ Fλ
with A(f) = A so that M(r, f) = O[(1− r)−A(f) cos2 λ/π] does not hold.

We generalize Theorem A and give an estimate for Taylor coe�cients of the
function f .

A function ψ : [0,+∞)→ (0,+∞) is called slowly growing if ψ is nondecreasi-
ng and ∀c ∈ R limx→+∞

ψ(cx)
ψ(x) = 1.

Theorem. Let ψ be an unbounded slowly growing function, 0 ≤ A < 2π,
−π2 < λ < π

2 . Then there exist a function f ∈ Fλ with A(f) = A and a
constant D > 0 such that

logM(r, f) ≥ A cos2 λ

π
log

1

1− r
+
D log 1

1−r

ψ( 1
1−r )

.

Proposition. Let the assumptions of the theorem be satis�ed, and A cos2 λ >

π. Assume, in addition, that f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, ψ is di�erentiable and

lim
t→∞

ψ′(t)t log t
ψ2(t) = 0. Then there exists a sequence of natural numbers (nk), nk ↑

+∞ (k →∞), such that

|ank | ≥ cn
α(1− 1

nk
)−1

k ,

where α(r) = q0 + D
ψ( 1

1−r )
.

Joint work with Igor Chyzhykov.
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279-282.
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and starlike functions//Math. Nachr. 285 (2012), No.2�3, 322�331.
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