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×àñòèíà I

Ïëåíàðíi äîïîâiäi

ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ
ÏÐÎÖÅÑIÂ: ÓÌÎÂÀ ÑÏÐßÆÅÍÍß ÒÈÏÓ ÂÅÍÒÖÅËß ÒÀ

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ÄÈÔÓÇIÉÍI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ Â
ÐÎÇÓÌIÍÍI ÏÎÐÒÅÍÊÀ

Êîïèòêî Áîãäàí Iâàíîâè÷, Íîâîñÿäëî Àíäðié Ôåäîðîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

bohdan.kopytko@ gmail.com, nandrew183@gmail.com

Çàäà÷à ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ âèíèêà¹ ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëå-
ìè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ïîáóäîâîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ôiçè÷íîãî ÿâèùà äèôóçi¨ â ñêií÷åí-
íîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, äå íà äåÿêié ïîâåðõíi ¹ ðîçòàøîâàíà ìåìáðàíà. Â
[1] ïîêàçàíî, ùî ïåâíèé òèï ðîçòàøîâàíèõ íà äåÿêié ïîâåðõíi ìåìáðàí ìîæíà îòðè-
ìàòè, çáóðþþ÷è çâè÷àéíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ âåêòîðíèì ïîëåì, ÿêå äi¹ â íàïðÿìêó
êîíîðìàëi i ìà¹ ñòðóêòóðó δ-ôóíêöi¨. Â ðåçóëüòàòi òàêîãî çáóðåííÿ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íîâèé
íåïåðåðâíèé ôåëëåðiâñüêèé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî äèôóçiéíi õàðàêòåðèñòèêè iñíóþòü ëèøå
â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi (òî÷íiøå, ó äàíîìó âèïàäêó óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ áóäå ëèøå
âåêòîð ïåðåíîñó). Ìåòîä ïîáóäîâè òàêîãî òèïó ïðîöåñiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà iíòåãðàëüíèõ òà
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó øóêàíîãî ïðî-
öåñó. Ïîñòàíîâêà ðîçãëÿäóâàíî¨ íàìè çàäà÷i ïåðåäáà÷à¹, ùî ñåðåäîâèùà, ðîçäiëåíi ìiæ
ñîáîþ ïîâåðõíåþ, äå ¹ ðîçòàøîâàíà ìåìáðàíà, ìîæóòü áóòè ðiçíèìè çà ñâî¨ìè äèôóçié-
íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, à ïîâåäiíêà ïîðîäæåíèõ öèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äèôóçiéíèõ
ïðîöåñiâ ïiñëÿ ¨õ ïîòðàïëÿííÿ íà çãàäàíó ïîâåðõíþ âèçíà÷à¹òüñÿ çàäàíîþ íà íié óìî-
âîþ ñïðÿæåííÿ òèïó Âåíòöåëÿ [2]. Ðîçâ'çàííÿ öi¹¨ çàäà÷i äëÿ ðiçíèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ
óìîâè ñïðÿæåííÿ òèïó Âåíòöåëÿ òàêîæ ïðèâîäèòü äî ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ äèôóçié-
íèõ ïðîöåñiâ â ðîçóìiííi Ì.I. Ïîðòåíêà ç âiäïîâiäíèìè òèïàìè ìåìáðàí. Äî òîãî æ
òóò óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ìîæóòü áóòè ÿê âåêòîð ïåðåíîñó, òàê i ìàòðèöÿ äèôóçi¨.
Ïîáóäîâà òàêèõ ïðîöåñiâ, ÿê i â [1], çäiéñíþ¹òüñÿ íàìè çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ êëàñè÷íî¨
òåîði¨ ïîòåíöiàëó.

[1] Ïîðòåíêî Ì.I. Ïðîöåñè äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùàõ ç ìåìáðàíàìè, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
Êè¨â, (1995).

[2] Âåíòöåëü À.Ä. Î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ // Òåîðèÿ
âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. - 1959. - 4, �2. - ñ. 172-185.
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×ÈÑËÅÍÍß ÌÀËËßÂÅÍÀ ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ IÇ ÂIÄÁÈÒÒßÌ

Ïèëèïåíêî À.Þ. 1

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

apilip@imath.kiev.ua

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â çàìêíåíié îáëàñòi D ⊂ Rd ç äîñòà-
òíüî ãëàäêîþ ãðàíèöåþ:

dϕ(t) = a(ϕ(t))dt+
m∑
k=1

bk(ϕ(t))dwk(t) + n(ϕ(t))dl(t), (1)

ϕ(0) = x, x ∈ D, (2)

äå n(y), y ∈ ∂D � âíóòðiøíÿ íîðìàëü, à ïðîöåñè ϕ(t), l(t) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

ϕ(t) ∈ D, t ≥ 0, (3)

l(0) = 0, (4)

l(t), t ≥ 0 íåïåðåðâíà òà ìîíîòîííà ïî t, (5)

l(t) =

∫ t

0

1Iϕs∈∂Ddl(s), t ≥ 0. (6)

Çà äåÿêèõ ïðèðîäíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ äîâåäåíî, ùî ϕ(t) ñòîõàñòè÷íî
äèôåðåíöiéîâàíî, òà çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ áðîóíiâñüêîãî ðóõó iç âiäáèòòÿì.
À ñàìå, íåõàé Bx(t) � ðîçâ'ÿçîê (1)�(6), äå a(·) ≡ 0, bk(·) = const,

∑
k bkb

∗
k = E ç ïî-

÷àòêîâîþ óìîâîþ Bx(0) = x. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ãiïåðëîùèíè L ìíîæèíà
L∩∂D ìà¹ íóëüîâó (d−1) âèìiðíó ìiðó. Òîäi, ïî-ïåðøå, ðîçïîäië âåêòîðà (Bx(t),W (t))
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì â R2d äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ ∂D, äåW (t) =

∑
k bkwk(t). Ïî-äðóãå,

ÿêùî x 6= y, òî ðîçâ'ÿçêè Bx(t), By(t) ç éìîâiðíiñòþ 1 íiêîëè íå ïîòðàïëÿþòü ó ñïiëüíó
òî÷êó. Îñòàííié ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì ðîáiò Êðàíñòîíà òà Ë¹ Æàíà [1, 2].

[1] Cranston M., Le Jan Y. On the noncoalescence of a two point Brownian motion re�ecting on a circle//
Ann. Inst. H. Poincare Probab. Statist. � 1989. � vol. 25, no. 2. � P. 99�107.

[2] Cranston M., Le Jan Y. Noncoalescence for the Skorohod equation in a convex domain of R2// Probab.
Theory Related Fields. � 1990. � vol. 87, no. 2 � P.241�252.

1Ðîáîòà ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíà ãðàíòîì Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü Óêðà¨íè
òà Ðîñiéñüêîãî ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü, ãðàíò � Ô40.1/023.
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ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÑÏÅÊÒÐÓ ÀËÃÅÁÐÈ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ
ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI

Çàãîðîäíþê Àíäðié Âàñèëüîâè÷,

×åðíåãà Iðèíà Âîëîäèìèðiâíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà,
Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè

iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

andriyzag@yahoo.com, icherneha@ukr.net

Ïðîáëåìà îïèñó ñïåêòðiâ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âè-
â÷àëàñü â [1], [2] òà â ðÿäi iíøèõ ðîáiò. Ó äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àëãåáðà ñèìåòðè-
÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði `1, Hbs(`1), òà äîñëiäæó¹òüñÿ
¨¨ ñïåêòð, òîáòî ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ.

Äëÿ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó `1 ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ çìiøóâàííÿ òà ìóëüòèïëiêàòèâíîãî
çìiøóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÷îãî íà ñïåêòði àëãåáðè Hbs(`1) âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàöi¨ ñè-
ìåòðè÷íî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ çãîðòîê. Öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè çîáðàæåííÿ ñïåêòðó
äàíî¨ àëãåáðè â òåðìiíàõ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ñïiëüíî ç Ï.
Ãàëiíäî ó ðîáîòi [3].

[1] R. Alencar, R. Aron, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, Algebras of symmetric holomorphic functions
on `p// Bull. Lond. Math. Soc. 35 (2003), 55�64.

[2] R.M. Aron, B.J. Cole, and T.W. Gamelin, Spectra of algebras of analytic functions on a Banach space//
J. Reine Angew. Math. 415 (1991), 51�93.

[3] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, The convolution operation on the spectra of algebras of
symmetric analytic functions// To appear.
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CÓÊÓÏÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÇI
ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Ó ÐIÇÍÈÕ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍßÕ

ÌÅÒÐÈÇÎÂÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Âîëîäèìèð Ìàñëþ÷åíêî, Îêñàíà Ìèðîíèê

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

math.analysis.chnu@gmail.com

Äîñëiäæåííÿ ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðíâèõ âiäîáðàæåíü f : X ×
Y → Z çi çíà÷åííÿìè â íåìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ ïî÷àëîñÿ ç ïðèêëàäó Ãîôìàíà-
Éîð åíñåíà íàðiçíî íåïåðåðâíîãî i ñêðiçü ðîçðèâíîãî âiäîáðàæåííÿ êâàäðàòà [−1, 1]2

ó òèõîíîâñüêèé êóá [−1, 1][−1,1]2 [1, c. 459]. Ïåðøi ðåçóëüòàòè ïðî ñóêóïíó íåïåðåðâ-
íiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â iíäóêòèâíèõ ãðàíèöÿõ îòðèìàâ
Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêî [2, 3]. Â [2, 3] âîíè áóëè ïåðåíåñåíi íà òîé âèïàäîê, êîëè ïðîñòið Z
ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé. Âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ Ìóðà ïî÷àâ âèâ÷àòè
Ç. Ïüîòðîâñüêèé [5, 6]. Ç òîãî ÷àñó ç'ÿâèëîñÿ ÷èìàëî ðîáiò ç öi¹¨ òåìàòèêè (äèâ. [7-9] i
âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó), îãëÿä ðåçóëüòàòiâ ÿêèõ áóäå ïîäàíî â äîïîâiäi.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü âiäîìî áàãàòî êëàñiâ ïðîñòîðiâ, áëèçüêèõ äî ìåòðèçîâíèõ, äå-
êîòði ç íèõ çiáðàíi â îãëÿäi �.�ðþíãåéäæà [10]. Ñòîñîâíî êîæíîãî ç öèõ êëàñiâ ïðîñòîðiâ
ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðî ñóêóïíó íåïå-
ðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ àíàëîãiâ çi çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâíèõ
ïðîñòîðàõ íà âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîðàõ òîãî ÷è iíøîãî òèïó.

Âàæëèâèìè òèïàìè ïðîñòîðiâ, áëèçüêèõ äî ìåòðèçîâíèõ, ¹ âè÷åðïíi i íàïiââè÷åðïíi
ïðîñòîðè [10, 11]. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â òàêèõ ïðîñòîðàõ
äîñëiäæóâàëèñü â [12, 13]. Çîêðåìà, òàì áóâ âñòàíîâëåíèé òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïðîñòið Cp[0, 1] ¹ íàïiââè÷åðïíèì i íå σ-ìåòðèçîâíèì, ïðè÷îìó ó êîæíî-
ãî íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Cp[0, 1], äå X i Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè i Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, ìíîæèíà D(f) âñiõ éîãî òî÷îê
ðîçðèâó ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X × Y .

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ¹ iñòîòíèì äîïîâíåííÿì äî öi¹¨ òåîðåìè. Íåõàé sp : R2 → R �
ôóíêöiÿ Øâàðöà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

sp(x, y) =
2xy

x2 + y2
, ÿêùî (x, y) 6= (0, 0), i sp(0, 0) = 0.

Òåîðåìà. Ôóíêöiÿ f0 : [0, 1]2 → Cp[0, 1], ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f0(x, y)(t) = sp(x− t, y) + sp(x, y − t),

äå 0 ≤ x, y, t ≤ 1, íàðiçíî íåïåðåðâíà i ðîçðèâíà ó âñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè E = ([0, 1] ×
{0}) ∪ ({0} × [0, 1]).
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Òàêèì ÷èíîì, íà âiäìiíó âiä ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó çíà÷åíü, íàðiçíî íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ f0 : [0, 1]2 → Cp[0, 1] ìîæóòü íå ìàòè íi âëàñòèâîñòi Âåñòîíà, íi òèì áiëüøå
âëàñòèâîñòi Ãàíà âiäíîñíî îáîõ çìiííèõ, õî÷à âîíè îáîâ'ÿçêîâî òî÷êîâî ðîçðèâíi.

[1] Christensen J.P.R. Joint continuity of separately continuous functions // Proc. Amer. Math. Soc. �
1981. � 82, N3. � P.455-461.

[2] Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Ðàçäåëüíî íåïåðåðâíûå îòîáðàæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ñòðîãèõ èíäóêòèâíûõ
ïðåäåëàõ // XIV øêîëà ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. ×.II. � Íîâãîðîä,
1989. � Ñ.70.
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[8] Ôiëiï÷óê Î.I. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òà ¨õ àíàëîãè çi çíà÷åííÿìè â íåìåòðèçîâíèõ
ïðîñòîðàõ // Äèñ. ... êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê. - ×åðíiâöi, 2010. - 124c.

[9] Hol�a L., Piotrowski Z. Set of continuity points of functions with values in generalized metric spaces //
Tatra Mt. Math. Publ. � 2009. � P. 149-160.

[10] Gruenhage G. Generalized metric spaces // Handbook of Set-Theoretic Topology, ed. K.Kunen and
J.Vaughan, Elsevier Sci. 1984. � P. 423-510.

[11] Borges C. On strati�able spaces // Pacif. J. Math. � 1966.�17, N1. � P. 1-16.

[12] Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., Ìèðîíèê Î.Ä. Âè÷åðïíi òà íàïiââè÷åðïíi ïðîñòîðè i íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðà-
æåííÿ // Ìiæíàð. êîíô. �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó�, ïðèñâ. 70-ði÷÷þ êàô. ìàò. àíàëiçó ×åðíiâ.
óí-òó, 30 âåðåñíÿ � 3 æîâòíÿ 2010ð. Òåçè äîïîâiäåé. � ×åðíiâöi: Êíèãè � XXI, 2010. � C.103�105.

[13] Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., Ìèðîíèê Î.Ä. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ i âè÷åðïíi ïðîñòîðè // Ìàò.
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ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÅ ×ÈÑËÅÍÍß ÒÈÏÓ ÕIËËÅ-ÔIËIÏÑÀ Â
ÊËÀÑI ÃIÏÅÐÔÓÍÊÖIÉ Ç ÊÎÌÏÀÊÒÍÈÌÈ ÍÎÑIßÌÈ

Ïàòðà Ìàðiÿ Iãîðiâíà, Øàðèí Ñåðãié Âîëîäèìèðîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

patra-m@mail.ru, sharynsir@yahoo.com

Íåõàé Ω � äåÿêà ôiêñîâàíà âiäêðèòà ìíîæèíà íà äiéñíié îñi, à V � âiäêðèòà ìíîæèíà
â êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ùî ìiñòèòü Ω ÿê âiäíîñíî çàìêíóòó ïiäìíîæèíó. Ãiïåðôóíêöi¨
Ñàòî [1] âèçíà÷àþòü ÿê åëåìåíòè ôàêòîð-ïðîñòîðó B(Ω) := O(V \Ω)/O(V ), äå O(V \Ω)
òà O(V ) � âåêòîðíi ïðîñòîðè âñiõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié íà V \Ω i V âiäïîâiäíî. ×àñòî
ãiïåðôóíêöiþ f ∈ B(Ω) ðîçóìiþòü ÿê ðiçíèöþ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü äåÿêî¨ ãîëîìîðôíî¨
ôóíêöi¨ F ∈ O(V \Ω), òîáòî f(x) = F (x+i0)−F (x−i0), â öüîìó âèïàäêó ïèøóòü f = [F ].
Íåõàé BC(Ω) ⊂ B(Ω) � ïiäïðîñòið ãiïåðôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè. Âiäîìî (äèâ.
[1], [2]), ùî BC(Ω) ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó ¹ ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó
A(Ω) âñiõ äiéñíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà Ω. Ïðè öüîìó êàíîíi÷íèé áiëiíiéíèé ôóí-

êöiîíàë çàäàþòü ôîðìóëîþ 〈 f, ϕ 〉 = −
∮

Γ

F (z)ϕ(z) dz, ∀f = [F ] ∈ BC(Ω), ∀ϕ ∈ A(Ω),

äå Γ � çàìêíóòèé êîíòóð â ïåðåòèíi îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F i àíàëiòè÷íîãî
ïðîäîâæåííÿ ϕ, ÿêèé îòî÷ó¹ íîñié f îäèí ðàç â äîäàòíîìó íàïðÿìêó.

Äëÿ ãiïåðôóíêöié Ñàòî ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè â Ω0 := (0,∞) ìè áóäó¹ìî àíàëîã
ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ, ðîçâèíóòîãî â ðîáîòi [3]. Çà äîïîìîãîþ êàíîíi÷íîãî áiëiíié-
íîãî ôóíêöiîíàëó 〈 f, ϕ 〉 ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè êðîñ-êîðåëÿöiþ ãiïåðôóíêöi¨ f i äiéñíî¨
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ, à ñàìå (f ? ϕ)(t) := 〈 f, ϕ( · + t) 〉 ∈ A(Ω). Öå, â ñâîþ ÷åðãó,
äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè âêàçàíèé àíàëîã ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ìî
ôîðìóëîþ

fϕ(A) :=

∫ ∞
0

e−tA(f ? ϕ)(t) dt,

äå A � ãåíåðàòîð (C0)-íàïiâãðóïè e−tA, ùî äi¹ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði E. Ïðè öüîìó äëÿ
êîæíîãî ϕ ∈ A(Ω) âiäîáðàæåííÿ f 7−→ fϕ(A) ¹ ãîìîìîðôiçìîì çi çãîðòêîâî¨ àëãåáðè
BC(Ω) â àëãåáðó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íàä E.

[1] Sato M. Theory of hyperfunctions, I, II // Journal of the Faculty of Science, Univ. of Tokyo, 8 (1959),
139�193, 9 (1960), 387�437.

[2] Komatsu H. An Introduction to the Theory of Generalised Functions. Department of Mathematics
Science Univesity of Tokyo, 2000, 185 p.

[3] Lopushansky O., Sharyn S. Operator calculus for convolution algebra of Schwartz distributions on
semiaxis // Mat. Stud. �1997. �V.7, �1. �Ñ.61�72.
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ÙIËÜÍI ÏIÄÏÐÎÑÒÎÐÈ Â ØÊÀËI ÑÎÁÎËÅÂÑÜÊÈÕ
ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Âîëîäèìèð Êîøìàíåíêî

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

koshman63@googlemail.com

Ðîçãëÿíåìî øêàëó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ óòâîðåíó ñîáîëåâñüêèìè ïðîñòîðàìè:

· · ·W−k
2 ⊃ L2(Rn) ⊃ W k

2 (Rn) ≡ W k
2 · · · , k = 1, 2, ...

Íåõàé K ⊂ Rn � äîâiëüíèé êîìïàêò, ïîçíà÷èìî Ω = Rn\K. Ââåäåìî
◦
W k

2(Ω) ÿê çàìèêà-

ííÿ C∞0 (Ω) â W k
2 . Ìè öiêàâèìñÿ ïèòàííÿì, êîëè

◦
W k

2(Ω) ¹ ùiëüíèì â Wm
2 , m ≤ k − 1

?

Çãiäíî [1] k-¹ìíiñòþ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

Ck(K) ≡ capk(K) = inf{‖ϕ‖2
Wk

2
| ϕ ∈ C∞0 , ϕ ≥ 1 íà K}.

Òåîðåìà Íåõàé äëÿ êîìïàêòà K ⊂ Rn k-¹ìíiñòü Ck(K) > 0. Âëàñíèé ïiäïðîñòið
◦
W k

2(Ω), Ω = Kc ç W k
2 ¹ ùiëüíèì â Wm

2 , m ≤ k − 1 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè m-¹ìíiñòü
êîìïàêòà K äîðiâíþ¹ íóëåâi Cm(K) = 0.

[1] D. Adams, L.I. Hedberg, Functional Spaces and Potential Theory, // Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
(1996) 366 p.
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ÏÐÎ ÇÁIÆÍIÑÒÜ 1-ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÎÃÎ ÃIËËßÑÒÎÃÎ
ËÀÍÖÞÃÎÂÎÃÎ ÄÐÎÁÓ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ Ç

ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÌÈ ÅËÅÌÅÍÒÀÌÈ

Áîäíàð Ä.I, Áóáíÿê Ì.Ì., Âîçíÿê Î.Ã.

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé åêîíîìi÷íèé óíiâåðñèòåò

dmytro_bodnar@hotmail.com, maria.bubnyak@gmail.com, olvoz@ukr.net

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

=

1 +
N∑
i1=1

ci1

1 +
i1∑
i2=1

ci2
1 + . . .


−1

, (1)

äå cj 6= 0 � êîìïëåêñíi ÷èñëà (j = 1, N).

Òåîðåìà. Íåõàé åëåìåíòè äðîáó (1) íàëåæàòü îáëàñòÿì cj ∈ Gj (j = 1, N), äå

G1 =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣arg
(
z +

1

4

)∣∣∣∣∣ < π

}
,

Gj =
⋃

γ∈[Γj−1
1 ,Γj−1

2 ]

Pj(γ) (j = 2, N),

i Pj(γ) =

{
z ∈ C : |z| −Re(ze−iγ) ≤

1

N

(
1−

j

2N

)
cos2 γ/2

}
, −π < γ < π, [Γj−1

1 ,Γj−1
2 ] =

j−1⋂
m=1

[γm1 , γ
m
2 ], γj1 òà γj2 âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ: cj ∈ Pj(γ), ÿêùî γ ∈ [γj1; γj2] (j = 1, N).

Òîäi

1) äðiá (1) çáiãà¹òüñÿ;

2) ìíîæèíîþ éîãî çíà÷åíü ¹ çàìêíåíåíà îáëàñòü K(ΓN1 )
⋃
K(ΓN2 ), äå

K(Γ) =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣z − e−iΓ/2

cos Γ/2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

cos Γ/2

}
.
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[1] Áîäíàð Ä.È. Âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè. � Ê.: Íàóêà, 1986. � 176 ñ.

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ËÎÃÀÐÈÔÌÀ ÖIËÎ� ÔÓÍÊÖI� ÁÀÃÀÒÜÎÕ
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÇÌIÍÍÈÕ

Î. ß. Áðîäÿêa, ß. Â. Âàñèëüêiâb

a Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà"
bËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

brodyakoksana@mail.ru, YaVVasylkiv@gmail.com

Íåõàé f(z) � öiëà â Cn (n ∈ N) ôóíêöiÿ, f(0) = 1, Zf = f−1({0}) = {z ∈ Cn : f(z) = 0}
� ¨¨ íóëüîâà ïîâåðõíÿ, à νf � ôóíêöiÿ êðàòíîñòi íóëüîâî¨ ïîâåðõíi Zf ( òîáòî ïàðà
(Zf , νf ) � äèâiçîð ôóíêöi¨ f), z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, d := ∂ + ∂, d⊥ := i(∂ − ∂), äå ∂ =
n∑
k=1

∂
∂ zk

d zk, ∂ =
n∑
k=1

∂
∂ zk

d zk. Íåõàé òàêîæ ωn−1(η) =
(

1
4
d⊥d log |η|2

)n−1
, η ∈ Cn \ {0},

� îäíîðiäíà ìåòðè÷íà ôîðìà Ôóáiíi-Øòóäi, σ(η) = − 1
2πn

d⊥ log |η| ∧ωn−1(η) � ìåòðè÷íà
ôîðìà Ïóàíêàðå (òîáòî íîðìîâàíà ôîðìà îá'¹ìó íà ñôåðàõ Sn(r) = {η ∈ Cn : |η| =
r}, 0 < r < +∞).

Ïîêëàäåìî 〈z, η〉 = z1η1 + · · · + znηn, {z, η} ⊂ Cn, Bn(t) = {η ∈ Cn : |η| < t},
Bn
∗ (t) = Bn(t) ∩ Cn

∗ , Cn
∗ = Cn \

⋃
ζ∈Zf

ζ(a), äå ζ(a) = a ζ, a ∈ [1,+∞), 0 < t < +∞. Íåõàé

f(z) � öiëà â Cn ôóíêöiÿ, f(z) 6= 0 äëÿ âñiõ z iç çàìèêàííÿ êóëi B
n
(s) ïðè äåÿêîìó

0 < s < +∞, f(0) = 1. Ïîêëàäåìî

log f(z) :=

∫ |z|
0

f ′x(xz/|z|)
f(xz/|z|)

d x, z ∈ Cn
∗ , log f(0) = 0.

Òåîðåìà. Íåõàé f � öiëà â Cn ôóíêöiÿ, f(z) 6= 0 â çàìèêàííi êóëi B
n
(s) ïðè äåÿêîìó

0 < s < R < +∞, f(0) = 1, |z| = r. Òîäi äëÿ âñiõ z ∈ Bn
∗ (R)

log f(z) = 2

∫
Sn(R)

log |f(η)|
(

R2n

(R2 − 〈z, η〉)n
− 1

)
σ(η)+

+
1

πn−1

∫ R

0

dt

t

∫
Zf∩Bn(t)

νf (η)

(
tn|η|n

(t|η| − 〈z, η〉)n
− 1

)
ωn−1(η)+

+
1

πn−1

∫ R

0

dt

t

∫
Zf∩Bn(t)

νf (η)

(
1− R2n|η|n

(R2|η| − t〈z, η〉)n

)
ωn−1(η).
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MEROMORPHIC MAPPINGS OF TORUS ONTO THE
RIEMANN SPHERE

A. Ya. Khrystiyanyn, A. A. Kondratyuk

Ivan Franko National University of Lviv

khrystiyanyn@ukr.net, kond@franko.lviv.ua

Let T be a two-dimensional torus in R3 obtained by a continuous map τ of the closure of
the annulus Aρ = {z : ρ < |z| < 1

ρ
}, 0 < ρ < 1, in R3 which is homeomorphic in the interior

of Aρ, τ(Aρ) = T , τ(ρeiϕ) = τ(1
ρ
eiϕ) for each ϕ from [0, 2π]. That is, the points of ∂Aρ lying

on the same ray are identi�ed.

A mapping F of T onto the Riemann sphere S is said to be meromorphic if there is a
meromorphic function f on Aρ such that f = p◦F ◦τ, where p is the stereographic projection
of S onto C.

The mapping τ(z) is called of conformal type if there exists a positive continuous function
κ(z) on Aρ such that

ds = κ(z)|dz|,

where ds is the length element on T .
We prove the following propositions:

(i) there is the unique mapping τ of conformal type;

(ii) if F is meromorphic and non-constant then F (T ) = S;

(iii) if F is meromorphic then f admits the meromorphic continuation in the punctured
plane C∗ = C \ {0} by the relation f(ρ2z) = f(z). That is, f is loxodromic [1] � [3]
(multiplicatively periodic [4]) of multiplicator ρ2.

Also we introduce the notion of torus-derivative of f, the Ahlfors-Shimizu characteristic,
and investigate its property.
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×àñòèíà II

Ñåêöiéíi äîïîâiäi

1 Ñåêöiÿ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

ÏÐÎ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÎÒÎÊÓ, ÙÎ ÏÎÐÎÄÆÓ�ÒÜÑß
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÌ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÌ ÐIÂÍßÍÍßÌ Ç

ÐÎÇÐÈÂÍÈÌ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÎÌ ÏÅÐÅÍÎÑÓ

Àðÿñîâà Îëüãà Âiêòîðiâíà

Iíñòèòóò ãåîôiçèêè iì. Ñ.I. Ñóááîòiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè

oaryasova@mail.ru

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê íà R, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì
äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì{

dϕt(x) = α(ϕt(x))dt+ dw(t),

ϕ0(x) = x,
(1)

äå a < 0, b ≥ 0, a α(x) = aIx≥0 + bIx<0. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ R iñíó¹ ¹äèíèé
ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) (äèâ. [1]).

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïðî ìîæëèâiñòü çóñòi÷i äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), ùî
ñòàðòóþòü ç ðiçíèõ òî÷îê. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñòàðòóâàâøè ç ðiçíèõ òî÷îê, ðîçâ'ÿçêè íå
çóñòði÷àþòüñÿ ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Öåé ðåçóëüòàò îäåðæó¹òüñÿ ÿê íàñëiäîê ç òâåð-
äæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñëàáêî¨ ïîõiäíî¨ Ñîáîëåâà äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1). Òàêîæ
äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîòîêó. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîïîâiäi ñôîðìóëüî-
âàíî â òåîðåìàõ 1 i 2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W 1
p,loc(R) ìíîæèíó ôóíêöié çàäàíèõ íà R, ùî íàëåæàòü ïðîñòîðó

W 1
p (Ω) äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè Ω ⊂ R.
Òåîðåìà 1.

1) Äëÿ âñiõ t ≥ 0,
P{∀p ≥ 1 : ϕt(·) ∈ W 1

p,loc(R)} = 1.

2) Ñëàáêà ïîõiäíà Ñîáîëåâà ∇ϕt(x) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∇ϕt(x) = exp
{

(a− b)Lϕ(x)
0 (t)

}
,

äå L
ϕ(x)
0 (t) ëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó ϕ(x) â òî÷öi 0.
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3) Äëÿ âñiõ {x1, x2} ∈ R, x1 6= x2,

P {ϕt(x1) 6= ϕt(x2), t ≥ 0} = 1.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñiõ {x1, x2} ∈ R, x1 < x2,

ln(ϕt(x2)− ϕt(x1))

t
→ ab, t→∞, ìàéæå íàïåâíî.

[1] A.K.Zvonkin. A transformation of the phase space of a di�usion process that removes the drift. Mat.
Sb. (N.S.), 93(135):129�149, 1974.

ÓÒÎ×ÍÅÍÍß ÎÑÍÎÂÍÎ� ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖIÉÍÎ�
ÒÎÒÎÆÍÎÑÒI ÄËß ÌÀÉÆÅ ÍÀÏIÂÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ
ÃÐÀÒ×ÀÑÒÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÍÀ ËÀÍÖÞÃÀÕ ÌÀÐÊÎÂÀ

Ãåðè÷ Ìèðîñëàâà Ñåðãi¨âíà

Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

miroslava.gerich@yandex.ru

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãðàò÷àñòèé ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåñ íà ëàíöþãó Ìàðêîâà (ËÌ)

Z(t) = {ξ(t), x(t)} (t ≥ 0, ξ(0) = 0),

äå x(t) � ðåãóëÿðíèé îäíîðiäíèé ËÌ ç îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ E = = {1, 2, 3, . . . , n};
ξ(t) = {ξ1(t), . . . , ξk(t)}, äå êîæíîìó ñòàíó ËÌ x(t) = k âiäïîâiäà¹ ξk(t). Ïîâíå îçíà÷åííÿ
ïðîöåñó Z(t) â íåãðàò÷àñòîìó i ãðàò÷àñòîìó âèïàäêàõ äèâ. â [1, 2].

Â [2] îäåðæàíî äâîñòîðîííié ôàêòîðèçàöiéíèé ðîçêëàä äëÿ

g(s, z) = Ezξ(θs) = ‖E[zξ(θs), x(θs) = r|x(0) = k]‖, (r, k ∈ E)

θs �ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ( òàêèé ðîçêëàä äëÿ g(s, z) íàçèâàþòü
ìàòðè÷íîþ îñíîâíîþ ôàêòîðèçàöiéíîþ òîòîæíiñòþ (î.ô.ò.)).

Ó âèïàäêó ìàéæå íàïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó (çíèçó) ðîçãëÿäóâàíîãî ïðîöåñó, êîëè
éîãî äîäàòíi (âiä'¹ìíi) ñòðèáêè ìàþòü ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, îäåðæàíî ÿâíèé âèãëÿä
êîìïîíåíò î.ô.ò., à ñàìå, ãåíåðàòðèñ åêñòðåìóìiâ ïðîöåñó òà ¨õ äîïîâíåíü:

g±(s, z) = Ezξ
±(θs) = ‖E[zξ

±(θs), x(θs) = r|x(0) = k]‖,

g±(s, z) = Ezξ(θs)−ξ
∓(θs).

Äëÿ íàïiâíåïåðåðâíèõ ïðîöåñiâ, êîëè ¨õ äîäàòíi (âiä'¹ìíi) ñòðèáêè îäèíè÷íi â [3]
îäåðæàíî âèãëÿä g±(s, z), g±(s, z).
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[1] Ãóñàê Ä.Â. Ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè íà ñêií÷åííèõ ËÌ òà äëÿ
íàïiâìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ. � Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 1998. � 320 ñ.

[2] Ãóñàê Ä.Â., Ãåðè÷ Ì.Ñ. Óòî÷íåííÿ êîìïîíåíò îñíîâíî¨ ôàêòîðèçàöiéíî¨ òîòîæíîñòi äëÿ ãðàò÷à-
ñòèõ ïóàññîíiâñüêèõ ïðîöåñiâ íà ëàíöþãàõ Ìàðêîâà// Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð.ìàòåì. i
iíôîðì. (ïîäàíî äî äðóêó)

[3] Ãóñàê Ä.Â., Òóðåíèÿçîâà À.È. Î ðåøåò÷àòûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññàõ íà öåïè
Ìàðêîâà// Óêð. ìàòåì. æ. - 1987. -39, � 6.- ñ.707-711.

ÑÈÑÒÅÌÀ Mθ/G/1/m Ç ÃIÑÒÅÐÅÇÈÑÍÈÌ
ÐÅÃÓËÞÂÀÍÍßÌ ÄÎÂÆÈÍÈ ×ÅÐÃÈ

Æåðíîâèé Êîñòÿíòèí Þðiéîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

k_zhernovyi@yahoo.com

Ó çàñòîñóâàííÿõ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ âèðiøåííÿ äâîõ ïðî-
áëåì: à) ÷åðãà ïîâèííà áóòè íåâåëèêîþ; á) çàãàëüíèé ÷àñ ïðîñòîþ ñèñòåìè ïîâèíåí áóòè
ìàëèì. Ïîêàæåìî, ùî âèðiøåííÿ ñòàíäàðòíèì øëÿõîì îäíî¨ ç öèõ ïðîáëåì óñêëàäíþ¹
âèðiøåííÿ äðóãî¨. Íåõàé ρ � êîåôiöi¹íò çàâàíòàæåííÿ ñèñòåìè Mθ/G/1. Âiäîìî, ùî äëÿ
0 < ρ < 1 ñåðåäíÿ äîâæèíà ÷åðãè ñêií÷åííà, àëå ÷åðãà íåîáìåæåíî çðîñòà¹, ÿêùî ρ ↑ 1.
Ç iíøîãî áîêó, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âiäíîñíîãî ÷àñó ïðîñòîþ ìà¹ òåíäåíöiþ äî çáiëüøåííÿ,
ÿêùî ρ ↓ 0. Îòæå, âèðiøåííÿ ïðîáëåìè à) âèìàãà¹ çíà÷åíü ρ, áëèçüêèõ äî 0, à ïðîáëåìè
á) � áëèçüêèõ äî 1. Ó öié ïðàöi ìè íàìàãà¹ìîñü çàäîâîëüíèòè îáèäâi âèìîãè îäíî÷àñíî,
âèêîðèñòîâóþ÷è îñîáëèâèé òèï ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ, â ÿêié ïðîòiêà¹ îñöèëþþ÷èé
âèïàäêîâèé ïðîöåñ.

Äëÿ ñèñòåìè Mθ/G/1/m çàñòîñîâóþòüñÿ äâà ðåæèìè îáñëóãîâóâàííÿ (îñíîâíèé òà
ïiñëÿïîðîãîâèé) ç ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ F (t) i F̃ (t) âiäïîâiäíî.
Ïiñëÿïîðîãîâèé ðåæèì ñóïðîâîäæó¹òüñÿ áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó i ïî÷èíà¹ ôóí-
êöiîíóâàòè, ÿêùî â ìîìåíò t ïî÷àòêó îáñëóãîâóâàííÿ ÷åðãîâîãî çàìîâëåííÿ êiëüêiñòü
çàìîâëåíü ó ñèñòåìi ξ(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ξ(t) > h2. Ïîâåðíåííÿ äî îñíîâíîãî ðå-
æèìó i ïðèïèíåííÿ áëîêóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ â ìîìåíò ïî÷àòêó îáñëóãîâóâàííÿ òîãî
çàìîâëåííÿ, äëÿ ÿêîãî ξ(t) ≤ h1, äå h1 ≤ h2 ( 1 ≤ h2 ≤ m− 1 ).

Ñïèðàþ÷èñü íà ìåòîä ïîòåíöiàëó Â.Ñ.Êîðîëþêà [1] äëÿ íåïåðåðâíèõ çíèçó âèïàä-
êîâèõ áëóêàíü, çíàéäåíî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ ðîçïîäiëó êiëüêîñòi çàìîâëåíü ó
ñèñòåìi ïiä ÷àñ ïåðiîäó çàéíÿòîñòi i äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïåðiîäó çàéíÿòîñòi, âèçíà÷å-
íà ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ïåðiîäó çàéíÿòîñòi, îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçïî-
äiëó êiëüêîñòi çàìîâëåíü ó ñèñòåìi òà ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê
m =∞ i ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó ñèñòåì ç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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[1] ÊîðîëþêÂ.Ñ. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñëîæíûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ. � Êèåâ: Íàóê. äóìêà,
1975. � 139 ñ.
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ÄÎÑËIÄÆÅÍÍßÕ ÏÎÅÒÈ×ÍÈÕ ÒÅÊÑÒIÂ

Êà÷àíîâñüêà Òåòÿíà Îëåêñàíäðiâíà

Êè¨âñüêèé Íàöiîíàëüíèé Óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

tkach@zeos.net

Àêòóàëüíèì ïèòàííÿì ñó÷àñíîãî ïåðåêëàäîçíàâñòâà ¹ àíàëiç òåíäåíöié, ùî ñïîñòå-
ðiãàþòüñÿ ó ïåðåêëàäàõ ïîåòè÷íèõ òâîðiâ, ñïiëüíîãî òà âiäìiííîãî ìiæ òâîð÷èìè ìà-
íåðàìè ðiçíèõ ïåðåêëàäà÷iâ, âèÿâëåííÿ íàéáiëüø òèïîâèõ êîìïåíñàòîðíèõ ìåõàíiçìiâ,
ùî íåéòðàëiçóþòü ðîçáiæíîñòi, iñíóþ÷i ìiæ âèõiäíîþ òà öiëüîâîþ ìîâàìè òà ñèñòåìàìè
âiðøóâàííÿ, òîùî.

Âàãîìèé âíåñîê ó âèâ÷åííÿ îäíîïëàíîâèõ åëåìåíòiâ âiðøîâàíîãî òâîðó â îäíîìîâ-
íîìó êîíòåêñòi çðîáèëè À. Í. Êîëìîãîðîâ òà éîãî ó÷íi (äèâ., çîêðåìà, [1]�[5]), ÿêi íà
îñíîâi òåîði¨ éìîâiðíîñòi, êîìáiíàòîðèêè, ñòàòèñòèêè i òåîði¨ iíôîðìàöi¨ ñòâîðèëè íî-
âi ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ âiðøà. Âèíèê öiëèé íàïðÿìîê ìiæäèñöèïëiíàðíèõ
äîñëiäæåíü (äèâ., íàïð., [6]�[8]), ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà çiñòàâëåííi òàêèõ åëåìåíòiâ.

Ìåòîþ íàøî¨ äîïîâiäi ¹ îïèñ óçàãàëüíåííÿ âèùåçãàäàíî¨ ìåòîäèêè íà äâîìîâíèé
êîíòåêñò.

[1] Êîëìîãîðîâ À. Í., Ïðîõîðîâ À. Â. Î äîëüíèêå ñîâðåìåííîé ðóññêîé ïîýçèè (Ñòàòèñòè÷åñêàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà äîëüíèêà Ìàÿêîâñêîãî, Áàãðèöêîãî, Àõìàòîâîé) // Âîïðîñû ÿçûêîçíàíèÿ. � 1964.
� � 1. � Ñ. 75�94.
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ÏÎÂÅÄIÍÊÀ IÌÎÂIÐÍIÑÍÎ� ÙIËÜÍÎÑÒI ÄÅßÊÈÕ
ÏÐÎÖÅÑIÂ ËÅÂI ÏÐÈ ÌÀËÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ ×ÀÑÓ

Êíîïîâà Âiêòîðiÿ Ïàâëiâíà

Iíñòèòóò êiáåðíåòèêè iì. Â.Ì.Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè

vicknopova@googlemail.com

Äîïîâiäü ïðèñâÿ÷åíî ñóìiñíié ðîáîòi ç Î. Ì. Êóëiêîì [1].

Íåõàé (Zt)t≥0 ïðîöåñ Ëåâi â R, òîáòî ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíè-
ìè îäíîðiäíèìè ïðèðîñòàìè. Ïðîöåñ Ëåâi îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ õàðàêòåðè-
ñòè÷íîþ åêñïîíåíòîþ ψ(ξ):

EeiZtξ = e−tψ(ξ), ξ ∈ R, t > 0.

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ψ äiéñíà, òà íå ìiñòèòü ãàóñiâñüêó êîìïîíåíòó. Ïðè òàêié óìîâi ψ
äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ Ëåâi-Õií÷iíà

ψ(ξ) =

∫
R
(1− cos(ξu))µ(du),

äå µ-ìiðà Ëåâi, ò.á.
∫
R(1 ∧ u2)µ(du) <∞.

Ïðè ïåâíèõ óìîâàõ (Òèï 1) íà ψ äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà iìîâiðíiñíî¨ ùiëüíî-
ñòi pt(x) ïðè t ∈ (0, 1]. Ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ùî pt(x) ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ
(flower, fupper, z

−
t ,Λt):

z−t flower(xz
−
t ) ∗ Pt(x) ≤ pt(x) ≤ z−t fupper(xz

−
t ) ∗ Pt(x), t ∈ (0, 1], x ∈ R,

äå flower, fupper, z
−
t -ïåâíi ôóíêöi¨,

Pt(A) := e−Λt(R)

∞∑
k=0

1

k!
Λ∗kt (A),

òà
Λt(du) := tµ(du)1|u|>1/z−t

.

Òàêîæ, ïðè ìåíø ñòðîãèõ óìîâàõ (Òèï 2) äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ùiëüíîñòi ïðè x = 0.
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[1] V.Knopova, A. Kulik. Compound kernel estimates for the transition density of a L�evy process. Ïðå-
ïðiíò, 2012.

ÉÌÎÂIÐÍIÑÍÎ-ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÐÎÁÎ×Î�
ÄÎÂÆÈÍÈ ÊÐÀÒÍÎÃÎ ËÀÍÖÞÃÀ ÌÅÕÀÍI×ÍÎ�

ÏÅÐÅÄÀ×I

Êðèâåíü Â.À., Êàïëóí À.Â., Êðèâà Í. Ð.

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ïóëþÿ, Óêðà¨íà

mmethod@tu.edu.te.ua

Ëàíöþãîâi ïåðåäà÷i øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ó òåõíiöi äëÿ ïåðåäà÷i êðóòíîãî ìîìåíòó.
Çà ïîòðåáè ïåðåäà÷i âåëèêîãî êðóòíîãî ìîìåíòó, à òàêîæ çà íåîáõiäíîñòi âèñîêî¨ íàäié-
íîñòi ðîáîòè, íåðiäêî çàñòîñîâóþòü ïàðàëåëüíî äâà i áiëüøå ëàíöþãiâ. ßê âèÿâèëîñÿ,
ðîáî÷à äîâæèíà ìåõàíi÷íî¨ ïåðåäà÷i, ñêëàäåíî¨ iç äåêiëüêîõ ïàðàëåëüíî ïðàöþþ÷èõ
ëàíöþãiâ, ¹ ìåíøîþ çà îäèíàðíèé ëàíöþã, íàâiòü êîëè óñi ëàíöþãè ñêëàäåíi iç îäíî¨ i
òî¨ æ êiëüêîñòi îäíàêîâèõ ëàíîê.

Ïîáóäó¹ìî iìîâiðíiñíî-ñòàòèñòè÷ó ìîäåëü ðîáî÷î¨ äîâæèíè êðàòíîãî ëàíöþãà. Áó-
äåìî ââàæàòè äîâæèíó ëàíîê ëàíöþãà ðiâíîþ a+X, X � ¨¨ âèïàäêîâà ïîõèáêà ç íóëüî-
âèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà âiäîìîþ i ðiâíîþ σ2 äèñïåðñiþ. Ïðèéìåìî òàêîæ,
ùî äîâæèíè âñiõ ëàíîê ðîçïîäiëåíi íåçàëåæíî òà îäíàêîâî çà ôiíiòíèì, áëèçüêèì äî
íîðìàëüíîãî çàêîíîì ç ãóñòèíîþ iìîâiðíîñòi

ρX(x) =

{
A(x2 − 9c2)2, |x| < 3c;
0, |x| ≥ 3c.

Òóò A = 5/1296/c5, c =
√

7σ/3 ≈ 0, 885σ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì ïîÿñíåííÿì çìåíøåí-
íÿ äîâæèíè n ðÿäíîãî ëàíöþãà: ðîáî÷îþ äîâæèíîþ n ïàðàëåëüíî ïðàöþþ÷èõ ëàíîê ¹
äîâæèíà íàéêîðîòøî¨ ç íèõ. Òàêèì ÷èíîì ðîáî÷à äîâæèíà ëàíêè n ðÿäíîãî ëàíöþãà
äîðiâíþ¹ a+Yn, Yn = min{X1, X2, ..., Xn} . Òîäi ρYn(y) = n(1−FX(y))n−1ρX(y), äå FX(x)
� ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó X. Çi çáiëüøåííÿì n ãðàôiêè ùiëüíîñòåé iìîâiðíîñòåé çìiùóþ-
òüñÿ âëiâî, à ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ ñêëàäîâî¨ ðîáî÷î¨ äîâæèíè ëàíêè Yn
ñòà¹ âiä'¹ìíèì. Åôåêòèâíà äîâæèíà ëàíêè êðàòíîãî ëàíöþãà çìåíøó¹òüñÿ íà |M [Yn]|.
Âæå äëÿ äâîðÿäíîãî ðîáî÷à äîâæèíà ëàíêè çìåíøó¹òüñÿ íà 0, 575σ. Ðîáî÷à äîâæèíà
n ðÿäíîãî ëàíöþãà, êîæåí ðÿä ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ iç m îäíîòèïíèõ ëàíîê, ìàòèìå íà
m|M [Yn]| ìåíøó ðîáî÷ó äîâæèíó, íiæ îäíîðÿäíèé, ÿêùî äîâæèíó êîæíî¨ iç nm ëàíîê
ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâîþ ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì ðiâíèì a.
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ÄÂÍÇ �Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò�
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Äîñëiäæó¹òüñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïiäðàõóíêó iíòåãðàëiâ

I(t) =

∫
. . .

∫
Rd

f(t, ~x)p(~x)d~x, t ∈ T,

äå p(~x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó äåÿêîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðó. Çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ öi
iíòåãðàëè ìîæíà îá÷èñëèòè iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ i òî÷íiñòþ â ïðîñòîði C(T). Ðîçãëÿ-
íóòî òàêîæ âèïàäîê, êîëè iíòåãðàëè íå çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðó t. Ïðè îòðèìàííi öèõ
ðåçóëüòàòiâ âèêîðèñòîâóâàëèñü ìåòîäè òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à.

[1] V.V. Buldygin and Yu.V. Kozachenko. Metric Characterization of Random Variables and Random
processes, American Mathematical Society, Providence, Rhode (2000).

[2] O. Kurbanmuradov and K. Sabelfeld. Exponential bounds for the probability deviations of sums of
random �elds, Monte Carlo Methods and Appl., Vol. 12, No. 3-4, pp. 211-229 (2006)

[3] Yu.V.Kozachenko and Yu.Yu.Mlavets. Probability of large deviations of sums of random processes from
Orlicz space, Monte Carlo Methods Appl., No. 17, pp. 155-168 (2011)

ÏÅÐIÎÄÈ×ÍI ÁIËI ØÓÌÈ ÒÀ ÌÎÄÅËI ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ
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Ì.Ïðèéìàê, Î.Ìà¹âñüêèé, Î.Ìàöþê

Òåðíîïiëüñüêèé íàöiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ïóëþÿ

kaf_KN@tu.edu.te.ua, alexmajevskiy@gmail.com, alexandr.matsyuk@gmail.com

Äîñëiäæóþ÷è ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (ÑÌÎ), îñíîâíó óâàãó ïðèâåðòàþòü
¨õ âõiäíi ïîòîêè çàìîâëåíü, ñòðóêòóðà ñèñòåìè, âñòàíîâëåíi ïðàâèëà îáñëóãîâóâàííÿ
çàìîâëåíü, åôåêòèâíiñòü ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè. Ïåðøî÷åðãîâèì ó âèâ÷åííi, î÷åâè-
äíî, ¹ âõiäíi ïîòîêè, îñêiëüêè ¨õ âëàñòèâîñòi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â iíøèõ çàäà÷àõ
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ÑÌÎ. Âiäîìî [1], ùî äîáðå âèâ÷åíèìè ¹ ñòàöiîíàðíi ïîòîêè. Îäíàê ðîçãëÿäàþ÷è ðîáî-
òó ñèñòåì íà äîñòàòíüî òðèâàëèõ iíòåðâàëàõ ÷àñó, äëÿ áàãàòüîõ iç íèõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
ñòîõàñòè÷íà ïåðiîäè÷íiñòü (ðèòìi÷íiñòü) ¨õ ôóíêöiîíóâàííÿ, ïðè÷îìó òóò ÷iòêî âèÿâ-
ëÿþòüñÿ äâi ïðè÷èíè, ùî ïîðîäæóþòü ðèòìi÷íiñòü � äîáîâå îáåðòàííÿ Çåìëi òà ði÷íèé
öèêë ðóõó Çåìëi íàâêîëî Ñîíöÿ. ßêèì æå ÷èíîì â ïîäiáíèõ âèïàäêàõ âðàõîâóâàòè òà
äîñëiäæóâàòè ñòîõàñòè÷íó ïåðiîäè÷íiñòü?

Ìåòà ðîáîòè - ïðîâåñòè îãëÿä âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i øóìiâ, ÿêi äàþòü çìîãó âðàõî-
âóâàòè ñòîõàñòè÷íó ïåðiîäè÷íiñòü, òà ðîçãëÿíóòè ìîæëèâîñòi ¨õ âèêîðèñòàííÿ â çàäà÷àõ
äîñëiäæåííÿ ÑÌÎ.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, â îñíîâi ÿêèõ ëåæàòü ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòà-
ìè [2].

Îçíà÷åííÿ 1. Âèïàäêîâèé ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè ïðîöåñ η(t) íàçèâà¹òüñÿ ïðî-
öåñîì ç íåçàëåæíèìè T -ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòàìè, ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî T > 0 , ùî
ðîçïîäiëè ïðèðîñòiâ ∆hη(t) = η(t+ h)− η(t) ¹ ïåðiîäè÷íèì ïî t ç ïåðiîäîì T .

Îçíà÷åííÿ 2. Ïåðiîäè÷íèì áiëèì øóìîì (ó âóçüêîìó ðîçóìiííi) íàçèâà¹òüñÿ óçà-
ãàëüíåíà ïîõiäíà âiä ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòàìè.

Îçíà÷åííÿ 1 i 2 äàþòü ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè òà âiäïîâiäíî ïåðiîäè÷íèõ áiëèõ øóìiâ.

Îçíà÷åííÿ 1à. Ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîì ç ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòàìè íàçèâà¹òüñÿ
ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòàìè, ïðè÷îìó ïðèðîñòè ìàþòü ïóàññîíiâ-
ñüêèé ðîçïîäië.

Îçíà÷åííÿ 2à. Ïóàññîíiâñüêèì ïåðiîäè÷íèì áiëèì øóìîì íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíà
ïîõiäíà âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó ç ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòàìè.

Àíàëîãi÷íî äî îçíà÷åíü 1à òà 2à â [3] âèçíà÷åíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ç ïåðiîäè÷íèìè
ïðèðîñòàìè òà íîðìàëüíèé ïåðiîäè÷íé áiëèé øóì.

Êðiì ïåðiîäè÷íèõ øóìiâ ç íåïåðåðâíèì àðãóìåíòîì ìà¹ ìiñöå ðiçíîìàíiòíi êëàñè
äèñêðåòíèõ ïåðiîäè÷íèõ øóìiâ (ä.ï.ø.).

Îçíà÷åííÿ 3. Äèñêðåòíèé áiëèé øóì {ηj, j ∈ Z}, ùî ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì äèñêðåòíèì øóìîì, ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷è-
ñëî L > 0, ùî éîãî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì L, òîáòî

F (x, j) = P{ηj < x} = F (x; j + L) (1)

Îçíà÷åííÿ äèñêðåòíîãî áiëîãî øóìó ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì, îñêiëüêè â íüîìó íå âêà-
çó¹òüñÿ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó. Êîíêðåòèçóþ÷è ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, îòðèìà¹ìî ðiçíi êëàñè
äèñêðåòíèõ áiëèõ øóìiâ [3]. Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî ëèøå äâà iç íèõ.

Îçíà÷åííÿ 4. Ïåðiîäè÷íèé øóì {ηj, j ∈ Z} ¹ ïóàññîíiâñüêèì ïåðiîäè÷íèì øóìîì,

ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηj ìàþòü ðîçïîäië Ïóàññîíà, òîáòî P{ηj = k} =
λkj
k!
e−λj ,

ïðè÷îìó ïàðàìåòð λj ¹ ïåðiîäè÷íèì ç äåÿêèì ïåðiîäîì L > 1 : pj = pj+L · j ∈ Z.
Îçíà÷åííÿ 5. Áiëèé øóì {ηj, j ∈ Z} ¹ åêñïîíåíöiéíèì (ïîêàçíèêîâèì) ïåðiîäè÷íèì

áiëèì øóìîì, ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èí ηj ìàþòü ïîêàçíèêiâ ðîçïîäië, òîáòî ãóñòèíà
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fj(x) =

{
λje
−λjx, x ≥ 0

0, x < 0, j ∈ Z
, ïðè÷îìó ïàðàìåòð λj çìiíþ¹òüñÿ ïåðiîäè÷íî ç ïåðiîäîì L >

1 : λj = λj+L j ∈ Z.
Iíøi êëàñè äèñêðåòíèõ ïåðiîäè÷íèõ øóìiâ ïîäàíi â òàáëèöi.

Äèñêðåòíi ïåðiîäè÷íi øóìè (ä.ï.ø.)
Øóìè ç äèñêðå-
òíèìè

Øóìè ç íåïåðåðâíèìè ðîçïîäiëàìè

ðîçïîäiëàìè
Áåðíóëi ä.ï.ø ðiâíîìiðíèé ä.ï.ø. χ2 ä.ï.ø.
áiíîìiàëüíèé
ä.ï.ø.

òðèêóòíèé ä.ï.ø. χ ä.ï.ø.

ãåîìåòðè÷íèé
ä.ï.ø.

åêñïîíåíöiéíèé ä.ï.ø. Ñòüþäåíòà ä.ï.ø.

Ïóàññîíà ä.ï.ø. íîðìàëüíèé ä.ï.ø. F ä.ï.ø.
ëîãàðèôìi÷íèé
ä.ï.ø.

ãàìà ä.ï.ø. ëîãiñòè÷íèé ä.ï.ø.

áåòà ä.ï.ø. ëîãàðèôìi÷íèé ä.ï.ø.
Êîøi ä.ï.ø. Âåéáóëà-Ãíiäåíêî ä.ï.ø.

Âiäîìî, ùî iíòåðâàëè ÷àñó τ(t) ìiæ ÷åðãîâèìè ïîäiÿìè âõiäíîãî ïîòîêó ìàþòü åêñïîíåí-
öiéíèé ðîçïîäië ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ iíòåíñèâíîñòi λ(t). Äëÿ ñòîõàñòè÷íî ïåðiîäè÷íîãî
ïîòîêó ç ïåðiîäîì T çãàäàíi iíòåðâàëè τ(t) òåæ áóäóòü ìàòè ñòîõàñòè÷íî ïåðiîäè÷íèé
õàðàêòåð. Öþ çàêîíîìiðíiñòü ìîæíà âðàõóâàòè â ìîäåëi ïîòîêó, ââàæàþ÷è, ùî ïàðà-
ìåòð λ(t) çìiíþ¹òüñÿ ïåðiîäè÷íî ç öèì æå ïåðiîäîì: λ(t) = λ(t + T ). Â öüîìó âèïàäêó
ãóñòèíà ðîçïîäiëó iíòåðâàëiâ ÷àñó τ(t) ìiæ ñóñiäíiìè ïîäiÿìè òåæ áóäå ïåðiîäè÷íîþ
ôóíêöi¹þ: f(x; t) = λ(t)e−λ(t)x = λ(t+ T )e−λ(t+T )x = f(x; t+ T ). Ïåðiîäè÷íèì ïðè öüîìó
áóäå òàêîæ ðîçïîäië Åðëàíãà

fk(x; t) =
λ(t)(λ(t)x)k−1

(k − 1)!
e−λ(t)x =

λ(t+ T )(λ(t+ T )x)k−1

(k − 1)!
e−λ(t+T )x =

= fk(x; t+ T ), k = 1, 2, ...

Ïåðiîäè÷íi øóìè ìàþòü ÿê òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ òàê i ïðèêëàäíå çàñòîñóâàííÿ,
çîêðåìà â çàäà÷àõ iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ ðèòìi÷íèõ ïåðiîäè÷íèõ ïîòîêiâ, ôóíêöiî-
íóâàííÿ ÑÌÎ â öiëîìó, ðîçðàõóíêó îïòèìàëüíèõ ðåæèìiâ ñèñòåì òîùî.

[1] Ãíåäåíêî Á.Â., Êîâàëåíêî È.Í.Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. - Ì.: Íàóêà, 1983. �
398 ñ.

[2] Êðàñèëüíèêîâ Î.I., Ìàð÷åíêî Á.Ã., Ïðèéìàê Ì.Â.Ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè ïåðiîäè÷íèìè ïðèðîñòà-
ìè i ïåðiîäè÷íi áiëi øóìè // Âiäáið i îáðîáêà iíôîðìàöi¨. � 1996. � Âèï.10(86). � Ñ.22-27.
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[3] Ïðèéìàê Ì.Â.Îñíîâè òåîði¨ ìîäåëþâàííÿ, àíàëiçó i ïðîãíîçó â àâòîìàòèçîâàíèõ ñèñòåìàõ óïðàâ-
ëiííÿ ðèòìi÷íèìè ïðîöåñàìè: Àâòîðåô. äèñ. . . äîêò. òåõí. íàóê: 05.13.06 / Êè¨â: ÍÀÓ, 2001. � 34
ñ.
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Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé ëàíöþã Ìàðêîâà (X1(k), k ∈ Z+) íà Z iç ñèìåòðè÷íèìè ïåðå-
õiäíèìè iìîâiðíîñòÿìè ïîçà äåÿêîãî âiäðiçêó [−m,m]:

pi,i+1 = pi,i−1 = 1/2 ïðè |i| > m

òà äîâiëüíèìè iíòåãðîâíèìè ñòðèáêàìè ç [−m,m]:∑
j∈Z

|j| pi,j <∞ ïðè |i| 6 m.

Äîâèçíà÷èìî ïðîöåñ (X1(t), t > 0) äëÿ âñiõ t íåïåðåðâíî ÿê ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiþ
òà ïîêëàäåìî

Xn(t) := 1√
n
X1(nt), t > 0, n = 2, 3, . . . .

Äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Xn) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ (ïðè n→∞) â C([0, 1]) äî äåÿêîãî
ïðîöåñó X∞. Çîêðåìà, ÿêùî âñi ñòàíè ëàíöþãà (X1(k)) ñïîëó÷íi, òî ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ¹
êîñèì áðîóíîâèì ðóõîì. Äëÿ êîåôiöi¹íòó ïðîíèêíåííÿ êîñîãî áðîóíîâîãî ðóõó çíàéäåíi
ÿâíi ôîðìóëè â òåðìiíàõ ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé pi,j.

Íàïðèêëàä, ÿêùî m = 1 p1,j = P(ξ = j) òà p−1,j = P(η = j), äå ξ òà η�äåÿêi öiëî-
çíà÷íi iíòåãðîâíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè i P(|ξ|61) = P(|η|61) = 0, òî ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ¹
êîñèì áðîóíîâèì ðóõîì ç ïàðàìåòðîì

γ =
EξP(η > 0) + EηP(ξ < 0)

E|ξ|P(η > 0) + E|η|P(ξ < 0)
.

Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé îòðèìàëè J.M. Harrison òà L.A. Shepp
[1]. Äèâ. òàêîæ [2], [3].
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Íåõàé (w(t),Mt,Px)t≥0,x∈R � âiíåðiâ ïðîöåñ â R, äëÿ ÿêîãî Px(w(0) = x) = 1. Ðîçãëÿíå-
ìî ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì (w(t))t≥0 ïî÷àòêó êîîðäèíàò: τ = inf{s ≥ 0 :
w(s) = 0}.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ êîåôiöi¹íòó ïåðåíîñó, ÿêèé çàáåçïå÷èâ áè, â ïåâíîìó
ðîçóìiííi, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ìîìåíòó τ . Êîåôiöi¹íò ïåðåíîñó âèáèðàòèìåìî íà ìíî-

æèíi V ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ ïðîöåñiâ (α(t),Mt)t≥0 â R, äëÿ ÿêèõ Px-ì.í.
τ∫

0

α2(s) ds <

+∞ òà ìàþòü ìiñöå óìîâè ExE0
τ (α) = 1, Ex(E0

τ (α))2 < +∞, äå Ex îçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ çà ìiðîþ Px, à E0
τ (α) = exp


τ∫

0

α(s) dw(s)− 1

2

τ∫
0

α2(s) ds

.
Íåõàé ôóíêöiÿ f(t)t≥0 äîäàòíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà îáìåæåíà.

Îçíà÷åííÿ. Öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàë Φ(α) = Exf(τ)E0
τ (α) çà-

äàíèé íà ìíîæèíi V äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà. Íåõàé äîäàòíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà îáìåæåíà ôóíêöiÿ
f(t)t≥0 òàêà, ùî iñíóþòü ñòàëi u > 0 òà r ∈

(
1
2
; 1
]
i ôóíêöiÿ (ρ(t))t>0, äëÿ ÿêèõ ïðè

âñiõ 0 < t < u
f(s+ t)− f(s) ≤ ρ(s)tr,

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ òà îáìåæåíà ïîçà
íèì.

Òîäi iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ α∗(t) =
h′x(t, w(t))

h(t, w(t))
, íà ÿêié ôóíêöiîíàë Φ äîñÿãà¹

ñâîãî ìiíiìóìó íà ìíîæèíi W = {α ∈ V : Ex(E0
τ (α))2 ≤ K}. Òóò K =

Dxf(τ)

(C − Exf(τ))2
+

1, h(t, x) = C − Exf(t+ τ), t ≥ 0, x ∈ R, C = sup
t≥0

f(t).
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ÐIÂÍßÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÍß ÑÒÐÓÍÈ Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ
ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ Ç ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÎÐËI×À

Ñëèâêà-Òèëèùàê Ãàííà Iâàíiâíà

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà

aslyvka@tn.uz.ua

Ðîçãëÿíåìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ îäíîðiäíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ [3]. Ñòàâè-
òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u = (u (x, y) , x ∈ [0, π] , t ∈ [0, T ]), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíèì óìîâàì:

∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
− q(x)u− ρ(x)

∂2u

∂t2
= 0;

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = ξ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= η(x).

Ïðèïóñòèìî, ùî (ξ(x), x ∈ [0, π]) i (ξ(x), x ∈ [0, π]) ¹ âèïàäêîâi ïðîöåñè iç ïðîñòîðó Îð-
ëi÷à [1]. Ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäó Ôóð'¹ [3] ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u (x, t) =
∞∑
k=1

Xk(x)

[
Akcos

√
λkt+

Bk√
λk
sin
√
λkt

]
,

äå

Ak =

∫ π

0

ξ(x)Xk(x)ρ(x)dx, Bk =

∫ π

0

η(x)Xk(x)ρ(x)dx, k ≥ 1,

λk, k ≥ 1 � âëàñíi çíà÷åííÿ, Xk = (Xk)(x), x ∈ [0, π]), k ≥ 1 � âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi
ôóíêöi¨ íàñòóïíî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

d

dx

(
p(x)

dXk(x)

dx

)
− q(x)x(x) + λρ(x)X(x) = 0, X(0) = X(π) = 0.

Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî
ðîçâ'ÿçêó ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹ âèêëàä íîâîãî ïiäõîäó äî âèâ÷å-
ííÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ç âèïàäêîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè i âèêîðèñòàííÿ
öüîãî ïiäõîäó ïðè îá ðóíòóâàííi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó Ôóð'¹.
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ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÈ ×ÀÑÒÈÍÎÊ Ç ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ

ÑÓÊÓÏÍÎÞ ÌÀÑÎÞ

Òàíöþðà Ì. Â.

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà
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Íåõàé {wt, t ≥ 0} � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,=, P ),
µ � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ìiðà íà R. Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Xt(u,w) = u+ wt(ω)+∫ t

0

∫
Ω

∫
R
b(Xs(v, ω̃)−Xs(u, ω))µ(dv)P (dω̃)ds, t ∈ [0, T ]. (1)

Ó âèïàäêó, êîëè µ - éìîâiðíiñíà ìiðà, ðîçïîäië ïðîöåñó Xt = Xt(u, ω) íà éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω, P ) = (Ω×R, P ×µ) ñïiâïàäà¹ ç ðîçïîäiëîì ïðîöåñó Ìàêêiíà-Âëàñîâà, ÿêèé
¹ ãðàíèöåþ (äèâ. [1]-[3]) ðîçâ'ÿçêiâ íàñòóïíèõ ñèñòåì ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó ðóõó âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ó âèïàäêîâîìó ñåðåäîâèùi:{

dX i,N
t = dwit + 1

N

∑N
j=1 b(X

i,N
t , Xj,N

t )dt, i = 1, ..., N,

X i,N
0 = xi0.

(2)

Òóò X i,N
t � ïîëîæåííÿ i-¨ ÷àñòèíêè â ìîìåíò ÷àñó t, xi0 � ïîëîæåííÿ i-¨ ÷àñòèíêè â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, xi0 ìà¹ ðîçïîäië µ, wit � âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, âñi âèïàäêîâi
åëåìåíòè {xi0, wit} íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (1) äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó âèïàäêó, êîëè
µ ìîæå áóòè íàâiòü íåîáìåæåíîþ ìiðîþ íà R, ÿêà â íàñòóïíîìó ñåíñi ìàæîðó¹òüñÿ
ìiðîþ Ëåáåãà:

∃Cµ > 0 ∀[u, v] ⊂ R : µ([u, v]) ≤ Cµ(v − u+ 1),

à ôóíêöiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíèì óìîâàì ãëàäêîñòi òà óìîâàì ñïàäàííÿ íà íåñêií÷åííî-
ñòi.

25



[1] McKean H. P. A class of Markov processes associated with nonlinear parabolic equations// Proc. Nat.
Acad. Sci. 56, 1907-1911(1966).

[2] Sznitman A.S. Topics in propagation of chaos// Ecole d'Ete de Probabilites de Saint-Flour XIX�1989,
165�251, Lecture Notes in Math., 1464, Springer, Berlin, 1991.

[3] Tanaka H. Limit theorems for certain di�usion processes with interaction// Stochastic analysis
(Katata/Kyoto, 1982), 469�488, North-Holland Math. Library, 32, North-Holland, Amsterdam, 1984.

ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÈÕ
ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÍÀ ÏÐßÌIÉ

Øåâ÷óê Ðîìàí Âîëîäèìèðîâè÷

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà
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Íåõàé â îáëàñòÿõ D1 = (−∞, 0) i D2 = (0,∞) çàäàíî äâà íåîäíîðiäíi äèôóçiéíi
ïðîöåñè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè

A(i)
s ϕi(x) =

1

2
bi(s, x)

d2ϕi(x)

dx2
+ ai(s, x)

dϕi(x)

dx
, i = 1, 2,

äå êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ bi(s, x) i êîåôiöi¹íòè ïåðåíîñó ai(s, x) ¹ îáìåæåíèìè íåïåðåðâ-
íèìè ôóíêöiÿìè äëÿ (s, x) ∈ [0, T ]×Di (T > 0 � ôiêñîâàíå, Di = Di ∪ {0}), äî òîãî æ
bi(s, x) > 0. Çà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A(i)

s ïðèéìåìî ìíîæèíó C2(Di) âñiõ ôóí-
êöié ϕi, îáìåæåíèõ i ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ íà Di ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ïåðøèõ
äâîõ ïîðÿäêiâ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C2,0(R) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ϕ, îáìåæåíèõ i íåïåðåðâíèõ íà R
òàêèõ, ùî ¨õ çâóæåííÿ ϕi = ϕ|Di íàëåæàòü äî êëàñiâ C2(Di), i = 1, 2, âiäïîâiäíî, äî

òîãî æ A
(1)
s ϕ1(0) = A

(2)
s ϕ2(0). Âèçíà÷èìî îïåðàòîð As, ÿêèé äi¹ íà ìíîæèíi C2,0(R) çà

òàêèì ïðàâèëîì:
Asϕ(x) = A(i)

s ϕi(x), x ∈ Di, i = 1, 2.

Çàïèøåìî òåïåð çàãàëüíó óìîâó ñïðÿæåííÿ òèïó Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ (äèâ. [1]), ÿêà
çâóæó¹ îïåðàòîð As äî ãåíåðàòîðà äâîïàðàìåòðè÷íî¨ ôåëëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè â ïðî-
ñòîði îáìåæåíèõ i íåïåðåðâíèõ íà R ôóíêöié:

Lsϕ(0) = r(s)Asϕ(0) + q1(s)ϕ′(0−)− q2(s)ϕ′(0+) + γ(s)ϕ(0)+

+

∫
D1∪D2

[ϕ(0)− ϕ(y)]µ(s, dy) = 0.
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Òóò q1(s), q2(s), γ(s) � íåâiä'¹ìíi, íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [0, T ], à µ(s, ·) �
íåâiä'¹ìíà ìiðà íà D1 ∪D2 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f i
÷èñëà δ > 0 iíòåãðàëè

F
(i)
f (s) =

∫
Di,δ

yf(y)µ(s, dy), G
(i)
f (s) =

∫
Di\Di,δ

f(y)µ(s, dy)

¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ s ∈ [0, T ], äå Di,δ = {x ∈ Di : |x| < δ}. Ïðè öüîìó
r(s), q1(s), q2(s), γ(s) òà µ(s, dy) íå ïîâèííi îäíî÷àñíî äîðiâíþâàòè íóëþ, ÿêèì áè íå
áóëî s ∈ [0, T ].

Íàøà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äâîïàðàìåòðè-
÷íî¨ ôåëëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , â ïðîñòîði îáìåæåíèõ i íåïåðåðâíèõ
íà R ôóíêöié, ãåíåðàòîð Ãs ÿêî¨ âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi

ϑ(Ãs) = {ϕ ∈ C2,0(R) : Lsϕ(0) = 0},

i äëÿ âñiõ ϕ ∈ ϑ(Ãs) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Ãsϕ = Asϕ.

Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ùå ÷àñòî íàçèâàþòü çàäà÷åþ ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ íåîäíîði-
äíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ íà ïðÿìié (äèâ. [2, 3, 4]). Ïðè ¨¨ äîñëiäæåííi ìè âèêîðèñòîâó¹-
ìî àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Çà òàêîãî ïiäõîäó ðîçâ'ÿçàííÿ íàøî¨ çàäà÷i ïðàêòè÷íî çâîäèòüñÿ
äî äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü îñòàííüî¨ çàäà÷i
âïåðøå âñòàíîâëåíî íàìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì
çâè÷àéíèõ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó.

[1] Âåíòöåëü À. Ä. Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
îïåðàòîðó âòîðîãî ïîðÿäêà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ � 1956. � Ò.111, �2. � C. 269�272.

[2] Ïîðòåíêî Ì. I. Ïðîöåñè äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùàõ ç ìåìáðàíàìè. � Êè¨â: Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, 1995. � 200 c.

[3] Êîïûòêî Á. È. Î ñêëåèâàíèè äâóõ íåîäíîðîäíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íà ïðÿìîé // Óêð.
ìàò. æóðí. � 1983. � Ò.35, �2. � C. 156�163.

[4] Kononchuk P. P. One-dimensional model of the di�usion process with a membrane that is described by
the Feller-Wentzel conjugation condition // Theory of Stochastic Processes, 17(33), 1 (2011), 61�69.

27



2 Ñåêöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó

ON CONVERGENCE OF FUNCTIONAL BRANCHED
CONTINUED FRACTION

Hoyenko Natalya , Manzij Lesya
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National University �Lvivska Politechnika�, Lviv, Ukraine

hoyenko@gmail.com, lesly@ukr.net

Let

b0(z1, z2) +
∞
D
k=1

2∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
, (1)

be a functional branched continued fraction(BCF) where ai(k)(z1, z2), bi(k)(z1, z2) are some
polynomials. Its approximants are de�ned as �nite BCF:

fn(z1, z2) = b0(z1, z2) +
n

D
k=1

2∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
, n ∈ N. (2)

In these cases, the approximants of BCF fn(z1, z2), n = 1, 2, . . ., are rational functions in C2.

BCF (1) converges uniformly on every compact subset of some domain D, D ⊂ C2, if the
sequence of its approximants (2) {fn(z1, z2)} converges uniformly on every compact subset
of D. This means that a number of conditions holds for any compact K of D: 1) there exists
N(K) such that fn(z1, z2) is holomorphic in some domain containing K for all n > N(K);
and 2) given ε > 0 there exists Nε > N(K) such that

sup
(z1,z2)∈K

|fn+k(z1, z2)− fn(z1, z2)| < ε, for n ≥ Nε, k ≥ 0.

BCF (1) corresponds to a formal double power series, if a sequence of its approxi-
mants (2)(rational functions with nonzero denominator in the origin) {fn(z1, z2)} corresponds
to P .

Òåîðåìà. Let BCF (1) corresponds at the origin to a formal double power series

P = c00 + c10z1 + c01z2 + c20z
2
1 + c11z1z2 + c02z

2
2 + · · · .

Let D(D ⊂ C2) be a domain containing the origin.

Then:

(A) BCF (1) converges uniformly on every compact subset of D to some holomorphic
function f(z1, z2) if only if the sequence of its appriximants
{fn(z1, z2)} are uniformly bounded on every compact subset of D.

(B) The series P = P (f) is a Taylor series of f(z1, z2) at (z1, z2) = (0, 0).
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ÌÓËÜÒÈÏËIÊÀÒÈÂÍI ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÈ Ó ÃIËÜÁÅÐÒÎÂÈÕ
ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÍÀ `1

Ãîëóá÷àê Îëåã Ìèõàéëîâè÷

Iâàíî-Ôðàíêiâñüêèé êîëåäæ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
àãðàðíîãî óíiâåðñèòåòó,

Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè
iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

oleggol@ukr.net

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà `1, ÿêèé ïîçíà÷èìî Ps(`1). Âiäîìî, ùî
ïîëiíîìè

Pk(x) =
∞∑
i=1

xki

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Ps(`1). Òàêîæ âiäîìî, ùî ïîëiíîìè âèãëÿäó Pλ = Pλ1 ·
Pλ2 · ... ·Pλm óòâîðþþòü ëiíiéíèé áàçèñ â Ps(`1), äå Pλk(x) =

∑∞
i=1 x

λk
i , λ = (λ1, λ2, ..., λm)

� äåÿêå ðîçáèòòÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òîáòî λ1 + λ2 + ... + λm = n. Ó äîïîâiäi áóäå
ðîçãëÿíóòî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hs ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà `1 ç îðòîíîð-
ìîâàíèì áàçèñîì {Pλ} i ïîêàçàíî, ùî åëåìåíòè öüîãî ïðîñòîðó áóäóòü àíàëiòè÷íèìè
ôóíêöiÿìè â îáëàñòi

Ω = {x ∈ `1 : |Pn(x)| < 1, n ∈ N}.
Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiîíàë Rx çíà÷åííÿ â òî÷öi x: Rx(f) = f(x), f ∈ Hs áóäå íåïå-
ðåðâíèì, ÿêùî x ∈ Ω.

Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ϕ : Hs → C íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ÿêùî ϕ(P ·Q) =
ϕ(P ) ·ϕ(Q) äëÿ âñiõ ïîëiíîìiâ P,Q ∈ Hs. Ïðèêëàäîì òàêèõ ôóíêöiîíàëiâ ¹ ôóíêöiîíàë
çíà÷åííÿ â òî÷öi Rx, x ∈ Ω. Êîæåí ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë ϕ âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-
ñëiäîâíiñòþ {an = ϕ(Pn)}. Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè M(Hs) âñiõ ìóëüòèïëiêàòèâ-
íèõ ôóíêöiîíàëiâ íåîáõiäíî îïèñàòè ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé {an}. Íàñòóïíà òåîðåìà
ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíàM(Hs) ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìíîæèíè õàðàêòåðiâ ðiâíîìiðíî¨
àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà `1 (äèâ. [1]).

Òåîðåìà. Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈M(Hs) ïîñëiäîâíiñòü {an = ϕ(Pn)} íàëåæèòü `2. Íàâ-
ïàêè, äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {an} ∈ `2 iñíó¹ ôóíêöiîíàë ϕ ∈ M(Hs) òàêèé, ùî
{an = ϕ(Pn)}.

[1] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, Some algebras of symmetric analytic
functions and their spectra. Proc. Edinburgh Math. Soc. (2012) 55, 125�142.
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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

bohdan_dovhanj@ukr.net, andrij_vus@ukr.net

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ íåíóëüîâèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨
ñèìåòðèçîâàíèõ çàäà÷ 4 ÷àñòèíîê íà ïðÿìié ç ãàìiëüòîíiàíîì

H = T +W, (1)

äå êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T = 1
2
(p2

1 + p2
2), à

W = V (x1 + x2) + V (x2 − x1) +
1

2
V (2x1) +

1

2
V (2x2). (2)

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ "çàìêíóòîãî"ëàíöþæêà ìà¹ âèãëÿä

W = V (x2 − x1) +
1

2
V (2x1) +

1

2
V (2x2). (3)

Ïèòàííÿ iíòåãðîâíîñòi çà Ëióâiëëåì öèõ çàäà÷ çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ äîäà-
òêîâîãî ïåðøîãî iíòåãðàëà, ïîëiíîìiàëüíîãî çà iìïóëüñàìè.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ç ãàìiëüòîíiàíîì (1), (2) äîïóñêà¹ ïåðøèé iíòåãðàë
F2Ñ . ßêùî ïîòåíöiàë V çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó V (∞) = 0, òî V íå ìîæå ìàòè íåíóëüîâèõ
ïîëþñiâ.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ç ãàìiëüòîíiàíîì (1), (3) äîïóñêà¹ ïåðøèé iíòåãðàë
F2Ñ . Òîäi V íå ìîæå ìàòè îñîáëèâî¨ òî÷êè òèïó ïîëþñà.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ç ãàìiëüòîíiàíîì (1), (2) àáî (1), (3) äîïóñêà¹ ïåðøèé
iíòåãðàë F2Ñ . ßêùî ïîòåíöiàë V çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó
V (∞) = 0, òî V íå ìîæå ìàòè iñòîòíî îñîáëèâèõ òî÷îê.

Âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàò ðîáiò [1] i [2].

[1] Äîâãàíü Á., Âóñ À. Iíòåãðîâíi ïîòåíöiàëè ñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ 4 òà 5 ïîïàðíî âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòè-
íîê íà ïðÿìié � 2010. � Âiñíèê ËÍÓ � âèï. 72. Ñ. 107�126.

[2] Äîâãàíü Á., Âóñ À. Íåiíòåãðîâíiñòü ñèìåòðè÷íî¨ çàäà÷i âçà¹ìîäi¨ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ çàìêíóòîãî
ëàíöþæêà 4 ÷àñòèíîê íà ïðÿìié � 2012. � Âiñíèê ËÍÓ � (to appear).
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ÃIÏÅÐÖÈÊËI×ÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÍÀ ÂIËÜÍÎÌÓ
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Íåõàé E � íîðìîâàíèé ïðîñòið, X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ç äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ
θ, íà ÿêîìó ìîæíà çàäàòè íîðìó α çà ôîðìóëîþ α(x) = ρ(θ, x) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
x ∈ X. Âiäîìî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé, ç òî÷íiñòþ äî içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó, áàíàõiâ ïðî-
ñòið B(X), à òàêîæ içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ν : X → B(X) òàêi, ùî äîâiëüíå ëiïøèöåâå
âiäîáðàæåííÿ F ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ ìîæå áóòè ïðîäîâæåíå
äî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà F̃ : B(X)→ E, ïðè÷îìó ‖F̃‖ = LF äëÿ äîâiëüíîãî
íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó E.Ïðîñòið B(X) íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Âiä-
îáðàæåííÿ F ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íî òðàíçèòèâíèì,
ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X, òàêèé ùî îðáiòà Orb(F, x) = {F n(x) = F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸

n

(x) : n ∈ N}

áóäå ùiëüíîþ â X. Ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T íà ïðîñòîði Ôðåøå E â ñåáå íàçè-
âà¹òüñÿ ãiïåðöèêëi÷íèì, ÿêùî T ¹ òîïîëîãi÷íî òðàíçèòèâíèì. Âåêòîð x ∈ E äëÿ ÿêîãî
Orb(T, x) ¹ ùiëüíîþ â E íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðöèêëi÷íèì âåêòîðîì îïåðàòîðà T. Ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T : E → E íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî âåêòî-
ðà x ∈ E ëiíiéíà îáîëîíêà spanOrb(T, x) ¹ ùiëüíîþ â E. Çîêðåìà, äîâåäåíî íàñòóïíi
òåîðåìè.

Òåîðåìà. Íåõàé (X, θ) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ θ i F : X →
X ¹ òîïîëîãi÷íî òðàíçèòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ç F (θ) = θ. Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð

F̂ : B(X)→ B(X) áóäå öèêëi÷íèì.

Òåîðåìà. Íåõàé E � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið Ôðåøå. ßêùî T : E → E � ãiïåðöèêëi÷íèé
îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðié ãiïåðöèêëi÷íîñòi, òî T̂ : B(E)→ B(E) � òàêîæ
ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð i çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðié ãiïåðöèêëi÷íîñòi.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X s
∞ = ⊕`1Cs ç íîðìîþ ‖x‖ =

∞∑
i=1

‖xi‖, äå âåêòîð x ∈ X s
∞ i xi ∈

Cs. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîëiíîì P íà ïðîñòîði X s
∞ íàçèâà¹òüñÿ áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèì

(âåêòîðíî-ñèìåòðè÷íèì), ÿêùî:

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m) . . .)

äå xi ∈ Cs i σ � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi N. Ïîçíà÷èìî Hbvs(X s
∞) � àëãåáðó

áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði X s
∞ iMbvs(X s

∞)
� ìíîæèíó õàðàêòåðiâ (êîìïëåêñíèõ ãîìîðôiçìiâ) àëãåáðè Hbvs(X s

∞).

Ó äîïîâiäi áóäå ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íî¨ çãîðòêè äëÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíèMbvs(X s
∞)

i îïèñàíî ó ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ ñïåêòð àëãåáðè Hbvs(X s
∞).

[1] Kravtsiv V.V., Zagorodnyuk A.V. On algebraic bases of algebras of block-symmetric polynomials on
Banach spaces // Matematychni Studii. � 2012.
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Íåõàé R+ = (0,+∞). Äëÿ x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yp) ∈ Rp
+, p ≥ 2 âæèâàòèìåìî

íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ
‖x‖ =

∑p
i=1 xi, 〈x, y〉 =

∑p
i=1 xiyi, |x| = (

∑p
i=1 x

2
i )

1/2
.

Íåõàé ν � çëi÷åííî-àäèòèâíà íåâiä'¹ìíà íà Rp
+ ìiðà ç íåîáìåæåíèì íîñi¹ì supp ν,

f(x) � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà ν-âèìiðíà ôóíêöiÿ íà Rp
+. ×åðåç Ip(ν) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóí-

êöié F : Rp → R, çîáðàæóâàíèõ çáiæíèì äëÿ âñiõ σ ∈ Rp iíòåãðàëîì âèãëÿäó

F (σ) =

∫
Rp+
f(x)e〈σ,x〉ν(dx). (1)

Äëÿ F ∈ Ip(ν), σ ∈ Rp
+ òà t > 0 ïîçíà÷èìî

µ∗(σ, F ) = sup{f(x)e〈σ,x〉 : x ∈ supp ν}, ν0(0, t] = ν{x ∈ Rp
+ : ‖x‖ ≤ t}.

Òåîðåìà. Íåõàé F ∈ Ip(ν). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(∃ q > 0) :

∫ +∞

t0

(ν0(0, t])q

t2
dt < +∞, (2)

òî ñïiââiäíîøåííÿ

F (σ) ≤ o
(
µ∗(σ, F ) ln1/q µ∗(σ, F )

)
(3)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè |σ| → +∞, σ ∈ K\E äëÿ êîæíîãî êîíóñà K ⊂ Rp
+ ç âåðøèíîþ â

ïî÷àòêó êîîðäèíàò O òàêîãî, ùî K\{O} ⊂ Rp
+, ïðè÷îìó äëÿ ìíîæèíè E âèêîíó¹òüñÿ∫

E∩K

dσ1 . . . dσp
|σ|α−1

< +∞.

Íàñòóïíà òåîðåìà, âêàçó¹ íà òå, ùî îöiíêó (3) (â çàãàëüíîìó) i ñàìå òâåðäæåííÿ
òåîðåìè 2 â êëàñi Ip(ν) iñòîòíî ïîêðàùèòè íå ìîæíà.
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Òåîðåìà. Äëÿ êîæíîãî q > 0 iñíóþòü ìiðà ν, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2) i äëÿ
êîæíîãî ε > 0 ∫ +∞

t0

(ν0(0, t])q+ε

t2
dt = +∞,

à ôóíêöiÿ F ∈ Ip(ν) òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 i äëÿ êîæíîãî íåïîðîæíüîãî êîíóñà
K ç âåðøèíîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò O òàêîãî, ùî K\{O} ⊂ Rp

+, âèêîíó¹òüñÿ

F (σ)

µ∗(σ, F )(lnµ∗(σ, F ))1/q−ε → +∞ (|σ| → +∞, σ ∈ K).

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß (ψ, β)�ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
IÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ Â ÑÅÐÅÄÍÜÎÌÓ

Þ. I. Õàðêåâè÷, I. Â. Êàëü÷óê

Âîëèíñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè, Ëóöüê

kalchuk_i@ukr.net

Íåõàé L � ïðîñòið 2π�ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ íà ïåðiîäi ôóíêöié iç íîðìîþ ‖f‖L =

‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt.

Íåõàé f(x) ∈ L i S[f ] = a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) � ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .

Íåõàé, äàëi, ψ(k) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó i β �
ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ (k)

(
ak cos

(
kx+

πβ

2

)
+ bk sin

(
kx+

πβ

2

))
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ, òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü (ψ, β)�ïîõiäíîþ
ôóíêöi¨ f(x) i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fψβ (x) (ϕ(x) = fψβ (x)). Ìíîæèíó óñiõ ôóíêöié f(x),

êîòði çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ . ßêùî f ∈ Lψβ , i êðiì òîãî,

fψβ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ôóíêöié iç L, òî çàïèñóþòü, ùî f ∈ LψβN. ßêùî

â ÿêîñòi N âèñòóïà¹ ìíîæèíà S0
1 = {ϕ ∈ L1 : ‖ϕ‖1 ≤ 1, ϕ⊥1}, òî ìíîæèíó LψβS

0
1

ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ,1 (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).

Íàñëiäóþ÷è Î. I. Ñòåïàíöÿ ÷åðåç M ïîçíà÷èìî ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ äî-
íèçó íà [1,∞) ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié ψ, à ÷åðåç M′ � ïiäìíîæèíó ôóíêöié ψ(·) ç

M, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∞∫
1

ψ(t)
t
dt <∞. Íåõàé, äàëi,

M0 :=
{
ψ ∈M : 0 <

t

η(t)− t
≤ K <∞ ∀t ≥ 1

}
,
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äå η(t) = η(ψ, t) = ψ−1

(
1
2
ψ(t)

)
, ψ−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ ψ, à êîíñòàíòà K

ìîæå çàëåæàòè âiä ψ.

Íåõàé f (x) ∈ L. Âåëè÷èíó

Wδ(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
{1

2
+
∞∑
k=1

e−
k2

δ cos kt
}
dt, δ > 0,

íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Âåé¹ðøòðàññà ôóíêöi¨ f (äèâ., íàïðèêëàä, [2]).

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðè δ →∞ âåëè÷èíè

E
(
Lψβ,1;Wδ

)
1

= sup
f∈Lψβ,1

‖f(·)−Wδ(f ; ·)‖1.

ßêùî â ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéäåíà ôóíêöiÿ ϕ(δ) = ϕ(Lψβ,1; δ) òàêà, ùî ïðè δ → ∞
E(Lψβ,1;Wδ)1 = ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) , òî, íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ [1], áóäåìî êàçàòè, ùî
ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ êëàñó [2] òà iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà
â ìåòðèöi ïðîñòîðó L.

Íåõàé

τ(u) = τδ(u;ψ) =


(

1− e−u2
)

ψ(1)

ψ(
√
δ)
, 0 ≤ u ≤ 1√

δ
,(

1− e−u2
)
ψ(
√
δu)

ψ(
√
δ)
, u ≥ 1√

δ
,

äå ψ(u) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà ïðè âñiõ u ≥ 1.

Òåîðåìà Íåõàé ψ ∈M
′
0 = M0 ∩M′, ôóíêöiÿ g(u) = u2ψ(u) îïóêëà âãîðó àáî äîíèçó

íà [b,∞), b ≥ 1. Òîäi ïðè δ →∞ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E
(
Lψβ,1;Wδ

)
1

= ψ(
√
δ)A(τ) +O

(
1

δ
+
ψ(
√
δ)√
δ

)
,

äå âåëè÷èíà A(τ) îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A(τ) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫

0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣dt
i äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâà îöiíêà

A(τ)=
2

π

∣∣∣∣sinβπ2
∣∣∣∣
(

1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du

)
+O

(
1+

1

δψ(
√
δ)

)
.
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ÄIÀÃÎÍÀËI ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Îëåíà Êàðëîâà, Âîëîäèìèð Ìèõàéëþê, Îëåêñàíäð Ñîá÷óê

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

math.analysis.chnu@gmail.com

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Y âiäîáðàæåííÿ g : X → Y , g(x) = f(x, x), íàçèâàòèìå-
ìî äiàãîíàëëþ âiäîáðàæåííÿ f .

Äiàãîíàëi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äiéñíèõ çìiííèõ áóëè âèâ÷åíi â ðîáîòàõ Ð.
Áåðà. Íèì áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äiàãîíàëi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äâîõ äiéñíèõ
çìiííèõ ¹, â òî÷íîñòi, ôóíêöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òîáòî ïîòî÷êîâèìè ãðàíèöÿìè
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨ ïîëîâèíè ÕÕ ñòîëiòòÿ, áåðiâñüêà êëàñèôiêà-
öiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ àíàëîãiâ äîñèòü àêòèâíî âèâ÷à¹òüñÿ áàãàòüìà
ìàòåìàòèêàìè. Çîêðåìà, â [1] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X i ôóíêöi¨ g : X → R (n − 1)-ãî êëàñó Áåðà iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : Xn → R ç äiàãîíàëëþ g. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî äiàãîíàëi íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðàõ.

Òåîðåìà. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Z, λ) � ìåòðèçîâíèé ðiâíîìiðíî çâ'ÿçíèé
ïðîñòið, g : X → Z i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(1) CC(X ×X,Z) ⊆ B1(X2, Z);

(2) X � ìåòðè÷íî ÷âåðòü-âè÷åðïíèé ñèëüíî çëi÷åííî âèìiðíèé ïàðàêîìïàêò;

(3) X � ìåòðè÷íî ÷âåðòü-âè÷åðïíèé ïðîñòið i Z � ëîêàëüíî îïóêëèé;

(4) X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) g ∈ B1(X,Z);

(ii) iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Z ç äiàãîíàëëþ g.

Ïèòàííÿ. Íåõàé X i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè òàêi, ùî äiàãîíàëü êîæíîãî âiäîáðà-
æåííÿ f ∈ CC(X × X,Z) ¹ âiäîáðàæåííÿì ïåðøîãî êëàñó Áåðà. ×è îáîâ'ÿçêîâî ìà¹
ìiñöå âêëþ÷åííÿ CC(X ×X,Z) ⊆ B1(X2, Z)?
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ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÎÖIÍÊÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÏIÑËßÄI�Þ

Êîïà÷ Ì.I., Øóâàð Á.Ê.

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

kopachm2009@gmail.com

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà iíøi êëàñè îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì àðãó-
ìåíòó ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ìîäåëþâàííi ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ ó òåõíiöi, ìåäè-
öèíi, áiîëîãi¨, åêîíîìiöi, ôiçèöi, äåìîãðàôi¨ òà iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè i òåõíiêè. Â òàêèõ
ìîäåëÿõ, ùî ìàþòü ïðîñòîðîâó ïðîòÿæíiñòü ïîâåäiíêè îá'¹êòiâ õàðàêòåðèçóþòüñÿ íå
ëèøå çìiíîþ ïî ÷àñó, àëå òàêîæ ÷àñòî çàëåæèòü âiä ¨õíüîãî ïîïåðåäíüîãî ñòàíó. Òàê,
íàïðèêëàä, â ïðîöåñàõ êåðóâàííÿ ñîöiàëüíèìè ÿâèùàìè ñóòò¹âèé âïëèâ ìàþòü åôåêòè
iíôîðìàöiéíîãî çàïiçíåííÿ. Ïðè äîñëiäæåííi ïîøèðåííÿ ñèãíàëiâ ó êàíàëàõ îáåðíå-
íèõ çâ'ÿçêiâ, ùî ìàþòü ñêií÷åííó øâèäêiñòü, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç iíåðöiéíiñòþ ðåãóëÿòîðiâ,
òàêîæ ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè çàïiçíåííÿ.

Ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨ ïîëîâèíè ÕÕ ñò. ïî÷àëèñü iíòåíñèâíi äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé
ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü çàïiçíåííÿ. Ïåðøi òåîðåìè ïðî
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì òà ¨õ ïîâåäiíêó
áóëè âñòàíîâëåííi Â. Ôàéòîì,
À. Ä. Ìèøêiñîì, Ñ. Á. Íîðêiíèì òà iíøèìè àâòîðàìè. Äèíàìi÷íèì ñèñòåìàì, ùî îïè-
ñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè iç çàïiçíåííÿì, ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò. Âiäìiòèìî, ùî
â áàãàòüîõ âèïàäêàõ íà ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì àðãóìåíòó ìîæíà ïîøèðèòè ìåòîäèêó
äîñëiäæåííÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ÿêèõ íåâiäîìi ôóíêöi¨ çàëåæàòü
òiëüêè âiä ïîòî÷íîãî ÷àñó.

Àâòîðàìè äîïîâiäi äëÿ ðiâíÿííÿ âèäó

x′(t) = g(t, x(t), x(τ(t)))− h(t, x(t), x(τ(t))),

äå τ(t) = t − ∆(t) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈ [t0, T ] äiéñíîþ ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó ∆(t) ≥ 0,
g(t, y, z), h(t, y, z) ¹ íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ [t0, T ], y, z ∈ S(x0,M) = {x : |x−x0| ≤M} äié-
ñíèìè ôóíêöiÿìè, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè óìîâó x(t) = ϕ(t) ïðè t ≤ t0
ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ϕ(t), âñòàíîâëåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà äâîñòî-
ðîííi îöiíêè òàêîãî ðîçâ'ÿçêó. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü ç [1].
Ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àíàëîãè äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ Êóðïåëÿ
äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïiñëÿäi¹þ.
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ÌÀÊÑÈÌÓÌ ÌÎÄÓËß ÖIËÎ� ÔÓÍÊÖI� I ÀÐÃÓÌÅÍÒÈ
ÊÎÅÔIÖI�ÍÒIÂ ÊÐÀÒÍÎÃÎ ÑÒÅÏÅÍÅÂÎÃÎ ÐßÄÓ

À. Î. Êóðèëÿê, Î. Á. Ñêàñêiâ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I.Ôðàíêà
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Ðîçãëÿäà¹ìî öiëi ôóíêöi¨ f : Cp → C, p ≥ 2, âèãëÿäó f(z) =
∑+∞
‖n‖=0 anz

n, z = (z1, . . . , zp) ∈
Cp, zn = zn1

1 . . . z
np
p äå ‖n‖ =

∑p
i=1 ni, n = (n1 . . . np). Äëÿ r = (r1, . . . , rp) ∈ R+ ïîçíà÷èìî

r∧ = max1≤i≤p ri, r
∨ = min1≤i≤p ri,

Mf (r) =
∑+∞

‖n‖=0
|an|rn1

1 . . . rnpp , Mf (r) = max{|f(z)| : |zi| ≤ ri, 1 ≤ i ≤ p}.

Íåõàé L êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà (−∞,+∞) i L+ ïiäêëàñ çðîñòàþ÷èõ
äî +∞ ôóíêöié ç êëàñó L. ×åðåç Lp+ ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ, çðîñòàþ÷èõ
ïî êîæíié çìiííié ôóíêöié γ(r1, . . . , rp) íà Rp òàêèõ, ùî limr∧→+∞ γ(r) = +∞.

Äëÿ ψ ∈ Lp+ ÷åðåç T pψ ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ôóíêöié f òàêèõ, ùî ôóíêöi¨
f(1, . . . , 1, zi, 1, . . . , 1) � òðàíñöåíäåíòíi äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , p} i äëÿ äåÿêèõ n0i(f) ∈ N i
âñiõ n /∈

∏p
i=1[0;n0i(f)− 1]

|an| ≤ exp{−‖n‖ψ(n)}.

Çíàéäåíî óìîâè íà ïîñëiäîâíiñòü (|an|), çà ÿêèõ äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ T pψ âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

Mf (r) = O(Mf (r)h(lnMf (r))), r∨ → +∞, h ∈ L, (1)

ϕ(lnMf (r)) ∼ ϕ(lnMf (r)), r∨ → +∞, ϕ ∈ L+. (2)

Òåîðåìà. Íåõàé h ∈ L, ψ ∈ Lp+. Òîäi äëÿ âñiõ öiëèõ ôóíêöié f ∈ T pψ ñïiââiäíîøåííÿ (1)
âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(∀γ ∈ Lp+) :

p∏
i=1

√
ri = O(h(γ(r)ψ(r))), r∨ → +∞.

Òåîðåìà. Íåõàé ϕ ∈ L+, ψ ∈ Lp+. ßêùî ϕ(t + 1) ∼ ϕ(t), t → +∞, òî äëÿ êîæíî¨ öiëî¨
ôóíêöi¨ f ∈ T pψ ñïiââiäíîøåííÿ (2) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(∀γ ∈ Lp+) : lim
r∨→+∞

ϕ
(
γ(r)ψ(r) +

1

2

∑p

i=1
ln ri

)
/ϕ(γ(r)ψ(r)) = 1.

Ïðè p = 2 òåîðåìè 1 i 2 îïóáëiêîâàíi â [1].
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Íåõàé M � ôiêñîâàíà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨ i ΦM - ëîêàëüíî òîíêå
ñiìåéñòâî ïîêðèòòiâ ìíîæèíè M (òîáòî òàêå ñiìåéñòâî ìíîæèí, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíó¹ íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííå ε�ïîêðèòòÿ ìíîæèíè M ìíîæèíàìè ç ΦM). Íà-
ãàäà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [10]), ùî α�ìiðíîþ ìiðîþ Õàóñäîðôà ïiäìíîæèíè E ⊂ M
âiäíîñíî çàäàíîãî ñiìåéñòâà ΦM íàçèâà¹òüñÿ

Hα(E,ΦM) = lim
ε→0

[
inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

mα
ε (E,ΦM),

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñåìîæëèâèõ íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííèõ ε�ïîêðèòòÿõ {Ej} ìíî-
æèíè E, Ej ∈ ΦM . ßêùî ΦM � ñiìåéñòâî âñiõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨,
àáî ñiìåéñòâî âñiõ iíòåðâàëiâ (âiäðiçêiâ) ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, òî âåëè÷èíà Hα(E,ΦM) ñïiâ-
ïàäà¹ ç êëàñè÷íîþ ìiðîþ Õàóñäîðôà Hα(E).

Îçíà÷åííÿ. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî

dimH(E,ΦM) = inf{α : Hα(E,ΦM) = 0}

íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ Õàóñäîðôà ìíîæèíè E ⊂M âiäíîñíî ñiìåéñòâà ΦM .

ßêùî M = [0, 1] i ΦM � ñiìåéñòâî âñiõ s−àäè÷íèõ âiäðiçêiâ îäèíè÷íîãî âiäðiçêà,
òî dimH(E,ΦM) ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íîþ ðîçìiðíiñòþ Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à dimH(E)
ìíîæèíè E (äèâ. [6]).

Îçíà÷åííÿ. Ëîêàëüíî òîíêå ñiìåéñòâî ïîêðèòòiâ ΦM íàçèâà¹òüñÿ äîâið÷èì íà ìíî-
æèíi M , ÿêùî dimH(E,ΦM) = dimH(E), ∀E ⊂M.
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Ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ äîâið÷îñòi ëîêàëüíî òîíêèõ
ñèñòåì ïîêðèòòiâ çàëèøàëàñü âiäêðèòîþ íàâiòü äëÿ òîãî âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà M
ñïiâïàäà¹ ç îäèíè÷íèì âiäðiçêîì, õî÷à äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó âåäóòüñÿ âiä-
íîñíî äàâíî. Âiäîìi, çîêðåìà, äåÿêi äîñòàòíi óìîâè äîâið÷îñòi äëÿ ëîêàëüíî òîíêèõ
ñèñòåì ïîêðèòòiâ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ðîçêëàäàìè äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åííèì àëôàâi-
òîì [?, 6, 5, 8, 10, 9] òà ðîçêëàäàìè äiéñíèõ ÷èñåë ç íåñêií÷åííèì àëôàâiòîì [3, 7].
Ïðèêëàäè íåäîâið÷èõ ñèñòåì ïîêðèòòiâ îäèíè÷íîãî âiäðiçêà äîíåäàâíà (äî 2008 ðîêó)
áóëè âiäñóòíi. Òîìó äîñèòü íåñïîäiâàíèì âèÿâèâèñÿ ðåçóëüòàò ïðî íåäîâið÷iñòü ñèñòåìè
öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ ëàíöþãîâîãî ðîçêëàäó äiéñíèõ ÷èñåë ([4]). Áàçóþ÷èñü íà ïiäõî-
äi, ÿêèé áóâ ðîçâèíåíèé â [4], â ðîáîòi [3] çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íåäîâið÷îñòi ñèñòåì
öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ Q∞-ðîçêëàäiâ (äèâ. [10] äëÿ îïèñó Q∞-ðîçêëàäiâ).

Â äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ íîâi ðåçóëüòàòè òà ìåòîäè äîâåäåííÿ äîâið÷îñòi (íåäîâið-
÷îñòi) ëîêàëüíî òîíêèõ ñèñòåì ïîêðèòòiâ. Ïåðøèé ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äîïîâiäi äà¹
çàãàëüíèé êðèòåðié äîâið÷îñòi.

Òåîðåìà. Íåõàé Φ - ëîêàëüíî òîíêà ñiì'ÿ ïîêðèòòiâ [0, 1]. Φ ¹ äîâið÷îþ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ E ⊂ [0, 1], α ∈ (0, 1] i δ ∈ (0, α) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà
íåðiâíiñòü:

Hα(E,Φ) ≤ Hα−δ(E). (1)

Öÿ òåîðåìà ïðèðîäíiì ÷èíîì óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çàãàëüíèé âèïàäîê ìåòðè÷íèõ ïðî-
ñòîðiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî äî öüîãî ÷àñó iñíóþ÷i ìåòîäè íå äàâàëè çìîãè äîñëiäèòè ïðîáëåìó
äîâið÷îñòi ñiìåéñòâ öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ, ùî ïîðîäæåíi ðîçêëàäàìè äiéñíèõ ÷èñåë
çi çìiííèì (çðîñòàþ÷èì) àëôàâiòîì. Ïðèêëàäîì òàêèõ ðîçêëàäiâ ¹ ðîçêëàäè äiéñíèõ
÷èñåë ðÿäàìè Êàíòîðà.

Íåõàé {nk}∞k=1− äåÿêà ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, nk > 1,∀k ∈ N.
Âèðàç

x =
∞∑
k=1

αk(x)

n1n2...nk
, αk(x) ∈ {0, 1, ..., nk − 1}

íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì äiéñíîãî ÷èñëà x ∈ [0, 1] ðÿäîì Êàíòîðà.

Âèêîðèñòàâøè çàçíà÷åíèé âèùå êðèòåðié òà ñïåöiàëüíó òåõíiêó, íàìè îòðèìàíî íå-
îáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè äîâið÷îñòi äëÿ ñiìåéñòâ öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ, ïîðîäæåíèõ
çîáðàæåííÿìè äiéñíèõ ÷èñåë ðÿäàìè Êàíòîðà.

Òåîðåìà. Ñiì'ÿ öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ, ùî ïîðîäæåíà çîáðàæåííÿì äiéñíèõ ÷èñåë
ðÿäîì Êàíòîðà, ¹ äîâið÷îþ íà îäèíè÷íîìó âiäðiçêó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

lim
k→∞

lnnk
lnn1n2...nk−1

= 0. (2)

Ó äîïîâiäi òàêîæ îáãîâîðþþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî àíàëiçó
ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé íåñêií÷åííèõ óçàãàëüíåíèõ çãîðòîê Áåðíóëëi ([1]).
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Çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó ôóíêöié ç äàíèì êîëèâàííÿì, ÿêà éäå âiä Ï. Êîñòèðêà, äî-
ñëiäæóâàëàñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè äëÿ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ (ôóíêöi¨ ïåâíîãî
êëàñó áåðà, íàðiçíî íåïåðåðâíi ÷è äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöié, êâàçiíåïåðåðâíi ôóíêöié,
òîùî [1 � 7]). Òóò ìè ïîäà¹ìî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ öüîãî ïèòàííÿ äëÿ çàãàëüíîãî
êëàñó PA-ôóíêöié. Ââåäåìî äåÿêi ïîíÿòòÿ.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'þ A = (Ax)x∈X íåïîðîæíiõ ñèñòåì Ax ⊆ 2X

íàçèâàòèìåìî ñòðóêòóðîþ íà X. Ìíîæèíó M íàçèâàòèìåìî A-îêîëîì òî÷êè x ∈
X, ÿêùî iñíó¹ òàêå A ∈ Ax, ùî A ∪ {x} ⊆ M . Êàçàòèìåìî, ùî ìíîæèíà M ¹ A-
îêîëîì ìíîæèíè E ⊆ X, ÿêùî âîíà ¹ A-îêîëîì êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E. Ñòðóêòóðó A
íàçèâàòèìåìî óçãîäæåíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷êè x ∈ X, ¨ ¨ îêîëó U i ¨ ¨ A-îêîëó
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M ïåðåòèí M ∩ U ¹ A-îêîëîì òî÷êè x. Çàìêíåíó ìíîæèíó F ⊆ X íàçèâàòèìåìî A-
ìiçåðíîþ, ÿêùî F ìà¹ äåÿêèé íiäå íå ùiëüíèé A-îêië. Ìíîæèíó E ⊆ X íàçèâàòèìåìî

σ-A-ìiçåðíîþ, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü A-ìiçåðíèõ ìíîæèí Fn, òàêà, ùî E =
∞⋃
n=1

Fn.

Íåõàé P � äåÿêà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü íà X. Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ P -
ðåãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X, ¨ ¨ îêîëó U s ÷èñëà γ > 0 iñíó¹ òàêà
íåïåðåðâíà P -ôóíêöiÿ f : X → [0, γ], ùî supp f ⊆ U i f(x) = γ. Êàçàòèìåìî, ùî ïðîñòið
X ¹ êîëåêòèâíî P -ðåãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ äèñêðåòíî¨ ìíîæèíè S i
íåïåðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨ u : X → R+, äëÿ ÿêî¨ òî÷êè s ∈ S ¹ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìi-
íiìóìà iñíó¹ íåïåðåðâíà P -ôóíêöiÿ f : X → R+, äëÿ ÿêî¨ f ≤ u i f(s) = u(s) ïðè s ∈ S.
ßñíî, ùî êîæíèé ïàðàêîìïàêòíèé P -ðåãóëÿðíèé ïðîñòið ¹ êîëåêòèâíî P -ðåãóëÿðíèì.

Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíîþ P -ôóíêöi¹þ â òî÷öi x ∈ X, ÿêùî iñíó¹
òàêà P -ôóíêöiÿ fx : X → Y , ÿêà ðiâíà f â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x. Êàçàòèìåìî, ùî f ¹
ëîêàëüíîþ P ôóíêöi¹þ, ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ â êîæíié òî÷öi x ∈ X. Ôóíêöiÿ f : X → Y
íàçèâà¹òüñÿ PA-ôóíêöi¹þ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ òàêèé A-îêië Mx òî÷êè x i
P -ôóíêöiÿ fx : X → Y , äëÿ ÿêî¨ f |Mx = fx|Mx . Âëàñòèâiñòü P íàçèâàòèìåìî ëîêàëüíî
çàìêíåíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i äîâiëüíèõ f, fn : X → R òàêèõ, ùî fn ⇒ f , ç
òîãî, ùî fn ¹ ëîêàëüíîþ P -ôóíêöiÿìè â òî÷öi x âèïëèâà¹, ùî òàêîþ æ áóäå i ôóíêöiÿ f .

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíî äîñÿæíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ çà-
ìêíåíî¨ íiäå ìíå ùiëüíî¨ ìíîæèíè i äîâiëüíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèíè
Gn, òàêèõ, ùî E ⊆ Gn \ Gn iñíóþòü çàìêíåíi äèñêðåòíi ìíîæèíè An ⊆ Gn, òàêi, ùî
E =

⋂
n=1∞

⋃
k≥n

Ak. Â [5, 6] áóëî äîâåäåíî, ùî ìåòðèçîâíi i áëèçüêi äî íèõ ïðîñòîðè ¹

äèñêðåòíî äîñÿæíèìè.

Òåîðåìà. Íåõàé P ′ � ëiíiéíà âëàñòèâiñòü ôóíêöié P ′′ � ëîêàëüíî çàìêíåíà ëiíiéíà
âëàñòèâiñòü ôóíêöié,P = P ′ ∧ P ′′, X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé äèñêðåòíî äîñÿæíèé
êîëåêòèâíî P -ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, A′ òà A′′ � äåÿêi óçãîäæåíi ñòðóêòóðè íà X i
g : X → R+ � íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ìíîæèíà S ′ = supp g ¹ σ-
A′-ìiçåðíîþ à ìíîæèíà S ′′ = supp g ∪ int supp g ¹ σ-A′′-ìiçåðíîþ. Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ
f : X → R ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêà ¹ P ′A′-ôóíêöi¹þ i P ′′A′′-ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó ωf = g.

[1] Kostyrko P. Some properties of oscilation// Math. Slovaca. � 1980. � 30. � P.157�162.

[2] Ewert J., Ponomarev S.P. Oscillation and ω�primitives// Real Anal. Exchange . � 2002. � 26. � P.
687�702.

[3] Ewert J., Ponomarev S.P.. On the existance of ω-primitives on arbitrary metric spaces // Math. Slovaca.
� 2003. � 53. � P.51�57.

[4] Ìàñëþ÷åíêî Î.Â. Ïîáóäîâà ω-ïåðâiñíèõ: êîëèâàííÿ ñóìè ôóíêöié // Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê ÍÒØ.
� 5. � 2008. � Ñ.151�163.

[5] Ìàñëþ÷åíêî Î.Â. Ïîáóäîâà ω-ïåðâiñíèõ: ñèëüíî äîñÿæíi ïðîñòîðè // Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê
ÍÒØ. � 6. � 2009. � Ñ.155�178.
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[6] Maslyuchenko O.V. The oscillation of quasi-continuous functions on pairwise attainable spaces //
Houston J. of Math.� 2009. � 35, N1. � P. 113�130.

[7] Ãåðàñèì÷óê Â.Ã., Ìàñëþ÷åíêî Î.Â. Êîëèâàííÿ íàðiçíî ëîêàëüíî ëiïøèöåâèõ ôóíêöié // Êàðïàò-
ñüêi ìàòåìàòè÷íi ïóáëiêàöi¨.�2011.�3, N1.�Ñ.22�33.
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Ó ïðàöi [1] Äæ. Ciäð óâiâ òðè êëàñè ïðîñòîðiâ Mi (i = 1, 2, 3) ç äîïîìîãîþ âiäïî-
âiäíî áàç, êâàçiáàç ÷è ïàðàáàç, ÿêi çáåðiãàþòü çàìèêàííÿ, ïðè öüîìó M1 ⊆ M2 ⊆ M3.
Ïiçíiøå Ê. Áîð åñ [2] çàïðîïîíóâàâ iíøèé ïiäõiä äî îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ ç êëàñó M3,
ââiâøè äëÿ íèõ íîâó íàçâó: âè÷åðïíi ïðîñòîðè (strati�able spaces). Ùîäî åêâiâàëåíòíî-
ñòi öèõ äâîõ îçíà÷åíü ó [2] çðîáëåíî ëèøå ñêóïi âêàçiâêè ç ïîñèëàííÿì íà äèñåðòàöiþ
Äæ. Ñiäðà (1959). Êðiì òîãî, Äæ. Ñiäð íàâiâ ïðèêëàä [1, example 9.1] íåìåòðèçîâíîãî
ïðîñòîðó êëàñó M1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. ßê i âiäîìà ïëîùèíà
Íåìèöüêîãî [3, ñ. 47], öåé ïðîñòið � öå ïiâïëîùèíà R × [0,+∞) çi ñïåöiàëüíèì ÷èíîì
ââåäåíîþ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Éîãî ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì M i íàçèâà¹ìî ïëî-
ùèíîþ Ñiäðà. ÎñêiëüêèM1 ⊆M3, òî, ÿê îãîëîøåíî â [2], ïëîùèíà Ñiäðà áóäå âè÷åðïíèì
ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè ðåêîíñòðóþâàòè äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó çà ñòàòåþ [2] íåïðîñòî, òî
ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî éîãî áåçïîñåðåäí¹ äîâåäåííÿ. Â ðåçóëüòàòi ïîøóêiâ òàêîãî äîâå-
äåííÿ ìè ââåëè çàãàëüíiøi ïðîñòîðè i äîñëiäèëè êîëè íà öèõ ïðîñòîðàõ ìîæíà ÿâíî
ïîáóäóâàòè âè÷åðïóâàííÿ.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i ω ∈ Y . Ãðåáiíöåì Ñiäðà ìè íàçèâà¹ìî òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið P = X × Yω, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê äîáóòêó X × Y i òîïîëîãi÷íà
ñòðóêòóðà íà íüîìó ââîäèòüñÿ òàê: ìíîæèíàW â P áóäå îêîëîì òî÷êè p = (x, y), y 6= ω,
ÿêùî iñíó¹ îêië V òî÷êè y â Y , òàêèé, ùî {x}×V ⊆ W , i îêîëîì òî÷êè p = (x, ω), ÿêùî
iñíóþòü îêië U òî÷êè x â X i îêië V òî÷êè ω â Y , òàêi, ùî (U × V ) \ ({x}× V̇ ) ⊆ W , äå
V̇ = V \ {ω}. ßêùî X = R, Y = [0,+∞) i ω = 0, òî X × Yω � öå ïëîùèíà Ñiäðà.

Íåõàé X i Y � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè ÿêèõ ïîðîäæåíi âiäïî-
âiäíî ìåòðèêàìè ρ i d. Äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí G i H âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ X i Y i
íîìåðà n ïîêëàäåìî

An(G) =

{
x ∈ G : ρ(x,X \G) ≥ 1

n

}
i Bn(H) =

{
y ∈ H : d(y, Y \H) ≥ 1

n

}
(ìè ââàæà¹ìî, ùî ρ(x,∅) = d(y,∅) = +∞ äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y ). Äëÿ δ ≥ 0
ðîçãëÿíåìî çàìêíåíi êóëi Vδ[y] = {v ∈ Y : d(v, y) ≤ δ} ó ïðîñòîði Y .
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Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â ïðîñòîði P = X × Yω ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó
G = G(U) = {x ∈ X : (x, ω) ∈ U} ó ïðîñòîði X i âèçíà÷èìî ôóíêöiþ h = hU : G →
[0,+∞], ïîêëàâøè

h(x) = sup{δ ≥ 0 : Vδ[ω] ⊆ Ux},

äå Ux = {y ∈ Y : (x, y) ∈ U}. Íåõàé hn = n−1
n
h i U̇x = Ux \ {ω}. Âèçíà÷èìî ìíîæèíè

Cn(U) =
⋃

x∈prX(U)

{x} ×Bn(U̇x), Dn(U) =
⋃

x∈An(G(U))

{x} × Vhn(x)[ω]

i
Fn(U) = Cn(U) ∪Dn(U).

Òåîðåìà. Äëÿ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ X i Y , òîïîëîãi¨ ÿêèõ ïîðîäæóþòüñÿ âiäïî-
âiäíî ìåòðèêàìè ρ i d, âiäîáðàæåííÿ (U, n) 7→ Fn(U) ¹ âè÷åðïóâàííÿì ãðåáiíöÿ Ñiäðà
P = X × Yω.

[1] Ceder J. Some generalizations of metric spaces // Pacif. J. Math. � 1961.�11. � P. 105-126.

[2] Borges C. On strati�able spaces // Pacif. J. Math. � 1966.�17, N1. � P. 1-16.

[3] Ýíãåëüêèíã Ð. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. � Ì.: Ìèð, 1986. � 752 ñ.
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Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Äiíi [1], ïðî çâ'ÿçêè ìiæ íàðiçíîþ òà ñóêóïíîþ íåïåðåðâíiñòþ,
ðîçïî÷àòå â êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ Ð.Áåðà òà Â.Îñãóäà íàéøëî ñâîå ïðîäîâæåííÿ â ïðàöÿõ
áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ. Îäíèì iç âàðiàíòiâ çàäà÷i Äiíi ¹ ïèòàííÿ ïðî íàÿâ-
íiñòü ó âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z âëàñòèâîñòi Ãàíà [2], òîáòî iñíóâàííÿ çàëèøêîâî¨
ìíîæèíè A ⊆ X, òàêî¨, ùî A × Y ⊆ C(f), äå C(f) � ìíîæèíà òî÷îê íåïåðåðâíîñòi
âiäîáðàæåííÿ f . Ïî÷èíàþ÷è ç óìîâè íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü f : R2 → R,
çíàéäåíî âåëèêó êiëüêiñòü äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ ó âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z
âëàñòèâîñòi Ãàíà. Öi óìîâè ñòîñóþòüñÿ ÿê ñàìîãî âiäîáðàæåííÿ f , òàê i ïðîñòîðiâ X, Y
òà Z. Ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè âîëîäiííÿ âëàñòèâiñòþ Ãàíà âiäîáðàæåííÿ
f äîñi íå ðîçãëÿäàëèñÿ.
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Â äàíîìó ïîâiäîìëåíi áóäå íàâåäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè âîëîäiííÿ âëàñòèâi-
ñòþ Ãàíà âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, êîëè X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé
ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, à Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ ôóíêöi¨ f :
X × Y → Z ïîçíà÷èìî fx(y) = fy(x) = f(x, y). Ìè êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : X × Y → Z
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë 0 < α < β, äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ
íåïîðîæíiõ ìíîæèí U â X i V â Y , äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ⊆ X ùiëüíî¨ â U , äëÿ
ÿêèõ ωf (E × V ) < α, iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i
ωf (U × V ) < β. Ôóíêöiÿ f : X × Y → Z çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (C), ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ε > 0, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè V â Y , iñíóþòü äåñü ùiëüíà ìíîæèíà E1 â X i òî÷êà y ∈ V , òàêi, ùî E1 ⊆ E
i ωfy(E1) < ε.

Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ôóíêöiÿ f : X × Y → Z çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A)
òà (C) i fx � íåïåðåðâíà äëÿ âñiõ x ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè M â X. Òîäi ôóíêöiÿ
f ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, Z � ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið, f : X × Y → Z � ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà. Òîäi ôóíêöiÿ
f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A) i (C) òà iñíó¹ çàëèøêîâà ìíîæèíà M â X, òàêà, ùî fx

íåïåðåðâíà äëÿ âñiõ x ∈M .

Ç òåîðåì 1 i 2 îäåðæóþòüñÿ íàñòóïíà õàðàêòåðèñòè÷íà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i f : X×Y → Z � ôóíêöiÿ.
Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿëà âëàñòèâiñòü Ãàíà íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá
f çàäîâîëüíÿëà óìîâè (A) i (C) òà iñíóâàëà çàëèøêîâà ìíîæèíà M â X, òàêà, ùî fx

áóëà íåïåðåðâíà äëÿ âñiõ x ∈M .

[1] Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Ïðîñòîðè Ãàíà i çàäà÷à Äiíi // Ìàò. ìåòîäè i ôiç-ìåõ. ïîëÿ. � 1998. � 41, N4. �
C.39 - 45.

[2] Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., Ìèõàéëþê Î.Â., Ñîá÷óê Î.Â. Äîñëiäæåííÿ ïðî íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðà-
æåííÿ // Ìàòåðiàëè ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíî¨ ïàì'ÿòi Ãàíñà Ãàíà. �
×åðíiâöi: Ðóòà, 1995. � Ñ. 192 - 246.
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Âñòóï. Íàñ öiêàâèòü iñòîðiÿ âèíèêíåííÿ òà ðîçâèòîê òåîði¨ ðèòìi÷íèõ (êîëèâàëüíèõ,
öèêëi÷íèõ, ñòîõàñòè÷íî ïåðiîäè÷íèõ òîùî) ñèãíàëiâ, ÿâèù, ïðîöåñiâ. Íàéáiëüø ïðè-
ðîäíié øëÿõ äîñëiäæåííÿ iñòîði¨ � öå éòè øëÿõîì ¾ïîñèëàíü¿ íà ïîïåðåäíèêiâ. Òóò
ìîæëèâi äâà âàðiàíòè: àáî íà äåÿêèõ êðîêàõ ìè äîõîäèìî äî ¾iñòèíè¿, àáî æ çóñòði-
÷àþòüñÿ ïîñèëàííÿ íà äæåðåëà, ùî ¹ ¾íåäîñòóïíèìè¿ ÿê çà ¾âiêîì¿ òàê i çà ¨õ ìi-
ñöåçíàõîäæåííÿì. Òîìó äëÿ äîñëiäæåííÿ öüîãî ïèòàííÿ ìè âèêîðèñòîâóâàëè ðîáîòè
iñòîðèêî-ìàòåìàòè÷íîãî õàðàêòåðó, ùî âèêëèêàþòü äîâiðó.

Ùîäî ïèòàííÿ ïðî ðèòìi÷íiñòü, òî òóò ïîáóòó¹ âàãîìà äóìêà, ùî çà ìîäåëü ðèòìi-
÷íîñòi ìîæå áóòè âèáðàíà òà ÷è iíøà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, à ìåòîäè äîñëiäæåííÿ òàêèõ
ôóíêöié  ðóíòóþòüñÿ íà òåîði¨ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Ùîäî âèíèêíåííÿ ñà-
ìèõ ðÿäiâ, òî iíîäi áåç áóäü-ÿêèõ çàñòåðåæåíü ¨õ ïîâ'ÿçóþòü âèêëþ÷íî iç Æ.Á.Ôóð'¹
(1768-1830). Íàïðèêëàä, â ðîçäiëi ¾Õðîíîëîãiÿ¿ [1, c.569] ãîâîðèòüñÿ, ùî ¾Ôóð'¹ â 1811
ðîöi ðîçðîáèâ â÷åííÿ ïðî ïîäàííÿ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó¿.

Îäíàê òåîðiÿ, ùî îïèñó¹ ðèòìi÷íiñòü, ìà¹ íàáàãàòî ãëèáøó iñòîðiþ. Áàãàòî â ÷îìó
¨¨ âèíèêíåííÿ ïîâ'ÿçàíî iç äîñëiäæåííÿìè êîëèâàííÿ ñòðóíè. Ïiê öèõ äîñëiäæåíü, ùî
ââiéøëè â iñòîðiþ ÿê ¾ñïið ïðî êîëèâàííÿ ñòðóíè¿ (ðîñ.: ñïîð î êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíå),
ïðèïàäà¹ íà ìàéæå âñå âiñiìíàäöÿòå ñòîëiòòÿ. Ó÷àñíèêàìè ñïîðó áóëî öiëå ïîêîëiííÿ
âèçíà÷íèõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà Ä. Áåðíóëëi, Åéëåð, Ëàãðàíæ, Ä'Àëàìáåð. Â [2, c.241]
âiäçíà÷à¹òüñÿ, ùî öåé ¾ñïið¿ � îäèí iç íàéïëîäîâèòiøèõ â ìàòåìàòèöi, âií ñòàâ äæåðå-
ëîì òàêèõ ðiçíèõ îáëàñòåé íàóêè, ÿê äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ,
ðÿäè Ôóð'¹, òåîðiÿ ìíîæèí¿.

Ùîäî ñàìî¨ ñòðóíè, òî ïåðøi ñïîãàäè ïðî äîñëiäæåííÿ ¨¨ êîëèâàíü ñÿãàþòü ÷àñiâ
Ïiôàãîðà (áiëÿ 570-áiëÿ 500 ð.ð. äî í.å.) [1, c.379]. Ïiôàãîð i éîãî ïîñëiäîâíèêè, ÿê i âà-
âèëîíÿíè, áóëè âiääàíi ìàãi¨ ÷èñåë, çîêðåìà öiëèì ÷èñëàì [2, c.23]. Ñàìå âîíè âiäêðèëè
çàëåæíiñòü òîíó çâó÷àííÿ âiä äîâæèíè ñòðóíè: ¨¨ ïîäië íà äâi ïiäâèùó¹ âèñîòó òîíó íà
îêòàâó, ïîäië íà òðè ïiäâèùó¹ âèñîòó ùå íà îäíó ï'ÿòó i ò.ä. Öå âåëèêå âiäêðèòòÿ � ïåð-
øèé êëþ÷ äî òîãî, ùî ôiçè÷íèé ñâiò ìîæå ìàòè â ñâî¨é îñíîâi ìàòåìàòè÷íó ñòðóêòóðó
[2, c.23]. Äàëi â öié æå êíèçi ãîâîðèòüñÿ, ùî â àíòè÷íi ÷àñè ðiçíi àâòîðè ïðèïóñêàëè, ùî
ôiçè÷íîþ îñíîâîþ âèñîòè êîëèâàíü áóëà ÷àñòîòà. Àëå ëèøå â 17-ìó ñòîëiòòi (1615 ð.)
íàñòàâíèê Äåêàðòà, ãîëëàíäñüêèé ìàòåìàòèê i ìåõàíiê Iñàê Áåêìàí (áiëÿ 1570-1630) ç
äîïîìîãîþ äîñëiäiâ âñòàíîâèâ çâîðîòíó ïðîïîðöiéíiñòü ìiæ ÷àñòîòîþ êîëèâàíü ñòðóíè
i ¨¨ äîâæèíîþ. Çàëåæíiñòü ìiæ ÷àñòîòîþ ν i íàòÿãîì T , ëiíiéíîþ ãóñòèíîþ ρ i äîâ-
æèíîþ l â 1634 ðîöi åêñïåðèìåíòàëüíî âiäêðèâ ôðàíöóçüêèé ìîíàõ Ìàðåí Ìåðñåíí

(1588-1648): ν = 1
l

√
T
ρ
. Íà îñíîâi öi¹¨ ôîðìóëè ôîðìóëþþòüñÿ òðè çàêîíè Ìåðñåííà,
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ùî ¹ äîáðå âiäîìèìè â ðiâíÿííÿõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Óòî÷íþþ÷å çàóâàæåííÿ ùî-
äî ðåçóëüòàòó Ìåðñåííà çóñòði÷à¹ìî â [3, c.66; 5, c.439], äå ãîâîðèòüñÿ, ùî ïèòàííÿìè
çàëåæíîñòi âèñîòè òîíó âiä äîâæèíè ñòðóíè çàéìàëèñÿ Ð.Äåêàðò (1596-1650), Ãàëiëåé
(1564-1642). Îäíàê êíèãà Ãàëiëåÿ ¾Discorsi¿, äå âèêëàäåíi éîãî àêóñòè÷íi äîñëiäæåííÿ,
ç'ÿâèëàñÿ íà äâà ðîêè ïiçíiøå, íiæ êíèãà Ìåðñåííà ¾Harmonie universelle¿. Îñòàííÿ
ç'ÿâèëàñÿ â 1636 ðîöi i âèçíàíà ïåðøîþ íàóêîâîþ ïðàöåþ â öié îáëàñòi. Äàëi â [3, c.66]
íàâîäÿòüñÿ ìiðêóâàííÿ, ùî ¾íå ìîæíà, îäíàê, ïðèïóñêàòè, ùîá â÷èòåëü â äàíîìó âè-
ïàäêó ñëiäóâàâ çà ó÷íåì¿. Ìåðñåíí çíàõîäèâñÿ â ïîñòiéíîìó ñïiëêóâàííi ç Ãàëiëå¹ì, i
òîìó éîãî (Ãàëiëåÿ) ðîáîòè çàäîâãî äî ¨õ ïîÿâè â äðóöi áóëè âiäîìi Ìåðñåííó. Äîêàçîì
öüîãî ìîæå ñëóãóâàòè i òå, ùî äîñëiäæåííÿ êîëèâàíü ñòðóíè â Ìåðñåííà áiëüø ïîâíi i
íîñÿòü õàðàêòåð äîêëàäíiøî¨ ðîçðîáêè çàêîíó, âñòàíîâëåíîãî Ãàëiëå¹ì.

Ùîäî ñàìîãî Ìåðñåííà, òî âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî â 1604-1609 ðîêàõ âií íàâ÷àâñÿ
â ¹çó¨òñüêîìó êîëåäæi ðàçîì iç Ð.Äåêàðòîì, â 1609-1611 ðîêàõ � â Ñîðáîíi. ßê íàó-
êîâåöü, ïåðåïèñóâàâñÿ iç áàãàòüìà â÷åíèìè (êðiì Ã.Ãàëiëåÿ - iç Ï.Ôåðìà, Á.Ïàñêàëåì,
Õ.Ãþãåíñîì òà ií.), ââiéøîâ â iñòîðiþ íàóêè i ÿê îðãàíiçàòîð i çâ'ÿçêîâèé ìiæ ïðîâiä-
íèìè â÷åíèìè �âðîïè. Áiëÿ 1630 ðîêó âií îðãàíiçóâàâ ãóðòîê â÷åíèõ, íà îñíîâi ÿêîãî
â 1666 ð. çàñíîâàíà Ôðàíöóçüêà àêàäåìiÿ íàóê.

Ðåçóëüòàòè Áåêìàíà i Ìåðñåííà áóëè îòðèìàíi, âèõîäÿ÷è iç ôiçè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ
êîëèâàííÿ ñòðóí. Ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ êîëèâàííÿ ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîáiò àíãëiéñüêîãî
ìàòåìàòèêà Áðóêà Òåéëîðà (1685-1731). ßê âèñâiòëþ¹òüñÿ â [4, c.474, 475], âèõîäÿ÷è iç
ïîíÿòü ìåõàíiêè i ãåîìåòði¨, Òåéëîð ïîêàçàâ (1713-1714), ùî ïðè ïîïåðå÷íîìó êîëèâàííi

ïðèñêîðåííÿ òî÷êè ñòðóíè d2y
dt2

çâîðîòíî ïðîïîðöiéíå ðàäióñó êðèâèçíè ρ =
[1+(dy/dx)2]

3
2

(d2y/dt2)

, òîáòî d2y/dt2 = d2y
dt2
× 1

[1+(dy/dx)2]
3
2
. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ¹, ïî ñóòi, ïðîÿâîì äðóãîãî

çàêîíó Íüþòîíà: åëåìåíò ñòðóíè, äî ÿêîãî ïðèêëàäåíà ñèëà, îòðèìó¹ ïðèñêîðåííÿ d2y
dt2
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ ðiâíÿííÿ i ïðèïóùåííÿ, ùî êiíöi ñòðóíè çàêðiïëå-
íi i â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ñïiâïàäàþòü iç âiññþ àáñöèñ, Òåéëîð îòðèìàâ ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi y = A sin bx · sin bt. Ôîðìà ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ôóí-
êöié äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî Òåéëîð çàïî÷àòêóâàâ ìåòîä, âiäîìèé òåïåð ÿê ìåòîä
ðîçäiëåííÿ çìiííèõ àáî ìåòîä Ôóð'¹.

Â 1728 ðîöi áóëè îïóáëiêîâàíi äîñëiäæåííÿ I.Áåðíóëëi (1667-1748) ¾Ïðî ñòðóíè, ùî
êîëèâàþòüñÿ¿ (ðîñ.: ¾Î êîëåáëþùèõñÿ ñòðóíàõ¿). Ïiñëÿ äîñëiäæåíü Òåéëîðà, I.Áåðíóëëi
ïðîáëåìà ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ñòðóíè òà éîãî ðîçâ'ÿçêó ïðèâåðíóëà óâàãó Ä.Áåðíóëëi
(1700-1782), Ä'Àëàìáåðà (1717-1783), Åéëåðà (1707-1783), ïiçíiøå Ëàãðàíæà (1736-1813),
Ôóð'¹ (1768-1830) òà iíøèõ.

Ïî÷àòîê iíòåíñèâíîîãî âèâ÷åííÿ âiëüíèõ êîëèâàíü ñêií÷åíî¨ iäåàëüíî¨ îäíîðiäíî¨
ñòðóíè ïîêëàëà ñòàòòÿ Ä'Àëàìáåðà, âiäïðàâëåíà íèì â Áåðëiíñüêó àêàäåìiþ íàóê íà-
ïðèêiíöi 1746 ðîêó òà iç ñõâàëåííÿ Åéëåðà íàäðóêîâàíà â òîìi ¨¨ çàïèñîê çà 1747 ðiê
(äðóãà ïîëîâèíà ñòàòòi áóëà âiäiñëàíà â Áåðëií â 1747 ðîöi). Çãiäíî [5, c.439; 6, c.221-223],
îñíîâíèé çìiñò ñòàòòi � â ñó÷àñíîìó ïîçíà÷åííi � ñêëàäàâ ïîøóê çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàïèñàíîãî íèì õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ d2y

dt2
= d2y

dx2
ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîâiëüíèõ ôóíêöié

y = f1(x + t) + f2(x − t), à ïîòiì âèçíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié iç ïî÷àòêîâèõ i ãðàíè÷íèõ
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óìîâ y(x, 0) = ϕ1(x, 0), dy(x,0)
dt

= ϕ2(x, 0), y(0, t) = y(l, t) = 0. Ùîäî óìîâ íà ñàìi ôóíêöi¨
ϕ1(x, 0) ϕ2(x, 0) äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, òî ÷àñòèíó öèõ óìîâ âií ñôîðìóëþâàâ ÿâíî,
à îäíó iç íèõ âèñëîâèâ â ¾Äîäàòêó¿ äî ñâî¹¨ ïåðøî¨ ðîáîòè, íàäðóêîâàíîìó â Áåðëií-
ñüêié àêàäåìi¨ çà 1750 ðiê (1752). Öÿ îñòàííÿ óìîâà ïîëÿãàëà â òîìó, ùîá ïî÷àòêîâà
ôîðìà ñòðóíè, òîáòî ôóíêöiÿ ϕ1(x) i êðèâà øâèäêîñòåé, òîáòî ôóíêöiÿ ϕ2(x) (à çíà-
÷èòü i ôóíêöi¨ f1 i f2, ùî âõîäÿòü â çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
çàäà÷i), âèðàæàëèñÿ êîæíà äåÿêèì îäíèì âèçíà÷åíèì ðiâíÿííÿì.

Ùîá âèÿâèòè îñíîâíó ïðè÷èíó âèíèêíåííÿ ¾ñïîðó¿ i éîãî ïîäàëüøèé ðîçâèòîê, âêà-
æåìî íà ïîãëÿä Åéëåðà ùîäî ïîíÿòü íåïåðåðâíîñòi i ðîçðèâíîñòi ôóíêöié [5, c.439; 6,
c.221-223]. Åéëåð â äðóãîìó òîìi ¾Âñòóïó â àíàëiç íåñêií÷åíèõ¿, ùî âèéøîâ iç äðóêó
â 1744 ðîöi, ââàæàâ ôóíêöiþ (êðèâó) íåïåðåðâíîþ, ÿêùî â óñié îáëàñòi iñíóâàííÿ âîíà
âèçíà÷à¹òüñÿ îäíèì àíàëiòè÷íèì âèðàçîì, à ôóíêöiÿ, ùî öié óìîâi íå çàäîâîëüíÿ¹ �
ðîçðèâíîþ, ïðè÷îìó ïèòàííÿ ïðî õàðàêòåð äîïóñòèìèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ ïîñòàâëå-
íå ÷iòêî íå áóëî. Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó, íàïðèêëàä, äâi âiòêè ãiïåðáîëè xy = 1 óòâîðþþòü
íåïåðåðâíó êðèâó, à ïðîìåíi áiñåêòðèñ y = −1 ïðè x ≤ 0 i ïðè x > 0 - ëiíiþ ðîçðèâíó.
Äî ðîçðèâíèõ Åéëåð âiäíîñèâ i êðèâi, ïðîâåäåíi äîâiëüíèì íà÷åðêîì ðóêè. Êîðèñòóþ-
÷èñü ïîíÿòòÿìè â ðîçóìiííi Åéëåðà, ìîæíà ñêàçàòè, ùî Ä'Àëàìáåð ââàæàâ äîïóñòèìè-
ìè â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèêëþ÷íî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ (êðiì äåÿêèõ iíøèõ
îáìåæåíü, ïðî ÿêi ìîâà òóò íå éäå). Â ¾Äîäàòêó¿, äî ïåðøîãî ìåìóàðó ïðî ñòðóíó,
íàäðóêîâàíîìó â 1752 ðîöi, âií ñòâåðäæóâàâ, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i éîãî ìåòîäîì ìîæíà
îòðèìàòè ëèøå ó âèïàäêàõ, êîëè ðiçíi ôîðìè ñòðóíè, ùî êîëèâà¹òüñÿ, îõîïëþþòüñÿ
îäíèì i òèì æå ðiâíÿííÿì.

Ñëiäîì çà Ä'Àëàìáåðîì çàäà÷åþ ïðî ñòðóíó çàéíÿâñÿ i Åéëåð, i ÿê ãîâîðèòüñÿ â [6,
c.224], ïîäàâ ñâîþ ñòàòòþ ç öüîãî ïèòàííÿ â Áåðëiíñüêó àêàäåìiþ 16 òðàâíÿ 1748 ðîêó.
Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä áàãàòüîõ ðåçóëüòàòiâ, Åéëåð âiäêèíóâ âèìîãó Ä'Àëàìáåðà îáìå-
æèòè êëàñ äîïóñòèìèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèìè (â ðîçóìiííi Åéëåðà). Ç éîãî òî÷êè çîðó
ïî÷àòêîâà ôîðìà ñòðóíè i êðèâà øâèäêîñòåé ìîæóòü áóòè íàñòiëüêè æ äîâiëüíèìè,
ÿê áóäü-ÿêà ñóöiëüíà (îäíîçíà÷íà) êðèâà, äîâiëüíî ïðîâåäåíà íà÷åðêîì ðóêè, íåçàëå-
æíî âiä òîãî, ÷è âèðàæà¹òüñÿ öÿ êðèâà îäíèì ðiâíÿííÿì, äåêiëüêîìà ÷è âçàãàëi íå
âèðàæà¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ áóäü-ÿêèõ ðiâíÿíü. Ä'Àëàìáåð íå ïîãîäèâñÿ ç Åéëåðîì, i òàê
ðîçïî÷àâñÿ ñïið ïðî ïðèðîäó ôóíêöié, ùî âõîäÿòü â ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ
ïîõiäíèõ. Â öåé ñïið áóëè âòÿãíåíi ìàéæå âñi âåëèêi ìàòåìàòèêè äåêiëüêîõ ïîêîëiíü.
Ñòèñëî âèñëîâëåíó ñóòü ñïîðó çíàõîäèìî â [7; 8, c.314-334; 9, c.116]. Ôàêòè÷íî ñïið
éøîâ ïðî òå, ùî ðîçóìiòè ïiä ïîíÿòòÿì (ñëîâîì) ¾ôóíêöiÿ¿: äëÿ Ä'Àëàìáåðà öå áóâ
äîâiëüíèé àíàëiòè÷íèé âèðàç (òîáòî ôóíêöiÿ ïîâèííà çàäàâàòèñÿ àíàëiòè÷íî), äëÿ Åé-
ëåðà öå áóëà äîâiëüíî íàêðåñëåíà êðèâà (òîáòî ôóíêöiÿ ìîæå çàëåæàòè âiä çìiííî¨
òàê, ÿê îðäèíàòà òî÷êè, ùî ëåæèòü íà ¾íàêðåñëåíié âiëüíèì ðóõîì ðóêè¿ êðèâié, âiä
¨¨ àáñöèñè).

Ïiçíiøå â ñïið ñòðóòèâñÿ Ä.Áåðíóëëi. Âií âæå ìàâ äåÿêèé äîñâiä ó âèâ÷åííi ïè-
òàíü àêóñòèêè i ðîçóìiâ, ùî ñòðóíà, ÿêà çâó÷èòü, ìà¹ íåñêií÷åíó ìíîæèíó ãîëîâíèõ
êîëèâàíü. Iç äîñëiäæåííÿ ñèñòåì äèñêðåòíèõ òî÷îê âiâ âèâiâ âèñíîâîê, ùî íàéáiëüø
çàãàëüíèé ðóõ ñòðóíè ìîæíà îòðèìàòè äîäàâàííÿì ãîëîâíèõ êîëèâàíü. Iíàêøå êàæó-
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÷è, Ä.Áåðíóëëi ñòâåðäæóâàâ [9, c.116], ùî çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè òðèãîíîìåòðè÷íèé
ðÿä, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ÿê ðiâíÿííþ, òàê i ïî÷àòêîâèì i êðàéîâèì óìîâàì ó âèïàäêó
îáìåæåíî¨ ñòðóíè. Iäå¨ Ä.Áåðíóëëi âèçðiëè â 1753 ðîöi [8, c.319] i âèñíîâîê, äî ÿêîãî âií
ïðèéøîâ, ïîëÿãàâ â òîìó, ùî ðiâíÿííÿ

y = a sinx cos t+ β sin 2x cos 2t+ γ sin 3x cos 3t+ ...

îõîïëþ¹ ÿê ðîçâ'ÿçîê Ä'Àëàìáåðà, òàê i Åéëåðà. Òàêèì ÷èíîì Ä.Áåðíóëëi ïðèéøîâ
äî âiäêðèòòÿ [5, c.441] ôóíäàìåíòàëüíîãî â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ïðèíöèïó äîäàâàííÿ
ëiíiéíèõ êîëèâàíü i ìåòîäó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, çãîäîì íàçâàíîãî
ìåòîäîì Ôóð'¹, àáî ìåòîäîì ñòîÿ÷èõ õâèëü. Ä.Áåðíóëëi òàêîæ âèñëîâëþâàâ âïåâíåíiñòü
â òîìó, ùî ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði êîåôiöi¹íòiâ α, β, γ, ... òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä ìîæå
âèðàæàòè äîâiëüíó êðèâó.

Ä.Áåðíóëëi ðîçóìiâ [8, c.320] çíà÷åííÿ i ñóòü âiäêðèòîãî íèì ïðèíöèïó ñóïåð-
ïîçèöi¨ (äîäàâàííÿ) êîëèâàíü, àëå ìàòåìàòè÷íî âií íå çìiã éîãî îá ðóíòóâàòè, ÷èì
âèêëèêàâ çàïåðå÷åííÿ i Ä'Àëàìáåðà i Åéëåðà. Êðiì öüîãî Ä.Áåðíóëëi íå çìiã [10, c.32]
âêàçàòè ìåòîä âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ â ñâî¹ìó ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi íåñêií÷åíîãî òðè-
ãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó.

Êîëè ìàòåìàòèêè ñïîðèëè ïðî ìàòåìàòè÷íi ïðèíöèïè, ïîñòàâëåíi ïðîáëåìîþ ¾ñòðó-
íè¿, â äèñêóñiþ âñòóïà¹ Ëàãðàíæ (1736-1813). Â öié òðèìàëié äèñêóñi¨ âií ïðè¹äíàâñÿ äî
Åéëåðà i ñòàâ â îïîçèöiþ äî Ä'Àëàìáåðà i Ä.Áåðíóëëi ) [7; 8, c.320]. Ëàãðàíæ ñòàâèòü
íà ïåðøèé ïëàí ïðîáëåìó iíòåðïîëþâàííÿ. Áåðó÷è îäíó iç ¾íåïðàâèëüíèõ¿ ôóíêöié
Åéëåðà i âèáðàâøè íà íié äèñêðåòíó ìíîæèíó òî÷îê, Ëàãðàíæ øóêà¹ iíòåðïîëÿöiéíó
êðèâó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öi òî÷êè, ïðè÷îìó iíòåðïîëÿöiþ âií áåðå ëiíiéíó òðèãîíî-
ìåòðè÷íó. Íà öüîìó øëÿõó Ëàãðàíæ îòðèìó¹ òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè, íàçâàíi ïiçíiøå
ðÿäàìè Ôóð'¹. Äàëi â [7; 8, c.320] çàçíà÷à¹òüñÿ, ùî âàðòî áóëî çðîáèòè ïåðåñòàíîâêó
ãðàíèöü, i ìåòîä çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'ÿ áóâ áè âiäêðèòèé, à ðàçîì ç íèì áóëè
á çàêií÷åíi i âñi äåáàòè.

ßê âiäçíà÷åíî â [10, c.39], âiêîâèé ñïið ç îñíîâíèõ ïèòàíü ìàòåìàòèêè áóâ ðîçâ'ÿ-
çàíèé Ôóð'¹ (1768-1830) i ðîçâ'ÿçàíèé íà êîðèñòü Ä.Áåðíóëëi. Â 1807 ðîöi âií ïîäàâ â
Ïàðèçüêó Àêàäåìiþ íàóê ñòàòòþ ïðî ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà âñåðåäèíi òâåðäèõ òië. Â
öié ðîáîòi âií äàâ ïðàâèëî [7; 8, c.323] îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ an i bn òðèãîíîìåòðè-
÷íîãî ðÿäó a0

2
+
∑
an cosnx+ bn sinnx, ùî âiäîáðàæà¹ ¾äîâiëüíî çàäàíó¿ ôóíêöiþ f(x).

Ôîðìóëè öi
an = 1

π

∫ 2π

0
f(x) cosnxdx i bn = 1

π

∫ 2π

0
f(x) sinnxdx, ùî çðàçó æ îòðèìàëè iì'ÿ ¾ôîðìóëè

Ôóð'¹¿, êàòåãîðè÷íî ðîçâ'ÿçàëè ñïið íà êîðèñòü Ä.Áåðíóëëi. Ãîëîâíèì ïåðå÷åííÿì ïðî-
òè Ä.Áåðíóëëi áóëà âiäñóòíiñòü ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ òðèãîíîìåòðè÷íîãî
ðÿäó, ùî çîáðàæà¹ ¾äîâiëüíó¿ ôóíêöiþ f(x).

Ùîäî iñòîði¨ îïóáëiêóâàííÿ ñòàòòi Ôóð'¹, òî çãiäíî [10, c.39], öÿ ñòàòòÿ ñïðàâèëà òàêå
íåî÷iêóâàíå i ãëèáîêå âðàæåííÿ íà âåñü ìàòåìàòè÷íèé ñâiò, ùî Ïàðèçüêà Àêàäåìiÿ íàóê,
áàæàþ÷è äîïîìîãòè àâòîðó âäîñêîíàëèòè ñâîþ ðîáîòó, ïîñòàíîâèëà îá'ÿâèòè ïèòàííÿ
ïðî ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà òåìîþ âåëèêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïðåìi¨ çà 1812 ðiê. Â êiíöi 1811
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ðîêó Ôóð'¹ ïîäàâ ñâié ìåìóàðè ÿê êîíêóðñíó ðîáîòó. Îäíàê ÷åðåç ïåâíi ïðè÷èíè ðîáîòà
Ôóð'¹ áóëà îïóáëiêîâàíà ëèøå â 1824-1826 ðîêàõ.

Ïiñëÿ ðîáiò Ôóð'¹ ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ à òàêîæ ïîíÿòòÿ ¨¨ ðÿäó Ôóð'¹ óòî÷íþâàëîñÿ,
âäîñêîíàëþâàëîñÿ. Äî öüîãî ïðîöåñó ïðèëó÷èëèñÿ âåëèêi â÷åíi, çîêðåìà Äiðiõëå, Ëî-
áà÷åâñüêèé, Êîøi, Âåéåðøòðàñ, Ëåáåã, Ëóçií òà áàãàòî iíøèõ.

Íà ñüîãîäíi ïåâíèé iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü ôóíêöi¨ iç çìiííèì ïåðiîäîì òà ðÿäè Ôóð'¹
òàêèõ ôóíêöié [11].

[1] Áîãîëþáîâ À.Í.Ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Áèîãðàôè÷åñêèé ñïðàâî÷íèê. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1983.
� 638 ñ.
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[4] Òèì÷åíêî È. Þ.Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ðàçâèòèè ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè
òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. � Îäåññà. � 1899.

[5] Ñòåïàíîâ Â.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

[6] Þøêåâè÷ À.Ï. Ê èñòîðèè ñïîðà î êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíå (Äàëàìáåð î ïðèìåíåíèè ¾ðàçðûâíûõ¿
ôóíêöèé) // Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. Âûïóñê 20. � Ì.: Íàóêà, 1975. Ñ. 221-231.
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Íàÿâíiñòü ðåàëüíèõ ñèãíàëiâ iç çìiííèì ïåðiîäîì ñòàëî ïðè÷èíîþ ââåäåííÿ â [1] êëàñó
ôóíêöié iç çìiííèì ïåðiîäîì, ÿêi ìîæíà áóëî á âèêîðèñòîâóâàòè ÿê âiäïîâiäíi ìîäåëi.
Â [2] ðîçãëÿäàëàñÿ ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié sin tα, cos tα, t ≥ 0, α > 0, i

â ÿâíîìó âèãëÿäi çàïèñàíèé çìiííèé ïåðiîä öi¹¨ ñèñòåìè: T (t) = −t + (tα + 2π)
1/α. ßê

ïðèêëàä, íà ðèñóíêó 1 ïîêàçàíi ãðàôiêè çìiííèõ ïåðiîäiâ: ïðè α = 3/4 ïåðiîä T (t) =

−t+

(
t
3/4 + 2π

)4/3
; ïðè α = 4/3 ïåðiîä T (t) = −t+

(
t
4/3 + 2π

)3/4
; äëÿ ïîðiâíÿííÿ ïðè

α = 1 ïåðiîä T (t) = −t+ (t1 + 2π)
1/1 = 2π.

Ðèñ. 1. Ãðàôiêè çìiííèõ ïåðiîäiâ: T (t) = −t +

(
t
3/4 + 2π

)4/3
(ãðàôiê 1), T (t) = −t +(

t
4/3 + 2π

)3/4
(ãðàôiê 2) i äëÿ ïîðiâíÿííÿ T (t) = 2π (ãðàôiê 3).

Òàêîæ âñòàíîâëåíî [2], ùî äëÿ êîæíîãî α > 0 ñèñòåìà ôóíêöié

1, cosntα, sinntα, n = 1, 2, ..., (1)
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¹ îðòîãîíàëüíîþ ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ tα−1 íà iíòåðâàëi [t0, t0 + T (t0)], äå t0 � äîâiëüíà òî-
÷êà iç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ I = [0,∞). Íàãîëîñèìî, ùî êîæíèé iíòåðâàë îðòîãîíàëüíîñòi
[t0, t0 + T (t0)] ìà¹ âiäïîâiäíó äîâæèíó, ÿêà äëÿ êîæíî¨ òî÷êè t0 âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì
ïåðiîäó T (t0). Íîðìà êîæíî¨ iç ôóíêöié ñèñòåìè (1) ðiâíà

√
π/α.

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi ðåçóëüòàòè, ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-

êöi¨ f (t) , t ∈ I, çìiííèé ïåðiîä ÿêî¨ T (t) = −t + (tα + 2π)
1/α, ¨ ¨ ðÿäó Ôóð'¹ a0

2
+∑∞

n=1 an cosntα + bn sinntα. ßê ïîêàçàíî â [2,3], êî¹ôiöi¹íòè ðÿäó çíàõîäÿòüñÿ çà ôîð-
ìóëàìè

an =
α

π

∫ t0+T (t0)

t0

tα−1f (t) cosntαdt,

bn =
α

π

∫ t0+T (t0)

t0

tα−1f (t) sinntαdt, n = 0, 1, .... (2)

Ïåðåâiðèìî öi ìiðêóâàííÿ ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ó
âèãëÿäi ñêií÷åííîãî ðÿäó Ôóð'¹

f (t) = 2 sin t
4/3 + 0.4167 sin 3t

4/3 + 0.0910 sin 5t
4/3, (3)

çìiííèé ïåðiîä ÿêî¨ T (t) = −t+
(
t
4/3 + 2π

)3/4
(äèâ. ðèñóíîê 1), à ãðàôiê ñàìî¨ ôóíêöi¨

íàâåäåíèé íà ðèñóíêó 2.

Ðèñ. 2. Ãðàôiê ñêií÷åíîãî ðÿäó Ôóð'¹ 2 sin t
4/3 + 0.4167 sin 3t

4/3 + 0.091 sin 5t
4/3.
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Çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ (3), âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî äâà ðiçíèõ iíòåðâàëè
îðòîãîíàëüíîñòi. Íåõàé t1 = 1, t2 = 5. Ïiäñòàâèâøè öi çíà÷åííÿ â ôîðìóëó T (t) =

−t+(tα + 2π)
1/α ïðè α = 4/3, îòðèìà¹ìî T (1) = 3, 433, T (5) = 2, 558. Îòæå iíòåðâàëàìè

îðòîãîíàëüíîñòi áóäóòü [1; 4, 433] i [5; 7, 558]. Îá÷èñëåíi çãiäíî (2) êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹
ôóíêöi¨ (3) íà çàçíà÷åíèõ iíòåðâàëàõ îðòîãîíàëüíîñòi íàâåäåíi â òàáëèöi.

Iíòåðâàëè
îðòîãîíàëü-
íîñòi

Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

b1 b2 b3 b4 b5

[1; 4, 433] 2, 00045 −0, 00046 0, 41681 −0, 00038 0, 09153
[5; 7, 558] 2, 00057 0, 00038 0, 41669 −0, 00013 0, 09141

Ïîðiâíÿííÿ çíàéäåíèõ êîåôiöi¹íòiâ iç êîåôiöi¹íòàìè ôóíêöi¨ (2) ïiäòâåðäæó¹ ìî-
æëèâiñòü ïîáóäîâè äëÿ ôóíêöié iç çìiííèì ïåðiîäîì ¨õ ðÿäiâ Ôóð'¹. Ïèòàííÿ ïîâíîòè
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñèñòåì ôóíêöié iç çìiííèì ïåðiîäîì, ÿê i äåÿêi iíøi ïèòàííÿ ôóíêöié
iç çìiííèì ïåðiîäîì áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ â íàñòóïíèõ ïðàöÿõ.

[1] Ïðèéìàê Ì.Â., Áîäíàð÷óê I.Î., Ëóïåíêî Ñ.À. Óìîâíî ïåðiîäè÷íi âèïàäêîâi ïðîöåñè iç çìiííèì
ïåðiîäîì // Âiñíèê Òåðíîïiëüñüêîãî äåðæàâíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó. � 2005. � Ò.10, �2 � Ñ.
132-141.

[2] Ïðèéìàê Ì.Â.Îðòîãîíàëüíi ñèñòåìè ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié iç çìiííèì ïåðiîäîì // Ìàòåðiàëè îäè-
íàäöÿòî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨ Òåðíîïiëüñüêîãî äåðæàâíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà
Ïóëþÿ. Òåðíîïiëü, âèä. ÒÄÒÓ, 2007.

[3] Ïðèéìàê Ì.Â.Ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ iç çìiííèì ïåðiîäîì òà äåÿêi ¨õ îñîáëèâîñòi // Âñåóêðà¨íñüêèé
íàóêîâèé ñåìiíàð ¾Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó¿ (òåçè äîïî-
âiäåé). � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà,
2010. � Ñ. 39-41.
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Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ Øòóðìà�Ëióâiëëÿ ç åíåð-
ãîçàëåæíèì ïîòåíöiàëîì (cf. [1])

−y′′ + qy + 2λpy = λ2y, (1)

äå p ∈ L2,R(0, 1) i q = r′ ç r ∈ L2,R(0, 1), òîáòî q � äiéñíîçíà÷íèé ðîçïîäië ç W−1
2 (0, 1). y

� ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó W 1
2 (0, 1) òàêà, øî y[1] ∈ W 1

2 (0, 1). Òóò y[1] = y′− ry � êâàçi-ïîõiäíà
ôóíêöi¨ y (äèâ. [3]).

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äâà òèïè êðàéîâèõ óìîâ, à ñàìå óìîâè Äiðiõëå

y(0) = y(1) = 0 (2)

òà êðàéîâi óìîâè çìiøàíîãî òèïó

y(0) = y[1](1) = 0. (3)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1 òà A2 îïåðàòîðè Øòóðìà�Ëióâiëëÿ, ùî äiþòü ÿê

Ajy = −y′′ + qy =: `(y), j = 1, 2

íà îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ

domA1 : = {y ∈ W 1
2 (0, 1) | y[1] ∈ AC[0, 1], `(y) ∈ L2(0, 1), y(0) = y[1](1) = 0}

domA2 : = {y ∈ W 1
2 (0, 1) | y[1] ∈ AC[0, 1], `(y) ∈ L2(0, 1), y(0) = y(1) = 0}

âiäïîâiäíî. ×åðåç B ïîçíà÷èìî îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ïîòåíöiàë p. Òîäi çàäà÷i (1)-(2) òà
(1)-(3) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ êâàäðàòè÷íèõ îïåðàòîðíèõ â'ÿçîê
T2(p, r) òà T1(p, r) âiäïîâiäíî, äå

Tj(p, r)(λ) := λ2I − 2λB − Aj, j = 1, 2

äëÿ λ ∈ C íà λ-íåçàëåæíèõ îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ domTj(p, r) := domAj.

Îçíà÷åííÿ. Ñïåêòðîì σ(T ) îïåðàòîðíî¨ â'ÿçêè T íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ λ ∈ C,
äëÿ ÿêèõ T (λ) íåîáîðîòíèé, òîáòî

σ(T ) = {λ ∈ C | 0 ∈ σ(T (λ))}.
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Îçíà÷åííÿ. ×èñëî λ ∈ C íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì T , ÿêùî T (λ)y = 0 äëÿ
äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ôóíêöi¨ y ∈ domT , ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ âëàñíîþ ôóíêöi-

¹þ.

Ìåòîþ äîïîâiäi ¹ äîñëiäèòè âiäíîâëåííÿ ïîòåíöiàëiâ p i r ðiâíÿííÿ (1) çà ñïåêòðà-
ìè σ(T1(p, r)) and σ(T2(p, r)). Ìè ðîáèìî ïðèïóùåííÿ

(A) Îïåðàòîð A1 äîäàòíié.

Îçíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SD íàáið âñiõ ïàð ìíîæèí (m, l) òàêèõ, ùî åëåìåíòà-
ìè m òà l ¹ äiéñíi ÷èñëà, ÿêi ìîæíà çàíóìåðóâàòè çà çðîñòàííÿì ÿê µn, n ∈ Z òà
λn, n ∈ Z∗ := Z \ {0} âiäïîâiäíî òàê, ùî

µn = π

(
n+

1

2

)
+ h+ µ̃n, λn = πn+ h+ λ̃n, (4)

äå (µ̃n), (λ̃n) � ïîñëiäîâíîñòi ç `2(Z∗), i µn òà λn çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ìàéæå ÷åðãó-
âàííÿ

µk < λk < µk+1, êîëè k 6= 0 (5)

Çà ïðèïóùåííÿ (A) ñïåêòðè îïåðàòîðíèõ â'ÿçîê T1(p, r) òà T2(p, r) óòâîðþþòü åëå-
ìåíò ìíîæèíè SD.

Ãîëîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äîïîâiäi ¹ íàñòóïíi òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi âiäíîâ-
ëåííÿ îïåðàòîðíèõ â'ÿçîê, à îòæå, i ðiâíÿííÿ (1)

Òåîðåìà (�äèíîñòi). Çà ïðèïóùåííÿ (A), îïåðàòîðíi â'ÿçêè Tj(p, r), j = 1, 2 îäíîçíà-
÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ¨õíiìè ñïåêòðàìè m òà l.

Òåîðåìà (Iñíóâàííÿ). Íåõàé ïàðà (m, l) ìíîæèí äiéñíèõ ÷èñåë ¹ åëåìåíòîì SD. Òîäi
iñíóþòü p, r ∈ L2,R(0, 1) òàêi, ùî m òà l ¹ ñïåêòðàìè T1(p, r) òà T2(p, r) âiäïîâiäíî.

Ïðè äîâåäåííi öèõ òåîðåì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çâåäåííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ îïå-
ðàòîðíèõ â'ÿçîê Tj(p, r), j = 1, 2 äî âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðiâ Äiðàêà. Îñíîâíi
ðåçóëüòàòè âèïëèâàþòü ç âiäîìî¨ îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ äëÿ îïåðàòîðiâ Äiðàêà
(äèâ. [2]).

[1] Ãàñûìîâ Ì. Ã., Ãóñåéíîâ Ã. Ø. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà äèôôóçèè ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì //
Äîêë.ÀÍ Àçåðá. ÑÑÐ, 37 (1981), � 2, 19�23. ;

[2] Ëåâèòàí Á. Ì., Ñàðãñÿí È. Ñ. Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è Äèðàêà. // Ì.,Íàóêà, 1988.

[3] Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À. Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè //
Ìàò.çàìåòêè, Ò.66. No 6, 1999, Ñ. 897�912.
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CONSTRUCTION OF EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR
INTEGRABLE MODELS BY OPERATOR ALGEBRAS AND

DRESSING METHODS

Chvartatskyi O.I., Sydorenko Yu.M.

Ivan Franko National University of L'viv

alex.chvartatskyy@gmail.com, y_sydorenko@franko.lviv.ua

We consider two di�erent approaches for constructing exact solutions of nonlinear integrable
models of mathematical physics. These methods are analyzed on the example of potential
Kadomtsev-Petviashvili equation [1]

α2
2uyy = (α3ut − uxxx − 6u2

x)x, α2, α3 ∈ R ∪ iR (1)

and nonlinear Schrödinger equation [2]

iqt2 = qxx + 2|q|2q. (2)

The �rst approach, which is based on matrix Burgers-type equations, their generalizations
[3] and operator algebras, was proposed by Marchenko V.A. [4]. The second method, which
is considered, is based on the use of Lax, Zakharov-Shabat representations and operators of
Darboux-Matveev-Salle type transformations [5]. We also compared the methods described
above with the results of paper [6], where the integro-di�erential Lax representations were
used. Using the results of these two approaches we propose the method of construction of
N-soliton solutions for some nonlinear integrable models. The proposed method is based on
the projection operators, which are present in the approach of V.A. Marchenko, and contains
Lax di�erential representations and operators of Darboux-type transformations.

[1] Kadomtsev B. B., Petviashvili V. I. (1970). On the stability of solitary waves in weakly dispersive
media. Sov. Phys. Dokl. 15: 539�541.

[2] V. E. Zakharov, A. B. Shabat. A scheme for integrating the nonlinear equations of mathematical physics
by the method of the inverse scattering problem. Funkts. Anal. Prilozh., 8:3 (1974), 43�53

[3] Samoilenko V.H., Sidorenko Yu.M., Buonanno L., Matarazzo G. Explicit solutions of nonlinear evoluti-
on equations via nonlocal reductions approach//Proceedings of Institute of Math. of NAS of Ukraine.
� 2000. � V.30, Part II. � P. 406-410.

[4] Marchenko V.A. Nonlinear equations and operator algebras.- Dordrecht, Boston, Lancaster, Tokyo,
Reidel, 1988.- 157p.

[5] Matveev V. B., Salle M.A. Darboux transformations and solitons.- Berlin Heidelberg, Springer-Verlag.
� 1991. � 120 p.
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[6] Sidorenko Yu.M.,Chvartatskyi O.I. Integration of scalar Kadomtsev-Petviashvili hierarchy by the
method of integral Darboux-like transformations // Visnyk Lviv Univ. Ser. Mech. Math. 74 (2011),
46 p. (in Ukrainian)

ÌÅÐÎÌÎÐÔÍI Ó ÏIÂÑÌÓÇI ÔÓÍÊÖI� ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ
λ-ÒÈÏÓ

Ñîêóëüñüêà Íàòàëiÿ Áîãäàíiâíà

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

natalia_sokulska@yahoo.com

Âèâ÷àþòüñÿ ìåðîìîðôíi â çàìèêàííi ïiâñìóãè S = {σ + it : σ > 0,
0 < t < 2π} ôóíêöi¨ f , f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, ç îáìåæåííÿì íà çðîñòàííÿ
¨õ íåâàíëiííîâèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî çàäàþòüñÿ äîäàòíèìè, íåïåðåðâíèìè, íåñïàäíèìè
ôóíêöiÿìè λ(s) ïðè s ≥ s0 > 0. Íåâàíëiííîâà õàðàêòåðèñòèêà òàêèõ ôóíêöié ââîäèòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì.

T (σ, f) = m(σ, f)− σ

σ0

m(σ0, f) +

(
σ

σ0

− 1

)
m(0, f) +N(σ, f),

äå

m(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt, N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη,

n(η, f) - êiëüêiñòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f ó íàïiââiäêðèòîìó ïðÿìîêóòíèêó Rη = {σ + it :
0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π}.

Õàðàêòåðèñòèêà T (σ, f) íåâiä'¹ìíà, íåñïàäíà, îïóêëà ïðè σ ≥ σ0 ôóíêöiÿ, T (σ0, f) =
0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìåðîìîðôíà â S ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ñêií÷åííîãî λ-
òèïó, ÿêùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi A,B òàêi, ùî

T (σ, f) ≤ Aλ(σ +B),

ïðè âñiõ σ ≥ σ0. Êëàñ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ, ÷åðåç ΛH ïîçíà÷èìî êëàñ
ôóíêöié ãîëîìîðôíèõ â S.

Ðîçâ'ÿçàíî íàñòóïíi çàäà÷i.

(i) Âñòàíîâëåíî êðèòåðié ñêií÷åííîñòi λ-òèïó ôóíêöi¨ f ∈ Λ â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ
Ôóð'¹

ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt.
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(ii) Îïèñàíî ìíîæèíó ïîëþñiâ (íóëiâ) ôóíêöi¨ f ∈ Λ.

(iii) Îïèñàíî ìíîæèíó íóëiâ ôóíêöi¨ f ∈ ΛH .

ßÂÍÈÉ ÎÏÈÑ ÕÀÐÀÊÒÅÐIÂ ÀËÃÅÁÐÈ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÍÀ lp

Òàðàñ Îëåíà Ãåííàäi¨âíà

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â.Ñòåôàíèêà

elena_taras@ukr.net

Â äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàíàõîâèé ïðîñòið X ç òîïîëîãi÷íèì áàçèñîì {ek}. Ðîçãëÿ-
íåìî ïiäìíîæèíó N = NX =

⋃
k Cek ⊂ X. Íåõàé Hb(X) � àëãåáðà àíàëiòè÷íèé ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà X, à Hb(N) � àëãåáðà çâóæåíü ôóíêöié ç Hb(X) íà N, Mb(N) �
ìíîæèíà õàðàêòåðiâ (íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíîçíà÷èõ ãîìîìîðôiçìiâ íà Hb(N)) [2]. AN

n

� çàìèêàííÿ àëãåáðè ïîðîäæåíî¨ ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ ≤ n çi çáåðåæåííÿì ðiâíîìiðíî¨
òîïîëîãi¨ íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ â N, INk � ìiíiìàëüíèé çàìêíåíèé iäåàë â Hb(N)
ïîðîäæåíèé k-îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè ç AN

n . Ëåãêî áà÷èòè, ùî I
N
1 ⊂ IN2 ⊂ . . . ⊂ INn ⊂ . . .

[1].

Ïîçíà÷èìî T � îïåðàòîð çâóæåííÿ, Hb(X) →
T
Hb(N). Äëÿ äîâiëüíîãî ψ ∈ Mb(N)

ìà¹ìî

Hb(X)→
T
Hb(N)→

ψ
C.

Ìè õî÷åìî äîñëiäèòè ñïåêòðMb(N) i óçàãàëüíèòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà ñïåêòðMb(X)
àëãåáðè Hb(X).

Âèïàäîê X = l1. Äëÿ àëãåáðè Hb(Nl1) âñi ôóíêöi¨ ç Hb(Nl1) ìîæíà îòðèìàòè ÿê
àëãåáðà¨÷íi êîìáiíàöié ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ i ñòàëèõ ôóíêöié, òîáòî AN

1 = AN
2 = . . . =

Hb(Nl1).

Âèïàäîê X = l2. Äëÿ àëãåáðè Hb(Nl2) ïîêàçàíî, ùî I
N
1 ( IN2 i IN2 ( IN3 . Íàñòóïíà

òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 5 ðîáîòè [1].

Òåîðåìà. Iñíóþòü õàðàêòåðè φ1, φ2 ∈ Mb(Nl2) òàêi ùî φ1(I1) = 0 i φ1(
∑
x2
k) = 1, òà

φ2(I2) = 0 i φ1(
∑
x3
k) = 1.

[1] Zagorodnyuk A.Spectra of Algebra of Entire Functions on Banach Spaces // Proceedings Of The Ameri-
can Mathematical Society. � 2006. � 2559. � Ñ. 15�22.

[2] Aron R.M., Cole B.J., and Gamelin T.W. Spectra of algebras of analytic functions on a Banach space
// J. Reine Angew. Math. - 1991. - 415, p. 51-93.
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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÏÐÎÁËÅÌÓ ÅÉËÅÐÀ, ÏÎÂ'ßÇÀÍÓ Ç
ÔÎÐÌÓËÀÌÈ ÂI�ÒÀ

Ôåäàê Iâàí Âàñèëüîâè÷

Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

Fedak_ivan@rambler.ru

Ùå ó 1749 ðîöi Ëåîíàðä Åéëåð ó ëèñòi äî ïåòåðáóðçüêîãî àêàäåìiêà Õðiñòiàíà Ãîëüäáàõà
çiçíàâàâñÿ, ùî âèòðàòèâ ÷èìàëî çóñèëü äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ó öiëèõ ÷èñëàõ ñèñòåìè ðiâíÿíü

a+ b+ c = u2, ab+ bc+ ca = v2, abc = w2.

Àëå äîíåäàâíà áóëî íåâiäîìî, ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ ¹ ìíîæèíà òðiéîê íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë a, b, c, ùî êîæíå ç ÷èñåë a+ b+ c, ab+ bc+ ca, abc ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì,
ÿêùî ÷èñëà îäíi¹¨ òðiéêè íå ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ìíîæåííÿì âiäïîâiäíèõ ÷èñåë iíøî¨
òðiéêè íà òå ñàìå ÷èñëî.

Ó ïðîöåñi ïiäãîòîâêè êîìàíäè "Ïàðèñüêà Ñîðáîííà"Ïàðèùåíñüêî¨ ÇÎØ I-III ñòóïå-
íiâ Íàäâiðíÿíñüêî¨ ðàéîííî¨ ðàäè Iâàíî-Ôðàíêiâñüêî¨ îáëàñòi äî XIV Âñåóêðà¨íñüêîãî
òóðíiðó þíèõ ìàòåìàòèêiâ iìåíi ïðîôåñîðà ßäðåíêà Ì.É. âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè öþ ïðî-
áëåìó. Áiëüøå òîãî, òî÷íèì êâàäðàòîì ïðè öüîìó âèÿâèëîñÿ ùå é ÷èñëî a2 + b2 + c2.

Íåõàé
x1 = 8, y1 = 9

xn+1 = 4xnyn(x2
n + 3xnyn + y2

n),

yn+1 = (xn − yn)2(xn + yn)2, n ∈ N.

Òîäi òðiéêè ÷èñåë
an = xn(xn + yn),

bn = yn(xn + yn),

cn = xnyn

¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ïðè öüîìó æîäíó ç öèõ òðiéîê
íå ìîæíà îòðèìàòè ìíîæåííÿì ÷èñåë iíøî¨ òðiéêè íà òå ñàìå ÷èñëî.

[1] Ôåäàê I.Â.Íåñïîäiâàíi òî÷íi êâàäðàòè i ïðîáëåìà Îéëåðà. / Ó ñâiòi ìàòåìàòèêè. � 2011. � Ò.17.
Âèï. 4. � Ñ.5-8.

59



Çìiñò

I Ïëåíàðíi äîïîâiäi 2
ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ: ÓÌÎ-

ÂÀ ÑÏÐßÆÅÍÍß ÒÈÏÓ ÂÅÍÒÖÅËß ÒÀ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ÄÈÔÓÇIÉ-
ÍI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ Â ÐÎÇÓÌIÍÍI ÏÎÐÒÅÍÊÀ
(Êîïèòêî Á. I., Íîâîñÿäëî À. Ô.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

×ÈÑËÅÍÍß ÌÀËËßÂÅÍÀ ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ IÇ ÂIÄÁÈ-
ÒÒßÌ
(Ïèëèïåíêî À.Þ.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÑÏÅÊÒÐÓ ÀËÃÅÁÐÈ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI
(Çàãîðîäíþê À. Â., ×åðíåãà I. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

CÓÊÓÏÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Ó ÐI-
ÇÍÈÕ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍßÕ ÌÅÒÐÈÇÎÂÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ
(Ìàñëþ÷åíêî Â., Ìèðîíèê Î.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÅ ×ÈÑËÅÍÍß ÒÈÏÓ ÕIËËÅ-ÔIËIÏÑÀ Â ÊËÀÑI ÃI-
ÏÅÐÔÓÍÊÖIÉ Ç ÊÎÌÏÀÊÒÍÈÌÈ ÍÎÑIßÌÈ
(Ïàòðà Ì. I., Øàðèí Ñ. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

ÙIËÜÍI ÏIÄÏÐÎÑÒÎÐÈ Â ØÊÀËI ÑÎÁÎËÅÂÑÜÊÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ
(Êîøìàíåíêî Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

ÏÐÎ ÇÁIÆÍIÑÒÜ 1-ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÎÃÎ ÃIËËßÑÒÎÃÎ ËÀÍÖÞÃÎÂÎÃÎ
ÄÐÎÁÓ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ Ç ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÌÈ ÅËÅÌÅÍ-
ÒÀÌÈ
(Áîäíàð Ä.I, Áóáíÿê Ì.Ì., Âîçíÿê Î.Ã.) . . . . . . . . . . . . . . . 9

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ËÎÃÀÐÈÔÌÀ ÖIËÎ� ÔÓÍÊÖI� ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÊÎÌÏËÅ-
ÊÑÍÈÕ ÇÌIÍÍÈÕ
(Áðîäÿê Î. ß., Âàñèëüêiâ ß. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

MEROMORPHIC MAPPINGS OF TORUS ONTO THE RIEMANN SPHERE
(Khrystiyanyn A. Ya., Kondratyuk A. A.) . . . . . . . . . . . . . . . . 11

II Ñåêöiéíi äîïîâiäi 13

1 Ñåêöiÿ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé 13

ÏÐÎ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÎÒÎÊÓ,ÙÎÏÎÐÎÄÆÓ�ÒÜÑß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÌ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÌÐIÂÍßÍÍßÌ Ç ÐÎÇÐÈÂÍÈÌÊÎÅÔIÖI�ÍÒÎÌ
ÏÅÐÅÍÎÑÓ
(Àðÿñîâà Î. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

60



ÓÒÎ×ÍÅÍÍßÎÑÍÎÂÍÎ� ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖIÉÍÎ� ÒÎÒÎÆÍÎÑÒI ÄËßÌÀÉ-
ÆÅ ÍÀÏIÂÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÃÐÀÒ×ÀÑÒÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ÍÀ ËÀÍÖÞ-
ÃÀÕ ÌÀÐÊÎÂÀ
(Ãåðè÷ Ì. Ñ.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

ÑÈÑÒÅÌÀ Mθ/G/1/m Ç ÃIÑÒÅÐÅÇÈÑÍÈÌ ÐÅÃÓËÞÂÀÍÍßÌ ÄÎÂÆÈ-
ÍÈ ×ÅÐÃÈ
(Æåðíîâèé Ê. Þ.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄIÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ� ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ Ó ÏÅÐÅ-
ÊËÀÄÎÇÍÀÂ×ÈÕ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍßÕ ÏÎÅÒÈ×ÍÈÕ ÒÅÊÑÒIÂ
(Êà÷àíîâñüêà Ò. Î.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

ÏÎÂÅÄIÍÊÀ IÌÎÂIÐÍIÑÍÎ� ÙIËÜÍÎÑÒI ÄÅßÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ËÅÂI
ÏÐÈ ÌÀËÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ ×ÀÑÓ
(Êíîïîâà Â. Ï.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

ÉÌÎÂIÐÍIÑÍÎ-ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÐÎÁÎ×Î� ÄÎÂÆÈÍÈ ÊÐÀ-
ÒÍÎÃÎ ËÀÍÖÞÃÀ ÌÅÕÀÍI×ÍÎ� ÏÅÐÅÄÀ×I
(Êðèâåíü Â.À., Êàïëóí À.Â., Êðèâà Í. Ð.) . . . . . . . . . . . . . . 18

ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß IÍÒÅÃÐÀËIÂ ÌÅÒÎÄÎÌ ÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ IÇ ÇÀÄÀÍÎÞ
ÒÎ×ÍIÑÒÞ I ÍÀÄIÉÍIÑÒÞ
(Ìëàâåöü Þ. Þ.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

ÏÅÐIÎÄÈ×ÍI ÁIËIØÓÌÈ ÒÀÌÎÄÅËI ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ
ÏÎÒÎÊIÂ
(Ïðèéìàê Ì., Ìà¹âñüêèé Î., Ìàöþê Î.) . . . . . . . . . . . . . . . 19

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÃÎ ÁËÓ-
ÊÀÍÍß Ç ÌÅÌÁÐÀÍÎÞ
(Ïðèõîäüêî Þ. �.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÂIÍÅÐÎÂÈÌ ÏÐÎÖÅÑÎÌ
(Îñèï÷óê Ì. Ì.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

ÐIÂÍßÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÍß ÑÒÐÓÍÈ Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌÈ ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÌÈ
ÓÌÎÂÀÌÈ Ç ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÎÐËI×À
(Ñëèâêà-Òèëèùàê Ã. I.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

ÏÐÎ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÐIÂÍßÍÍß ÌÀÊÊIÍÀ-ÂËÀÑÎÂÀ ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÈ
×ÀÑÒÈÍÎÊ Ç ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ ÑÓÊÓÏÍÎÞ ÌÀÑÎÞ
(Òàíöþðà Ì. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÑÊËÅÞÂÀÍÍß ÄÂÎÕ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÈÕ ÄÈÔÓÇIÉÍÈÕ
ÏÐÎÖÅÑIÂ ÍÀ ÏÐßÌIÉ
(Øåâ÷óê Ð. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Ñåêöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó 28

ON CONVERGENCE OF FUNCTIONAL BRANCHED CONTINUED FRACTI-
ON
(Hoyenko N., Manzij L.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

61



ÌÓËÜÒÈÏËIÊÀÒÈÂÍI ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÈÓ ÃIËÜÁÅÐÒÎÂÈÕÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ `1

(Ãîëóá÷àê Î. Ì.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

ÎÑÎÁËÈÂI ÒÎ×ÊÈ ÑÈÌÅÒÐÈÇÎÂÀÍÈÕ ÇÀÄÀ×
4 ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ ÍÀ ÏÐßÌIÉ
(Äîâãàíü Á. Ê., Âóñ À. ß.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

ÃIÏÅÐÖÈÊËI×ÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈÍÀ ÂIËÜÍÎÌÓÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓÏÐÎÑÒÎ-
ÐI
(Äóáåé Ì.Â., Çàãîðîäíþê À.Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

ÑÏÅÊÒÐ ÀËÃÅÁÐÈ ÁËÎ×ÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍ-
ÊÖIÉ ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
(Çàãîðîäíþê À.Â., Êðàâöiâ Â.Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

ÍÎÂÈÉ ÎÏÈÑ ÂÈÍßÒÊÎÂÎ� ÌÍÎÆÈÍÈ Ó ÍÅÐIÂÍÎÑÒI ÒÈÏÓ ÂIÌÀ-
ÍÀ ÄËß IÍÒÅÃÐÀËIÂ ËÀÏËÀÑÀ�ÑÒIËÒ'�ÑÀ
(Çiêðà÷ Ä. Þ., Ñêàñêiâ Î. Á.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß (ψ, β)�ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ IÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ
ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ Â ÑÅÐÅÄÍÜÎÌÓ
(Õàðêåâè÷ Þ.I., Êàëü÷óê I.Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

ÄIÀÃÎÍÀËI ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ
(Êàðëîâà Î., Ìèõàéëþê Â., Ñîá÷óê Î.) . . . . . . . . . . . . . . . . 36

ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÎÖIÍÊÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÐIÂÍßÍÜ Ç ÏIÑËßÄI�Þ
(Êîïà÷ Ì.I., Øóâàð Á.Ê.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

ÌÀÊÑÈÌÓÌ ÌÎÄÓËß ÖIËÎ� ÔÓÍÊÖI� I ÀÐÃÓÌÅÍÒÈ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒIÂ
ÊÐÀÒÍÎÃÎ ÑÒÅÏÅÍÅÂÎÃÎ ÐßÄÓ
(Êóðèëÿê À.Î., Ñêàñêiâ Î. Á.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

ÏÐÎ ÇÀÃÀËÜÍÈÉ ÊÐÈÒÅÐIÉ ÔÐÀÊÒÀËÜÍÎ� ÄÎÂIÐ×ÎÑÒI CIÌÅÉÑÒÂ
ÏÎÊÐÈÒÒIÂ ÒÀ ÉÎÃÎ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß
(Ëåáiäü Ì. Â., Òîðáií Ã. Ì.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

ÏÎÁÓÄÎÂÀ PA-ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÄÀÍÈÌ ÊÎËÈÂÀÍÍßÌ
(Ìàñëþ÷åíêî Î. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

ÂÈ×ÅÐÏÍIÑÒÜ ÃÐÅÁIÍÖß ÑIÄÐÀ
(Ìàñëþ÷åíêî Â., Ìèðîíèê Î.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIß ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÃÀÍÀ
(Íåñòåðåíêî Â. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ÒÅÎÐIß ÐÈÒÌI×ÍÎÑÒI Â �� IÑÒÎÐÈ×ÍÎÌÓ ÐÎÇÂÈÒÊÓ
(×àñòèíà ïåðøà)

(Ïðèéìàê Ì. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÈ ÔÓÐ'� ÔÓÍÊÖIÉ IÇ ÇÌIÍÍÈÌ ÏÅÐIÎÄÎÌ
(Ïðèéìàê Ì.Â., Äìèòðîöà Ë.Ï., Ñàðàáóí Ð.Î.) . . . . . . . . . . . 51

62



ÏÐÎ ÂIÄÍÎÂËÅÍÍß ÅÍÅÐÃÎÇÀËÅÆÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍßØÒÓÐÌÀ�ËIÓÂIËËß
ÇÀ ÄÂÎÌÀ ÑÏÅÊÒÐÀÌÈ
(Ïðîíñüêà Í. I.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

CONSTRUCTION OF EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR INTEGRABLE
MODELS BY OPERATOR ALGEBRAS AND DRESSING METHODS
(Chvartatskyi O.I., Sydorenko Yu.M.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

ÌÅÐÎÌÎÐÔÍI Ó ÏIÂÑÌÓÇI ÔÓÍÊÖI� ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ λ-ÒÈÏÓ
(Ñîêóëüñüêà Í. Á.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

ßÂÍÈÉÎÏÈÑÕÀÐÀÊÒÅÐIÂ ÀËÃÅÁÐÈÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕÔÓÍÊÖIÉ ÎÁÌÅ-
ÆÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÍÀ lp
(Òàðàñ Î. Ã.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÏÐÎÁËÅÌÓ ÅÉËÅÐÀ, ÏÎÂ'ßÇÀÍÓ Ç ÔÎÐÌÓËÀÌÈ ÂI�ÒÀ
(Ôåäàê I. Â.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

63






