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ÀÍÎÒÀÖIß

Àëü-Çiðäæàâi Ôàðàõ Äæàâàä Ãàëi Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ îïåðàòîðíèõ

íàïiâãðóï. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà

ñïåöiàëüíiñòþ 111 � Ìàòåìàòèêà. � ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëü-

íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2021.

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôà-

íèêà�, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2021.

Àíàëiòè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðàõ ¹ íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ ñó÷àñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Îñòàííiì ÷àñîì çðiñ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ äi¨ îïåðàòîðíèõ ãðóï òà íà-

ïiâãðóï ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíàõî-

âîãî ïðîñòîðó X. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòî-

ðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà X, ¨õ àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òàêi ïiäïðîñòîðè ¹ àëãåáðàìè âiäíîñíî ïîòî÷êîâèõ

îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, à ¨õ ñïåêòð (ìíîæèíà ìàêñèìàëüíèõ

iäåàëiâ) ìiñòèòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî äiþ äàíî¨ íàïiâãðóïè îïåðàòî-

ðiâ íà ïðîñòîði X.

Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ¨õ ñïå-

êòðè äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Ë. Íàõáiíà, Ò. Ãàìåëiíà, Ò. Êîðíà, Á.

Êîóëà, Äæ. Ìóõiêè. Ïiçíiøå, Ð. Àðîí, Á. Êîóë òà Ò. Ãàìåëií ðîçãëÿíóëè

àëãåáðó Hb(X) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i çàïðîïîíóâàëè äîñëiäæóâàòè ñïåêòð òàêî¨ àëãå-

áðè çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið X∗∗ äî ïðîñòîðó

X. Öåé ïiäõiä áóëî çàñòîñîâàíî ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ. Çîêðåìà, Ð. Àðîí, Ï.
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Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñià i Ì. Ìàåñòðå îïèñàëè ñòðóêòóðè àíàëiòè÷íîãî ìíî-

ãîâèäó íàä X∗∗ íà ñïåêòði àëãåáðè Hb(X). Ó ðîáîòàõ À.Â. Çàãîðîäíþêà

áóëî óçàãàëüíåíî öåé ìåòîä i âèêîðèñòàíî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà

äëÿ ïîëiíîìiâ íà òîïîëîãi÷íèõ òåíçîðíèõ äîáóòêàõ.

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði äîñëiäæóâàëèñü â ðî-

áîòàõ À.Ñ. Íåìèðîâñüêîãî, Ñ.Ì. Ñåìåíîâà, Ì. Ãîíçàëåñà, Ð. Ãîíçàëî, Õ.

Õàðàìiëëî, Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãîðîäíþêà, Ì. Ìà-

åñòðå, Ä. Ãàðñiÿ, Ï. Õà¹êà, I. ×åðíåãè, Ò. Âàñèëèøèíà, Â. Êðàâöiâ òà

iíøèõ. Âñòàíîâëåíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ñóòò¹âî çàëåæèòü

ÿê âiä âèáîðó ïðîñòîðó òàê i âiä âèáîðó ãðóïè àáî íàïiâãðóïè ñèìåòði¨.

Íàïðèêëàä, ÿê ïîêàçàíî ó ðîáîòi Ï. Ãàëiíäî, Ò. Âàñèëèøèíà i À. Çàãîðî-

äíþêà, ó âèïàäêó, êîëèX = L∞[0, 1], i ãðóïà ñèìåòði¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðóïè

âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ âiäðiçêà [0, 1], ñïåêòð àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ïîâíiñòþ îïèñó¹òüñÿ ôóíêöiîíàëàìè

çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó X. Ïðîòå, ÿê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ I. ×åðíåãè,

Ï. Ãàëiíäî òà À. Çàãîðîäíþêà, ó âèïàäêó, êîëè X = ℓp, 1 ≤ p < ∞, i

ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ñïåêòð àëãåáðè ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ¹ øèðøèì, íiæ ìíîæè-

íà ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åíü â òî÷êàõ. Ó öüîìó âèïàäêó, íà ñïåêòði iñíóþòü

ïðèðîäíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨, ÿêi óòâîðþþòü ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî

íàïiâêiëüöÿ ç îäèíèöåþ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòà-

öiéíî¨ ðîáîòè òà ïîäàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ñôîðìóëüîâàíî

âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â îñíîâíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè. Çîêðåìà, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ

òà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi
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âëàñòèâîñòi öèõ îá'¹êòiâ (ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà, ëîêàëüíà îáìåæåíiñòü,

ðàäióñ çáiæíîñòi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ òà ií.) Òàêîæ, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ i

îïèñàíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà ïðîñòîði àáñîëþòíî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Êðiì òîãî, ó äðóãî-

ìó ðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi àëãåáðè Ôðåøå òà ¨¨ ñïåêòðó

(ìíîæèíè êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ).

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äîâåäåíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äåêàð-

òîâîãî ñòåïåíÿ ñïåêòðà àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Öå

äàëî ìîæëèâiñòü ïðîäîâæèòè îïåðàöi¨ �•� òà ��� íà ñïåêòð àëãåáðè íàði-

çíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà îïèñàòè ¨õ âëàñòèâîñòi. Òàêîæ,

ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ ñïåêòðó ó âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiäãðóïè â

ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó âiä áàãàòüîõ êîì-

ïëåêñíèõ çìiííèõ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæåíî àëãåáðó íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hbss(ℓ
(X)
1 ) íà òîïîëîãi÷íié ïðÿìié ñóìi

ℓ
(X)
1 áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, àñîöiéîâàíié ç äåÿêèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì

X. Ó öüîìó âèïàäêó, ñïåêòð âêàçàíî¨ àëãåáðè ìà¹ äîñèòü ñêëàäíó ñòðó-

êòóðó. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé içîìîð-

ôiçì òàêî¨ àëãåáðè â àëãåáðó Hb(X) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ç öüîãî ôàêòó çðîáëåíî âèñíîâîê ïðî

òå, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbss(ℓ
(X)
1 ) ìiñòèòü ñïåêòð àëãåáðè Hb(X), çîêðåìà,

ïîòî÷êîâó êîïiþ äðóãîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó X∗∗ äî ïðîñòîðó X.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àëãåáðó Hsup
b àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà

ℓ1(Z0), äå Z0 = Z \ {0}. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 îïèñàíî äåÿêi àëãåáðà¨÷íi áà-

çèñè ïiäàëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i âiäïîâiäíi òâiðíi ôóíêöi¨.

Òàêèé îïèñ âàæëèâèé äëÿ âèâ÷åííÿ ñïåêòðó (ñóêóïíîñòi êîìïëåêñíîçíà-
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÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ) Hsup
b . Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà-

÷íèé ãîìîìîðôiçì çíà÷åííÿ â òî÷öi ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ñïiââiä-

íîøåííÿ äâîõ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Òàêîæ, ïîáóäîâà-

íî ïðèêëàä êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó, ÿêèé íå ¹ ôóíêöiîíàëîì

çíà÷åííÿ ó òî÷öi. Ó äèñåðòàöi¨ ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbs(ℓ1) ìîæå

áóòè íåïåðåðâíî âêëàäåíèé â ñïåêòð àëãåáðè Hsup
b . Ïðîòå, öå âêëàäåííÿ

íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.2 ïîêàçóþòü, ùî ñïåêòð Hsup
b äîïóñêà¹ àë-

ãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ (ÿêå íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì)

âiäíîñíî îïåðàöié �•� òà ���, ÿêi ãðàþòü ðîëi äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà

ïiäìíîæèíi M ⊂M sup
b . Âèêîðèñòîâóþ÷è öi îïåðàöi¨ òà ℓ1-íîðìó, ââåäåíî

ïðèðîäíó ìåòðèêó ρ íà M i äîâåäåíî, ùî (M, ρ) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé

(íå ñåïàðàáåëüíèé) ïðîñòið.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ïîøèðåíî îïåðàöiþ �•� äî êîìóòàòèâíî¨ îïåðàöi¨

çãîðòêè íà ìíîæèíi õàðàêòåðiâM sup
b . Êðiì òîãî, ïîáóäîâàíî ãàóñäîðôîâó

òîïîëîãiþ íàM sup
b âiäíîñíî ÿêî¨ âêàçàíà îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæåíî óìîâè îáîðîòíîñòi åëåìåíòiâ êiëüöÿM,

ãîìîìîðôiçìè çM â ñåáå òà ïîáóäîâàíî íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè ïiäêiëåöü

â M.

Àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðàM äóæå áëèçüêà äî ñòðóêòóðè áàíàõîâî¨ àë-

ãåáðè, àëå M íå ¹ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, îñêiëüêè âîíà íå ¹ ëiíiéíèì ïðî-

ñòîðîì. Îòæå, âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÿêi âëàñòèâîñòi áàíàõîâèõ

àëãåáð ìîæíà ïîøèðèòè íà êiëüöå M? Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî ïîáà÷èòè,

ùî ÿêùî åëåìåíò ¹ áëèçüêèì äî îäèíèöi, òî âií ¹ îáîðîòíèì. Àëå ìè íå

çíà¹ìî ÷è M ìiñòèòü ðîçðèâíi êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè. Òàêîæ,

íàìè áóëî äîñëiäæåíî ãîìîìîðôiçìè M, éîãî ïiäêiëüöÿ, òà îïåðàòîðè íà

M.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.5 äîñëiäæåíî àäèòèâíi îïåðàòîðè íà M òà íàâåäå-

íî ïðèêëàäè. Îòæå, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè öiêàâèìè ÿê äëÿ

òåîði¨ êîìóòàòèâíèõ òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð, òàê i äëÿ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñåðåä àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ âèáðàíî

òàêi, ùî, äîäàòêîâî, çáåðiãàþòü îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó. Â äè-

ñåðòàöi¨ öi âiäîáðàæåííÿ íàçâàíî ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè (çàóâàæèìî, M

íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì). Òàêîæ, ïîâíiñòþ îïèñàíî ëiíiéíi îïåðàòîðè íà

M ÿê îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà äåÿêèé åëåìåíò ç ℓ1(Z0) òà äîñëiäæåíî ¨õ

âëàñòèâîñòi.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi óçàãàëüíåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó ÷åòâåð-

òîìó ðîçäiëi, äëÿ ïðîñòîðó Λω
1 , ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çâàæåíî¨

ñóìè ïðîñòîðiâ ℓ1(Z0).

Ó ïiäðîçäiëi 5.1, òàêîæ, äîñëiäæåíî íàïiâãðóïó ñèìåòðié S1/n âiäíî-

ñíî ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨ ç àëãåáðè H1/n
bs ¹ iíâàðiàíòíèìè. Ïðîòå ìè íå çíà¹ìî

÷è êîæåí S1/n-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íàëåæèòü àëãåáði H1/n
bs .

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äîñëiäæåíî ëiíiéíi îïåðàòîðè, ãîìîìîðôiçìè òà íà-

ïiâíîðìè àëãåáðè M1/N . Çîêðåìà, îïèñàíî îäèí êëàñ ëiíiéíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ïîðîäæåíèõ ôóíêöiÿìè ç òàê çâàíîãî êëàñó Ω. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî,

ùî íà M1/N iñíó¹ ïðèðîäíà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî îïóêëîãî ìåòðèçîâíîãî

ïðîñòîðó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç, ïîëiíîìè íà íå-

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ, àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði, ñïåêòð àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨, îïåðàòîðè íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.
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ABSTRACT
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spaces, which are invariant with respect operator semigroups. � Qualifying
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Analytic mappings on in�nite-dimensional Banach spaces is an

important part of contemporary functional analysis. The interest to actions of

operator groups and semi-groups in spaces of analytic functions on an in�nite-

dimensional Banach space X increases during last years. The reasonable

question here is about invariant subspaces of analytic functions on X and

their algebraic and topological structures. In many cases such subspaces may

have the structure of algebra with pointwise addition and multiplication and

their spectra (sets of maximal ideals) has an important information about

action of the given operator semi-group on X.

Algebras of analytic functions on Banach spaces and their spectra were

invistigated by L. Nachbin, T. Gamelin, T. Corn, B. Cole, J. Mujica. Later,

R. Aron, B. Cole and T, Gamelin considered the algebra Hb(X) of analytic

functions of bounded type on a complex Banach space X and proposed to

investigate the spectrum of a such algebra with using so-called the Aron-

Berner extension of analytic functions of bounded type to the second dual

space X∗∗ to X. This approach was used later by many authors. In particular,

R. Aron, P. Galindo, D. Garc�a and M. Maestre described the structures of

analytic manifold over X∗∗ on the spectrum of Hb(X). This method was
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generalized in works of A.V. Zagorodnyuk and the Aron-Berner extension

was used for polynomials on topological tensor products.

Symmetric polynomials on a Banach space were investigated by A. Ni-

merovski, S. Semenov, M. Gonzalez, R. Gonzalo, J, Jaramillo, R. Alencar,

R. Aron, P. Galindo, A. Zagorodnyuk, M. Maestre, D. Garc�a, P. Hajek,

I. Chernega, T. Vasylyshyn, V. Kravtsiv and others. It is known that the

spectrum of the algebra of symmetric analytic functions of bounded type on

a Banach space is depending on the space and on the group or semi-group

of symmetry. For example, P.Galindo, T. Vasylyshyn and A. Zagorodnyuk

proved that if X = L∞[0, 1], and the group of symmetry consists of

measurable automorphisms of the interval [0, 1], then the spectrum of the

algebra of symmetric analytic functions of bounded type can be completely

described by point evaluation functionals at points of X. On the other hand,

I. Chernega, P. Galindo and A. Zagorodnyuk show that if X = ℓp, 1 ≤ p <∞,

and the group G is the group of all permutations of basis vectors, then the

spectrum of the algebra of symmetric analytic functions of bounded type

is larger than the set of point evaluation functionals. In this case, there are

natural algebraic operation on the spectrum which form a unital commutative

semi-ring structure.

In the �rst section there is a survey of the related literature, and

formulated principal results of the dissertation investigation.

In Section 2 there are some basic de�nitions and preliminary results

which are used in next sections. In particular, the concepts of polynomial

mappings and analytic functions on a Banach space are considered and are

indicated basic properties of these objects as the Polarization formula, local

boundedness, the radius of the convergence of an analytic function, others.

Also, de�nitions and basic properties of symmetric polynomials and analytic

functions on the space of absolutely summing sequences are given. In addition,
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the second section contains de�nitions and properties of the Fr�echet algebra

and its spectrum (the set of complex homomorphisms).

In Subsection 3.1 it i proved that the spectrum of the algebra of

separately symmetric analytic functions of bounded type can be represented

as a Cartesian degree of the spectrum of the algebra of symmetric analytic

functions. It allows us to extend the operations �•� and ��� to the spectrum of

the algebra of separately symmetric analytic functions of bounded type and

describe their properties. In addition, some representation of the spectrum

by analytic functions of exponential type of several variables is constructed.

In Subsection 3.2 algebras of separately symmetric analytic functions

of bounded type Hbss(ℓ
(X)
1 ) on the topological direct sum ℓ

(X)
1 of Banach

spaces ℓ1 which is associated with a Banach space X are investigated. In this

case, the spectra of such algebras may have a very complicated structure.In

particular, it is shown that there exists a surjective isomorphism of a such

algebra onto the algebra Hb(X) of entire functions of bounded type on some

Banach space X. From this fact it follows that the spectrum of Hbss(ℓ
(X)
1 )

contains the spectrum of Hb(X), in particular, it contains the copy of the

second dual space X∗∗ to X.

In the forth section the algebra Hsup
b of analytic functions of

bounded type, generated by supersymmetric polynomials on ℓ1(Z0), where

Z0 = Z \ {0}, is considered. Some algebraic bases of the subalgebra of

supersymmetric polynomials and corresponding generating functions are

described in Subsection 4.1. Such description is important for the investi-

gation of the spectrum (the set of complex homomorphisms) of Hsup
b . In

particular, it is shown that every complex point evaluation homomorphism

can be represented as a ratio of two functions of exponential type. In addition,

it is shown that the spectrum of Hbs(ℓ1) can be continuously embedded into

the spectrum of Hsup
b . However, this embedding is not onto.
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From results of subsection 4.2 it follows that the spectrum of Hsup
b

admits an algebraic structure of commutative semiring (which is not a linear

space) with respect to operations �•� and ��� that play roles of addition and

multiplication on the subset M ⊂ M sup
b . Using these operations and the ℓ1-

norm, it is introduced a natural metric ρ on M and proved, that (M, ρ) is a

complete metric nonseparable space.

In subsection 4.3 the operation �•� is extended to a commutative

convolution on the set of complex homomorphisms M sup
b . In addition, a

Hausdor� topology on M sup
b is constructed and the operation is continuous

with respect to this topology.

Conditions of invertibility of elements of the ring M and homomorphi-

sms from M to itself are investigated in Subsection 4.4. Nontrivial examples

of subrings in M are constructed.

The algebraic structure of M is very close to the Banach algebra

structure but M is not a Banach algebra because it is not a linear space.

So we have a natural question: what properties of Banach algebras can be

extended to the ring M? For example, we can see that if an element is close

to the unit, then it is invertible. But we do not know: doM contains disconti-

nuous complex homomorphisms? Also, it was investigated homomorphisms of

M, its subrings and operators on M.

In Subsection 4.5 additive operators on M are investigated and some

examples are constructed. The obtained results may be applied in the theory

commutative topological algebras and in algebras of analytic functions on

Banach spaces as well.

Among of additive operators there are operators which preserve the

multiplication by constants. Such mappings are called linear operators (notice

that M is not a linear space). In additions all linear operators on M are
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described as operators of multiplication by an element in ℓ1(Z0). Properties

of linear operators are investigated.

In Section 5 there are generalizations of some results, obtained in Secti-

on 4, for the space Λω
1 which can be represented as a weighted sum of spaces

ℓ1(Z0).

The symmetry semi-group S1/n such that all functions in algebra H
1/n
bs

are invariant are investigated in Subsection 5.1. But we do not know: does

every S1/n-invariant polynomial belongs to H
1/n
bs .

In Subsection 5.2 linear operators, homomorphisms and seminorms of

the algebra M1/N are investigated. In particular a class of linear operators

generated by functions in so-called class Ω is described. In addition, it is

shown that M1/N admits a natural structure of a locally convex space.

Key words: nonlinear functional analysis, polynomials on in�nite-

dimensional spaces, analytic functions on Banach spaces, spectra of algebras of

analytic functions, symmetric analytic functions, operators on Banach spaces.
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ÑÏÈÑÎÊ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Hb(X) � àëãåáðà öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà X

Hbs(ℓ1) � àëãåáðà öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1

Hbss(ℓ
(n)
1 ) � àëãåáðà öiëèõ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ℓ
(n)
1

Hsup
b � àëãåáðà öiëèõ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ℓ1(Z0)

Mb � ñïåêòð àëãåáðè Hb(X), òîáòî ìíîæè-

íà óñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ãîìîìîðôiçìiâ Hb(X).

Mbss � ñïåêòð àëãåáðè Hbss(ℓ
(n)
1 )

M sup
b � ñïåêòð àëãåáðè Hsup

b

P(X) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà X.

P(nX) � ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ n-îäíîðiäíèõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà X

δx(f) � ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi x

Z0 � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë çà âèíÿòêîì òî÷êè

0.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ. Àíàëiòè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ¹ íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ ñó÷à-

ñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Îñòàííiì ÷àñîì çðiñ iíòåðåñ äî äîñëiäæå-

ííÿ äi¨ îïåðàòîðíèõ ãðóï òà íàïiâãðóï ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïèòàí-

íÿ ïðî iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà X, ¨õ àëãåáðà¨÷íi

òà òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òàêi ïiäïðîñòîðè ¹ àëãå-

áðàìè âiäíîñíî ïîòî÷êîâèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, à ¨õ ñïåêòð

(ìíîæèíà ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ) ìiñòèòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî äiþ

äàíî¨ íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði X. Öi äîñëiäæåííÿ ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè, ÿê ðóõ ó íàïðÿìêó ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëîãó êëà-

ñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, ÿêó çàïî÷àòêóâàâ Ä. Ãiëüáåðò íà ïî÷àòêó ìè-

íóëîãî ñòîëiòòÿ äîñëiäæóþ÷è êiëüöÿ iíâàðiàíòíèõ ïîëiíîìiâ âiäíîñíî äi¨

äåÿêî¨ ãðóïè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ¨õ ñïåêòðè

äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Ë. Íàõáiíà, Ò. Ãàìåëiíà, Ò. Êîðíà, Á. Êîóëà,

Äæ. Ìóõiêè. Ïiçíiøå, Ð.Àðîí, Á. Êîóë òà Ò. Ãàìåëií ðîçãëÿíóëè àëãåáðó

Hb(X) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði X i çàïðîïîíóâàëè äîñëiäæóâàòè ñïåêòð òàêî¨ àëãåáðè çà

äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið X ′′ äî ïðîñòîðó X.

Öåé ïiäõiä áóëî çàñòîñîâàíî ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ. Çîêðåìà, Ð. Àðîí, Ï. Ãà-

ëiíäî, Ä. Ãàðñià i Ì. Ìàåñòðå îïèñàëè ñòðóêòóðè àíàëiòè÷íîãî ìíîãîâè-

äó íàä X ′′ íà ñïåêòði àëãåáðè Hb(X). Ó ðîáîòàõ À.Â. Çàãîðîäíþêà áóëî
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óçàãàëüíåíî öåé ìåòîä i âèêîðèñòàíî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà äëÿ

ïîëiíîìiâ íà òîïîëîãi÷íèõ òåíçîðíèõ äîáóòêàõ.

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði äîñëiäæóâàëèñü â ðî-

áîòàõ À.Ñ. Íåìèðîâñüêîãî, Ñ.Ì. Ñåìåíîâà, Ì. Ãîíçàëåñà, Ð. Ãîíçàëî, Õ.

Õàðàìiëëî, Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãîðîäíþêà, Ì. Ìà-

åñòðå, Ä. Ãàðñiÿ, Ï. Õà¹êà, I. ×åðíåãè, Ò. Âàñèëèøèíà, Â. Êðàâöiâ òà

iíøèõ. Âñòàíîâëåíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ñóòò¹âî çàëåæèòü

ÿê âiä âèáîðó ïðîñòîðó òàê i âiä âèáîðó ãðóïè àáî íàïiâãðóïè ñèìåòði¨.

Íàïðèêëàä, ÿê ïîêàçàíî ó ðîáîòi Ï. Ãàëiíäî, Ò. Âàñèëèøèíà i À. Çàãîðî-

äíþêà, ó âèïàäêó, êîëèX = L∞[0, 1], i ãðóïà ñèìåòði¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðóïè

âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ âiäðiçêà [0, 1], ñïåêòð àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ïîâíiñòþ îïèñó¹òüñÿ ôóíêöiîíàëàìè

çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó X. Ïðîòå, ÿê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ I. ×åðíåãè,

Ï. Ãàëiíäî òà À. Çàãîðîäíþêà, ó âèïàäêó, êîëè X = ℓp, 1 ≤ p < ∞, i

ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ñïåêòð àëãåáðè ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ¹ øèðøèì, íiæ ìíîæè-

íà ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åíü â òî÷êàõ. Ó öüîìó âèïàäêó, íà ñïåêòði iñíóþòü

ïðèðîäíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨, ÿêi óòâîðþþòü ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî

íàïiâêiëüöÿ ç îäèíèöåþ.

Ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî äîñëiäæåííÿ àëãåáð ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó òà ¨õ ñïåêòðiâ íà äåÿêîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé. Çîêðåìà ðîçãëÿíóòî âèïàäêè íàïiâ-

ãðóï ñèìåòði¨, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìàòè äîñòàòíüî áàãàòó àëãåáðà¨÷íó

ñòðóêòóðó íà ñïåêòðàõ öèõ àëãåáð. Òàê, ó âèïàäêó àëãåáðè òàê çâàíèõ

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði ℓ1 îòðèìàíî i äî-

ñëiäæåíî êiëüöå õàðàêòåðiâ ÿêå ¹ ñïåêòðîì öi¹¨ àëãåáðè. Çàóâàæèìî, ùî

ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè ìàþòü çàñòîñóâàííÿ ó ñòàòèñòè÷íié êâàíòîâié
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ôiçèöi i îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè òàêîæ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâà-

íèìè â öüîìó êîíòåêñòi. Òàêîæ, â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îïèñàíî ñïåêòðè

àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äëÿ çàãàëüíiøèõ i ñêëàäíiøèõ

âèïàäêiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äîñëiäæåííÿ, ùî ñêëàäàþòü îñíîâó äèñåðòàöi¨, ïðîâîäèëèñü íà êàôåäði

ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiî-

íàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà� â ðàìêàõ íàóêîâîäîñëiäíî¨

òåìè �Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ. Àëãåáðà¨÷íi òà àíàëiòè÷íi ñòðóêòóðè íà ñïåêòðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨

ðå¹ñòðàöi¨ 0119U100063).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ îïèñ

ñòðóêòóðè àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî äi¨ äåÿêî¨ ãðóïè àáî íàïiâãðóïè ïåðå-

òâîðåíü öüîãî ïðîñòîðó, äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðiâ òàêèõ àëãåáð,

çîêðåìà, ìíîæèíè ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åíü â òî÷êàõ âèõiäíîãî ïðîñòîðó.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹:

1. Îïèñàòè àëãåáðà¨÷íi áàçèñè i äàòè õàðàêòåðèñòèêó ñïåêòðà àëãå-

áðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ñêií-

÷åííîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó ℓ1. Äîñëiäèòè âèïàäîê íåñêií÷åí-

íî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñóìè ïðîñòîðiâ ℓ1.

2. Îïèñàòè àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äâîñòîðîííüîìó ïðîñòîði ℓ1. Äîñëiäè-

òè ãîìîìîðôiçìè öi¹¨ àëãåáðè â àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié.
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3. Îïèñàòè àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè ïiäìíîæèíè ñïå-

êòðà àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç

ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åíü ó òî÷êàõ âèõiäíîãî ïðîñòîðó.

4. Îïèñàòè âëàñòèâîñòi ñïåêòðà àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié.

5. Ïîáóäóâàòè íàïiâãðóïó ñèìåòðié íà òîïîëîãi÷íié ïðÿìié ñóìi

ïðîñòîðiâ ℓ1 òàêèì ÷èíîì, ùîá ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü â òî÷êàõ óòâîðþ-

âàëè òîïîëîãi÷íó àëãåáðó âiäíîñíî ïðèðîäíèõ îïåðàöié. Äîñëiäèòè âëà-

ñòèâîñòi öi¹¨ àëãåáðè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíî-

ãî òèïó, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ äåÿêî¨ íàïiâãðóïè àíàëiòè÷íèõ

âiäîáðàæåíü, çîêðåìà, àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ, íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ, ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â àëãåáðàõ ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè íà ñïåêòðàõ

àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíî-

ñíî äi¨ äåÿêî¨ íàïiâãðóïè àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü, îïåðàòîðè, ÿêi çáåði-

ãàþòü öi ñòðóêòóðè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè òåîði¨ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, òåîði¨ ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ìåòîäè çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, òåîði¨ òîïîëî-

ãi÷íèõ àëãåáð, çîêðåìà, àëãåáð Ôðåøå, ìåòîäè êîìáiíàòîðèêè.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè, îòðè-

ìàíi ó äèñåðòàöi¨, ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëü-

òàòè:

� Îïèñàíî àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ñêií÷åííîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi
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ïðîñòîðó ℓ1. Äîâåäåíî, ùî ñïåêòð öi¹¨ àëãåáðè ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì

ñïåêòðiâ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ℓ1.

� Îïèñàíî àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äâîñòîðîííüîìó ïðîñòîði ℓ1. Çíàéäå-

íî çîáðàæåííÿ âiäïîâiäíèõ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié ó âèãëÿäi ìåðîìîðôíèõ

ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïîáóäîâàíî íåïåðåðâíèé ií'¹êòèâíèé

ãîìîìîðôiçì ç ùiëüíèì îáðàçîì öi¹¨ àëãåáðè â àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ℓ1.

� Âñòàíîâëåíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìiñòèòü íåëiíiéíå êîìóòàòèâíå êiëüöå M, ÿêå

ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åíü ó òî÷êàõ âèõiäíîãî ïðîñòîðó. Öå

êiëüöå ¹ ïîâíèì íåñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì ó äåÿêié ïðè-

ðîäíié ìåòðèöi. Äîñëiäæåíî îáîðîòíiñòü åëåìåíòiâ öüîãî êiëüöÿ, ãîìî-

ìîðôiçìè. Ïîâíiñòþ îïèñàíî ãîìîìîðôiçìè êiëüöÿ M, ÿêi äîäàòêîâî,

çáåðiãàþòü îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó.

� Îïèñàíî ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíó òîïîëîãiþ íà ñïåêòði àëãåáðè ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, òà ïîêàçàíî, ùî

àäèòèâíó îïåðàöiþ êiëüöÿ M ìîæíà ïðîäîâæèòè íà ñïåêòð äî êîìóòà-

òèâíî¨ çãîðòêè.

� Îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî ñóïåðñèìåòðè-

÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ Sω-ñóïåðñèìåòðè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåÿêié òîïîëîãi÷íié ïðÿìié ñóìi ïðîñòîðiâ

ℓ1. Íàïiâãðóïà ñèìåòði¨ Sω ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì, ùîá ôóíêöiîíàëè

çíà÷åíü â òî÷êàõ óòâîðþâàëè òîïîëîãi÷íó àëãåáðó âiäíîñíî ïðèðîäíèõ

îïåðàöié. Äîñëiäæåíî ãîìîìîðôiçìè i òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi öi¹¨ àëãå-

áðè.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè,

îòðèìàíi ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi,

â òåîði¨ îïåðàòîðiâ, êâàíòîâié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi, òåîði¨ àëãåáð Ôðå-

øå. Öi ðåçóëüòàòè çíàéäóòü çàñòîñóâàííÿ ó íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ, ÿêi

ïðîâîäÿòüñÿ ó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi

Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�, Iíñòèòóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìà-

òèêè iìåíi ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,

×åðíiâåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, Íà-

öiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Ò. Ã. Øåâ÷åíêà òà iíøèõ íàóêîâèõ óñòà-

íîâàõ i âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ Óêðà¨íè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè, âèñâiòëå-

íi â äèñåðòàöi¨, îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç

íàóêîâèì êåðiâíèêîì, êåðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ïåðåâið-

êà ïðàâèëüíîñòi âèñíîâêiâ. Ó ñòàòòi [35] ñïiâàâòîð Ã. Êàðïåíêî íàäàâàëà

êîíñóëüòàöi¨ ùîäî ïðàâèëüíîñòi âèêîðèñòàííÿ àíãëîìîâíî¨ òåðìiíîëîãi¨

òà ïðîâîäèëà îñòàòî÷íó êîðåêòóðó òåêñòó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè áóëè ïðåäñòàâëåíi íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

� International Conference in Functional Analysis dedicated to the

125th anniversary of Stefan Banach (Lviv, 18�23 September 2017);

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1 áåðå-

çíÿ 2019. ð.);
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� International conference �Banach Spaces and their Applications�

dedicated to 70th anniversary of Professor Anatolij M. Plichko (Lviv, 26�

29 June 2019);

� International Conference �In�nite-Dimensional Analysis and

Topology� dedicated to 70th anniversary of Professor O. Lopushansky

(Ivano-Frankivsk, October 16�20, 2019);

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 26 ëþòîãî � 1 áåðå-

çíÿ 2020. ð.);

� íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî

àíàëiçó �Ïðèêëàäíèé íåëiíiéíèé àíàëiç ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiî-

íàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà� (êåðiâíèê � ä. ôiç.-ìàò. í.,

ïðîô. À. Â. Çàãîðîäíþê)(2017, 2018, 2019 ðð.).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ îïóáëiêîâàíî

â 8 ïðàöÿõ, ñåðåä ÿêèõ 3 æóðíàëüíi ñòàòòi ó ôàõîâèõ ìiæíàðîäíèõ âèäà-

ííÿõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòó-

ïó, ï'ÿòüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêiâ.

Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ 136 ñòîðiíêè. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë

çàéìà¹ 8 ñòîðiíîê òà ìiñòèòü 66 íàéìåíóâàíü. Äîäàòêè çàéìàþòü 3 ñòî-

ðiíêè i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, ñôîðìóëüî-

âàíî ìåòó òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, îïèñàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòà-

öiéíî¨ ðîáîòè òà ïîäàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ñôîðìóëüîâàíî

âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â îñíîâíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè. Çîêðåìà, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ

òà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi

âëàñòèâîñòi öèõ îá'¹êòiâ (ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà, ëîêàëüíà îáìåæåíiñòü,

ðàäióñ çáiæíîñòi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ òà ií.) Òàêîæ, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ i

îïèñàíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà ïðîñòîði àáñîëþòíî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Êðiì òîãî, ó äðóãî-

ìó ðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi àëãåáðè Ôðåøå òà ¨¨ ñïåêòðó

(ìíîæèíè êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ).

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äîâåäåíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äåêàð-

òîâîãî ñòåïåíÿ ñïåêòðà àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Öå

äàëî ìîæëèâiñòü ïðîäîâæèòè îïåðàöi¨ �•� òà ��� íà ñïåêòð àëãåáðè íàði-

çíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà îïèñàòè ¨õ âëàñòèâîñòi. Òàêîæ,

ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ ñïåêòðó ó âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiäãðóïè â

ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó âiä áàãàòüîõ êîì-

ïëåêñíèõ çìiííèõ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæåíî àëãåáðó íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hbss(ℓ
(X)
1 ) íà òîïîëîãi÷íié ïðÿìié ñóìi

ℓ
(X)
1 áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, àñîöiéîâàíié ç äåÿêèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì

X. Ó öüîìó âèïàäêó, ñïåêòð âêàçàíî¨ àëãåáðè ìà¹ äîñèòü ñêëàäíó ñòðó-

êòóðó. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé içîìîð-

ôiçì òàêî¨ àëãåáðè â àëãåáðó Hb(X) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ç öüîãî ôàêòó çðîáëåíî âèñíîâîê ïðî

òå, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbss(ℓ
(X)
1 ) ìiñòèòü ñïåêòð àëãåáðè Hb(X), çîêðåìà,

ïîòî÷êîâó êîïiþ äðóãîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó X∗∗ äî ïðîñòîðó X.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àëãåáðó Hsup
b àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà

ℓ1(Z0), äå Z0 = Z \ {0}. Îïèñàíî äåÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè ïiäàëãåáðè

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i âiäïîâiäíi òâiðíi ôóíêöi¨. Òàêèé îïèñ âà-

æëèâèé äëÿ âèâ÷åííÿ ñïåêòðó (ñóêóïíîñòi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ãîìîìîð-

ôiçìiâ) Hsup
b . Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìî-

ìîðôiçì çíà÷åííÿ â òî÷öi ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ñïiââiäíîøåííÿ

äâîõ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Òàêîæ, ïîáóäîâàíî ïðèêëàä

êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìà, ÿêèé íå ¹ ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ i

òî÷öi. Ó äèñåðòàöi¨ ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbs(ℓ1) ìîæå áóòè íå-

ïåðåðâíî âêëàäåíèé â ñïåêòð àëãåáðè Hsup
b . Ïðîòå, öå âêëàäåííÿ íå ¹

ñþð'¹êòèâíèì.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ïîêàçàíî, ùî Hsup
b öiëêîì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä Hbs(ℓ1).

Íàïðèêëàä, ãîìîìîðôiçì âèçíà÷åíèé Tk 7→ −Tk íåïåðåðâíèé ó Hsup
b , òîäi

ÿê Fk 7→ −Fk ðîçðèâíèé ó Hbs(ℓ1).

Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.2 ïîêàçóþòü, ùî ñïåêòð Hsup
b äîïóñêà¹ öi-

êàâó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ (ÿêå íå ¹ ëiíiéíèì

ïðîñòîðîì) âiäíîñíî îïåðàöié �•� òà ���, ÿêi ãðàþòü ðîëi äîäàâàííÿ òà

ìíîæåííÿ íà ïiäìíîæèíi M ⊂ M sup
b . Âèêîðèñòîâóþ÷è öi îïåðàöi¨ òà ℓ1-

íîðìó, ìè ââåëè ïðèðîäíó ìåòðèêó ρ íà M i äîâåëè, ùî (M, ρ) � ïîâíèé

ìåòðè÷íèé (íå ñåïàðàáåëüíèé) ïðîñòið.

Îñêiëüêè M ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó ìíîæèíè õàðàêòå-

ðiâ M sup
b , ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ÷è ìîæíà ïîøèðèòè ñòðóêòóðè, âè-

çíà÷åíi íà M íà ìíîæèíó M sup
b . Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ïîøèðåíî îïåðàöiþ

�•� äî êîìóòàòèâíî¨ îïåðàöi¨ çãîðòêè íà ìíîæèíi õàðàêòåðiâ M sup
b . Êðiì

òîãî, ïîáóäîâàíî ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ íà M sup
b âiäíîñíî ÿêî¨ âêàçàíà

îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæåíî óìîâè îáîðîòíîñòi åëåìåíòiâ êiëüöÿM,

ãîìîìîðôiçìè çM â ñåáå òà ïîáóäîâàíî íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè ïiäêiëåöü

â M.

Àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðàM äóæå áëèçüêà äî ñòðóêòóðè áàíàõîâî¨ àë-

ãåáðè, àëå M íå ¹ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, îñêiëüêè âîíà íå ¹ ëiíiéíèì ïðî-

ñòîðîì. Îòæå, âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÿêi âëàñòèâîñòi áàíàõîâèõ

àëãåáð ìîæíà ïîøèðèòè íà êiëüöå M? Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî ïîáà÷èòè,

ùî ÿêùî åëåìåíò ¹ áëèçüêèì äî îäèíèöi, òî âií ¹ îáîðîòíèì. Àëå ìè íå

çíà¹ìî ÷è M ìiñòèòü ðîçðèâíi êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîìðôiçìè. Òàêîæ

íàìè áóëî äîñëiäæåíî ãîìîìîìðôiçìè M, éîãî ïiäêiëüöÿ, òà àäèòèâíi

îïåðàòîðè M.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 äîñëiäæåíî àäèòèâíi îïåðàòîðè íà M, íàâåäåíî

ïðèêëàäè. Îòæå, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè öiêàâèìè ÿê äëÿ òåî-

ði¨ êîìóòàòèâíèõ òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð, òàê i äëÿ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñåðåä àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ âèáðàíî òàêi,

ùî, äîäàòêîâî, çáåðiãàþòü îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó. Öi âiäîáðà-

æåííÿ, â äèñåðòàöi¨, íàçâàíî ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè (çàóâàæèìî, M íå

¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì). Òàêîæ, ïîâíiñòþ îïèñàíî ëiíiéíi îïåðàòîðè íà

M ÿê îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà äåÿêèé åëåìåíò ç ℓ1(Z0) òà äîñëiäæåíî ¨õ

âëàñòèâîñòi.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi óçàãàëüíåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó ÷åòâåð-

òîìó ðîçäiëi äëÿ ïðîñòîðó Λω
1 , ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çâàæåíî¨

ñóìè ïðîñòîðiâ ℓ1(Z0).

Ó ïiäðîçäiëi 5.1, òàêîæ, äîñëiäæåíî íàïiâãðóïó ñèìåòðié S1/n âiäíî-

ñíî ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨ ç àëãåáðè H1/n
bs ¹ iíâàðiàíòíèìè. Ïðîòå, ìè íå çíà¹ìî,

÷è êîæåí S1/n-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íàëåæèòü àëãåáði H1/n
bs .

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äîñëiäæåíî ëiíiéíi îïåðàòîðè, ãîìîìîðôiçìè òà íà-

ïiâíîðìè àëãåáðè M1/N . Çîêðåìà, îïèñàíî îäèí êëàñ ëiíiéíèõ îïåðàòî-
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ðiâ, ïîðîäæåíèõ ôóíêöiÿìè ç òàê çâàíîãî êëàñó Ω. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî,

ùî íà M1/N iñíó¹ ïðèðîäíà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî îïóêëîãî ìåòðèçîâíîãî

ïðîñòîðó.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ, ÂÈÁIÐ ÌÅÒÎÄIÂ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ ÒÀ ÄÎÏÎÌIÆÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Êëàñè÷íà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ ñôîðìóâàëàñü â ñåðåäèíi XIX ñòîëiòòÿ

äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ àëãåáðà¨÷íèìè ìåòîäàìè. ßêùî

äåÿêà ãðóïà G äi¹ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði Cn àáî Rn, òî âàæëèâèì ïèòà-

ííÿì äàíî¨ òåîði¨ ¹ îïèñ àëãåáðè iíâàðiàíòíèõ ïîëiíîìiâ âiäíîñíî äi¨ öi¹¨

ãðóïè. Ó 1880 ðîöi Ä. Ãiëüáåðò ðîçâ'ÿçàâ îñíîâíó ïðîáëåìó êëàñè÷íî¨ òå-

îði¨ iíâàðiàíòiâ, ïîêàçàâøè, ùî äëÿ iíâàðiàíòiâ n-àðíèõ ôîðì ñêií÷åíîãî

ñòåïåíÿ ñïåöiàëüíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè SLn(C) iñíó¹ ñêií÷åíèé áàçèñ. Â 30-èõ

ðîêàõ XX-ãî ñòîëiòòÿ êëàñè÷íà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ óâiéøëà, â çíà÷íié ìiði,

ó ñêëàä òåîði¨ çîáðàæåíü êëàñè÷íèõ ãðóï (äèâ. ìîíîãðàôiþ [1]). Òàêîæ,

ç êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ âèíèêëà àëãåáðà¨÷íà ãåîìåòðiÿ òà òåîðiÿ

àëãåáð Ëi. Ó âèïàäêó, êîëè ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âå-

êòîðiâ, âiäïîâiäíi iíâàðiàíòíi ïîëiíîìè íàçèâàþòüñÿ ñèìåòðè÷íèìè. Ñè-

ìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ âiäiãðàþòü âàæëèâó

ðîëü â êîìáiíàòîðèöi i ìàþòü çàñòîñóâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi (äèâ.

[48]).

Äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ℓp òà

Lp ðîçïî÷àëîñü ç ðîáîòè À.Ñ. Íåìèðîâñêîãî i Ñ.Ì. Ñåìåíîâà [2]. Ó öié

ðîáîòi àâòîðè ðîçãëÿíóëè ñòåïåíåâi áàçèñè â àëãåáðàõ ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ íà ℓp òà Lp, 1 ≤ p < ∞ i âñòàíîâèëè óìîâè çà ÿêèõ ñèìåòðè-

÷íà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà êóëi ïðîñòîðó ℓ2 ðiâíîìiðíî àïðîêñèìó¹òüñÿ

ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè. Ïiçíiøå, öi ðåçóëüòàòè áóëî óçàãàëüíåíî Ì.

Ãîíçàëåçîì, Ð. Ãîíçàëî òà Õ. Õàðàìiëëî äëÿ ïåðåñòàâíî iíâàðiàíòíèõ áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðiâ [28]. Ó ðîáîòi [2] áóëî, òàêîæ, çàóâàæåíî, ùî íà ïðîñòî-
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ðàõ ℓp ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè íàïiâãðóïó çñóâiâ, ïîðîäæåíó îïåðàòîðàìè

(x1, x2, . . . , xn−1, xn, . . .) 7→ (x1, x2, . . . , xn−1, 0, xn, . . .) òà ïîëiíîìè, ÿêi ¹

iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî öi¹¨ íàïiâãðóïè. Â ïîäàëüøîìó, â ëiòåðàòóði òàêi

ïîëiíîìè îòðèìàëè íàçâó ñóáñèìåòðè÷íi. Äëÿ íàñ ïðèêëàä ñóáñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ öiêàâèé òèì, ùî â öüîìó âèïàäêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ, âëàñíå,

íàïiâãðóïà ñèìåòðié. Ó ðîáîòàõ [20], [29], [30] áóëî äîñëiäæåíî ëiíiéíi áà-

çèñè â àëãåáðàõ ñóáñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîðàõ ℓp, àëãåáðà¨÷íà

íåçàëåæíiñòü òâiðíèõ åëåìåíòiâ òà çàñòîñóâàííÿ ñóáñèìåòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði.

Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, òà ¨õ

ñïåêòðè (ìíîæèíè ëiíiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ) áóëî äî-

ñëiäæåíî âïåðøå ó ðîáîòi Ð. Àðîíà, Ð. Àëåíêàðà, Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãî-

ðîäíþêà [3]. Çàóâàæèìî, ùî äîñëiäæåííÿ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, íà òîé ÷àñ, âæå ìàëî äîâãó iñòîðiþ. Ïîëiíîìè òà

àíàëiòè÷íi âiäîáðàæåííÿ âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ðîçãëÿäàëèñü

â ðîáîòàõ Ð. Ãàòî [27] òà Ì. Ôðåøå [21], [22]. Ïiçíiøå, òåîðiÿ ïîëiëiíié-

íèõ òà ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü íà íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ áóëà ðîç-

âèíåíà ìàòåìàòèêàìè Ëüâiâñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè, ùî çíàéøëî ñâî¹

âiäîáðàæåííÿ ó ðîáîòàõ Ñ. Áàíàõà, Ñ. Ìàçóðà, Â. Îðëi÷à, à òàêîæ, ó

ñòàòòÿõ ó ñòàòòÿõ Ì.À. Öîðíà, À.Å. Òåéëîðà òà iíøèõ [8], [50], [51], [61],

[62], [65], [66]. Áàãàòî çàäà÷ ç öüîãî ïåðiîäó óâiéøëè äî âiäîìîãî çáiðíèêà

çàäà÷ �Øîòëàíäñüêà êíèãà� [49]. Òàêîæ, ïiäñóìîê äîñëiäæåíü öüîãî ÷à-

ñó ìîæíà çíàéòè ó äîäàòêó äî ìîíîãðàôi¨ [32], íàïèñàíîãî Ì. Öîðíîì.

Âèâ÷åííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði, çîêðåìà öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi É. Áîõíàêà i É. Ñiñÿêà

[9]. Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ

ïðîñòîðàõ áóëà äîñëiäæåíà ó ìîíîãðàôi¨ Ë. Íàõáiíà [56]. Äàëi, òåîðiÿ
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àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà áàíàõîâèõ òà òîïîëîãi÷íèõ ëiíiéíèõ ïðîñòî-

ðàõ ðîçâèâàëàñü ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ. Àíàëîã òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ âèêëàäåíî â ìîíîãðàôiÿõ [54] (äëÿ áàíàõî-

âèõ ïðîñòîðiâ), [18], [19], [31] (äëÿ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ). Ó [52] ïî-

áóäîâàíî àíàëîã òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ìíîãîâèäiâ íàä íåñêií÷åííîâèìiðíè-

ìè ëîêàëüíî îïóêëèìè ïðîñòîðàìè. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ ñïåêòðó

àëãåáðè Hb(X) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

X ðîçïî÷àëîñü ç ðîáiò Ð. Àðîíà, Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà, À. Äàâi¹ òà ií. [5],

[6], [24], [17], [25]. Àíàëiòè÷íi ñòðóêòóðè íà ñïåêòði àëãåáðè Hb(X) áóëî

îïèñàíî Ð. Àðîíîì, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñiÿ òà Ì. Ìàåñòðå ó ñòàòòi [7]. Ïðè

öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî òàê çâàíå ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà. Ó [4] Ð.

Àðîí òà Ï. Áåðíåð ïîêàçàëè, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ïðîäîâæå-

ííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X

ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið X ′′ i öåé îïåðàòîð ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó. Ó ðîáîòàõ À.Â. Çàãîðîäíþêà [63],

[64] áóëî çàñòîñîâàíî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà ïðîåêòèâíèõ ñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ äîáóòêàõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðiâ i âèêîðèñòàíî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ÿâíîãî îïèñó ñïåêòðà àëãåáðè

Hb(X). Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîðîäæåíi çëi÷åííîþ

ñèñòåìîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ. Òî-

ìó òåõíiêà äîñëiäæåííÿ ñïåêòðó òàêèõ àëãåáð âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó

Hb(X).

Ó ðîáîòi [3] ïîêàçàíî, ùî êîæåí ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóí-

êöiîíàë (õàðàêòåð) àëãåáðè Hbs(ℓp) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ℓp, 1 ≤ p <∞ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷å-

ííÿìè íà òàê çâàíèõ ñòåïåíåâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìàõ Fk, k ≥ dpe, ÿêi
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óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â ïiäàëãåáði ïîëiíîìiâ Ps(ℓp) ⊂ Hbs(ℓp)

Fk(x) =

∞∑
n=1

xkn,

äå dpe � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà p i

x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) =
∞∑
n=1

enxn ∈ ℓp.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ íàïåðåä çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

(ξn) ⊂ C, n ≥ dpe, ìîæíà âèçíà÷èòè õàðàêòåð àëãåáðè Ps(ℓp) ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓp ïîêëàâøè φ(Fk) = ξk, k ≥ dpe i ïðîäîâæèâøè éîãî

çà ëiíiéíiñòþ i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ íà Ps(ℓp). Ïðîòå, ó áàãàòüîõ âèïàä-

êàõ, öåé õàðàêòåð íå áóäå íåïåðåðâíèì â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ïðîñòîðó ℓp i òîìó, íå áóäå ìàòè ïðîäîâæåííÿ

äî ôóíêöiîíàëó íà àëãåáði Ôðåøå Hbs(ℓp).

Ó [12] îïèñàíî ìíîæèíó õàðàêòåðiâ àëãåáðè Hbs(ℓ1) ó âèãëÿäi ïiä-

ìíîæèíè ïðîñòîðó öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó âiä îäíi¹¨ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíóòî òàê çâàíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ

åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ {Gk} àëãåáðè Hbs(ℓ1), ÿêi âèçíà÷à-

þòüñÿ ôîðìóëîþ

Gk(x) =
∑

n1<n2<···<nk

xn1xn2 . . . xnk
,

x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ ℓ1. Ïiñëÿ öüîãî, äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ àëãå-

áðè Hbs(ℓ1), ðîçãëÿíóòî ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ ïîñëiäîâíîñòi φ(Gk):

G(φ)(t) =
∞∑
k=0

tkφ(Gk),

äå G0 = 1, t ∈ C. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {Gk} ¹ àëãåáðà¨-

÷íèì áàçèñîì, ìíîæèíà õàðàêòåðiâ (ñïåêòð) àëãåáðè Hbs(ℓ1) çíàõîäèòüñÿ

ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié.

Ó [12] ïîêàçàíî, ùî êîæíà òàêà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiàëüíîãî
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òèïó, ÿêà â íóëi äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Ïðè öüîìó ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü â

òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓ1 îïèñóþòüñÿ äîáóòêàìè Àäàìàðà. Êðiì òîãî, ñåðåä õà-

ðàêòåðiâ àëãåáðè Hbs(ℓ1) ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi íå

ïîðîäæóþòüñÿ çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓ1. Öèì õàðàêòåðàì âiäïî-

âiäàþòü ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ eλt, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî êîìïëåêñíîãî

ïàðàìåòðà λ.

Ìåòîä ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ âèïàäêó äî-

âiëüíî¨ àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ÿêà ïîðîäæåíà

çëi÷åííîþ ñiì'¹þ ïîëiíîìiâ. Òàê, ó [16], çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ÿêùî äå-

ÿêà ïiäàëãåáðà àëãåáðè Hbs(ℓ1) ïîðîäæåíà ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ {Pk},

degPk = k, ‖Pk‖ = 1/k!, òî ñïåêòð öi¹¨ ïiäàëãåáðè ïåðåáóâà¹ ó âçà¹ìíî-

îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié ïîñëiäîâíî-

ñòåé φ(Pk), ÿêà ¹ ïiäìíîæèíîþ (íå îáîâ'ÿçêîâî âëàñíîþ) ïðîñòîðó öiëèõ

ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Ó ðîáîòàõ [11], [12] ââåäåíî i äîñëiäæåíî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ íà

ñïåêòði àëãåáðè Hbs(ℓ1), ÿêi âiäiãðàþòü ðîëü äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ. Ó

[14] ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbs(ℓ1) ç öèìè îïåðàöiÿìè áóäå êîìó-

òàòèâíèì íàïiâêiëüöåì ç îäèíèöåþ.

Ñåðåä àëãåáð, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííîþ ñiì'¹þ ïîëiíîìiâ, ¹ òàê çâàíi

àëãåáðè áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Áëî÷íî-ñèìåòðè÷íi

ïîëiíîìè íà ïðîñòîðàõ ℓp(Cn) ' ℓp × . . .× ℓp︸ ︷︷ ︸
n

âèçíà÷àþòüñÿ ÿê iíâàðiàíòíi

ïîëiíîìè âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê �áëîêiâ� � n-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ â

ℓp(Cn). Àëãåáðè áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó íà ïðîñòîðàõ ℓp(Cn) áóëè äîñëiäæåíi â ðîáîòàõ [43],[44], [45].

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè òà òåõíiêó òåîði¨

áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äëÿ îïèñó ñïåêòðà àëãåáðè íà-

ðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâèõ äîáóòêàõ ïðî-
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ñòîðó ℓ1. Êðiì òîãî, äîñëiäæåíî àëãåáðó ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié i ïåðåíåñåíî íà ñïåêòð öi¹¨ àëãåáðè îïåðàöi¨, ÿêi áóëè ââåäåíi äëÿ

âèïàäêó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ñïåêòð

àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ¹ êî-

ìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ (ÿêå íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì) âiäíîñíî

öèõ îïåðàöié. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó öüîãî êiëüöÿ

òà éîãî ãîìîìîðôiçìè. Òàêîæ, îòðèìàíî äåÿêi óçàãàëüíåííÿ äëÿ øèðøî-

ãî êëàñó àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.
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ÐÎÇÄIË 2

ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI. ÎÑÍÎÂÍI ÎÇÍÀ×ÅÍÍß I

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI

2.1. Ïîëiíîìè òà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði

Íåõàé X � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið. (Íåïåðåðâíå) âiäîáðà-

æåííÿ P : X → C íàçèâà¹òüñÿ (íåïåðåðâíèì) n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì,

ÿêùî iñíó¹ (íåïåðåðâíå) n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ BP : Xn → C òàêå, ùî

P (x) = BP (x, . . . , x). 0-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ¹ ëèøå ñòàëà ôóíêöiÿ.

Ñêií÷åííà ñóìà îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ ïîëiíîìîì.

Ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ëi-

íiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ i ìàþòü äåÿêi ïîäiáíi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, íåïå-

ðåðâíiñòü ïîëiíîìà åêâiâàëåíòíà éîãî îáìåæåíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæè-

íàõ. Êðiì òîãî, ç íåïåðåâíîñòi õî÷à á â îäíié òî÷öi áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü â êîæíié òî÷öi öüîãî ïðîñòîðó, à îáìåæåíiñòü

íà äåÿêié êóëi íåíóëüâîãî ðàäióñà åêâiâàëåíòíà îáìåæåíîñòi íà äîâiëüíié

îáìåæåíié ïiäìíîæèíi.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî n-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà íà X iñíó¹

¹äèíå ñèìåòðè÷íå n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ BP : Xn → C àñîöiéîâàíå ç P,

òîáòî òàêå, ùî P (x) = BP (x, . . . , x). �Ñèìåòðè÷íå� òóò îçíà÷à¹, ùî

BP (x1, . . . , xn) = BP (xσ(1), . . . , xσ(n)), x1, . . . , xn ∈ X

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ íà ìíîæèíi {1, . . . , n}. Çâ'ÿçîê ìiæ ïîëiíî-

ìîì P i âiäïîâiäíèì ñèìåòðè÷íèì n-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì BP çàäà¹-
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òüñÿ âiäîìîþ ïîëÿðèçàöiéíîþ ôîðìóëîþ:

BP (x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
ϵi=±1

ϵ1 . . . ϵnP

 n∑
j=1

ϵjxj

 .

Ïðè öüîìó, íåïåðåðâíiñòü ïîëiíîìà P åêâiâàëåíòíà íåïåðåðâíîñòi âiäïî-

âiäíîãî âiäîáðàæåííÿ BP . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P(nX) ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâ-

íèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà X òà ÷åðåç P(X) ïðîñòið óñiõ ïîëiíîìiâ

íà X. Çàóâàæèìî, ùî P(nX) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨

ç íîðì

‖P‖r = sup
∥x∥≤r

|P (x)|, r > 0. (2.1.1)

Ç ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹ äâîñòîðîííÿ îöiíêà íà íîðìè P òà

BP :

‖P‖1 ≤ ‖BP ‖ ≤ nn

n!
‖P‖1,

äå

‖BP ‖ = sup
∥x1∥≤1,...,∥xn∥≤1

|BP (x1, . . . , xn)|.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîíñòàíòó nn

n! ïîêðàùèòè íå âäà¹òüñÿ. Öié

ïðîáëåìi � ïðîáëåìi ïîøóêó íàéêðàùî¨ êîíñòàíòè c, òàêî¨ ùî ‖BP ‖ ≤

c‖P‖, ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò, P ∈ P(nX). Â îêðåìèõ âèïàäêàõ öþ îöií-

êó, ÿêà çàëåæèòü âiä n i âiä ãåîìåòði¨ ïðîñòîðó X, âäàëîñÿ âäîñêîíàëèòè.

Òàê, ó âèïàäêó êîëè X ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì, ‖BP ‖ = ‖P‖ äëÿ äî-

âiëüíîãî n i äîâiëüíîãî n-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P : X → K, äå K � ïîëå

äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Îäíàê, ó âèïàäêó ïîëiíîìà P : ℓ1 → K

òàêîãî, ùî P (x) = x1 . . . xn ìà¹ìî, ùî ‖BP ‖ = nn

n! ‖P‖.

Íåõàé X,Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ P : X → Y íàçè-

âà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ïîëiíîìiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà ϕ ∈ Y ∗, ϕ ◦ P áóäå ïîëiíîìîì íà X.
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Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèì áàçèñîì (àáî áàçèñîì Øàóäåðà) â áà-

íàõîâîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âå-

êòîðiâ (em), m ∈ N òàêà, ùî êîæåí åëåìåíò x ∈ X îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ

ó âèãëÿäi

x =

∞∑
m=1

xmem, xm ∈ C

i ‖x − xm‖ → 0 ïðè m → ∞. Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî X ìà¹ òîïîëîãi÷íèé

áàçèñ, òî X � ñåïàðàáåëüíèé (ïðîòå, íàâïàêè íå ïðàâèëüíî).

Òåîpåìà 2.1.1. Íåõàé áàíàõiâ ïðîñòið X ìà¹ òîïîëîãi÷íèé áàçèñ

(em) i P ∈ P(nX). Òîäi

P (x) = P

( ∞∑
m=1

xmem

)
=

∑
i1,...,in∈N

BP (xi1 . . . xin),

äå BP � n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå ç P.

Ïîëiíîì P íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìîì ñêií-

÷åííîãî òèïó, ÿêùî P ¹ ñêií÷åííîþ àãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ. Ïîëiíîìè ñêií÷åííîãî òèïó óòâîðþþòü ïiäàëãåáðó â àëãå-

áði âñiõ ïîëiíîìiâ. Ïîëiíîì P íàçèâà¹òüñÿ àïðîêñèìîâíèì, ÿêùî P ìî-

æíà íàáëèçèòè ïîëiíîìàìè ñêií÷åííîãî òèïó ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíèõ

ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Çàóâàæèìî, ùî â ïðîñòîði c0 âñi ïîëiíîìè ¹

àïðîêñèìîâíèìè. Ïðîòå, â ïðîñòîði ℓp, p ≥ 1 iñíóþòü íåàïðîêñèìîâíi

ïîëiíîìè.

Ïiäàëãåáðà ñêàëÿðíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðiàëüíîþ

ÿêùî ç òîãî, ùî äåÿêèé ïîëiíîì íàëåæèòü öié ïiäàëãåáði âèïëèâà¹, ùî

âñi äiëüíèêè öüîãî ïîëiíîìà íàëåæàòü öié ïiäàëãåáði. Äîáðå âiäîìî, ùî

ñêàëÿðíîçíà÷íi ïîëiíîìè ðîçêëàäàþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì íà íåçâiäíi ñïiâ-

ìíîæíèêè (ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè) i àëãåáðà íåïå-

ðåðâíèõ ïîëiíîìiâ ¹ ôàêòîðiàëüíîþ ïiäàëãåáðîþ â àëãåáði âñiõ ïîëiíîìiâ.
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Òàêîæ, àëãåáðà àïðîêñèìîâíèõ ïîëiíîìiâ ¹ ôàêòîðiàëüíîþ â àëãåáði âñiõ

íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ.

Âiäîìîñòi, íàâåäåíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ìîæíà çíàéòè, çîêðåìà, â

ìîíîãðàôiÿõ [18], [19], [54].
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2.2. Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

Áåçïîñåðåäíiì óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

íà âèïàäîê íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïîíÿòòÿ G-àíàëiòè÷íîãî âiä-

îáðàæåííÿ.

Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, U ⊂ X � äåÿêà ñêií÷åííîâiäêðèòà ìíî-

æèíà âX, òîáòî òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó

Z ⊂ X ìíîæèíà Z ∩ U ¹ âiäêðèòîþ â Z.

Ôóíêöiÿ f : U → C íàçèâà¹òüñÿ G-àíàëiòè÷íîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

x ∈ X iñíó¹ íàáið îäíîðiäíèõ (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèõ) ïîëiíîìiâ

(fn)
∞
n=0, fn : X → C, deg fn = n òàêèé, ùî

f(x+ h) =

∞∑
n=0

fn(h) (2.2.1)

äëÿ êîæíîãî h ∈ X òàêîãî, ùî x+ h ∈ U .

Íåïåðåðâíà G-àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà âiäêðèòié ìíîæè-

íi U íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà U . Ïîëiíîìè fn íàçèâàþòü

ïîëiíîìàìè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f, à ðÿä (2.2.1) ¹ ðîçêëàäîì ôóíêöi¨ f ó

ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè x. Ïîëiíîìè fn âèçíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì

ðiâíiñòþ

1

n!
fn(h) =

1

2π

π∫
−π

e−inθf(x+ einθh)dθ.

Íåõàé f � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà âiäêðèòié ïiäìíîæèíi U â X i x ∈

U. Ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ϱx(f) ôóíêöi¨ f â òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê ñóïðåìóì òèõ λ, λ ∈ C, ùî x+λB ⊂ U i ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f â îêîëi

òî÷êè x çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi x+ λB, äå B � îäèíè÷íà

êóëÿ â X. Ðàäióñ îáìåæåíîñòi f â òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóïðåìóì òèõ

λ, λ ∈ C, ùî f ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà ìíîæèíi x+ λB.
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Òåîpåìà 2.2.1. Ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f â òî÷öi x

çáiãà¹òüñÿ ç ðàäióñîì îáìåæåíîñòi f â x i ÿêùî f ∈ H(X), òî

ϱ0(f) :=
(
lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

,

äå � ïîëiíîìè Òåéëîðà ôóíêöi¨ f.

Òåîpåìà 2.2.2. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X i f � àíà-

ëiòè÷íà ôóíêöiÿ ç U â C. Òîäi:

(a) f ¹ íåïåðåðâíîþ;

(á) f ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ, òîáòî f ¹ îáìåæåíîþ â äåÿêîìó îêîëi

êîæíî¨ òî÷êè ç U .

Íàñëiäîê 2.2.1. Íåõàé U � çâ'ÿçíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ç X i f

� àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ç U â C. ßêùî f íå ¹ ñòàëîþ ôóíêöi¹þ íà U , òîäi

f(V ) ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ç C äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè

V ç U.

Àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà âñüîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ

öiëîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Ïðîñòið öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà X

ïîçíà÷àþòü H(X).

Íàñëiäîê 2.2.2. (òåîðåìà Ëióâiëëÿ) ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ H(X) ¹

îáìåæåíîþ íà X, òîäi f ¹ ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì íà X.

Òåîpåìà 2.2.3. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X i f � àíà-

ëiòè÷íà ôóíêöiÿ â U. Íåõàé a ∈ U , t ∈ X i r > 0 òàêi, ùî a+ ζt ∈ U äëÿ

âñiõ ζ ∈ 4(0; r). Òîäi äëÿ êîæíîãî λ ∈ 4(0; r) áóäåìî ìàòè iíòåãðàëüíó

ôîðìóëó Êîøi

f(a+ λt) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

f(a+ ζt)

ζ − λ
dζ.
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ßê áóëî âiäçíà÷åíî, êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ H(X) ¹ ëîêàëüíî îáìå-

æåíîþ. Òîáòî, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ äåÿêèé îêië öi¹¨ òî÷êè â

ÿêîìó ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ. Ïðîòå f íå îáîâ'ÿçêîâî îáìåæåíà íà âñiõ

îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Òàê, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
n=1

xnn,

x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ ℓp, 1 ≤ p < ∞ ¹ öiëîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ, àëå

f íå îáìåæåíà íà îáìåæåíié ïîñëiäîâíîñòi yi = (0, . . . , 0, 2︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . .). Áiëüøå

òîãî, âiäîìî, ùî íà êîæíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

iñíó¹ öiëà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà íå ¹ îáìåæåíîþ íà âñiõ îáìåæåíèõ

ìíîæèíàõ.

Íåõàé τb � òîïîëîãiÿ íà P(X), ðiâíîìiðíî çáiæíà íà îáìåæå-

íèõ ïiäìíîæèíàõ X. Äàíà òîïîëîãiÿ ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ñiì'¹þ íîðì

(2.1.1) äëÿ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë r, à òîìó ¹ ìåòðèçîâíîþ. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Hb(X) äîïîâíåííÿ (P(X), τb). Îòæå, Hb(X) � àëãåáðà Ôðåøå,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà X, ÿêi îáìåæåíi íà âñiõ

îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ (òàê çâàíi öiëi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó). Òîáòî,

ðàäióñ îáìåæåíîñòi êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hb(X) äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi.

Âiäîìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå iñíó¹ ïîâíîãî àíàëîãó òåîðåìè

Ãàíà-Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåííÿ äëÿ ïîëiíîìiâ òà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Ïðîòå, iñíó¹ ìîæëèâiñòü ïðîäîâæóâàòè àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî

òèïó ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið X∗∗ (òóò ìè

ðîçóìi¹ìî, ùî ïðîñòið X içîìåòðè÷íî âêëàäåíèé ó X∗∗).

Òåîpåìà 2.2.4. Íåõàé f ∈ Hb(X). Òîäi iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ f̃ ∈

Hb(X
∗∗) ôóíêöi¨ f ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið X∗∗. Ïðè öüîìó, îïå-

ðàòîð ïðîäîâæåííÿ f 7→ f̃ ¹ òîïîëîãi÷íèì ãîìîìîðôiçìîì ç àëãåáðè
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Hb(X) â àëãåáðó Hb(X
∗∗). Òîáòî

f̃ + λg̃ = f̃ + λg,

f̃ g̃ = f̃g, f, g ∈ Hb(X), λ ∈ C.

Êðiì òîãî, ‖P̃‖ = ‖P‖ äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà P.

Îïåðàòîð ïðîäîâæåííÿ f 7→ f̃ íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì Àðîíà-

Áåðíåðà [4], [17].

Íåõàé φ ∈ H∗
b (X) � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà Hb(X).

Ïîçíà÷èìî φn � çâóæåííÿ φ íà ïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P(nX).

Îñêiëüêè P(nX) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, ìè ìîæåìî çíàéòè íîðìó ‖φn‖

ôóíêöiîíàëà φn íà öüîìó ïðîñòîði. Â [5] ïîêàçàíî, ùî âåëè÷èíà

R(φ) = lim sup
n→∞

‖φn‖1/n

¹ çàâæäè ñêií÷åííîþ i íåâiä'¹ìíîþ òà ¹ íàéáiëüøîþ íèæíüîþ ãðàííþ

÷èñåë r òàêèõ, ùî φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà êóëi ç öåíòðîì â íóëi i ðàäióñîì r. R(φ) íàçèâàþòü ðàäióñ ôóíêöi¹þ

ôóíêöiîíàëà φ. Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà φ íà

Hb(X) ðàäióñ ôóíêöiÿ R(φ) < ∞, òî φ ¹ íåïåðåðâíèì. Êðiì òîãî, âèêî-

íó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîpåìà 2.2.5. Íåõàé φn ∈ P∗(nX) äëÿ n ≥ 0 i äëÿ íîðì ôóíêöiî-

íàëiâ φn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖φn‖ ≤ csn

äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò c, s > 0. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ôóíêöiîíàë φ ∈ H∗
b (X)

çâóæåííÿ ÿêîãî íà P(nX) çáiãà¹òüñÿ ç φn, n ≥ 0.
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Ñåðåä ôóíêöiîíàëiâ íà Hb(X) ¹ ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü â òî÷êàõ x

ïðîñòîðó X: δx(f) = f(x), f ∈ Hb(X). Çàóâàæèìî, ùî R(δx) = ‖x‖ i

R(φ) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè φ = δ0.

Äëÿ äåòàëüíiøî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïîëiíîìè òà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ìè ïåðåíàïðàâëÿ¹ìî ÷èòà÷à íà [19]. Ñïåêòðè (ìíî-

æèíè íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ = ìíîæèíè õàðàêòåðiâ)

Hb(X) òà éîãî ïiäàëãåáðè äîñëiäæóâàëè áàãàòî àâòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä,

[5], [6], [55], [63]).
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2.3. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

Íåõàé G � äåÿêà íàïiâãðóïà ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ íà

X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç HbG(X) ïiäàëãåáðó Hb(X), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç G-

iíâàðiàíòíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Òàêi àëãåáðè ðîçãëÿäàþòüñÿ â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó â [26, 28].

Íàãàäà¹ìî, ùî àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì äåÿêî¨ àëãåáðè A ç îäèíèöåþ

e íàçèâà¹òüñÿ òàêà çëi÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòiâ {ai} ⊂ A, ùî

(1) Ìíîæèíà {ai} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òîáòî, ÿêùî äëÿ

áóäü ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó a1, a2, . . . , am i ïîëiíîìà q âiä m çìiííèõ

q(a1, a2, . . . , am) = 0, òî q ≡ 0.

(2) Êîæåí åëåìåíò ç A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ àëãåáðà-

¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ (ñêií÷åííî¨ ñóìè ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ) åëåìåíòiâ ç {ai}

òà îäèíè÷íîãî åëåìåíòà e.

Äëÿ äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ âèïàäêiâ íàïiâãðóïè ñèìåòðié G iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü G-ñèìåòðè÷íèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ {P1, P2, . . . , Pn, . . .},

degPn = n, ùî óòâîðþ¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè G-ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ PG(X). Íàïðèêëàä, ÿêùî G = s � ãðóïà âñiõ ïåðåñòàíîâîê áàçè-

ñíèõ âåêòîðiâ ó ℓp, 1 ≤ p <∞, òî ôóíêöi¨

Fk(x) =

∞∑
i=1

xki , k ≥ dpe

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Ps(ℓp) [28], äå dpe � ñòåëÿ ÷èñëà p, òîáòî

íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå àáî äîðiâíþ¹ p. Áàçèñ {Fk} ÷àñòî

íàçèâàþòü áàçèñîì ñòåïåíåâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Íàâïàêè, ÿêùî äåÿêà ïiäàëãåáðà PP àëãåáðè P(X) ïîðîäæåíà äå-

ÿêîþ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíî-

ìiâ P = {P1, P2, . . . , Pn, . . .}, degPn = n, òî iñíó¹ íàïiâãðóïà àíàëiòè÷íèõ
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âiäîáðàæåíü îáìåæåíîãî òèïó GP ïðîñòîðó X äëÿ ÿêî¨ âñi ïîëiíîìè ç PP

áóäóòü GP-ñèìåòðè÷íèìè [16]. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-

òðè÷íî ïîâíîþ, ÿêùî àëãåáðà PP ìiñòèòü âñi GP-ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè.

Âiäîìî ([16]), ùî {Fk} ¹ ñèìåòðè÷íî ïîâíèì áàçèñîì â Ps(ℓp).

Íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ìîæíà ââåñòè íàñòóïíå âiäíîøåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi, ïîâ'ÿçàíå ç ìíîæèíîþ ïîëiíîìiâ P:

x ∼ y ⇔ P (x) = P (y), P ∈ PP.

Òîäi íàïiâãðóïà GP ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü îáìåæå-

íîãî òèïó A íà X, ùî A(x) ∼ x. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

X/ ∼ äëÿ ìíîæèíè êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîpåìà 2.3.1. ([16]). Íåõàé P � ñèìåòðè÷íî ïîâíà ïîñëiäîâíiñòü

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i F : X → X � àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ îáìå-

æåíîãî òèïó òàêå, ùî ç x ∼ y âèïëèâà¹ F (x) ∼ F (y), x, y ∈ X. Òîäi îïå-

ðàòîð êîìïîçèöi¨ CF : f 7→ f ◦ F ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè

HbP â ñåáå.

Òåîpåìà 2.3.2. ([3]). Íåõàé x, y ∈ ℓp, 1 ≤ p < ∞. ßêùî iñíó¹

íàòóðàëüíå m, òàêå, ùî Fn(x) = Fn(y) äëÿ âñiõ n > m, òî x ∼ y.

Çîêðåìà, ÿêùî Fn(x) = 0 äëÿ âñiõ n > m, òî x = 0.

Äëÿ x, y ∈ ℓp ïîçíà÷èìî x • y = (x1, y1, x2, y2, . . .) i x � y � ïîñëiäîâ-

íiñòü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë xiyj , i, j ∈ N ïðîíóìåðîâàíèõ ó äåÿêîìó

ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó. Òîäi íà ìíîæèíi ℓp/ ∼ ìîæíà ââåñòè íàñòóïíi àë-

ãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨:

[x] • [y] = [x • y] i [x] � [y] = [x � y].

Òåîpåìà 2.3.3. ([14]). Ìíîæèíà (ℓp/ ∼, •, �) ¹ êîìóòàòèâíèì íà-

ïiâêiëüöåì ç îäèíèöåþ. Òîáòî (ℓp/ ∼, •, �) ¹ êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ
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âiäíîñíî êîæíî¨ îïåðàöi¨ òà âèêîíó¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíèé çàêîí

z � ([x] • [y]) = ([z] � [x]) • ([z] � [y]).

Ìóëüòèïëiêàòèâíîþ îäèíèöåþ â öüîìó íàïiâêiëüöi ¹ [(1, 0, 0 . . .)].

Ó âèïàäêó, êîëè p = 1 ¹ âàæëèâèìè íàñòóïíi áàçèñè â Ps(ℓ1) : áàçèñ

åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Gn(x) =
∑

i1<···<in

xi1 · · ·xin

òà áàçèñ ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Hn(x) =
∑

i1≤···≤in

xi1 · · ·xin .

Íåõàé F(x)(t), G(x)(t) òà H(x)(t) � ôîðìàëüíi ðÿäè

F(x)(t) =
∞∑
n=1

tn−1Fn(x),

G(x)(t) =
∞∑
n=0

tnGn(x), G0 = 1

òà

H(x)(t) =
∞∑
n=0

tnHn(x), H0 = 1,

ÿêi òàêîæ íàçèâàþòüñÿ òâiðíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ âiäïîâiäíèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé áàçèñíèõ ïîëiíîìiâ.

Ç êîìáiíàòîðíèõ ìiðêóâàíü âiäîìî [48, ñò. 3], ùî

G(x)(t) = 1

H(−x)(t)
(2.3.1)

òà

G(x)(t) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0
F(−x)(ξ)dξ

)
, (2.3.2)
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äå ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1 i êîæíîãî t ó ñïiëüíié îáëàñòi

çáiæíîñòi. Â [12] ïîêàçàíî, ùî êîæíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì φ ç

Hbs(ℓ1) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî çíà÷åííÿì íà G(x)(t) i

g(t) = φ
(
G(t)

)
=

∞∑
n=0

tnφ(Gn) (2.3.3)

¹ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ç g(0) = 1. Áiëüøå òîãî, ÿêùî φ = δx

¹ ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi ïðè x ∈ ℓ1 (òîáòî δx(f) = f(x), f ∈

Hb(ℓ1)), òî

δx
(
G(t)

)
= G(x)(t) =

∞∏
k=1

(1 + xkt). (2.3.4)

Çàóâàæèìî, ùî (2.3.4) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì äîáóòêîì Àäàìàðà �

öiëà ôóíêöiÿ, ùî ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè íóëÿìè an = 1/(−xn) äëÿ

xn 6= 0. Òàêîæ çãiäíî [11, 12] iñíó¹ ñiì'ÿ ψλ, λ ∈ C ó ñïåêòði Hb(ℓ1) òàêà,

ùî

ψλ

(
G(t)

)
= eλt.

Ó [11] ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó γ ç

γ(0) = 1, àëå ¨¨ íåìîæëèâî ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.3.3). Ñïåêòðè àëãåáð

Hbs(ℓp) äîñëiäæóâàëèñü òàêîæ â [3], [23]. Ïîëiíîìè, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

äåÿêèõ iíøèõ ãðóï ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ðîçãëÿíóòi â [33],

[42], [43].

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïiäàëãåáðó öiëèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó, ÿêà ïîðîäæåíà òàê çâàíèìè ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìà-

ìè. Àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòî-

ðàõ ðîçãëÿíóòî ó [57, 58, 60]. Ó ðîçäiëi 4 ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi

áàçèñè àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïiäðîçäië 4.1 ïðèñâÿ÷åíèé

ñïåêòðàì àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó. Çîêðåìà, ìè ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíó ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åííÿ â òî÷öi
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íà àëãåáði ìîæíà îïèñàòè ÿê ìåòðè÷íå êiëüöå, ÿêå íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòî-

ðîì. Òàêîæ äîñëiäæóþòüñÿ äåÿêi îïåðàòîðè íà öüîìó êiëüöi.
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2.4. Êîìóòàòèâíi àëãåáðè Ôðåøå

Òîïîëîãi÷íîþ àëãåáðîþ (íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë) ìè íàçè-

âà¹ìî òîïîëîãi÷íèé ëiíiéíèé ïðîñòið A (íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë)

íà ÿêîìó êðiì îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó âèçíà÷åíî,

òàêîæ, îïåðàöiþ ìíîæåííÿ âåêòîðiâ � ·� òàêó, ùî (A,+, · ) ¹ êiëüöåì ç

îäèíèöåþ i âñi âêàçàíi îïåðàöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A.

ßêùî A � áàíàõiâ ïðîñòið, òî óìîâà íåïåðåâíîñòi ìíîæåííÿ ðiâíîñèëüíà

iñíóâàííþ åêâiâàëåíòíî¨ íîðìè òàêî¨, ùî ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

Ïðîñòîðîì Ôðåøå íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îïóêëèé ïîâíèé ìåòðè-

çîâíèé ïðîñòið. Ëiíiéíî îïóêëèé ïðîñòið áóäå ìåòðèçîâíèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè éîãî òîïîëîãiÿ ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêîþ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íà-

ïiâíîðì (pn), n ∈ N. Àëãåáðà (A,+, · ) íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ Ôðåøå, ÿêùî

A ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå i ñèñòåìó íàïiâíîðì (pn) ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

pn(xy) ≤ pn(x)pn(y), n ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà àëãåáðà Ôðåøå ¹ òîïî-

ëîãi÷íîþ àëãåáðîþ, à êîæíà áàíàõîâà àëãåáðà ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå.

Íåõàé A1, A2 � äâi àëãåáðè Ôðåøå. Âiäîáðàæåííÿ Φ: A1 → A2

íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð, ÿêùî

Φ(a+ λb) = Φ(a) + λΦ(b) i Φ(ab) = Φ(a)Φ(b), a, b ∈ A1, λ ∈ C.

Ãîìîìîðôiçì àëãåáðè A â ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòå-

ðîì öi¹¨ àëãåáðè (òàêîæ âæèâàþòü òåðìiíè �ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiî-

íàë�, �êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì�).

Òåîpåìà 2.4.1. Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà. Òîäi êîæåí õàðàêòåð

àëãåáðè A ¹ íåïåðåðâíèì.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äëÿ àëãåáð Ôðåøå íå âiäîìî ÷è êîæåí õàðà-

êòåð ¹ àâòîìàòè÷íî íåïåðåðâíèé. Öå ïèòàííÿ ñêëàäà¹ âiäîìó ïðîáëåìó
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Ìàéêëà 1952 ðîêó [53]. Ìíîæèíó âñiõ íåíóëüîâèõ íåïåðåðâíèõ õàðàêòåðiâ

àëãåáðè Ôðåøå A íàçèâàþòü ñïåêòðîì öi¹¨ àëãåáðè i ïîçíà÷àþòü M(A).

ßäðî (ìíîæèíà íóëiâ) äîâiëüíîãî ãîìîìîðôiçìà àëãåáðè Ôðåøå ¹

äåÿêèì iäåàëîì öi¹¨ àëãåáðè. ßäðî õàðàêòåðà ¹ çàâæäè ìàêñèìàëüíèì

iäåàëîì (âiäíîñíî ïîðÿäêó, ïîðîäæåíîãî âêëþ÷åííÿì). Íàâïàêè, ÿêùî A

� êîìóòàòèâíà àëãåáðà Ôðåøå, òî êîæåí ìàêñèìàëüíèé iäåàë öi¹¨ àëãåáðè

¹ ÿäðîì äåÿêîãî õàðàêòåðà. Ðàäèêàëîì àëãåáðè íàçèâàþòü ïåðåòèí âñiõ ¨¨

ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ. Àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïðîñòîþ, ÿêùî ¨¨ iäåàë

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè 0. Êîìóòàòèâíà àëãåáðà áóäå íàïiâïðîñòîþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè a ∈ A, a 6= 0 iñíó¹ õàðàêòåð

φ ∈M(A) òàêèé, ùî φ(a) 6= 0.

Âàæëèâèì äëÿ íàñ ïðèêëàäîì àëãåáðè Ôðåøå ¹ àëãåáðà àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hb(X) íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði X. Î÷åâèäíî, ùî öÿ àëãåáðà ¹ êîìóòàòèâíîþ i íàïiâïðîñòîþ.

Çãiäíî òåîði¨ Ãåëüôàíäà êîæíà êîìóòàòèâíà íàïiâïðîñòà àëãåáðà

Ôðåøå A ìîæå áóòè çîáðàæåíà ÿê àëãåáðà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ¨¨

ñïåêòði M(A) (äèâ., íàïðèêëàä, [54, 217 ñò., 231 ñò.]). À ñàìå, êîæíié

òî÷öi a ∈ A ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ â, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

çâàíèì ïåðåòâîðåííÿì Ãåëüôàíäà:

â(φ) = φ(a), φ ∈M(A).

Íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ íà ñïåêòði, âiäíîñíî ÿêî¨ âñi òàêi ôóíêöi¨ áóäóòü

íåïåðåðâíèìè, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ Ãåëüôàíäà. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî

A � áàíàõîâà àëãåáðà, òî M(A) ¹ êîìïàêòíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì

â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà.

ßêùî A ñêëàäà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði X, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi δx, δx(f) = f(x),

f ∈ Hb(X) íàëåæèòü M(A). Âiäîáðàæåííÿ x 7→ δx ¹ ií'¹êòèâíèì òîäi i
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òiëüêè òîäi, êîëè A âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè X, íàïðèêëàä, ÿêùî A = Hb(X) �

àëãåáðà âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà X. Çàóâàæèìî, ùî

â çàãàëüíîìó âèïàäêóMb =M(Hb(X)) ìà¹ ñêëàäíi òîïîëîãi÷íó i àëãåáðà-

¨÷íó ñòðóêòóðè (äèâ. [63, 7]), ÿêi ìîæíà îïèñàòè ëèøå íåÿâíî çà ó÷àñòþ

òàêèõ iíñòðóìåíòiâ, ÿê ðîçøèðåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà, òîïîëîãi÷íîãî òåí-

çîðíîãî äîáóòêó, êîìïàêòèôiêàöi¨ Ñòîóíà-×åõà, òîùî. Ó [6] äîâåäåíî, ùî

äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ àëãåáðè Hb(X) iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü (xα) ⊂ X

òàêà, ùî

φ(x) = lim
α
P (xα), ∀P ∈ P(X).

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ çàñòîñóâàííÿ çðó÷íî ìàòè àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ñïåêòðè ÿêèõ äîïóñêàþòü ÿâíi

îïèñè. ßêùî ïiäàëãåáðà A ç Hb(X) ìà¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ ïîëiíîìiâ

P1, P2, . . . , Pn, . . . , òî êîæåí φ ∈M(A) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà-

÷åííÿìè íà öüîìó áàçèñi ξ1 = φ(P1), ξ2 = φ(P2), . . . , ξn = φ(Pn), . . . . Òà-

êèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî îïèñàòèM(A) ÿê ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó ïîñëiäîâ-

íîñòåé {(ξ1, . . . , ξn, . . .) : ξj ∈ C}. Áiëüøå òîãî, ÿêùî ‖Pn‖ = 1 i degPn = n,

òî íå âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi (ξn) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó

óìîâó

sup
n

|ξn|1/n <∞. (2.4.1)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà L∞[0, 1] óìîâà (2.4.1) ¹ äîñòàòíüîþ [23], àëå äëÿ àë-

ãåáðè Hbs(ℓ1) íå ¹ [11].

Ó ðîáîòi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêèé ïiäõiä äëÿ àëãåáðè íàðiçíî ñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó ℓ1 òà

íà àëãåáði Hsup
b , ùî ¹ ïiäàëãåáðîþ Hb(ℓ1(Z0)) ïîðîäæåíîþ ïîëiíîìà-

ìè T1, T2, . . . , äå ℓ1(Z0) � ïðîñòið àáñîëþòíî ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
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(zi) ⊂ Z0, Z0 = Z \ {0}, à ïîëiíîìè Tk âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Tk =
∑
i>0

zki −
∑
j<0

zkj .

Ïîëiíîìè ç àëãåáðè Hsup
b íàçèâàþòüñÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè i

âèíèêàþòü â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.
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ÐÎÇÄIË 3

ÍÀÐIÇÍÎ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÏÎËIÍÎÌÈ ÍÀ ÄÅÊÀÐÒÎÂÎÌÓ

ÄÎÁÓÒÊÓ ℓ1

3.1. Âèïàäîê ñêií÷åííîãî äåêàðòîâîãî äîáóòêó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøå óçàãàëüíåííÿ ñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâèé ñòåïiíü ïðîñòîðó ℓ1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ℓ
(n)
1 = ℓ1 × · · · × ℓ1︸ ︷︷ ︸

n

äåêàðòiâ äîáóòîê n êîïié ℓ1 ç

‖x‖ = ‖x(1)‖+ · · ·+ ‖x(n)‖, äå x = (x(1), . . . , x(n)) ∈ ℓ
(n)
1

i êîæåí âåêòîð x(j) ìà¹ âèãëÿä

x(j) =
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)m , . . .

)
∈ ℓ1.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Ïîëiíîì P : ℓ
(n)
1 → C ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì,

ÿêùî äëÿ âñiõ ïåðåñòàíîâîê σ1, . . . , σn íà N

P
(
σ1(x

(1)), . . . , σn(x
(n))
)
= P

(
x(1), . . . , x(n)

)
,

äå

σi

(
x(j)
)
=
(
x
(j)
σi(1)

, . . . , x
(j)
σi(m), . . .

)
.

Ãðóïó îïåðàòîðiâ íà ℓ(n)1 ÿêà äi¹(
x(1), . . . , x(n)

)
7→
(
σ1(x

(1)), . . . , σn(x
(n))
)

áóäåìî ïîçíà÷àòè Gss.
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Îçíà÷åííÿ 3.1.2. Ïîëiíîì P : ℓ
(n)
1 → C ¹ áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèì ÷è

ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì Ìàêìàõîíà, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ

íà N

P
(
σ(x(1)), . . . , σ(x(n))

)
= P

(
x(1), . . . , x(n)

)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pss(ℓ
(n)
1 ) àëãåáðó âñiõ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ íà ℓ(n)1 . Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið ℓ(n)1 içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé äî ℓ1.

Äiéñíî, âiäîáðàæåííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

I(n)
(
x(1), . . . , x(n)

)
=
(
x
(1)
1 , . . . , x

(n)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(n)
2 , . . . , x

(1)
k , . . . , x

(n)
k , . . .

)
¹ içîìîðôiçìîì ℓ

(n)
1 íà ℓ1. ßêùî P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ℓ1, òîäi

P ◦ I(n) ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà ℓ(n)1 . Îòæå, âiäîáðàæåííÿ

P 7→ P ◦ I(n) ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1,

Ps(ℓ1) íà Pss(ℓ
(n)
1 ). Çàóâàæèìî, ùî öå íå ñþð'¹êöiÿ. Íàïðèêëàä, ïîëiíîì

Q(x, y) =
∑
i<j

xixj +
∑
i<j

yiyj

¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì íà ℓ
(2)
1 , àëå ïîëiíîì P íà ℓ1 âèçíà÷åíèé

P (x1, y1, . . . , xn, yn, . . .) = Q(x, y) íå ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Çðîçóìiëî, ùî êîæåí íàðiçíî ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ áëî÷íî-

ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì. Çàãàëüíi àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi áëî÷íî-

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ ìîæíà çíàéòè

â [47]. Àëãåáðè ïîðîäæåíi áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà ℓ1 òà ¨õ

ñïåêòðè áóëè äîñëiäæåíi â [43], [45], [44].

Êàçàòèìåìî, ùî x ∼ y äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ ℓ
(n)
1 , ÿêùî P (x) = P (y)

äëÿ êîæíîãî P ∈ Pss(ℓ
(n)
1 ). Äëÿ äàíîãî x ∈ ℓ

(n)
1 i 1 ≤ j ≤ n ïîçíà÷èìî

íîñié x(j) ÷åðåç

supp j(x) = supp
(
x(j)
)
= {m ∈ N : x(j)m 6= 0}.
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Ëåìà 3.1.1. Äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ
(n)
1 iñíó¹ y ∼ x òàêèé, ùî supp i(y)∩

supp j(y) = ∅ äëÿ âñiõ 1 ≤ i < j ≤ n.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî ÿêùî z ∈ ℓ
(n)
1 òàêèé, ùî

äëÿ äåÿêèõ 1 ≤ l ≤ n,

z(l) = (0, x
(l)
1 , x

(l)
2 , . . . , x

(l)
k , . . .)

i z(j) = x(j) äëÿ âñiõ j 6= l, òî z ∼ x. Ñïðàâäi, íåõàé P ∈ Pss(ℓ
(n)
1 ).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pl(z
(l)) ïîëiíîì P (z) äëÿ ôiêñîâàíèõ z(j), j 6= l. Òîäi

Pl ¹ ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà ℓ1 i, äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ

Pl(z
(l)) = Pl(0, x

(l)
1 , x

(l)
2 , . . . , x

(l)
k , . . .) = Pl(x

(l)
1 , x

(l)
2 , . . . , x

(l)
k , . . .) = Pl(x

(l)).

Îòæå, P (z) = P (x).

Òåïåð äîñèòü ïîêëàñòè

y(j) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, x
(j)
1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, x
(j)
2 , . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, x
(j)
k , . . . ), j = 1, 2, . . . , n.

�

Òåîpåìà 3.1.1. Ïîëiíîìè

F
(j)
k (x) = Fk(x

(j)) =
∞∑

m=1

(
x(j)m

)k
, j = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . .

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Pss(ℓ
(n)
1 ).

Äîâåäåííÿ. ßê áà÷èìî, áóäü-ÿêèé íàðiçíî ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì

P ¹ áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì i òîìó éîãî ìîæíà çîáðàçèòè çà äî-

ïîìîãîþ íàñòóïíîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó â àëãåáði áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó ℓ1 (äèâ. [44]):

Fk1...kn(x) =

∞∑
m=1

(
x(1)m

)k1
· · ·
(
x(n)m

)kn
, k1, . . . kn ∈ Z+. (3.1.1)
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Çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîìè (3.1.1) ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèìè òiëüêè òî-

äi, êîëè ëèøå îäíå ç íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë k1, . . . , kn áiëüøå çà íóëü.

Ïðè÷îìó, äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ
(n)
1 ìè ìîæåìî çíàéòè y ∼ x, ÿê ó ëåìi 3.1.1

i îñêiëüêè y(j) ìàþòü âçà¹ìíî íåïåðåòèííi íîñi¨, Fk1...kn(y) = 0, ÿêùî äëÿ

äåÿêèõ äâîõ ðiçíèõ ÷èñåë i i l, ki 6= 0 i kl 6= 0. Îòæå, P (y) ìîæíà çî-

áðàçèòè ÿê àëãåáðà¨÷íó (íàñïðàâäi, ëiíiéíó) îáîëîíêó F (j)
k (y), 1 ≤ j ≤ n,

k ∈ N. Àëå P (x) = P (y) i F (j)
k (x) = F

(j)
k (y). Òàêèì ÷èíîì, P ¹ àëãå-

áðà¨÷íîþ (ëiíiéíîþ) îáîëîíêîþ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ F (j)
k (y),

1 ≤ j ≤ n, k ∈ N. Òàêîæ, î÷åâèäíî, ùî F (j)
k � àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíi,

îñêiëüêè çâóæåííÿ ïîëiíîìiâ F (j)
k íà j-òó êîìïîíåíòó ïðîñòîðó ℓ(n)1 çáiãà-

¹òüñÿ ç ïîëiíîìàìè Fk, ÿêi, ÿê âiäîìî, ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Òîìó

ïîëiíîìè F (j)
k óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði Pss(ℓ

(n)
1 ).

�

Òâåpäæåííÿ 3.1.1. Íåõàé Pk, k ∈ N � äåÿêèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ

â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1. Òîäi P
(j)
k , k ∈ N, j = 1, 2, . . . , n ¹

àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì â àëãåáði íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ
(n)
1 ,

äå

P
(j)
k (x) = Pk

(
x(j)
)
.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïîëiíîìè P
(j)
k ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-

æíèìè, îñêiëüêè òàêèìè ¹ ïîëiíîìè Pk, k ∈ N. Ç iíøîãî áîêó, êîæåí

ïîëiíîì F
(j)
k ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ

P
(j)
k , îñêiëüêè êîæåí Fk ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨

ïîëiíîìiâ Pk.

�

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hbss(ℓ
(n)
1 ) ïîïîâíåííÿ Pss(ℓ

(n)
1 ) âiäíîñíî òîïîëîãi¨

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ℓ(n)1 . Òîáòî, Hbss(ℓ
(n)
1 ) ¹
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çàìèêàííÿì àëãåáðè Pss(ℓ
(n)
1 ) â Hb(ℓ

(n)
1 ). Çðîçóìiëî, ùî Hbss(ℓ

(n)
1 ) ¹ ðiâíî-

ìiðíîþ àëãåáðîþ Ôðåøå ÿê çàìêíåíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè Hb(ℓ
(n)
1 ) öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ(n)1 .

Ìè ïîêàçàëè, ùî âñi íàðiçíî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè (òîáòî ïîëiíîìè,

ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ãðóïè îïåðàòîðiâ Gss íà ℓ
(n)
1 ) ïîäàþ-

òüñÿ ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ F (j)
k (x), k ∈ N.

Íàâïàêè, êîæíà àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ öèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ¹ Gss-

iíâàðiàíòíèì ïîëiíîìîì íà ℓ(n)1 . Òîìó àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ F (j)
k (x), k ∈ N

¹ ñèìåòðè÷íî ïîâíèì. Âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó 2.3.1, îòðèìó¹ìî íàñòó-

ïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.1. Íåõàé F : ℓ
(n)
1 → ℓ

(n)
1 � àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ

îáìåæåíîãî òèïó òàêå, ùî ç x ∼ y âèïëèâà¹ F (x) ∼ F (y), x, y ∈ X.

Òîäi îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ CF : f 7→ f ◦ F ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì

àëãåáðè Hbss(ℓ
(n)
1 ) â ñåáå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå � öå ìíîæèíà âñiõ íåíóëüî-

âèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ. Âiäîìî, ùî ñïåêòð àëãåáðè

H(Cn) öiëèõ ôóíêöié íà Cn ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åííÿ â òî-

÷öi δz, z ∈ Cn, δz(f) = f(z). Ñïåêòðè àëãåáð Hb(X) öiëèõ ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ X çíà÷íî ñêëàäíiøi. Çîêðåìà, ó [5] áóëî ïîêàçàíî,

ùî ñïåêòðè ìiñòÿòü (àëå íå îáìåæóþòüñÿ íèìè) ôóíêöiîíàëè çíà÷åííÿ â

òî÷öi íà åëåìåíòàõ ñïðÿæåíîãî äî X ïðîñòîðó X∗∗. Ó [63] ñïåêòðè áóëè

îïèñàíi ç âèêîðèñòàííÿì ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïðîå-

êòèâíèõ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ X. Ñïåêòðè àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà

ℓp áóëè äîñëiäæåíi â [3], [13], [11], [12]. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ÿêùî x, y ∈ ℓp

i x = σ(y) äëÿ äåÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè σ, òîäi δx = δy. Ç iíøîãî áîêó, ñïåêòð

Hbs(ℓp) ìiñòèòü ñiì'þ åëåìåíòiâ ψλ, λ ∈ C, ùî íå íàëåæàòü ìíîæèíi ôóí-

êöiîíàëiâ çíà÷åííÿ â òî÷öi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M (n)
bss ñïåêòð Hbss(ℓ

(n)
1 ).
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Òåîpåìà 3.1.2. Ñïåêòð M (n)
bss àëãåáðè Hbss(ℓ

(n)
1 ) ¹ äåêàðòîâèì äî-

áóòêîì n êîïié ñïåêòðà Hbs(ℓ1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ íåïåðåðâíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì

Hbss(ℓ
(n)
1 ). Îñêiëüêè {F (j)

k } óòâîðþ¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Hbss(ℓ
(n)
1 ), òî φ

ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî çíà÷åííÿìè íà åëåìåíòàõ áàçèñó,

ξ
(j)
k = φ

(
F

(j)
k

)
, j = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . . (3.1.2)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî j, ôîðìóëà (3.1.2) âèçíà÷à¹ êîìïëå-

êñíèé ãîìîìîðôiçì φ(j) íà Hbs(ℓ1). Îòæå, φ âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ

(φ(1), . . . , φ(n)). I íàâïàêè, êîæíà òàêà ñóêóïíiñòü îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹

åëåìåíò ó M (n)
bss .

�

Îïåðàöi¨ �•� i ���, âèçíà÷åíi íà ïðîñòîði ℓ1 â [12], [13] (äèâ. ïiä-

ðîçäië 2.3) ìîæóòü áóòè ïðîäîâæåíi íà ïðîñòið ℓ(n)1 ïðèðîäíèì ÷èíîì ó

�ïîêîîðäèíàòíèé� ñïîñiá:

x • y =
(
x(1) • y(1), . . . , x(n) • y(n)

)
,

x � y =
(
x(1) � y(1), . . . , x(n) � y(n)

)
.

Âêàçàíi îïåðàöi¨ çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi �∼�, òîáòî,

ÿêùî x ∼ x′ i y ∼ y′, òî x • y ∼ x′ • y′ i x � y ∼ x′ � y′. Öå âèïëèâà¹ ç

òîãî ôàêòó, ùî àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ êîæíî¨ ç êî-

îðäèíàò x(j) òà y(j) âiäïîâiäíî ([12], [13]). Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è

íàñëiäîê 3.1.1, ìè ìîæåìî ïðîäîâæèòè îïåðàöi¨ �•� i ��� íà ñïåêòð M (n)
bss

àëãåáðè Hbss(ℓ
(n)
1 ). Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òi ñàìi ïîçíà÷åííÿ äëÿ

ïðîäîâæåíèõ îïåðàöié.
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Òåîpåìà 3.1.3. Iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ îïåðàöié �•� i ��� äî êîìóòà-

òèâíèõ îïåðàöié íà ñïåêòði M
(n)
bss àëãåáðè Hbss(ℓ

(n)
1 ) (ÿêi ìè áóäåìî ïî-

çíà÷àòè òèìè æ ñèìâîëàìè) i (M
(n)
bss , •, �) ¹ êîìóòàòèâíèì íàïiâêiëü-

öåì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî y ∈ ℓ
(n)
1 x 7→ x • y òà x 7→

x � y ¹ íåïåðåðâíèìè àíàëiòè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè îáìåæåíîãî òèïó.

Òîìó, çà íàñëiäêîì 3.1.1, ôóíêöi¨ f(x•y) òà f(x�y) íàëåæàòü äî Hbss(ℓ
(n)
1 )

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbss(ℓ
(n)
1 ). Íåõàé, φ, θ ∈M

(n)
bss . Âèçíà÷èìî

φ • θ(f) = φ
(
θ(f(x • y))

)
,

φ � θ(f) = φ
(
θ(f(x � y))

)
,

äå θ äi¹ íà f(x • y) ÿê íà ôóíêöiþ âiä y i φ äi¹ íà f(x • y) ÿê íà ôóíêöiþ

âiä x. Àíàëîãi÷íî äëÿ f(x � y).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1.2, φ = (φ(1), . . . , φ(n)), θ = (θ(1), . . . , θ(n)), äå

φ(j), θ(j) ¹ åëåìåíòàìè ñïåêòðà Hbs(ℓ1), 1 ≤ j ≤ n. Ôóíêöiîíàëè φ(j), θ(j)

âèçíà÷àþòüñÿ çâóæåííÿìè íà j-òi êîìïîíåíòè äåêàðòîâîãî ñòåïåíÿ ℓ(n)1 ,

òîáòî, íà âiäïîâiäíi êîïi¨ ïðîñòîðó ℓ1. Òîìó

φ • θ = (φ(1) • θ(1), . . . , φ(n) • θ(n)),

φ � θ = (φ(1) � θ(1), . . . , φ(n) � θ(n)).

Ç ðîáiò [12], [13], [14] ìè çíà¹ìî, ùî äëÿ õàðàêòåðiâ àëãåáðè Hbs(ℓ1) îïå-

ðàöi¨ �•� i ��� ¹ êîìóòàòèâíèìè, àñîöiàòèâíèìè i ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ

äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì. Òîìó, öå çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì i äëÿ öèõ

îïåðàöié íà ℓ(n)1 . Îòæå, (M (n)
bss , •, �) ¹ êîìóòàòèâíèì íàïiâêiëüöåì.

�
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Âiäïîâiäíî äî ðåçóëüòàòiâ [12], êîæåí õàðàêòåð φ àëãåáðè Hbs(ℓ1)

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó íà C,

G(φ)(t) =
∞∑

m=0

tmφ(Gm), t ∈ C,

äå

Gm(x) =
∑

i1<···<im

xi1 · · ·xim

i G0 = 1. Ïðè öüîìó,

G(φ • θ)(t) = G(φ)(t)G(θ)(t).

Âðàõîâóþ÷è öå ôàêò, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.2. Êîæíîìó õàðàêòåðó φ = (φ(1), . . . , φ(n)) ∈ M
(n)
bss

ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ åêñïîíåíöiàëü-

íîãî òèïó íà Cn

G(φ)(t1, . . . , tn) =
n∏

k=1

∞∑
m=0

tmk φ(Gm), (t1, . . . , tn) ∈ Cn

i, ïðè öüîìó,

G(φ • θ)(t1, . . . , tn) = G(φ)(t1, . . . , tn)G(θ)(t1, . . . , tn),

φ, θ ∈M
(n)
bss .
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3.2. Âèïàäîê íåñêií÷åííî¨ ïðÿìî¨ ñóìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåñêií÷åííèõ ïðÿìèõ ñóì.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {en}∞n=1 ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàçèâà-

¹òüñÿ áåçóìîâíèì (ëiíiéíèì òîïîëîãi÷íèì) áàçèñîì, ÿêùî âîíà ëiíiéíî

íåçàëåæíà i êîæåí a ∈ X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

a =

∞∑
n=1

anen

òàêèé, ùî ðÿä ¹ áåçóìîâíî çáiæíèì.

Äëÿ äàíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ç áåçóìîâíèì áàçèñîì {en}∞n=1,

ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ ïðîñòið ℓ(X)
1 , âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî x ∈

ℓ
(X)
1 , òîäi

x = (x(1), x(2), . . . , x(n), . . .),

äå êîæåí x(n) = (x
(n)
1 , . . . , x

(n)
k , . . .) ∈ ℓ1 i

∞∑
n=1

‖x(n)‖ℓ1en ∈ X

ç

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖x(n)‖ℓ1en

∥∥∥∥∥
X

.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî X = ℓ1, òîäi ℓ
(ℓ1)
1 içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé

ïðîåêòèâíîìó òåíçîðíîìó äîáóòêó ℓ1
⊗̂
ℓ1.

Ïîëiíîì P íà ℓ(X)
1 ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ïåðåñòàíîâîê íà N, σ = (σ1, . . . , σn, . . .) ìà¹ìî

P (σ(x)) = P (σ1(x
(1)), . . . , σn(x

(n)), . . .) = P (x)

äëÿ âñiõ x ∈ ℓ
(X)
1 . Çðîçóìiëî, ùî ïîëiíîìè

F (j)
m (x) =

∞∑
k=1

(x
(j)
k )m, j,m = 1, 2, . . .
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¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèìè òà àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Îäíàê âîíè, ÿê

ìè ïîáà÷èìî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â

àëãåáði âñiõ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Pss(ℓ
(X)
1 ).

Ëåìà 3.2.1. Äëÿ êîæíîãî a ∈ X, a =
∑∞

j=1 ajej iñíó¹ íåïåðåðâíèé

êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì ψa íà Hbss(ℓ
(X)
1 ) òàêèé, ùî ψa(F

(j)
1 ) = aj i

ψa(F
(j)
m ) = 0 äëÿ âñiõ m > 1 i j ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ ç [3], âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü

vn ∈ ℓ
(X)
1 íàñòóïíèì ÷èíîì:

vn =
∞∑
j=1

(v(j))nej ,

äå (v(j))n íàëåæèòü j-é êîïi¨ ℓ1 i

(v(j))n =
( aj
n
, . . . ,

aj
n︸ ︷︷ ︸

n ðàç

, 0, 0, . . .
)
.

Òîäi

‖vn‖ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

‖(v(j))n‖ℓ1ej

∥∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

|aj |ej

∥∥∥∥∥∥
X

≤ 2K

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ajej

∥∥∥∥∥∥
X

= 2K‖a‖X ,

äå K � áåçóìîâíà ñòàëà áàçèñó {ej}∞j=1 (äèâ. [46, 19 ñò.]). Îòæå, ïîñëiäîâ-

íiñòü {vn}∞n=1 îáìåæåíà. Îñêiëüêè îáìåæåíi ïiäìíîæèíè ñïåêòðiâ àëãåáð

Ôðåøå ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíèìè, òî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ

ãîìîìîðôiçìiâ çíà÷åííÿ â òî÷öi {δvn}∞n=1 ïîâèííà ìàòè ãðàíè÷íó òî÷êó

ψa. Îñêiëüêè F
(j)
1 (vn) = aj äëÿ êîæíîãî n ∈ N, ψa(F

(j)
1 ) = aj . Ç iíøîãî

áîêó

F (j)
m (vn) =

amj
nm−1

→ 0

ïðè n→ ∞ i òîìó ψa(F
(j)
m ) = 0 äëÿ âñiõ m > 1 i j ∈ N.

�
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM (X)
bss ñïåêòð Hbss(ℓ

(X)
1 ). Íåõàé Ψ: X → Hbss(ℓ

(X)
1 ),

Ψ(a) = ψa.

Òåîpåìà 3.2.1. Iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì CΨ ç Hbss(ℓ
(X)
1 )

íà Hb(X) âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

CΨ(f) = f̂ ◦Ψ,

äå f̂ � ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà, f ∈ Hbss(ℓ
(X)
1 ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

g(a) = CΨ(f) = f̂ ◦Ψ(a) = ψa(f),

a ∈ X. Òîáòî g ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì íà X. ßêùî Pn � n-îäíîðiäíèé

ïîëiíîì íà X, òîäi CΨ(Pn) � n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì íà X i

|CΨ(Pn)(a)| ≤ sup
m

|Pn(vm)| ≤ ‖Pn‖ sup
m

‖vm‖n =

= ‖Pn‖

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

|aj |ej

∥∥∥∥∥∥
n

X

≤ ‖Pn‖(2K)n‖a‖nX .

Òàêèì ÷èíîì

‖CΨ(Pn)‖ ≤ (2K)n‖Pn‖,

äå K � áóçóìîâíà ñòàëà òîïîëîãi÷íîãî áàçèñó â X. Îòæå,

g(a) =

∞∑
n=0

CΨ(Pn)(a).

Òîìó, äëÿ ðàäióñà îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ g â íóëi ìîæíà çàïèñàòè:

ϱ0(g) =
1

2K
ϱ0(f) = ∞.

Îòæå, g ∈ Hb(X).
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I íàâïàêè, íåõàé g ∈ Hb(X) i

g(a) =
∞∑
n=0

Qn(a)

ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ g ðÿäîì îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Îñêiëüêè X ìà¹

áåçóìîâíèé áàçèñ, äëÿ n > 0

Qn(a) = Qn

( ∞∑
m=1

amem

)
=

∞∑
i1,...,in=1

ci1,...,inai1 · · · ain ,

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ ci1,...,in . Ïîêëàäåìî P0 = Q0 i

Pn(x) =

∞∑
i1,...,in=1

ci1,...,inF
(i1)
1 (x) · · ·F (in)

1 (x).

Îñêiëüêè ‖F (j)
1 ‖ = 1, |F (j)

1 (x)| ≤ ‖x(j)‖, òî ‖Pn‖ ≤ ‖Qn‖. Îòæå, ÿêùî ìè

âèçíà÷èìî

f(x) =
∞∑
n=0

Pn(x), x ∈ ℓ
(X)
1 ,

òî ϱ0(f) ≥ ϱ0(g) = ∞ i òîìó f ∈ Hbss(ℓ
(X)
1 ). Âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ Ψ

i ëåìîþ 3.2.1, CΨ(f) = g, çâiäñè CΨ ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

�

Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó Hb(X) íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì

i íå ìîæå áóòè ïîðîäæåíèì çëi÷åííèì àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì. Òîìó, ÿê

áóëî çàóâàæåíî íà ïî÷àòêó öüîãî ïiäðîçäiëó, ïîëiíîìè F (j)
m , â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, íå óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó ó âiäïîâiäíié àëãåáði íàði-

çíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Íàñëiäîê 3.2.1. Ñïåêòð M (X)
bss àëãåáðè Hbss(ℓ

(X)
1 ) ìiñòèòü êîïiþ

ñïåêòðó àëãåáðè Hb(X), çîêðåìà, âií ìiñòèòü êîïiþ ïðîñòîðó X∗∗ ÿê

ïiäìíîæèíó.
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Äîâåäåííÿ. Êîæíîìó õàðàêòåðó ϕ àëãåáðè Hb(X) ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü õàðàêòåð φ àëãåáðè Hbss(ℓ
(X)
1 ) çà ôîðìóëîþ

φ = ϕ ◦ CΨ.

Íåõàé ϕ1 6= ϕ2. Òîäi çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ f ∈ Hb(X) òàêà, ùî ϕ1(f) 6=

ϕ2(f). Ç ñþð'¹êòèâíîñòi CΨ âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ g ∈

Hbss(ℓ
(X)
1 ) äëÿ ÿêî¨ CΨ(g) = f. Îòæå

φ1(g) = ϕ1(f) 6= ϕ2(f) = φ2(g).

Òîìó, âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ φ ¹ ií'¹êòèâíèì. Öå i îçíà÷à¹, ùî M
(X)
bss ìi-

ñòèòü êîïiþ ñïåêòðó àëãåáðè Hb(X). Êðiì òîãî, ÿê ìè çíà¹ìî, çàâäÿêè

ïðîäîâæåííþ Àðîíà-Áåðíåðà, iñíó¹ âêëàäåííÿ äðóãîãî ñïðÿæåíîãî ïðî-

ñòîðó X∗∗ ó ñïåêòð àëãåáðè Hb(X).

�
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3.3. Âèñíîâêè äî òðåòüîãî ðîçäiëó

Ó öüîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî âiäíîñíî ïðîñòi óçàãàëüíåííÿ ñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié � íàðiçíî ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóí-

êöi¨ íà äåÿêîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó àáñîëþòíî çáiæíèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îòðèìàíî öiëêîì î÷iêóâàíèé ðåçóëüòàò ïðî òå,

ùî ñïåêòð àëãåáðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äåêàðòîâîãî ñòåïåíÿ ñïåêòðà àëãåáðè

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Öå äàëî ìîæëèâiñòü ïðîäîâæèòè îïå-

ðàöi¨ �•� òà ��� íà ñïåêòð àëãåáðè íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié òà îïèñàòè ¨õ âëàñòèâîñòi. Òàêîæ, ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ ñïåêòðó

ó âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiäãðóïè â ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó âiä áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.

Ïðîòå, ó ïiäðîçäiëi 3.2 ìè áà÷èìî, ùî ÿêùî çàìiíèòè ñêií÷åííèé

äåêàðòiâ äîáóòîê òîïîëîãi÷íîþ íåñêií÷åííîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ℓ
(X)
1 áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðiâ òî àëãåáðà íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó Hbss(ℓ
(X)
1 ), â öüîìó âèïàäêó, ìà¹ äîñèòü ñêëàäíó ñòðó-

êòóðó. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé içîìîð-

ôiçì òàêî¨ àëãåáðè â àëãåáðó Hb(X) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ç öüîãî ôàêòó çðîáëåíî âèñíîâîê ïðî

òå, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbss(ℓ
(X)
1 ) ìiñòèòü ñïåêòð àëãåáðè Hb(X), çîêðåìà,

ïîòî÷êîâó êîïiþ äðóãîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó X∗∗ äî ïðîñòîðó X.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó [33, 36, 39].
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ÐÎÇÄIË 4

ÑÓÏÅÐÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐI ℓ1

4.1. Áàçèñè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ N äëÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, à Z äëÿ ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë. Òàêîæ, ïîêëàäåìî Z0 = Z \ 0 i

ïîçíà÷èìî ÷åðåç ℓ1(Z0) áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ àáñîëþòíî ñóìîâíèõ êîìïëå-

êñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, çàíóìåðîâàíèõ ÷èñëàìè ç Z0. Ñèìâîë ℓ1 = ℓ1(N)

ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íèé áàíàõiâ ïðîñòið àáñîëþòíî ñóìîâíèõ êîìïëåêñíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé. Áóäü-ÿêèé åëåìåíò z ∈ ℓ1(Z0) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = (. . . , z−n, . . . , z−2, z−1, z1, z2, . . . , zn, . . .)

= (y|x) = (. . . , yn, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xn, . . .)

ç

‖z‖ =
∞∑

i=−∞
|zi|,

äå x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) i y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) íàëåæàòü ℓ1, zn = xn,

z−n = yn äëÿ n ∈ N i

x 7−→ (0|x1, x2, . . . , xn, . . .) i y 7−→ (. . . , y−n, . . . , y−2, y−1|0)

¹ ïðèðîäíèìè içîìåòðè÷íèìè âêëàäåííÿìè êîïié ℓ1 â ℓ1(Z0).

Âèçíà÷èìî íàñòóïíi ïîëiíîìè íà ℓ1(Z0):

Tk(z) = Fk(x)− Fk(y) =

∞∑
i=1

xki −
∞∑
i=1

yki , k ∈ N.
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Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Ïîëiíîì P íà ïðîñòîði ℓ1(Z0) íàçèâà¹òüñÿ ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê àëãåáðà¨÷íó êîì-

áiíàöiþ ïîëiíîìiâ {Tk}∞k=1. Iíøèìè ñëîâàìè, P � ñêií÷åííà ñóìà ñêií-

÷åííèõ äîáóòêiâ {Tk}∞k=1 i ñòàëèõ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Psup àëãåáðó âñiõ

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1(Z0).

Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ïîëiíîìè Tk ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè,

îñêiëüêè òàêèìè ¹ Fk. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {Tk}∞k=1 óòâîðþ¹

àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Psup.

Ñêàæåìî, ùî z ∼ w, äëÿ äåÿêèõ z, w ∈ ℓ1(Z0), ÿêùî Tk(z) = Tk(w)

äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ôàêòîð-ìíîæèíó ℓ1(Z0)/ ∼,

ÿêà ¹ ïðèðîäíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ äëÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Äëÿ äàíîãî z ∈ ℓ1(Z0) ïîçíà÷èìî [z] ∈ M � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêèé

ìiñòèòü åëåìåíò z.

Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ âèïàäêó ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ (äèâ. [12]), ââå-

äåìî îïåðàöiþ �•� íà ℓ1(Z0):

z • w = (y • v|x • u) = (. . . , vn, yn, . . . , v1, y1|x1, u1, . . . , xn, un, . . .),

äå z = (y|x) i w = (v|u). Òàêîæ ïîçíà÷èìî z− = (y|x)− = (x|y). Çðîçóìiëî,

ùî (z−)− = z i z • z− ∼ (0|0). Öi îïåðàöi¨ ìîæíà ïðèðîäíî âèçíà÷èòè íà

M:

[z] • [w] = [z • w] i [z]− = [z−]. (4.1.1)

Òåîpåìà 4.1.1. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. Tk(z • w) = Tk(z) + Tk(w) äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

2. Îïåðàöi¨ â (4.1.1) êîðåêòíî âèçíà÷åíi, òîáòî íå çàëåæàòü âiä

âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ.

3. (M, •, [z] 7→ [z]−) � êîìóòàòèâíà ãðóïà ç íóëåì 0 = (0|0).
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4. z ∼ 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü d, s ∈ ℓ1 òàêi, ùî

z = (d|s) i Fk(d) = Fk(s) äëÿ âñiõ k ∈ N. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

âñi íåíóëüîâi êîîðäèíàòè d çáiãàþòüñÿ ç íåíóëüîâèìè êîîðäèíàòàìè s

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì îçíà÷åíü îïåðà-

öié òà ïîëiíîìiâ Tk. ßêùî z′ ∼ z i w′ ∼ w, òî

Tk(z
′ • w′) = Tk(z

′) + Tk(w
′) = Tk(z) + Tk(w) = Tk(z • w), k ∈ N.

Òîìó [z′] • [w′] = [z] • [w], òîáòî îïåðàöiÿ �•� íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

ïðåäñòàâíèêà. Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíîãî k ∈ N,

Tk(z
′−) = −Tk(z′) = −Tk(z) = Tk(z

−).

Îòæå, [z′]− = [z]−. Àêñiîìè êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè äëÿ îïåðàöié (4.1.1) ïå-

ðåâiðÿþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Ó [3] äîâåäåíî, ùî äëÿ äàíèõ d, s ∈ ℓ1, Fk(d) = Fk(s) äëÿ âñiõ k ∈ N

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi íåíóëüîâi êîîðäèíàòè d çáiãàþòüñÿ ç íåíóëüî-

âèìè êîîðäèíàòàìè s ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè. Ç öüîãî ôàêòó áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâà¹ (4).

�

Íåõàé P1 i P2 � äåÿêi àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà ëiíiéíèõ ïðî-

ñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, òàêi, ùî P1 ïîðîäæåíèé àëãåáðà¨÷íèì

áàçèñîì {P1, P2, . . . , Pn, . . .}, à P2 ïîðîäæåíèé àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì

{Q1, Q2, . . . , Qn, . . .} ç degPn = degQn = n, n ∈ N. Òîäi âiäîáðàæåííÿ,

âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ Pn 7−→ Qn i ïðîäîâæåíî íà P1 çà ëiíié-

íiñòþ òà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ, î÷åâèäíî, ¹ àëãåáðà¨÷íèì içîìîðôiçìîì ç

P1 â P2, ÿêèé çáåðiãà¹ ñòåïåíi ïîëiíîìiâ.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ içîìîðôiçì ç Ps = Ps(ℓ1) â Psup òàêèé, ùî

Λ: Fn 7−→ Tn, n ∈ N.

Òâåpäæåííÿ 4.1.1. ßêùî {Pn}∞n=1 ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì Ps, òî

{Λ(Pn)}∞n=1 ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì Psup.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç çàãàëüíîãî ôàêòó, ùî îáëàñòü

çíà÷åíü áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó ïðè içîìîðôiçìi ¹ àëãåáðà¨÷íèì

áàçèñîì. Ñïðàâäi, Λ(Pn), n ∈ N àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíi, îñêiëüêè Pn, n ∈ N

¹ òàêèìè i Λ ¹ ií'¹êòèâíèì. Òàêîæ êîæåí Q ∈ Psup íàëåæàòü äî àëãåáðà-

¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ {Λ(Pn)}∞n=1, îñêiëüêè Λ−1(Q) íàëåæàòü äî àëãåáðà¨÷íî¨

êîìáiíàöi¨ {Pn}∞n=1 i Λ ¹ ñþð'¹êòèâíèì [3].

�

Íåõàé Hsup
b ïîïîâíåííÿ Psup âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-

ñòi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ. Iíøèìè ñëîâàìè, Hsup
b � ìiíiìàëüíèé

çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Hb(ℓ1(Z0)), ÿêèé ìiñòèòü Psup. Åëåìåíòè H
sup
b íà-

çèâàþòüñÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè àíàëiòè÷íèìè àáî öiëèìè ôóíêöiÿìè íà

ℓ1(Z0).

Òâåpäæåííÿ 4.1.2. Âiäîáðàæåííÿ Λ−1 ¹ íåïåðåðâíèì i ìîæå áó-

òè ïðîäîâæåíî äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìà ç Hsup
b â Hbs = Hbs(ℓ1) ç

ùiëüíîþ îáëàñòþ çíà÷åíü. Âiäîáðàæåííÿ Λ ¹ ðîçðèâíèì i ùiëüíî âèçíà-

÷åíèì íà Hbs.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî Λ−1(P ) � çâóæåííÿ P ∈

Psup íà çàìêíåíèé ïiäïðîñòið {(0|x) : x ∈ ℓ1}. Îïåðàòîð çâóæåííÿ, î÷å-

âèäíî, ¹ íåïåðåðâíèì íà Hsup
b i ¹ ïðîäîâæåííÿì Λ−1. Îáëàñòü çíà÷åíü

Λ−1 ¹ ùiëüíîþ, îñêiëüêè ìiñòèòü óñi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè íà ℓ1. Ç ií-

øîãî áîêó, ó [12] äîâåäåíî, ùî ãîìîìîðôiçì Λ− : Ps → Ps òàêèé, ùî
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Λ−Fk = −Fk, k ∈ N ¹ ðîçðèâíèì íà (Ps, τb). Êðiì òîãî, ó [15] ïîáóäîâàíî

ôóíêöiþ g(x) ∈ Hbs òàêó, ùî Λ−(g) /∈ Hbs. ßêùî Λ ¹ íåïåðåðâíèì, òî

éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè íà ââåñü ïðîñòið Hbs i òîìó Λg(x|0) = (Λ−g)(x).

À öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi: ç ëiâîãî áîêó ìà¹ìî îáìåæåíó ôóíêöiþ

íà âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ, à â ïðàâié ÷àñòèíi öå íå òàê.

�

Äëÿ äàíîãî y ∈ ℓ1 ïîçíà÷èìî ΛyP (x) = (ΛP )(y|x), P ∈ Ps. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî

ΛyP (x • y) = (ΛP )(y|x • y) = (ΛP )(0|x) = P (x).

Òåîpåìà 4.1.2. Íåõàé ΛGn =Wn. Òîäi

Wn(y|x) =
n∑

k=0

Gk(x)Hn−k(−y), n ∈ N (4.1.2)

i

W(y|x)(t) =
∞∑
n=0

tnWn(y|x) =
G(x)(t)
G(y)(t)

, (4.1.3)

äå ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà íà ñïiëüíié îáëàñòi çáiæíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ó ðîáîòi [12] äîâåäåíî, ùî

G(x • y)(t) = G(x)(t)G(y)(t), x, y ∈ ℓ1. (4.1.4)

Îòæå, äëÿ ôiêñîâàíîãî y ∈ ℓ1

Λy

(
G(x•y)(t)

)
=

∞∑
n=0

tn(ΛGn)(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y) =
∞∑
n=0

tnWn(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y).

Ç iíøîãî áîêó,

Λy

(
G(x • y)(t)

)
=

∞∑
n=0

tnGn(x).

Òàê
∞∑
n=0

tnWn(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y) =
∞∑
n=0

tnGn(x). (4.1.5)
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Ç (4.1.5) ìà¹ìî

W(y|x)(t)G(y)(t) = G(x)(t)

i òàê îòðèìó¹ìî (4.1.3) . Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (2.3.1), îòðèìó¹ìî

∞∑
n=0

tnWn(y|x) =
∞∑
n=0

tnGn(x)

∞∑
n=0

tnHn(−y) =
∞∑
n=0

tn
n∑

k=0

Gk(x)Hn−k(−y).

Çâiäñè âèïëèâà¹ (4.1.2).

�

Íàñëiäîê 4.1.1.

W((y|x) • (d|b))(t) = W(y|x)(t)W(d|b)(t), x, y, b, d ∈ ℓ1.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ïî¹äíàííÿ ôîð-

ìóë (4.1.4) i (4.1.3). �

Íàñëiäîê 4.1.2. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N i x, y, b, d ∈ ℓ1 ìà¹ìî

Wn((y|x) • (d|b)) =
n∑

k=0

Wk(y|x)Wn−k(d|b),

Gn(x • b) =
n∑

k=0

Gk(x)Gn−k(b)

i

Hn(y • d) =
n∑

k=0

Hk(y)Hn−k(d).

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 4.1.1 ìà¹ìî
∞∑
n=0

tnWn((y|x) • (d|b)) =
∞∑
k=0

tkWk(y|x)
∞∑
j=0

tjWj(d|b).

Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ tn, îòðèìà¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü.

Ùîá îòðèìàòè äðóãó ðiâíiñòü çàóâàæèìî, ùî Gn(x) =Wn(0|x) i òîìó

Gn(x • b) =Wn((0|x) • (0|b)) =
n∑

k=0

Wk(0|x)Wn−k(0|b) =
n∑

k=0

Gk(x)Gn−k(b)
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äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n. Òðåòþ ðiâíiñòü ìîæíà îòðèìàòè, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âðàõîâóþ÷è, ùî Hn(y) =Wn(y|0).

�

Çðîçóìiëî, ùî (y•a|x•a) ∼ (y|x) äëÿ âñiõ x, y, a ∈ ℓ1. Áóäåìî êàçàòè,

ùî (y|x) ¹ íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì u ∈ M, ÿêùî [(y|x)] = u i äëÿ êîæíîãî

xn 6= 0 i êîæíîãî k, xn 6= yk.

Òâåpäæåííÿ 4.1.3. (y|x) ¹ íåçâiäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

G(x)(t) i G(y)(t) íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (2.3.4), äëÿ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ xk i yk ÷è-

ñëà (−xk)−1 i (−yk)−1 ¹ íóëÿìè ôóíêöié G(x)(t) òà G(y)(t), âiäïîâiäíî.

Òîìó ôóíêöi¨ G(x)(t) òà G(y)(t) íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ìíîæèíè ÷èñåë {xk} i {yk} íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.

�

Íàñëiäîê 4.1.3. Íåõàé u ∈ M. Òîäi åëåìåíò u ïîâíiñòþ âèçíà÷à-

¹òüñÿ ôóíêöi¹þ W(u)(t) = W(y|x)(t). Ïðè öüîìó, W(y|x)(t) ¹ ìåðîìîð-

ôíîþ ôóíêöi¹þ âèãëÿäó f(t)/g(t) äå, f, g � öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíî-

ãî òèïó ç óìîâîþ f(0) = 1 i g(0) = 1, òà (y|x) ∈ u. Áiëüøå òîãî, íåõàé

(αk) i (βk) � íóëi ôóíêöié f i g âiäïîâiäíî, òî (1/αk) i (1/βk) íàëåæàòü

äî ℓ1,

f(t) =

∞∏
k=1

(
1− t

αk

)
i g(t) =

∞∏
k=1

(
1− t

βk

)
,

i (
. . . ,− 1

βn
, . . . ,− 1

β2
,− 1

β1

∣∣∣− 1

α1
,− 1

α2
, . . . ,− 1

αn
, . . .

)
¹ íåçâiäíèìè çîáðàæåííÿìè u.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîëiíîìè Wn óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áà-

çèñ â àëãåáði ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, êîæåí ïîëiíîì Tk ìîæíà çî-

áðàçèòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Wn, n ≤ k. Òîìó, ç

ðiâíîñòi Wn(u) = Wn(v), n ∈ N âèïëèâà¹ Tk(u) = Tk(v), k ∈ N, ùî ðiâ-

íîñèëüíî òîìó, ùî u = v. Òîáòî åëåìåíò u ∈ M ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ

ïîñëiäîâíiñòþ {Wn(u)} àáî ôóíêöi¹þ

W(u)(t) =
∞∑
n=0

tnWn(u).

Iíøà ÷àñòèíà íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç ÿâíîãî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ W(u)(t).

�

Íåõàé x ∈ ℓ1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç suppx íîñié x, òîáòî

suppx = {n ∈ N : xn 6= 0}.

Íàñëiäîê 4.1.4. Íåõàé (y|x) i (y′|x′) � äâà íåçâiäíi çîáðàæåííÿ

åëåìåíòà u. Òîäi iñíóþòü ái¹êöi¨ i : suppx → suppx′ òà j : supp y →

supp y′ òàêi, ùî xn = x′i(n) i ym = y′j(m) äëÿ âñiõ n ∈ suppx i m ∈ supp y.

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 4.1.3 ìà¹ìî, ùî

W(y|x)(t) = f(t)

g(t)
= W(y′|x′)(t) = f ′(t)

g′(t)
.

Îñêiëüêè çîáðàæåííÿ (y|x) i (y′|x′) ¹ íåçâiäíèìè, òî f(t) = f ′(t) i g(t) =

g′(t). Òîìó âåêòîðè x i x′ òà y i y′ âiäïîâiäíî, ñïiâïàäàþòü, ç òî÷íiñòþ

äî ïåðåñòàíîâêè íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò. Öå i îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ái¹êöi¨

ìiæ íîñiÿìè i : suppx→ suppx′ òà j : supp y → supp y′ òàêi, ùî xn = x′i(n)

i ym = y′j(m) äëÿ âñiõ n ∈ suppx i m ∈ supp y.

�
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Òâåpäæåííÿ 4.1.4. Äëÿ êîæíîãî u = [(y|x)] ∈ M ó ñïiëüíié îáëà-

ñòi çáiæíîñòi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

W(u)(t) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0
T (−u)(ξ)dξ

)
, (4.1.6)

äå −u = [(−y| − x)] i

T (u) =
∞∑
n=1

Tnt
n−1.

Äîâåäåííÿ. Ç (4.1.3) i (2.3.4) âèïëèâà¹, ùîW(u)(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ

êîæíîãî t ∈ C, ÿêùî y = 0 i â êóëi |t| < r, äå

r = min
|yn|̸=0

|yn|−1

ÿêùî y 6= 0.Îñêiëüêè Λ−1 � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì, òî ç (2.3.2) ìà¹ìî,

ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ C òàêîãî, ùî W(u)(t) çáiãà¹òüñÿ

Λ−1W(u)(t) = G(x)(t) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.

Îñêiëüêè ‖Fn‖ = 1, ðÿä
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî |t| < ‖x‖. Òàêîæ, ‖Tn‖ = 1 i ðÿä

∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî |t| < ‖u‖. Òîæ îáëàñòü çáiæíîñòi

exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Λ i

W(u)(t) = ΛG(x)(t) = Λ exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.
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Òàêîæ, â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

Λ−1 exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

)
= exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.

�

Òåîpåìà 4.1.3. Íåõàé u ∈ M i u 6= 0. Äëÿ äàíîãî λ ∈ C iñíó¹

v ∈ M òàêèé, ùî Tk(v) = λTk(u) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ � öiëå

÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = m ∈ Z. ßêùî n = 0, òî v = 0. ßêùî n > 0,

òî v = u • · · · • u︸ ︷︷ ︸
n

. ßêùî n < 0, òîäi v = u− • · · · • u−︸ ︷︷ ︸
n

.

Òåïåð íåõàé λ /∈ Z. Çãiäíî ç (4.1.6)

W(v)(t) = (W(u)(t))λ.

Àëå öå ñóïåðå÷èòü çîáðàæåííþ (4.1.3) äëÿ v.

�

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ íàðiçíî ñèìåòðè-

÷íèì íà ïðîñòîði ℓ1×ℓ1 ' ℓ1(Z0). Íàâïàêè íåâiðíî. Ç ðåçóëüòàòiâ òðåòüîãî

ðîçäiëó âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîìè

{F+
k , F

−
j }∞, ∞

k=1, j=1, äå F
+
k (y|x) = Fk(x) i F

−
k (y|x) = Fk(y)

óòâîðþþòü àëåáðà¨÷íèé áàçèñ â ïðîñòîði íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

íà ℓ1(Z0), ïðîòå, âîíè íå ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè, îñêiëüêè ¨õ íåìîæëèâî

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Tk, k ∈ N.

Ç îçíà÷åííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âèïëèâà¹, ùî êîæåí ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ ìiíiìàëüíî¨ íàïiâ-

ãðóïè îïåðàòîðiâ Gsup íà ℓ1(Z0), ÿêà âêëþ÷à¹ ïåðåñòàíîâêè áàçèñíèõ âå-

êòîðiâ îêðåìî äëÿ äîäàòíèõ iíäåêñiâ (y|x) 7→ (y|xσ(1), . . . , xσ(n), . . .), îêðå-

ìî äëÿ âiä'¹ìíèõ iíäåêñiâ (y|x) 7→ (. . . , yσ(1), . . . , yσ(1)|x) òà îïåðàòîðiâ
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âèãëÿäó

Aλ : (y|x) 7→ (y, λ|x, λ), λ ∈ C.

Òâåpäæåííÿ 4.1.5. Áàçèñ T = {Tk}∞k=1 ¹ ñèìåòðè÷íî ïîâíèì.

Òîáòî âñi ïîëiíîìè íà ℓ1(Z0), ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ íàïiâãðó-

ïè îïåðàòîðiâ Gsup ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � Gsup-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íà ℓ1(Z0). Òîäi

P ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì i P ◦Aλ = P äëÿ êîæíîãî λ ∈ C. Íåõàé degP =

m. Ìè ìîæåìî çàïèñàòè

P (y|x) =
m∑

k1 + 2k2 + · · · + iki+

n1 + 2n2 + · · · jnj = 0

ck1...kin1...nj
F+
1 (x)k1 · · ·F+

i (x)kiF−
1 (y)n1 · · ·F−

j (y)nj

äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ck1...kin1...nj
.

Î÷åâèäíî, ùî Tk = F+
k − F−

k . Ïîçíà÷èìî Qk = F+
k + F−

k . Òîäi iñíó¹

ïîëiíîì q : Cn → C òàêèé, ùî

P (y|x) = q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x)).

Çãiäíî ç íàøèì ïðèïóùåííÿì, P (y • a|x • a) = P (y|x), a ∈ ℓ1. Òàêîæ,

Tk(y • a|x • a) = Tk(y|x) i Qk(y • a|x • a) = Qk(y|x) + 2Fk(a)

äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm

iñíó¹ åëåìåíò a ∈ ℓ1 òàêèé, ùî Fn(a) = λn, 1 ≤ n ≤ m (äèâ. íàïðèêëàä

[3]), òî äëÿ êîæíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm

q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x))

= q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x) + λ1, . . . , Qm(y|x) + λm).

Àëå öå îçíà÷à¹, ùî q íå çàëåæèòü âiä çìiííèõ Q1, . . . , Qm. Òîìó P ¹ ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèì. �
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Â [16] äîâåäåíî òåîðåìó (äèâ. Òåîðåìà 2.3.1) ïðî òå, ùî ÿêùî P �

ñèìåòðè÷íî ïîâíà ïîñëiäîâíiñòü â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i F : X → X �

àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ îáìåæåíîãî òèïó òàêå, ùî ç x ∼ x′ âèïëèâà¹

F (x) ∼ F (x′), òî îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ CF : f 7→ f ◦ F ¹ íåïåðåðâíèì ãî-

ìîìîðôiçìîì àëãåáðè HbP â ñåáå. Òîìó, ìè ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíèé

íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.1.5. Íåõàé F : ℓ1(Z0) → ℓ1(Z0) � àíàëiòè÷íå âiäîáðà-

æåííÿ îáìåæåíîãî òèïó òàêå, ùî ç (y|x) ∼ (y′|x′) âèïëèâà¹ F (y|x) ∼

F (y′|x′). Òîäi îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ CF : f 7→ f ◦ F ¹ íåïåðåðâíèì ãîìî-

ìîðôiçìîì àëãåáðè Hsup
b â ñåáå.

Íàñëiäîê 4.1.6. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî (d|b) ∈ ℓ1(Z0) âiäîáðà-

æåííÿ

f(y|x) 7→ f((y|x) • (d|b))

òà

f(y|x) 7→ f((y|x) � (d|b))

¹ íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè àëãåáðè Hsup
b â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî âêàçàíi âiä-

îáðàæåííÿ ¹ îïåðàòîðàìè êîìïîçèöi¨ ç íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç

ℓ1(Z0) â ñåáå: (y|x) 7→ (y|x) • (d|b) òà (y|x) 7→ (y|x) • (d|b), ÿêi, î÷åâè-

äíî, ¹ àíàëiòè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè îáìåæåíîãî òèïó, îñêiëüêè (y|x) 7→

(y|x) • (d|b) � àôiííèé îïåðàòîð, à (y|x) 7→ (y|x) • (d|b) � ëiíiéíèé îïåðà-

òîð.

�

Â [16] ïîêàçàíî, ùî ÿêùî P � ñèìåòðè÷íî ïîâíà ïîñëiäîâíiñòü â

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i Sa ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè HbP
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â ñåáå, a ∈ X òàêèé, ùî Sa(Pn) = Pn + Pn(a) i ïîñëiäîâíiñòü (Pn(a)) ìi-

ñòèòü íåíóëüîâi åëåìåíòè, òî îïåðàòîð Sa ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì. Íàãàäà¹ìî,

ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð S íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹-

òüñÿ ãiïåðöèêëi÷íèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x0 ïðîñòîðó X, ùî îðáiòà

òî÷êè x0 ïiä äi¹þ îïåðàòîðà S áóäå ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â X. Äîáðå âi-

äîìî, ùî ó êîæíîìó ñåïàðàáåëüíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði iñíó¹ ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî çàïè-

ñàòè íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.1.7. Íåõàé (d|b) � òàêèé åëåìåíò â ℓ1(Z0), ùî

[(d|b)] 6= 0 â M. Òîäi

S(d|b)(f) = f((y|x) • (d|b))

¹ ãiïåðöèêëi÷íèì â ïðîñòîði Hsup
b .

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 4.1.6 ìà¹ìî, ùî S(d|b) � íåïåðåðâíèé îïå-

ðàòîð. Ç òîãî, ùî [(d|b)] 6= 0 â M âèïëèâà¹, ùî Tm(d|b) 6= 0 äëÿ äåÿêîãî

m ∈ N. Êðiì òîãî,

S(d|b)(Tk)(y|x) = Tk(y|x) + Tk(d|b), k ∈ N.

Òîìó, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàò ç [16], ïðî ÿêèé çãàäàíî âèùå.

�
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4.2. Ñòðóêòóðà íîðìîâàíîãî êiëüöÿ M

Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî ìíîæèíó M. Íåõàé M+ = {u ∈

M : u = [(0|x)], x ∈ ℓ1}. Âiäïîâiäíî äî [11] ââåäåìî îïåðàöiþ `�' íà M+ i

ïðîäîâæèìî ¨¨ íà M.

Íåõàé x, y ∈ ℓ1. Òîäi x � y � ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë

xiyj , i, j ∈ N ïðîíóìåðîâàíèõ ó äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó. ßêùî

u = [(0|x)] i v = [(0|y)], òî u�v = [(0|x�y)]. Ç [11, 14] ìè çíà¹ìî, ùî îïåðàöiÿ

íà M+ ¹ êîìóòàòèâíîþ, àñîöiàòèâíîþ i [y � (x • d)] = [(y � x) • (y � d)].

Âèçíà÷èìî

u � v = [((y � b) • (x � d)|(y � d) • (x � b))].

Òâåpäæåííÿ 4.2.1. Äëÿ êîæíîãî k ∈ N, Tk(u � v) = Tk(u)Tk(v),

u, v ∈ M.

Äîâåäåííÿ. Ç [11] ìè çíà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ x, z ∈ ℓ1, Fk(x � z) =

Fk(x)Fk(z). Íåõàé u = [(y|x)] i v = [(d|b)]. Òîäi

Tk(u � v) = Fk((y � d) • (x � b))− Fk((y � b) • (x � d))

= Fk(y)Fk(d) + Fk(x)Fk(b)− Fk(y)Fk(b)− Fk(x)Fk(d) = Tk(u)Tk(v).

�

Òåîpåìà 4.2.1. (M, •, �) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç íóëåì 0 = [(0|0)]

i îäèíèöåþ I = [(0|1, 0, . . .)].

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî (M, •) � êîìóòàòèâíà ãðóïà, à

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u = [(y|x)] ∈ M, åëåìåíò u− = [(y|x)−] = [(x|y)]
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¹ îáåðíåíèì (ïðîòèëåæíèì) äî u. Àñîöiàòèâíiñòü, êîìóòàòèâíiñòü ìíîæå-

ííÿ i äèñòðèáóòèâíiñòü áóëè äîâåäåíi â [11] äëÿ âèïàäêó M+. Öi æ ìið-

êóâàííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè i â çàãàëüíîãî âèïàäêó. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ìà¹ìî:

Tk(u � v) = Tk(u)Tk(v) = Tk(v � u).

Îòæå, u�v = v�u, u, v ∈ M. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåâiðèòè àñîöiàòèâíiñòü

i äèñòðèáóòèâíiñòü.

�

Çàóâàæèìî, ùî íà C×M âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà êîíñòàí-

òó

λ[(y|x)] = [(λy|λx)], λ ∈ C, [(y|x)] ∈ M.

Çðîçóìiëî, ùî

λ(u • v) = λu • λv i λ(u � v) = (λu) � v = u � (λv) λ ∈ C, u, v ∈ M.

Àëå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

(λ1 + λ2)u 6= λ1u • λ2u.

Îòæå, (M, •, (λ, u) 7→ λu) íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä C. Òîìó (M, •, �)

íå ¹ àëãåáðîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìîæåìî êàçàòè, ùî (M, •, �) ¹ íåëi-

íiéíèì êiëüöåì, â ÿêîìó âèçíà÷åíî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó ç C.

Äëÿ ââåäåííÿ òîïîëîãi¨ íà M ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíó íîðìó

íà ℓ1(Z0).

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Íåõàé u ∈ M. Âèçíà÷èìî íîðìó u íàñòóïíèì

÷èíîì:

‖u‖ = ‖x‖+ ‖y‖ =

∞∑
n=1

|xn|+
∞∑
n=1

|yn|,

äå (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u.
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Ç íàñëiäêó 4.1.4 âèïëèâà¹, ùî îçíà÷åííÿ íîðìè ‖·‖ íå çàëåæèòü âiä

íåçâiäíîãî çîáðàæåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷åíà íîðìà íå ¹ íîðìîþ ó çàãàëüíîïðèéíÿòî-

ìó ñåíñi, îñêiëüêè M íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ïðîòå, íàñòóïíå òâåðäæå-

ííÿ ïîêàçó¹, ùî, ÿê i â ëiíiéíîìó ïðîñòîði, íîðìà ìà¹ ïðèðîäíi âëàñòè-

âîñòi.

Òâåpäæåííÿ 4.2.2. Íåõàé u, v ∈ M, λ ∈ C. Âèêîíóþòüñÿ íàñòó-

ïíi âëàñòèâîñòi:

1. ‖u‖ ≥ 0 i ‖u‖ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u = 0.

2. ‖λu‖ = |λ|‖u‖.

3. ‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).

4. ‖u • v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

5. ‖u � v‖ ≤ ‖u‖‖v‖.

6. ‖u−‖ = ‖u‖.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêòè 1, 2 i 6 ¹ î÷åâèäíèìè. Ïåðåâiðèìî ïóíêò 3.

Íåõàé (y|x) äåÿêå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u. Ìè ìîæåìî çàïèñàòè ç òî-

÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè, ùî (y|x) = (y′ • a|x′ • a) äëÿ äåÿêîãî a ∈ ℓ1 i

íåçâiäíîãî (y′|x′). Òîìó

‖u‖ = ‖x′‖+ ‖y′‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

äëÿ êîæíîãî (y|x) ∈ u. Ç iíøîãî áîêó,

‖u‖ = ‖x‖+ ‖y‖,

ÿêùî (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u. Òîìó

‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).
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Ïåðåâiðèìî ïóíêò 4. Íåõàé (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà

u, à (d|b) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà v. Òîäi, çãiäíî ïóíêòó 3,

‖u•v‖ = ‖(y•d|x•b)‖ ≤ ‖y•d‖+‖x•b‖ = ‖x‖+‖d‖+‖y‖+‖b‖ = ‖u‖+‖v‖.

�

Âèçíà÷èìî ìåòðèêó ρ íà M, ïðèðîäíèì ÷èíîì àñîöiéîâàíó ç íîð-

ìîþ. Íåõàé u, v ∈ M. Ïîêëàäåìî

ρ(u, v) = ‖u • v−‖.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ρ ¹ ìåòðèêîþ, âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ àðãóìåíòè,

ùî i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, îñêiëüêè â

îçíà÷åííi ìåòðèêè íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó.

Òâåpäæåííÿ 4.2.3. Ìíîæåííÿ íà λ ∈ C, λ 7→ λu äëÿ ôiêñîâà-

íîãî u ∈ M çàãàëîì ¹ ðîçðèâíèì ó êîæíié íåíóëüîâié òî÷öi C òà íå-

ïåðåðâíèì â íóëi. Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñòàíäàðòíó òîïîëîãiþ íà C i

òîïîëîãiþ íà M, ïîðîäæåíó ìåòðèêîþ ρ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé εn � ïîñëiäîâíiñòü ó C òàêà, ùî εn 6= 0, εn → 0

ïðè n→ ∞, λ 6= 0 i u = [(. . . , 0, y1|x1, 0, . . .)], äå x1 6= 0 àáî y1 6= 0 i x1 6= y1.

Òîäi

ρ(λ(1 + εn)u, λu) = ‖[(. . . , 0, λy1, λ(1 + εn)x1|λx1, λ(1 + εn)y1, 0, . . .)]‖

= ‖λx1‖+ ‖λy1‖+ ‖λ(1 + εn)x1‖+ ‖λ(1 + εn)y1‖ > |λ|‖u‖ > 0,

òîäi ÿê λ(1 + εn) → λ ïðè n→ ∞.

Íåõàé òåïåð λ = 0, u ∈ M i (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u. Òîäi

ρ(εnu, 0) = ‖εnu‖ = |εn|‖x‖+ |εn|‖y‖ → 0.

�
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Òåîpåìà 4.2.2. Îïåðàöi¨ `•' i `�' ¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè íà (M, ρ).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî ρ(u, u′) < ε1 i ρ(v, v′) < ε2,

òî

ρ(u • v, u′ • v′) < ‖(u • v) • (u′ • v′)−‖ < ε1 + ε2

i

ρ(u � v, u′ � v′) < ε1‖u||+ ε2‖v‖+ ε1ε2.

�

Òâåpäæåííÿ 4.2.4. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M, ρ) ¹ íåñåïàðàáåëü-

íèì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ìíîæèíó

S1 = {uλ = λI = (0|λ, 0, 0 . . .) : λ ∈ C, |λ| = 1}.

ßêùî λ1 6= λ2, òî

ρ(uλ1 , uλ2) = ‖(. . . , 0, 0, λ2|λ1, 0, 0 . . .)‖ = 2.

Îòæå, îäèíè÷íà ñôåðà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M, ρ) ìiñòèòü íåçëi÷åííó

ìíîæèíó S1 òàêó, ùî âiäñòàíü ìiæ êîæíîþ ïàðîþ ðiçíèõ òî÷îê S1 äîðiâ-

íþ¹ 2.

�

Òåîpåìà 4.2.3. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M, ρ) ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u i v ¹ åëåìåíòàìè M, ρ(u, v) = ‖u • v−‖ < ε i

(y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u. Òîäi iñíó¹ (d|b) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ v

òàêå, ùî ‖(y|x)− (d|b)‖ < ε. Ñïðàâäi, ç íåðiâíîñòi ‖u•v−‖ < ε i îçíà÷åííÿ

íîðìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò w ∈ M òàêèé, ùî u = u′ •w, v = v′ •w

i ‖u′‖ + ‖v′‖ < ε. Ðîçãëÿíåìî (d|b) � çîáðàæåííÿ åëåìåíòà v òàêå, ùî

åëåìåíò w â (d|b) ïðåäñòàâëåíèé òèì ñàìèì âåêòîðîì, ùî i â (y|x). Íåõàé
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(y′|x′) ¹ íåçâiäíèì çîáðàæåííÿ u′ â (y|x) i (d′|b′) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ

v′ â (d|b). Òîäi

‖(y|x)− (d|b)‖ = ‖(y′|x′)− (d′|b′)‖ ≤ ‖u′‖+ ‖v′‖ < ε.

Íåõàé u(m), m ∈ N � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â (M, ρ). Ïåðåéøîâ-

øè äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî ïîòðiáíî, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ÿêùî

n ≥ N i m ≥ N, òî

ρ(u(m), u(n)) < 1/2N+1.

Âèáåðåìî (y(m)|x(m)) � íåçâiäíi çîáðàæåííÿ u(m) òàêi, ùî

‖(y(m+1)|x(m+1))− (y(m)|x(m))‖ = ρ(u(m+1), u(m)) < 1/2m+1.

Îòæå, ÿêùî n ≥ N i m ≥ N, òî

‖(y(m)|x(m))− (y(n)|x(n))‖ < 1/2N .

Òàêèì ÷èíîì, (y(m)|x(m)), m ∈ N � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â ℓ1(Z) i òîìó

âîíà ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó z(0) = (y(0)|x(0)) ∈ ℓ1(Z), îñêiëüêè ïðîñòið ℓ1(Z)

¹ ïîâíèì.

Íåõàé z(m)
i � i-òà êîîðäèíàòà z(m) = (y(m)|x(m)), i ∈ Z0, òîáòî z

(m)
i =

x
(m)
i , ÿêùî i > 0 i z(m)

i = y
(m)
−i , ÿêùî i < 0. Î÷åâèäíî, ùî z(m)

i → z
(0)
i ïðè

m → ∞. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ÿêùî z(0)i = c 6= 0, òî iñíó¹ ÷èñëî N òàêå,

ùî äëÿ êîæíîãî m > N, z
(m)
i = c. Ñïðàâäi, ÿêùî öå íå òàê, òîäi äëÿ

êîæíèõ n,m > N, ρ(u(m), u(n)) > c i ìè îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Äëÿ äàíîãî ε > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç zε âåêòîð ó ℓ1(Z0) òàêèé, ùî

zε ìà¹ ñêií÷åííèé íîñié i äëÿ êîîðäèíàò öüîãî âåêòîðà zεi âèêîíóþòüñÿ

óìîâè: zεi = z
(0)
i àáî zεi = 0 i

ρ(zε, z(0)) <
ε

3
.
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Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ρ(zε, z(0)) = ‖zε − z(0)‖. Íåõàé N �

íàòóðàëüíå ÷èñëî, òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî n > N, zεi = z
(n)
i äëÿ âñiõ i ∈

supp zε òà ‖z(n) − z(0)‖ < ε
3 . Òîäi

ρ(z(n), zε) = ‖zε − z(n)‖ ≤ ‖zε − z(0)‖+ ‖z(n) − z(0)‖ < 2

3
ε.

Òàêèì ÷èíîì,

ρ(z(n), z(0)) ≤ ρ(z(n), zε) + ρ(zε, z(0)) < ε.

Òîáòî, ïîñëiäîâíiñòü z(n) ïðÿìó¹ äî òî÷êè z(0) ∈ M. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü

u(m) ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó z(0) ∈ M. Îñêiëüêè ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ãàóñ-

äîðôîâèì, òî öÿ òî÷êà ¹äèíà, ùî äîâîäèòü ïîâíîòó ïðîñòîðó M.

�
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4.3. Ñïåêòð àëãåáðè Hsup
b

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M sup
b ñïåêòð Hsup

b , òîáòî ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâ-

íèõ íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ (õàðàêòåðiâ) Hsup
b . Çðîçóìi-

ëî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (y|x) ∈ ℓ1(Z0) iñíó¹ õàðàêòåð δ(y|x) ∈ M sup
b (òàê

çâàíèé ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi), òàêèé, ùî δ(y|x)(f) = f((y|x))),

f ∈ Hsup
b . Êðiì òîãî, δ(y|x) = δ(d|b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (y|x) ∼ (d|b). Â

öüîìó ñåíñi, ìîæíà ñêàçàòè, ùî M ⊂M sup
b .

Îñêiëüêè ïîëiíîìè {Wn} óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Hsup
b , òî

áóäü-ÿêèé õàðàêòåð φ ∈M sup
b ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî çíà÷åííÿìè íà

Wn, n ∈ N. Iíøèìè ñëîâàìè, êîæåí õàðàêòåð φ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé

ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

φ(W(t)) =
∞∑
n=0

tnφ(Wn). (4.3.1)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî φ = δu äëÿ äåÿêîãî u ∈ M, òî φ(W(t)) ìîæå

áóòè îïèñàíèé íàñëiäêîì 4.1.3. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ ¹ ìåðîìîðôíîþ

i ìà¹ îñîáëèâîñòi â òî÷êàõ tn = −1/yn òà íóëi â òî÷êàõ tn = −1/xn, äå

(y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ç [3, 11] ìîæíà ïîáóäóâàòè õàðàêòåð, ÿêèé

íå ¹ ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi. Íåõàé λ i µ � êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî

un =
(
0, . . . , 0,

µ

n
, . . . ,

µ

n

∣∣∣λ
n
, . . . ,

λ

n
, 0, . . . , 0

)
.

Ç êîìïàêòíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî {δun} ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó ψλ,µ â

M sup
b .

Òàêèì ÷èíîì

ψλ,µ(W(t)) = lim
n→∞

∑∞
k=0 t

kGk(λ/n, . . . , λ/n, 0, . . . , 0)∑∞
k=0 t

kGk(µ/n, . . . , µ/n, 0, . . . , 0)
.
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Âðàõîâóþ÷è [12], ùî

lim
n→∞

∞∑
k=0

tkGk(λ/n, . . . , λ/n, 0, . . . , 0) = eλt

ìà¹ìî

ψλ,µ(W(t)) = e(λ−µ)t.

Ïîðiâíþþ÷è öå çîáðàæåííÿ ç íàñëiäêîì 4.1.3, áà÷èìî, ùî ψλ,µ íå

ìîæå çáiãàòèñÿ ç ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Íà ñïåêòði àëãåáðè Ôðåøå A ïðèðîäíèìè ¹ òàêi òîïîëîãi¨: òîïîëî-

ãiÿ Ãåëüôàíäà i òîïîëîãiÿ Ãëiñîíà. Òîïîëîãiÿ Ãåëüôàíäà � öå íàéñëàáøà

òîïîëîãiÿ íà ñïåêòði M(A) âiäíîñíî ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨, ÿêi çàäàþòüñÿ ïå-

ðåòâîðåííÿì Ãåëüôàíäà â(φ) = φ(a), a ∈ A, φ ∈ M(A) áóäóòü íåïåðåðâ-

íèìè. Ç iíøîãî áîêó, M(A) ¹ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ñïðÿæåíîãî

ïðîñòîðó A∗. Çâóæåííÿ ñèëüíî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A∗ íà M(A) íàçèâà¹-

òüñÿ òîïîëîãi¹þ Ãëiñîíà.

Òâåpäæåííÿ 4.3.1. Iñíó¹ íåïåðåðâíå, âiäíîñíî òîïîëîãi¨ Ãëiñîíà,

âêëàäåííÿ ñïåêòðà Mbs àëãåáðè Hbs ó ñïåêòð M sup
b àëãåáðè Hsup

b .

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî ó òâåðäæåííi 4.1.2, îïåðàòîð Λ−1 ¹

íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hsup
b â Hbs çi ùiëüíèì îáðàçîì. Òîäi ñïðÿ-

æåíèé îïåðàòîð
(
Λ−1

)∗
áóäå íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ç H∗

bs â(
Hsup

b

)∗
. Ïîçíà÷èìî Γ � çâóæåííÿ öüîãî îïåðàòîðà íà Mbs ⊂ H∗

bs. Òîäi,

äëÿ êîæíîãî φ ∈ Mbs, Γ(φ) = φ ◦ Λ−1. Ç òîãî, ùî Λ−1 � ãîìîìîðôiçì,

âèïëèâà¹, ùî Γ(φ) ∈ M sup
b . Ç íåïåðåðâíîñòi

(
Λ−1

)∗
îòðèìó¹ìî íåïåðåðâ-

íiñòü Γ.

Ïîêàæåìî, ùî Γ � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé φ1, φ2 ∈ Mbs,

φ1 6= φ2. Òîäi, çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ f ∈ Hbs òàêà, ùî φ1(f) 6= φ2(f).

Ç ùiëüíîñòi îáðàçó îïåðàòîðà Λ−1 i íåïåðåðâíîñòi φ1, φ2 âèïëèâà¹, ùî
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ôóíêöiþ f ìîæíà âèáðàòè ç îáðàçó îïåðàòîðà Λ−1. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹

ôóíêöiÿ g ∈ Hsup
b , òàêà, ùî g = Λ−1(f) i

Γ(φ1(g)) = φ1(f) 6= φ2(f) = Γ(φ1(g)).

Òîáòî, Γ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

�

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Γ íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Çîêðåìà â îáðà-

çi Γ íåìà¹ åëåìåíòà δu0 äëÿ u0 = [(0, . . . , 0, 1|0)]. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ùî

δu0 = Γ(φ) äëÿ äåÿêîãî φ ∈Mbs. Òîäi,

φ
(
Λ−1(g)

)
= g(u0)

äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ M. Çîêðåìà, äëÿ g = Tk ìà¹ìî

φ
(
Λ−1

)
(Tk) = φ(Fk) = Tk(u0) = −1

i öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Àëå äîáðå âiäîìî,

ùî íå iñíó¹ òàêèé õàðàêòåð φ ∈Mbs, ùî φ(Fk) = −1 äëÿ âñiõ k ∈ N.

Íàãàäà¹ìî, ùî ó ïiäðîçäiëi 4.1, äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè

(d|b) ∈ ℓ1(Z0) áóëî ââåäåíî îïåðàòîð

S(d|b)(f) = f((y|x) • (d|b)), f ∈ Hsup
b

i ïîêàçàíî, ùî öåé îïåðàòîð ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì â ñåáå (íàñëi-

äîê 4.1.6). Òîäi, ñïðÿæåíèé îïåðàòîð S∗
(d|b) : φ→ φ ◦ S(d|b), ¹ íåïåðåðâíèì

â ïðîñòîði (Hsup
b )∗ i âiäîáðàæà¹ êîìïëåêñíi ãîìîìîðôiçìè â êîìïëåêñíi

ãîìîìîðôiçìè, îñêiëüêè S(d|b) ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Ïîçíà÷èìî

φ ◦ S(d|b) = δ(d|b) • φ,

äå δ(d|b) � ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi (d|b). Çàóâàæèìî, ùî

(δ(d|b) • φ)(Tk) = φ(S(d|b)Tk) = φ(Tk(· • (d|b)) = φ(Tk) + Tk(d|b). (4.3.2)
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Ó ðîáîòi [16] äîâåäåíî òàêå çàãàëüíå òâåðäæåííÿ:

Òâåpäæåííÿ 4.3.2. Íåõàé F � ãîìîìîðôiçì àëãåáðè ïîëiíîìiâ

PP(X) ïîðîäæåíî¨ ñiì'¹þ ïîëiíîìiâ P = {Pn} íà äåÿêîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X, ‖Pn‖ = 1, degPn = n, F : Pn → Pn + an äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë an.

ßêùî iñíó¹ òàêèé õàðàêòåð φ àëãåáðè HbP(X), ùî

1. φ(Pn) = an, n ∈ N;

2. äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X çíàéäåòüñÿ õàðàêòåð θ àëãåáðè

HbP(X) òàêèé, ùî

Pn(x) + φ(Pn) = θ(Pn), n ∈ N,

òîäi ãîìîìîðôiçì F ¹ íåïåðåðâíèì i ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèé äî íåïå-

ðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìà àëãåáðè HbP(X) â ñåáå.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hsup
b ðîçãëÿíåìî g((d|b)) = (δ(d|b) •φ)(f)

ÿê ôóíêöiþ âiä (d|b) ∈ ℓ1(Z0) ïðè ôiêñîâàíîìó φ ∈M sup
b .

Íàñëiäîê 4.3.1. Ôóíêöiÿ g((d|b)) = (δ(d|b)•φ)(f) íàëåæèòü àëãåáði

Hsup
b i âiäîáðàæåííÿ f 7→ g ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì Hsup

b â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 4.3.2 äî âèïàäêó Pn = Tn,

X = ℓ1(Z0), φ ∈ M sup
b , HbP(X) = Hsup

b . Çãiäíî ç ðiâíiñòþ 4.3.2, θ =

δ(d|b) • φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2 òâåðäæåííÿ 4.3.2 äëÿ äîâiëüíîãî φ. Òîìó

âiäîáðàæåííÿ Fφ, âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ Tn ðiâíiñòþ

Fφ : Tn 7→ Tn + φ(Tn)

¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè Hsup
b â ñåáå. Ç iíøîãî áîêó, ç ðiâ-

íîñòi 4.3.2 áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P 7→ (δ(d|b) •φ)(P ) çáiãà¹òüñÿ ç F(d|b)

äëÿ êîæíîãî ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P. Òîìó

g((d|b)) = (δ(d|b) • φ)(f) = Fφ(f) ∈ Hsup
b
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i âiäîáðàæåííÿ f 7→ g ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì.

�

Òåîpåìà 4.3.1. Iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ îïåðàöi¨ �•� âèçíà÷åíî¨ íà ìíî-

æèíi M äî êîìóòàòèâíî¨ îïåðàöi¨ íà ñïåêòði M sup
b àëãåáðè Hsup

b .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈M sup
b , f ∈ Hsup

b , ôóíêöiÿ

g((d|b)) = (δ(d|b) • φ)(f) ∈ Hsup
b , ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè

(θ • φ)(f) = θ(g), f ∈ Hsup
b , θ ∈M sup

b .

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàöiÿ �•� êîðåêòíî âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi M sup
b . ßêùî

φ = δ(y|x) i θ = δ(d|b), òî, çãiäíî îçíà÷åííÿ,

(θ • φ)(f) = (δ(y|x) • δ(d|b))(f) = f((y|x) • (d|b)).

Òîìó, îïåðàöiÿ �•� íà M sup
b ¹ ïðîäîâæåííÿì îïåðàöi¨ �•� âèçíà÷åíî¨ íà

ìíîæèíi M.

Ç ðiâíîñòi 4.3.2 ìà¹ìî, ùî (θ • φ)(Tn) = θ(Tn) + φ(Tn) äëÿ âñiõ

íàòóðàëüíèõ n. Îòæå, θ • φ = φ • θ íà âñiõ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìàõ.

Ç ùiëüíîñòi ìíîæèíè ïîëiíîìiâ â àëãåáði Hsup
b âèïëèâà¹, êîìóòàòèâíiñòü

�•� â M sup
b .

�

Îïåðàöiþ �•� íà M sup
b , âèçíà÷åíó â òåîðåìi 4.3.1 áóäåìî íàçèâàòè

çãîðòêîþ ôóíêöiîíàëiâ ç M sup
b .

Êðiì òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà i òîïîëîãi¨ Ãëiñîíà iñíó¹ ñëàáøà òîïîëîãiÿ

íà ñïåêòðiM sup
b àëãåáðè Hsup

b , ÿêó, çà àíàëîãi¹þ ç ñèìåòðè÷íèì âèïàäêîì

[12], ìè áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ.

Ïîçíà÷èìî wp ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíó òîïîëîãiþ íàM sup
b , ïîðîäæåíó

íàñòóïíîþ áàçîþ îêîëiâ:

Uε,k1,...,kn(ψ) = {ψ • φ : φ ∈M sup
b , i |φ(Tkj | < ε, j = 1, . . . , n}.
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Îñêiëüêè, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì i âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü çãîðòêè

Uε/2,k1,...,kn(ψ) • Uε/2,k1,...,kn(θ) ⊂ Uε,k1,...,kn(ψ • θ),

îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ â ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨ M sup
b .

Òâåpäæåííÿ 4.3.3. Òîïîëîãiÿ wp ¹ ãàóñäîðôîâîþ

Äîâåäåííÿ. ßêùî φ 6= ψ, òî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî

|φ(Tk)− ψ(Tk)| = c > 0.

Ïîêëàäåìî ε = c/3. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ θ1 i θ2 â îêîëi Uε,k(δ0)

|(φ • θ1)(Tk)− φ • θ2)(Tk)| = |(φ(Tk)− ψ(Tk))− (θ2(Tk)− θ1(Tk))| ≥

≥ |(φ(Tk)− ψ(Tk))| − |(θ2(Tk)− θ1(Tk))| ≥ c/3.

Òàêèì ÷èíîì, îêîëè Uε,k(φ) i Uε,k(ψ) íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê.

�
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4.4. Îáîðîòíiñòü i ãîìîìîðôiçìè

ßêùî u ∈ M ìà¹ îáåðíåíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ

`�', òî ïîçíà÷èìî éîãî u−1 = u⋄(−1), òîáòî

u � u−1 = u−1 � u = I.

Òâåpäæåííÿ 4.4.1. Íåõàé u ∈ M i ‖u‖ < 1. Òîäi I•u− ¹ îáîðîòíèì

ó êiëüöi M. Ïðè öüîìó,

(I • u−)−1 =
∞•
n=0

u⋄n,

äå u⋄0 = I, u⋄n = u � · · · � u︸ ︷︷ ︸
n

, à ðÿä ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ â M.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó iäåþ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî-

ãî òâåðäæåííÿ äëÿ êëàñè÷íèõ áàíàõîâèõ àëãåáð, îòðèìó¹ìî∥∥∥ ∞•
n=0

u⋄n
∥∥∥ ≤

∞∑
n=0

‖u‖n =
1

1− u
<∞.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ïîâíîòó M ìà¹ìî, ùî åëåìåíò
∞•
n=0

u⋄n ∈ M. Êðiì

òîãî,

(I • u−) �
( ∞•
n=0

u⋄n
)
= I.

�

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè êiëüöÿM òà éîãî ïiäêiëåöü. Íà-

äàëi ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî ãîìîìîðôiçìè êiëåöü çáåðiãàþòü ìíîæåííÿ

íà ñòàëó. Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò x êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A ¹

îáîðîòíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè φ(x) 6= 0 äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ç

A. Â M ñèòóàöiÿ iíøà. Íåõàé I•n = I • · · · • I︸ ︷︷ ︸
n

= (0| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .).

Òâåpäæåííÿ 4.4.2. Íåõàé φ � íåíóëüîâèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü ç

M â C. Òîäi φ(I•n) = n, àëå I•n íå ¹ îáîðîòíèì ïðè n > 1.
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Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî φ(I•n) = nφ(I) = n. Ç iíøîãî áîêó,

I•n � u = u•n 6= I äëÿ êîæíîãî u ∈ M.

�

Ïpèêëàä 4.4.1. Íàâåäåíi íèæ÷å âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè

êiëåöü ç M â C.

1. Ïîëiíîìè Tn, n ∈ N ¹ (íåïåðåðâíèìè) êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ãî-

ìîìîðôiçìàìè êiëåöü ç M, àëå òiëüêè ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë T1 çáåðiãà¹

ìíîæåííÿ íà ñòàëi.

2. Íåõàé u = [(y|x)] ∈ M. Âèçíà÷èìî

Θ(u) =
∞∑
n=1

|xn| −
∞∑
n=1

|yn|.

Çðîçóìiëî, ùî Θ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Àäèòèâíiñòü òà ìóëüòèïëi-

êàòèâíiñòü áóäóòü äîâåäåíi äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó.

ßê çâè÷àéíî, R ¹ ïiäêiëüöåì M, ÿêùî âií ¹ ïiäìíîæèíîþ M i

êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié `•' i `�'. Íàïðèêëàä, íåõàé M00 ñêëàäà¹òüñÿ ç

óñiõ åëåìåíòiâ u = [(y|x)] òàêèõ, ùî ÿêùî (y|x) ¹ íåçâiäíèì, òîäi suppx

i supp y ¹ ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè. Òîäi M00 ¹ ùiëüíèì ïiäêiëüöåì M.

Ðîçãëÿíåìî êiëüêà íåòðèâiàëüíèõ ïðèêëàäiâ çàìêíóòèõ ïiäêiëåöü M.

Ïpèêëàä 4.4.2. Íåõàé M∆, MS i M1 âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

M∆ = {u ∈ M : |xj | ≤ 1, |yj | ≤ 1 äëÿ äîâiëüíèõ íåçâiäíèõ

çîáðàæåíü (y|x) ∈ u},

MS = {u ∈ M : |xj | = 1 àáî 0, |yj | = 1 àáî 0 äëÿ äîâiëüíèõ

íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0},

M1 = {u ∈ M : xj = 1 àáî 0, yj = 1 àáî 0 äëÿ äîâiëüíèõ
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íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0}.

Çðîçóìiëî, ùî M∆, MS i M1 ¹ ïiäêiëüöÿìè M i

M∆ ⊃ MS ⊃ M1.

Òàêîæ M1 içîìîðôíèé êiëüöþ Z öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî içîìîðôiçìó

[(0| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .)] 7→ n, äëÿ n ≥ 0 i [(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
−n

, 0, . . .)|0] 7→ n äëÿ n < 0

i çâóæåííÿ òîïîëîãi¨ ç (M, ρ) íà MS i M1 çáiãà¹òüñÿ ç äèñêðåòíîþ

òîïîëîãi¹þ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåõàé U ¹ ïiäìíîæèíîþ C. Ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç

MU = {u ∈ M : xj ∈ U, yj ∈ U äëÿ äîâiëüíèõ

íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0}.

Òîäi MU ¹ ïiäêiëüöåì M, ÿêùî U ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà

C i 1 ∈ U.

Òâåpäæåííÿ 4.4.3. Íåõàé γ(t) � ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêà êîðå-

êòíî âèçíà÷åíà i ìóëüòèïëiêàòèâíà íà ïiäìíîæèíi U ∈ C. Âèçíà÷èìî

Θγ(u) =
∞∑
n=1

γ(xn)−
∞∑
n=1

γ(yn), u ∈ M,

äå (y|x) ∈ u. ßêùî U ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ i 1 ∈ U, òîäi Θγ

� êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü ç MU .

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî Θγ(u) íå çàëåæèòü âiä âè-

áîðó çîáðàæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì

Θγ((y|x) • (d|b)) = Θγ(y • d|x • b)

=
∞∑
n=1

γ(xn) +
∞∑
n=1

γ(bn)−
∞∑
n=1

γ(yn)−
∞∑
n=1

γ(dn) = Θγ(y|x) + Θγ(d|b).
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Çà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ γ ìà¹ìî

Θγ((0|x) � (0|b)) =
∞∑

n=i,j

γ(xi)γ(bj) =
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(bj)

i Θγ(x|0) = −Θγ(0|x). Îòæå,

Θγ((y|x) � (d|b)) = Θγ((y � b) • (x � d)|(x � b) • (y � d))

=
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(bj)+
∞∑
n=i

γ(yi)
∞∑
n=j

γ(dj)−
∞∑
n=i

γ(yi)
∞∑
n=j

γ(bj)−
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(dj)

= Θγ(y|x)Θγ(d|b).

�

Ïpèêëàä 4.4.3. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ãî-

ìîìîðôiçìiâ ïiäêiëåöü M.

1. Íåõàé g � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ ç N → C. Ó òåîði¨ ÷èñåë

òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ öiëêîì ìóëüòèïëiêàòèâíèìè àðèôìåòè÷íè-

ìè ôóíêöiÿìè. Òîäi äëÿ γ = |g|, Θγ � êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè

êiëåöü MS i M1.

2. Íåõàé ε < 1 i ε∆ � çàìêíåíèé êðóã â C ðàäióñà ε i ç öåíòðîì â

íóëi. Òîäi Mε∆ � iäåàë M1. Íåõàé

χC\ε∆(t) =

 0, ÿêùî |t| ≤ ε

1, ÿêùî |t| > ε,

òî ΘχC\ε∆ � êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè êiëåöü ç M1. Çàóâàæèìî,

ùî ÿêùî u ∈ M1 \ Mε∆ i v ∈ Mε∆, òîäi ρ(u, v) ≥ ε. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

ΘχC\ε∆ ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæåí êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì áàíàõîâî¨ àëãå-

áðè ¹ íåïåðåðâíèì. Äëÿ àëãåáð Ôðåøå, ïèòàííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü êîì-

ïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ñêëàäà¹ âiäîìó ïðîáëåìó Ìàéêëà 1952 ðîêó [53].
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Ìè íå çíà¹ìî ÷è êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì ç M àáî éîãî

çàìêíåíîãî ïiäêiëüöÿ ¹ íåïåðåðâíèì.
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4.5. Îïåðàòîðíå ÷èñëåííÿ àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé Φ: M → M� àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Îñêiëüêè âîíî ¹ ãîìî-

ìîðôiçìîì àäèòèâíî¨ ãðóïè (M, •) â ñåáå, Φ íåïåðåðâíå ó êîæíié òî÷öi

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ íåïåðåðâíèì ó äåÿêié òî÷öi M. Íåõàé

γ : C → C � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi êîðåêòíî âèçíà÷åíèì ¹ íàñòóïíå

àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ ç M00 â ñåáå:

Φγ(u) = (. . . , γ(yn), . . . , γ(y1)|γ(x1), . . . , γ(xn), . . .).

Òâåpäæåííÿ 4.5.1. ßêùî iñíóþòü ñòàëi C > 0 i m ∈ N òàêi, ùî

|γ(t)| ≤ C|t|m, òîäi Φγ ¹ íåïåðåðâíèì, àäèòèâíèì i êîðåêòíî âèçíà÷å-

íèì íà M.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî u ∈ M

‖Φγ(u)‖ =
∞∑
n=1

‖γ(xn)‖+
∞∑
n=1

‖γ(yn)‖ ≤ C
∞∑
n=1

(|xn|m + |yn|m) <∞.

ßêùî ‖u‖ < ε < 1, òî ‖Φγ(u)‖ < Cε i òîìó Φγ ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi.

Òàêèì ÷èíîì, âîíî ¹ íåïåðåðâíèì.

�

Ïpèêëàä 4.5.1. Îïåðàòîðè ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ. Íåõàé m ∈ N.

Òîäi γ(t) = tm çàäîâîëüíÿ¹ òâåðäæåííÿ 4.5.1 i òîìó âiäîáðàæåííÿ

Φm : u 7→ um, äå u = [(y|x)] ∈ M i

um = (. . . , ymn , . . . , y
m
1 |xm1 , . . . , xmn , . . .)

¹ íåïåðåðâíèìè àäèòèâíèìè îïåðàòîðàìè íà M.

Íåõàé k ∈ N i

k
√
a = (a)1/k = (a(1/k,1), a(1/k,2), . . . , a(1/k,k)), a ∈ C
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áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ êîðåíÿ k-ãî ñòåïåíÿ. Ðîçãëÿíåìî

(a(1/k,1), a(1/k,2), . . . , a(1/k,k)) = (a(1/k,1), a(1/k,2), . . . , a(1/k,k), 0, 0 . . .)

ÿê åëåìåíò ó ℓ1. Òîäi äëÿ êîæíîãî u ∈ M òàêîãî, ùî äëÿ íåçâiäíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ (y|x) åëåìåíòà u
∞∑
n=1

(|xn|1/k + |yn|1/k) <∞

ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè

Φ1/k(u) = u1/k = (· · · • y1/kn • · · · • y1/k1 |x1/k1 • · · · • x1/kn • · · · ).

Âiäîáðàæåííÿ Φ1/k ïðè k > 1 ¹ ðîçðèâíèì àäèòèâíèì îïåðàòîðîì, âè-

çíà÷åíèì íà ùiëüíié ïiäìíîæèíiM. Àëå, ÿêùîm > k, òîäi ìè ìîæåìî

âèçíà÷èòè àäèòèâíèé îïåðàòîð

Φ1/k ◦ Φm,

ÿêèé ¹ íåïåðåðâíèì íà M. Çàóâàæèìî, ùî Φ1/k ◦ Φk 6= Φ1 ïðè k > 1,

òàê ÿê Φ1 ¹ îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì i, êðiì òîãî,

Φ1/k ◦ Φk(u) = u • · · · • u︸ ︷︷ ︸
k

= u � I•k.

Ñêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ A : M → M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì,

ÿêùî âîíî àäèòèâíå i çáåðiãà¹ ìíîæåííÿ íà ñòàëó, òîáòî A(λu) = λA(u),

λ ∈ C i ÿêùî A(u−) = (A(u))− äëÿ âñiõ u ∈ M. Ç òâåðäæåííÿ 4.5.1 âèïëè-

âà¹, ùî àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ äóæå áàãàòî. Ëiíiéíi îïåðàòîðè, íàâïàêè,

ìîæíà îïèñàòè ïðîñòèì ñïîñîáîì.

Òåîpåìà 4.5.1. Íåõàé A � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ç M â

ñåáå. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò v ∈ M òàêèé, ùî

A(u) = v � u, u ∈ M.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = I = [(0|1, 0, . . .)] i A(u) = [(b|a)] ∈ M.

Ïîêëàäåìî v = [(b|a)]. Íåõàé òåïåð u � åëåìåíò ó M, ÿêèé ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðîì (y|x) ç ôiíiòíèì íîñi¹ì

(y|x) = (. . . , 0, ym, . . . , y1|x1, . . . , xn, 0, . . .).

Òîäi ìè ìîæåìî çàïèñàòè

[(y|x)] = y1I− • · · · • ymI− • x1I • · · ·xnI

i òàêèì ÷èíîì

A(u) = y1u
− • · · · • ymu− • x1u • · · ·xnu = v � u.

Îñêiëüêè ìíîæèíà M00 åëåìåíòiâ ç ôiíiòíèìè íîñiÿìè ùiëüíà â ìåòðè-

÷íîìó ïðîñòîði M i A ¹ íåïåðåðâíèì, òî A = v � u äëÿ êîæíîãî u ∈ M.

�

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Av(u) îïåðàòîð u 7→ v � u, u ∈ M. Äîâåäåìî äåÿêi

ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Av.

Òâåpäæåííÿ 4.5.2. Îïåðàòîðè Av ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

1. Îïåðàòîð Av ¹ ái¹êòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v ¹ îáîðî-

òíèì ó M.

2. ßêùî îïåðàòîð Av ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî âií ái¹êòèâíèé.

3. Îïåðàòîð Av ¹ ií'¹êòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè kerAv = 0.

4. ßêùî u ∈ kerAv äëÿ äåÿêîãî u 6= 0, òîäi Tn(v) = 0 äëÿ äåÿêèõ

n ∈ N.

5. ßêùî Tn(v) = 0 äëÿ äåÿêîãî n ∈ N, òî Av íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. (1) ßêùî v ¹ îáîðîòíèì, òî Av−1 = A−1
v , òîìó Av �

ái¹êöiÿ. Íåõàé òåïåð B = A−1
v . Òîäi ç òåîðåìè ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ
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äëÿ ïîâíèõ ìåòðè÷íèõ ãðóï (äèâ. [10]) âèïëèâà¹, ùî B ¹ íåïåðåðâíèì. Ç

òåîðåìè 4.5.1 ìà¹ìî, ùî B = Aw äëÿ äåÿêîãî w ∈ M. Òîìó

Av ◦Aw = Av⋄w = AI,

w = v−1.

(2) Íåõàé Av ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Òîäi iñíó¹ u ∈ M òàêèé, ùî Av(u) =

v � u = I. Îòæå, v ¹ îáîðîòíèì i Au = A−1
v .

(3) ßêùî Av ¹ ií'¹êòèâíèì, òî kerAv = 0. I íàâïàêè, ÿêùî u,w ∈ M,

u 6= w òàêi, ùî Av(u) = Av(w), òîäi Av(u • w−) = 0 i, òàêîæ, kerAv ¹

íåòðèâiàëüíèì.

(4) ßêùî u ∈ kerAv, òî v � u = 0 i, òàêîæ,

Tk(v � u) = Tk(v)Tk(u) = 0, k ∈ N.

Îñêiëüêè u 6= 0, òî iñíó¹ ÷èñëî n ∈ N òàêå, ùî Tn(u) 6= 0. Îòæå, Tn(v) = 0.

(5) ßêùî Av ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî âií ¹ ái¹êòèâíèì i òîìó v áóäå

îáîðîòíèì. Àëå

1 = Tn(I) = Tn(v � v−1) = Tn(v)Tn(v
−1) = 0,

ñóïåðå÷íiñòü.

�

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ v = Im îïåðàòîð Av ¹ ií'¹êòèâíèì, àëå íå ¹

ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè

Av(u) = u • · · · • u︸ ︷︷ ︸
m

, u ∈ M

i Tk(v) = m > 0 äëÿ êîæíîãî k. Ç iíøîãî áîêó, v = (. . . , 0, 1, 2|3, 0 . . .),

T1(v) = 0 i òàêîæ Av ¹ ií'¹êòèâíèì, àëå íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Äiéñíî, ëåãêî

ïåðåâiðèòè, ùî Tk(v) 6= 0 äëÿ k > 1. Îòæå, ÿêùî v � u = 0 äëÿ äåÿêîãî

u = (y|x) ∈ M, òîäi Fk(x) = Fk(y) äëÿ k > 1. Àëå ç [3] âèïëèâà¹, ùî òàêîæ
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F1(x) = F1(y) i òàêîæ Tk(u) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ N, òîáòî u = 0. Íàðåøòi,

äëÿ v = (. . . , 0,−1|1, 0 . . .), Av ìà¹ íåòðèâiàëüíå ÿäðî, ÿêå ìiñòèòü u =

(. . . , 0|1,−1, 0 . . .).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè àëãå-

áðó Hsup
b àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóïåðñèìå-

òðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà ℓ1(Z0).Ìè îïèñàëè äåÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè ïiä-

àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i âiäïîâiäíi òâiðíi ôóíêöi¨. Òàêèé

îïèñ âàæëèâèé äëÿ âèâ÷åííÿ ñïåêòðó (ñóêóïíîñòi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ãî-

ìîìîðôiçìiâ) Hsup
b . Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ãî-

ìîìîðôiçì çíà÷åííÿ â òî÷öi ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ñïiââiäíîøåííÿ

äâîõ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Òàêîæ ìè ïîáóäóâàëè ïðè-

êëàä êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó, ÿêèé íå ¹ ôóíêöiîíàëîì çíà-

÷åííÿ i òî÷öi. Îäíàê ó íàñ íåìà¹ ïîâíîãî îïèñó ñïåêòðà Hsup
b . Çîêðåìà,

íåçðîçóìiëî çà ÿêèõ óìîâ ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä (4.3.1) äëÿ äå-

ÿêèõ φ ∈M sup
b . Çàóâàæèìî, ùî òàêà ïðîáëåìà ¹ âiäêðèòîþ i äëÿ àëãåáðè

Hbs(ℓ1) [12, 11]. Ó äèñåðòàöi¨ ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hbs(ℓ1) ìîæå

áóòè íåïåðåðâíî âêëàäåíèé â ñïåêòð àëãåáðè Hsup
b . Ïðîòå, öå âêëàäåííÿ

íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî Hsup
b öiëêîì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä Hbs(ℓ1). Íà-

ïðèêëàä, ãîìîìîðôiçì âèçíà÷åíèé Tk 7→ −Tk íåïåðåðâíèé ó Hsup
b , òîäi

ÿê Fk 7→ −Fk ðîçðèâíèé ó Hbs(ℓ1). Ç iíøîãî áîêó, ãîìîìîðôiçì âèçíà-

÷åíèé Tk 7→ λTk ¹ ðîçðèâíèì äëÿ λ /∈ Z i òîìó ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé

ξ1 = φ(T1), ξ2 = φ(T2), . . . , ξn = φ(Tn), . . . , φ ∈M sup
b íå âèòðèìó¹ ìíîæåí-

íÿ íà ñòàëi. Çâiäñè, çîêðåìà, ìîæíà áà÷èòè, ùî óìîâà (2.4.1) íåäîñòàòíÿ

äëÿ îïèñó M sup
b .

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó ïîêàçóþòü, ùî ñïåêòð Hsup
b äîïóñêà¹ öiêàâó àë-

ãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ (ÿêå íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì)

âiäíîñíî îïåðàöié �•� òà ���, ÿêi ãðàþòü ðîëi äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà

ïiäìíîæèíi M ⊂M sup
b . Âèêîðèñòîâóþ÷è öi îïåðàöi¨ òà ℓ1-íîðìó, ìè ââå-

ëè ïðèðîäíó ìåòðèêó ρ íà M i äîâåëè, ùî (M, ρ) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé

(íå ñåïàðàáåëüíèé) ïðîñòið. Ó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ãîìîìîðôiçìè ç M òà
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àäèòèâíi îïåðàòîðè ç M â ñåáå. Îòæå, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áó-

òè öiêàâèìè ÿê äëÿ òåîði¨ êîìóòàòèâíèõ òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð, òàê i äëÿ

àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Îñêiëüêè M ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó ìíîæèíè õàðàêòå-

ðiâ M sup
b , ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ÷è ìîæíà ïîøèðèòè ñòðóêòóðè, âè-

çíà÷åíi íà M íà ìíîæèíó M sup
b . Ó ðîçäiëi ïîøèðåíî îïåðàöiþ �•� äî

êîìóòàòèâíî¨ îïåðàöi¨ çãîðòêè íà ìíîæèíi õàðàêòåðiâ M sup
b . Êðiì òîãî,

ïîáóäîâàíî ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ íà M sup
b âiäíîñíî ÿêî¨ âêàçàíà îïåðà-

öiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ.

Àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà M äóæå áëèçüêà äî ñòðóêòóðè áàíàõîâî¨

àëãåáðè, àëå M íå ¹ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, îñêiëüêè âîíà íå ¹ ëiíiéíèì

ïðîñòîðîì. Îòæå, âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÿêi âëàñòèâîñòi áàíàõî-

âèõ àëãåáð ìîæíà ïîøèðèòè íà êiëüöå M? Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî ïî-

áà÷èòè, ùî ÿêùî åëåìåíò ¹ áëèçüêèì äî îäèíèöi, òî âií ¹ îáîðîòíèì.

Àëå ìè íå çíà¹ìî: ÷è M ìiñòèòü ðîçðèâíi êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîìð-

ôiçìè? Òàêîæ íàìè áóëî äîñëiäæåíî ãîìîìîìðôiçìè M, éîãî ïiäêiëüöÿ,

òà àäèòèâíi îïåðàòîðè M.

Ïîïðè òå, ùî M íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, íà M âèçíà÷åíî îïåðà-

öiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó (äëÿ ÿêî¨ íå âèêîíó¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíîãî

çàêîíó ç âiäïîâiäíèêîì îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ). Òîìó áóëî ðîçãëÿíóòî âiä-

îáðàæåííÿ ç M ó ñåáå, ÿêi çáåðiãàþòü ñòðóêòóðó êiëüöÿ i, äîäàòêîâî,

îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó. Òàêi âiäîáðàæåííÿ íàçâàíî â ðîáîòi ëi-

íiéíèìè îïåðàòîðàìè íà M. Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ïîâíiñòþ îïèñàíî âñi ëiíiéíi

íåïåðåðâíi îïåðàòîðè íà M òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [34, 37, 38].
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ÐÎÇÄIË 5

ÔÀÊÒÎÐ ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÑÓÌ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ ℓ1 ÀÑÎÖIÉÎÂÀÍÈÕ Ç

ÑÓÏÅÐÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÌÈ ÏÎËIÍÎÌÀÌÈ

5.1. Êiëüöå Mω

Íåõàé ω � äîäàòíå ÷èñëî, 0 < ω ≤ 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ℓω1,∞ �çâàæå-

íó� âåðñiþ ïðîñòîðó ℓE1 . À ñàìå, ïðîñòið ℓω1,∞ ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ x

âèãëÿäó

x = (x(0), x(1), . . . , x(n), . . .), x(n) = (x
(n)
k ) ∈ ℓ1

i

‖x‖ = ‖x‖ℓω1,∞ = max

( ∞∑
n=0

ωn‖x(n)‖ℓ1 , sup
n,k

|x(n)k |

)
.

Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ïiäïðîñòið âèãëÿäó

Xn =
{
x ∈ ℓω1,∞ : x = (0, . . . , 0, x(n), 0, . . . , )

}

içîìîðôíèé äî ℓ1. Òàêèì ÷èíîì ℓω1,∞ ¹ ïåðåòèíîì çâàæåíî¨ ℓ1-ñóìè áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðiâ Xn i ℓ∞-ñóìè ïðîñòîðiâ Xn. Òîìó, ℓω1,∞ ¹ áàíàõîâèì

ïðîñòîðîì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λω
1 ïðÿìó ñóìó äâîõ êîïié ℓω1,∞, Λ

ω
1 = ℓω1,∞

⊕
ℓω1,∞.

Åëåìåíòè Λω
1 áóäåìî ïîçíà÷àòè (y|x), y ∈ ℓω1,∞, x ∈ ℓω1,∞ i

‖(y|x)‖ = ‖y‖ℓω1,∞ + ‖x‖ℓω1,∞ .
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Iíøèìè ñëîâàìè, áóäü-ÿêèé åëåìåíò z ∈ Λω
1 ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

z = (y|x) =


. . . y

(0)
k . . . y

(0)
1 | x

(0)
1 . . . x

(0)
k . . .

. . . | . . .

. . . y
(n)
k . . . y

(n)
1 | x

(n)
1 . . . x

(n)
k . . .

. . . | . . .


àáî

z =

∞∑
n=0

∞∑
k=1

x
(n)
k e

(n)
k +

∞∑
n=0

∞∑
k=1

y
(n)
k e

−(n)
k , (5.1.1)

äå

x
(n)
k e

(n)
k =



. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .

. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 x
(n)
k 0 . . .

. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .


i

y
(n)
k e

−(n)
k =



. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .

. . . 0 y
(n)
k 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .


.

Çàóâàæèìî, ùî çîáðàæåííÿ (5.1.1) ¹ ôîðìàëüíèì, òîáòî ðÿäè ïðà-

âîðó÷, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå çáiãàþòüñÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ω < 1, òî

åëåìåíò

z =
∞∑
n=0

e
(n)
1

íàëåæèòü ïðîñòîðó Λω
1 , àëå ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ñóì öüîãî ðÿäó íå

çáiãà¹òüñÿ äî z.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λω+
1 i Λω−

1 ïiäïðîñòîðè {(0|x) : x ∈ ℓω1,∞} i

{(y|0) : y ∈ ℓω1,∞} âiäïîâiäíî. ßêùî z = (y|x), òî ìè áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè òàêîæ ïîçíà÷åííÿ z+ = x i z− = y, êîëè öå áóäå çðó÷íî.

Âèçíà÷èìî íàñòóïíi ìíîãî÷ëåíè íà Λω
1 .

Tω
m(y|x) =

∞∑
n=0

ωnF (n)
m (x(n))−

∞∑
n=0

ωnF (n)
m (y(n)) (5.1.2)

=
∞∑
n=0

ωn
∞∑
k=1

(x
(n)
k )m −

∞∑
n=0

ωn
∞∑
k=1

(y
(n)
k )m,

(y|x) ∈ Λω
1 .

Òâåpäæåííÿ 5.1.1. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïîëiíîì Tω
m ¹ íåïåðåðâ-

íèì íà Λω
1 i ‖Tm‖ = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ‖(y|x)‖ ≤ 1. Òîäi ‖y‖ℓω1 + ‖x‖ℓω1 ≤ 1, i
∣∣x(n)k

∣∣ ≤ 1

i
∣∣y(n)k

∣∣ ≤ 1 äëÿ âñiõ k ∈ N and n ∈ Z+. Òàêèì ÷èíîì

|Tω
m(x)| ≤

∞∑
n=0

ωn
∞∑
k=1

(∣∣x(n)k

∣∣m+
∣∣y(n)k

∣∣m) ≤ ∞∑
n=0

ωn
∞∑
k=1

(∣∣x(n)k

∣∣+∣∣y(n)k

∣∣) ≤ ‖(y|x)‖.

Îòæå, ‖Tm‖ ≤ 1. Íåõàé òåïåð (y|x) áóäå òàêèì, ùî y = 0, x(0) =

(1, 0, 0, . . .), x(n) = 0 äëÿ n > 0. Òîäi ‖(y|x)‖ = 1 i Tm(y|x) = 1. Òàêèì

÷èíîì ‖Tm‖ = 1.

�

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîëiíîì P : Λω
1 → C ¹ ω-

ñóïåðñèìåòðè÷íèì, ÿêùî âií ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ Tω
m,

m ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pω
s = Pω

s (Λ
ω
1 ) àëãåáðó âñiõ ω-ñóïåðñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà Λω
1 i ÷åðåç Hω

bs = Hω
bs(Λ

ω
1 ) ¨¨ çàìèêàííÿ â àëãåáði Hb(Λ

ω
1 ).

ÑïåêòðMω
bs àëãåáðèH

ω
bs ìiñòèòü ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðî-

ñòîðó Λω
1 . Òîáòî, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z ∈ Λω

1 iñíó¹ δz ∈ Mω
bs òàêèé, ùî

δz(f) = f(z), f ∈ Hω
bs. Ïðè öüîìó äëÿ äâîõ òî÷îê z, u ∈ Λω

1 ðiâíiñòü
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δz = δu âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè P (z) = P (u) äëÿ êîæíîãî

ïîëiíîìà P ∈ Pω
s . Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ

Mω
bs âèãëÿäó δz, z ∈ Λω

1 .

Òåîpåìà 5.1.1. Íåõàé ω = 1/N äëÿ äåÿêèõ N ∈ N, N > 1. Äëÿ

êîæíîãî ÷èñëà a ∈ R iñíó¹ åëåìåíò z{a} ∈ Λω
1 òàêèé, ùî

‖z{a}‖ =

 |a| ÿêùî |a| ≥ 1

1 ÿêùî |a| < 1

i Tω
m(z{a}) = a äëÿ êîæíîãî m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a > 0. Òîäi ìè ìîæåìî çàïèñàòè

a =
∞∑
j=0

aj
N j

, aj ∈ N, (5.1.3)

òîáòî, a0 = [a] � öiëà ÷àñòèíà a i (0.a1a2 . . .)N � ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà

a− [a] â ïîçèöiéíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ N. Íåõàé z{a} ìà¹ âèãëÿä

z{a} = (0|x{a}), äå

x{a} =

∞∑
n=0

x
(n)
{a}

i

x
(n)
{a} = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

an

, 0, 0, . . .) = e
(n)
1 + e

(n)
2 + · · ·+ e(n)an , n = 0, 1, 2, . . . .

Òîäi äëÿ |a| ≥ 1,

‖z{a}‖ = max

( ∞∑
n=0

an
Nn

, 1

)
=

∞∑
n=0

an
Nn

= Tω
m(z{a}) = a, m ∈ N

i ‖z{a}‖ = 1 äëÿ |a| < 1.

Ó âèïàäêó, êîëè a < 0, ìè ïîêëàäåìî b = −a > 0. Àíàëîãi÷íèì

÷èíèì, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.1.3) äëÿ b, ìè ìîæåìî çíàéòè âåêòîð x{b}. Òîäi,
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åëåìåíò z{a} âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ z{a} = (x{b}|0). Îòæå,

‖z{a}‖ =

 µ = |a|, ÿêùî |a| ≥ 1

1, ÿêùî |a| < 1

i Tω
m(z{a}) = a äëÿ êîæíîãî m ∈ N.

�

Íàãàäà¹ìî, ùî â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, âiäïîâiäíî äî [12] òà [11] áóëî

ðîçãëÿíóòî äâi îïåðàöi¨ íà ℓ1 �•� i ���, ÿêi çáåðiãàþòü ñèìåòðè÷íi ïîëiíî-

ìè. Òàêîæ öi îïåðàöi¨ áóëè ïðîäîâæåíi íà ïðîñòîðè ℓ(n)1 , òàê, ùî äiÿ öèõ

îïåðàöié çáåðiãà¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i íà ℓ1(Z0) iç çáåðåæåííÿì

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Òåïåð ìè ïîáóäó¹ìî ïðèðîäíå ïðîäîâæåííÿ

öèõ îïåðàöié íà Λω
1 .

Îçíà÷åííÿ 5.1.2. Íåõàé z = (z−|z+) i r = (r−|r+) íàëåæàòü Λω
1 .

Áóäåìî êàçàòè, ùî h = z • r, ÿêùî h(n)− = z
(n)
− • r(n)− i h

(n)
+ = z

(n)
+ • r(n)+ äëÿ

êîæíîãî n ∈ Z+. Òàêîæ áóäåìî êàçàòè, ùî s = z � r, ÿêùî

s
(n)
+ = (z

(0)
+ � r(n)+ ) • (z(1)+ � r(n−1)

+ ) • · · ·

· · · • (z(n)+ � r(0)+ ) • (z(0)− � r(n)− ) • (z(1)− � r(n−1)
− ) • · · · • (z(n)− � r(0)− )

òà

s
(n)
− = (z

(0)
+ � r(n)− ) • (z(1)+ � r(n−1)

− ) • · · ·

· · · • (z(n)+ � r(0)− ) • (z(0)− � r(n)+ ) • (z(1)− � r(n−1)
+ ) • · · · • (z(n)− � r(0)+ ).

Òâåpäæåííÿ 5.1.2. Tω
m(z • r) = Tω

m(z) + Tω
m(r) i Tω

m(z � r) =

Tω
m(z)Tω

m(r) äëÿ âñiõ z, r ∈ Λω
1 i m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ðiâíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ

Tω
m (5.1.2). Òàêîæ, ìè çíà¹ìî (äèâ. [11]), ùî Fm(x � y) = Fm(x)Fm(y),
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x, y ∈ ℓ1, m ∈ N. Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.1.2) i îçíà÷åííÿ 5.1.2, ìè

ìà¹ìî äëÿ s = z � r

Tω
m(s) = Tω

m(z � r) =
∞∑
n=0

ωnF (n)
m (s

(n)
+ )−

∞∑
n=0

ωnF (n)
m (s

(n)
− )

=

∞∑
n=0

ωn

 n∑
j=0

F (n)
m (z

(j)
+ � r(n−j)

+ ) +

n∑
j=0

F (n)
m (z

(j)
− � r(n−j)

− )



−
∞∑
n=0

ωn

 n∑
j=0

F (n)
m (z

(j)
+ � r(n−j)

− ) +
n∑

j=0

F (n)
m (z

(j)
− � r(n−j)

+ )



=
∞∑
n=0

ωn

 n∑
j=0

F (j)
m (z

(j)
+ )F (n−j)

m (r
(n−j)
+ ) +

n∑
j=0

F (j)
m (z

(j)
− )F (n−j)

m (r
(n−j)
− )



−
∞∑
n=0

ωn

 n∑
j=0

F (j)
m (z

(j)
+ )F (n−j)

m (r
(n−j)
− ) +

n∑
j=0

F (j)
m (z

(j)
− )F (n−j)

m (r
(n−j)
+ )


=

( ∞∑
n=0

ωnF (n)
m (z

(n)
+ )−

∞∑
n=0

ωnF (n)
m (z

(n)
− )

)
×

×

( ∞∑
n=0

ωnF (n)
m (r

(n)
+ )−

∞∑
n=0

ωnF (n)
m (r

(n)
− )

)

= Tω
m(z)Tω

m(r).

�

Íàñëiäîê 5.1.1. Íåõàé P (z) ∈ Pω
s . Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî

r ∈ Λω
1 ïîëiíîìè P (z • r) i P (z � r) íàëåæàòü Pω

s .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî êîæåí ïîëiíîì

P ∈ Pω
s ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ Tω

m i òâåðäæåííÿ 5.1.2.

�
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Äëÿ äàíîãî z = (y|x) ∈ Λω
1 ïîçíà÷èìî z− = (x|y). Çðîçóìiëî, ùî

âiäîáðàæåííÿ z 7→ z− ¹ íåïåðåðâíîþ iíâîëþöi¹þ ó r ∈ Λω
1 i Tω

m(z−) =

−Tω
m(z).

Ââåäåìî íàñòóïíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà Λω
1 . Áóäåìî êàçà-

òè, ùî z ∼ r òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Tω
m(z) = Tω

m(r) äëÿ êîæíîãî m ∈ N.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mω ôàêòîð-ìíîæèíó Λω
1 / ∼ i ÷åðåç [z] � êëàñ åêâiâà-

ëåíòíîñòi, ÿêèé ìiñòèòü z.

Òâåpäæåííÿ 5.1.3. Âiäîáðàæåííÿ [z] → δz ¹ âêëàäåííÿì (â ñåíñi

òåîði¨ ìíîæèí) ìíîæèíè Mω â ñïåêòð Mω
bs àëãåáðè H

ω
bs.

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî çàóâàæåíî, δz = δr òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

P (z) = P (r) äëÿ âñiõ ω-ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Öå ðiâíîñèëüíî òî-

ìó, ùî Tω
m(z) = Tω

m(r) äëÿ âñiõ m ∈ N, òîáòî [z] = [r]. Òàêèì ÷èíîì,

êîæíîìó êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi [z] ìè ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé õà-

ðàêòåð δz i, îòæå, âiäîáðàæåííÿ [z] → δz ¹ âêëàäåííÿì.

�

Òâåpäæåííÿ 5.1.4. Íàñòóïíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êî-

ðåêòíî âèçíà÷åíi íà Mω × Mω i (Mω,+, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç

îäèíèöåþ:

1. [z] + [r] := [z • r];

2. [z][r] := [z � r],

z, r ∈ Λω
1 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z′ ∈ [z] i r′ ∈ [r]. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5.1.2 òà

îçíà÷åííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N,

Tω
m(z) + Tω

m(r) = Tω
m(z′) + Tω

m(r′) = Tω
m(z′ • r′)
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i

Tω
m(z)Tω

m(r) = Tω
m(z′)Tω

m(r′) = Tω
m(z′ � r′).

Òîæ îïåðàöi¨ íà Mω íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ.

Íåõàé

[u] = [z]([r] + [s]) i [v] = [z][r] + [z][s].

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî m ∈ N

Tω
m(u) = Tω

m(z)(Tω
m(r) + Tω

m(s)) = Tω
m(z)Tω

m(r) + Tω
m(z)Tω

m(s) = Tω
m(v),

òî [u] = [v] i ìè îòðèìó¹ìî äèñòðèáóòèâíèé çàêîí. Î÷åâèäíî, ùî àñîöià-

òèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Òàêîæ, −[z] = [z−] i I = [e
(0)
1 ] � îäèíèöÿ âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Òàêèì

÷èíîì Mω � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ.

�

Äëÿ áóäü-ÿêèõ λ ∈ C i z ∈ Mω ïîêëàäåìî λ ∗ [z] = [λz]. Îñêiëüêè

Tω
m(λz) = λmTω

m(z), òî îïåðàöiÿ �∗� êîðåêòíî âèçíà÷åíà íà C×Mω. Àëå

(Mω,+, ∗) íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ñïðàâäi, z ∈ Λω
1 i z 6= 0, òîäi [z]+[z] =

[z • z] 6= 2 ∗ [z], òîìó ùî Tω
m([z • z]) = 2Tω

m(z), àëå Tω
m(2z) = 2mTω

m(z).

Íåõàé Sω � ìàêñèìàëüíà íàïiâãðóïà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà Λω
1 , ÿêi

çáåðiãàþòü ω-ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè. Ìè íå ìà¹ìî äîñòàòíüî ïîâíî-

ãî îïèñó íàïiâãðóïè Sω. Ïðîòå, ìîæíà îòðèìàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî

ñòðóêòóðó öi¹¨ íàïiâãðóïè äëÿ âèïàäêó ω = 1/N äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëü-

íîãî N > 1.

Òâåpäæåííÿ 5.1.5. Íàïiâãðóïà S1/N ìiñòèòü íàñòóïíi îïåðàòî-

ðè íà Λ
1/N
1 .
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1. Äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ (ïåðåñòàíîâêè) σ : N → N i êîæíîãî i ∈ Z+

âèçíà÷èìî îïåðàòîðè

S+(i)
σ (z) = (x(0), . . . , x(i−1), S+(i)

σ (x(i)), x(i+1), . . .),

S−(i)
σ (z) = (y(0), . . . , y(i−1), S−(i)

σ (y(i)), y(i+1), . . .),

äå z = (y|x) i

S+(i)
σ (e

(i)
k ) = e

(i)
σ(k) i S−(i)

σ (e
−(i)
k ) = e

−(i)
σ(k).

2. Äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ m ≥ n ≥ 0 âèçíà÷èìî îïåðàòîðè

S
+(n,m)
k (z) = (z − x

(n)
k e

(n)
k ) • (x(n)k e

(m)
k • · · · • (x(n)k e

(m)
k︸ ︷︷ ︸

Nm−n

)

òà

S
−(n,m)
k (z) = (z − y

(n)
k e

−(n)
k ) • (y(n)k e

−(m)
k • · · · • (y(n)k e

−(m)
k︸ ︷︷ ︸

Nm−n

),

äå z = (y|x) ∈ Λ
1/N
1 .

3. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ Λ
1/N+
1 , âèçíà÷èìî àôiííèé îïåðà-

òîð

(x|y) 7→ (x • a|y • a).

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîðè S
+(i)
σ òà S

−(i)
σ çäiéñíþþòü ïåðåñòàíîâêè

êîîðäèíàò âåêòîðiâ x(i) òà y(i) âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè âñi ïîëiíîìè Tω
k ¹

iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî òàêèõ ïåðåòâîðåíü, òî S
+(i)
σ òà S

−(i)
σ íàëåæàòü

S1/N .

Îïåðàòîð S+(n,m)
k âèëó÷à¹ êîîðäèíàòó x(n)k , ïåðåíîñèòü ¨¨ â ïîçèöiþ

(m), m > n i äóáëþ¹ ¨¨ Nm−n ðàç. Òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî j,

T
1/N
j ((x

(m)
k e

(m)
k • · · · • (x(m)

k e
(m)
k︸ ︷︷ ︸

Nm−n

)) =
1

Nm
F

(m)
j ((x

(m)
k e

(m)
k • · · · • (x(m)

k e
(m)
k︸ ︷︷ ︸

Nm−n

)) =

=
Nn−m

Nn
Fj(m)(x

(n)
k e

(m)
k ) =

1

Nn
Fj(n)(x

(n)
k e

(n)
k ).
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Àíàëîãi÷íî äi¹ îïåðàòîð S−(n,m)
k íà êîìïîíåíòi ó çîáðàæåííi y z = (y|x).

Âðàõîâóþ÷è àäèòèâíiñòü ïîëiíîìiâ T
1/N
j ùîäî îïåðàöi¨ �•�, îòðèìó¹-

ìî, ùî ïîëiíîìi T 1/N
j ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ îïåðàòîðiâ S

+(n,m)
k

i S−(n,m)
k . Òîìó öi îïåðàòîðè íàëåæàòü íàïiâãðóïi ñèìåòðié S1/N .

Îïåðàòîðè âèãëÿäó (x|y) 7→ (x•a|y •a) íàëåæàòü S1/N , îñêiëüêè, çà

ïîáóäîâîþ T
1/N
j ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ öèõ îïåðàòîðiâ.

�

Ìè íå çíà¹ìî, ÷è êîæåí ïîëiíîì, ÿêèé ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî äi¨

íàïiâãðóïè S1/N ¹ ω-ñóïåðñèìåòðè÷íèì.



113

5.2. Îïåðàòîðè i íàïiâíîðìè íà M1/N

Äëÿ äàíîãî z = (y|x) ∈ Λω
1 , ïîçíà÷èìî ÷åðåç supp z íîñié z, òîáòî

íàñòóïíó ïàðó íàáîðiâ iíäåêñiâ

supp z = ({i ∈ N, j ∈ Z+ : y
(j)
i 6= 0}, {k ∈ N, n ∈ Z+ : x

(n)
k 6= 0}).

Ëåìà 5.2.1. Äëÿ êîæíîãî z = (y|x) ∈ Λ
1/N
1 , ïåðåñòàíîâêè σ íà

N i m ≥ n, i âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ÿêi âèçíà÷åíî ó òâåðäæåííi 5.1.5

ìà¹ìî:

[z] = [S+(i)
σ (z)] = [S−(i)

σ (z)] = [S
+(n,m)
k (z)] = [S

−(n,m)
k (z)].

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 5.1.5 âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîìè T 1/N
k ¹ ií-

âàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ öèõ îïåðàòîðiâ. Òîìó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âiä-

íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼, âêàçàíi îïåðàòîðè çáåðiãàþòü êëàñè åêâiâà-

ëåíòíîñòi.

�

Òâåpäæåííÿ 5.2.1. Íåõàé z = (y|x) ∈ Λ
1/N
1 äëÿ äåÿêîãî N ∈ N,

N > 1 i z ìà¹ ôiíiòíèé íîñié. ßêùî [z] = [0], òî iñíó¹ ÷èñëî j ∈ N i

êîìïîçèöiÿ S ñêií÷åííîãî íàáîðó âiäîáðàæåíü {S±(n,m)
k , S

±(j)
σ }, âèçíà÷å-

íèõ âèùå, òàêà, ùî

S(z) = (y′|x′) =



. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .

. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . y
′(j)
k . . . y

′(j)
1 | x

′(j)
1 . . . x

′(j)
k . . .

. . . 0 . . . 0 | 0 . . . 0 . . .

. . . | . . .


(5.2.1)

=
∞∑
k=1

x
′(j)
k e

(j)
k +

∞∑
k=1

y
′(j)
k e

−(j)
k
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i x
′(j)
k = y

′(j)
k äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé j � íàéìåíøèé íîìåð òàêèé, ùî x(j)k = 0 i y(j)k

äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñêií÷åííó êiëüêiñòü âiäîáðàæåíü

S
±(n,m)
k i ëåìó 5.2.1 ìè ìîæåìî çíàéòè z′ = (y′|x′), z′ ∼ z, ÿêèé çàäîâîëü-

íÿ¹ (5.2.1). Îòæå, äëÿ êîæíîãî m ∈ N
∞∑
k=1

(
y
′(j)
k

)m
=

∞∑
k=1

(
x

′(j)
k

)m
.

Ç [3] âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè
(
y
′(j)
k

)
k
i
(
x

′(j)
k

)
k
çáiãàþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåñòàíîâêè σ êîîðäèíàò (x1, . . . , xk, . . .). Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è S
(j)
σ äî

z′, îòðèìó¹ìî x
′(j)
k = y

′(j)
k äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

�

Íàñëiäîê 5.2.1. Íåõàé z = (y|x) ∈ Λ
1/N
1 äëÿ äåÿêèõ N ∈ N, N > 1

i z ìà¹ ôiíiòíèé íîñié. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò z′ = (y′|x′) ∈ Λ
1/N
1 òàêèé, ùî

z ∼ z′ i z′ ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü:

� ÿêùî y′
(j)
i 6= 0, òîäi x′

(n)
k 6= y′

(j)
i äëÿ âñiõ k ∈ N, n ∈ Z+.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ

5.2.1 äî z • z′− = (y • x′|x • y′).

�

Çàâäÿêè òåîðåìi 5.1.1 ìè ìîæåìî ââåñòè àëüòåðíàòèâíå ìíîæåííÿ

íà äiéñíi ñòàëi â Mω, ïðèíàéìi äëÿ âèïàäêó ω = 1/N, N ∈ N, N > 1.

Òåîpåìà 5.2.1. Íåõàé N ∈ N, N > 1. Òîäi M1/N � äiéñíà ëiíiéíà

êîìóòàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæå-

ííÿ, âèçíà÷åíèõ ó òâåðäæåííi 5.1.4 òà

a[z] := [z{a}][z] = [z{a} � z], a ∈ R,

äå z{a} òàêå, ÿê ó òåîðåìi 5.1.1.
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Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî ç òåîðåìè 5.1.1 i òâåðäæåííÿ

5.1.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N, Tω
m(z{a} � z) = aTω

m(z). Îòæå,

I = z{1} � îäèíèöÿ ó M1/N i [z{a1+a2}] = [z{a1}]+[z{a2}], a1, a2 ∈ R. Òàêèì

÷èíîì,

a([z] + [r]) = a[z] + a[r]

i

(a1 + a2)[z] = a1[z] + a2[z],

äå a, a1, a2 ∈ R i [z], [r] ∈ M1/N .

�

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω êëàñ ôóíêöié γ : C → C òàêèé, ùî âiäîáðàæåííÿ

Φγ : Λ
ω
1 → Λω

1 âèçíà÷åíi ÿê

Φγ(z) = Φγ(y|x) =


. . . γ(y

(0)
k ) . . . γ(y

(0)
1 ) | γ(x

(0)
1 ) . . . γ(x

(0)
k ) . . .

. . . | . . .

. . . γ(y
(n)
k ) . . . γ(y

(n)
1 ) | γ(x

(n)
1 ) . . . γ(x

(n)
k ) . . .

. . . | . . .


¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè, òîáòî ç z ∼ z′ âèïëèâà¹, ùî Φγ(z) = Φγ(z

′).

Òàêèé êëàñ íå ïîðîæíié, íàïðèêëàä, γ(t) = tm ∈ Ω, m ∈ N.

Òåîpåìà 5.2.2. Íåõàé γ ∈ Ω. Òîäi Φγ ïîðîäæó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð

Φ̂γ : M1/N → M1/N âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ Φ̂γ([z]) = Φγ(z).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ Ω âèïëèâà¹, ùî Φ̂γ � êîðåêòíî âèçíà÷å-

íèé. Òàêîæ çðîçóìiëî, ùî

Φ̂γ([z] + [r]) = Φγ(z • r) = Φγ(z) • Φγ(r) = Φ̂γ([z]) + Φ̂γ([r]),

z, r ∈ Λ
1/N
1 . Íåõàé òåïåð z{a} = (y{a}|x{a}) òàêå, ÿê ó òåîðåìi 5.1.1, òîáòî

x{a} =

∞∑
n=0

an∑
i=1

e
(n)
i , y{a} = 0, ÿêùî a ≥ 0
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i

y{a} =

∞∑
n=0

an∑
i=1

e
−(n)
i , x{a} = 0, ÿêùî a < 0,

äå

|a| =
∞∑
j=0

aj
N j

, aj ∈ N.

ßêùî a ≥ 0, òîäi [z{a}][z] = a[z], a ∈ R, z = (y|x) ∈ Λ
1/N
1 i

Φγ(z{a} � z) = Φγ

(
(z • . . . • z︸ ︷︷ ︸

a0

) � e(0)1 • . . . • (z • . . . • z︸ ︷︷ ︸
an

) � e(n)1 • . . .
)

=
(
Φγ(z) • . . . • Φγ(z)︸ ︷︷ ︸

a0

)
�e(0)1 •. . .•

(
Φγ(z) • . . . • Φγ(z)︸ ︷︷ ︸

an

)
�e(n)1 •. . . = z{a}�Φγ(z).

ßêùî a < 0, ìè ïîâèííi çàìiíèòè e(n)1 íà e−(n)
1 , n ∈ Z+. Îòæå, Φ̂γ

(
a[z]

)
=

aΦ̂γ

(
[z]
)
. Òîìó Φ̂γ � ëiíiéíèé îïåðàòîð.

�

Ïîçíà÷èìî τm
(
[z]) = T

1/N
m (z), [z] ∈ M1/N , m ∈ N. Çðîçóìiëî,

ùî τm � êîìïëåêñíîçíà÷íi äiéñíî-ëiíiéíi òà ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöi¨,

òîáòî τm � ãîìîìîðôiçìè ç M1/N â C. Çà îçíà÷åííÿì M1/N , îòðèìó-

¹ìî, ùî ôóíêöiîíàëè τm : m ∈ N ðîçäiëÿþòü òî÷êè M1/N . Ïîçíà÷èìî

z̄ = Φγ(z), äå γ(t) = t̄ � êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíi äî t. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

τm
(
[z̄]
)
= τm

(
[z]
)
i òîìó γ(t) = t̄ íàëåæèòü Ω. Îòæå, [z] 7→ τm

(
[z̄]
)
� êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, τm + τm

òà −i
(
τm − τm

)
¹ äiéñíîçíà÷íèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè íà M1/N .

Íàñëiäîê 5.2.2. ßêùî ôóíêöiÿ γ ∈ Ω ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ, òî

îïåðàòîð Φ̂γ � ãîìîìîðôiçì àëãåáðè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [z], [r] ∈ M1/N ,

z =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

z
(n)
+k e

(n)
k +

∞∑
n=0

∞∑
k=1

z
(n)
−k e

−(n)
k
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i

r =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

r
(n)
+k e

(n)
k +

∞∑
n=0

∞∑
k=1

r
(n)
−k e

−(n)
k .

Îñêiëüêè

Φγ

(
z
(n)
+k e

(n)
k

)
= γ

(
z
(n)
+k

)
e
(n)
k ,

òî îòðèìó¹ìî

Φγ

(
z
(n)
±k e

±(n)
k � r(j)±i e

±(j)
i

)
= γ

(
z
(n)
±k r

(j)
±i

)
e
±(n)
k � e±(j)

i ,

k, i ∈ N, n, j ∈ Z+. Ç ëiíiéíîñòi òà ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi τm âèïëèâà¹

τm
(
Φ̂γ([z])

)
τm
(
Φ̂γ([r])

)
= τm

(
Φ̂γ([z])Φ̂γ([r])

)
= τm

(
Φ̂γ([z][r])

)
.

Îñêiëüêè öå ñïðàâåäëèâî äëÿ êîæíîãî m, òî îòðèìó¹ìî

Φ̂γ([z])Φ̂γ([r]) = Φ̂γ([z][r]).

�

Òâåpäæåííÿ 5.2.2. Íåõàé ôóíêöiÿ γ ∈ Ω i γ(0) = 0. Òîäi íàñòóïíà

ôîðìóëà âèçíà÷à¹ íàïiâíîðìó íà M1/N :

pγ
(
[z]
)
= inf

(y|x)∈[z]

∞∑
n=0

1

Nn

∞∑
k=1

(∣∣γ(x(n)k

)∣∣+ ∣∣γ(y(n)k

)∣∣).
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ çîáðàæåííÿõ

(y|x) ∈ [z], òî íàïiâíîðìà êîðåêòíî âèçíà÷åíà. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóí-

êöiîíàë pγ ¹ íåâiä'¹ìíèì, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Ïîêàæåìî,

ùî pγ ¹ îäíîðiäíèì. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R, âíàñëiäîê òåîðåìè

5.2.2, Φγ(z{a} � z) = Φ̂γ(a[z]) = aΦγ(z) =

= a


. . . γ(y

(0)
k ) . . . γ(y

(0)
1 ) | γ(x

(0)
1 ) . . . γ(x

(0)
k ) . . .

. . . | . . .

. . . γ(y
(n)
k ) . . . γ(y

(n)
1 ) | γ(x

(n)
1 ) . . . γ(x

(n)
k ) . . .

. . . | . . .

 .
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Òîìó γ
(
z{a} � x

(n)
k

)
= aγ

(
x
(n)
k

)
i γ
(
z{a} � y

(n)
k

)
= aγ

(
y
(n)
k

)
, ç ÷îãî âèïëèâà¹

îäíîðiäíiñòü pγ .

�

Îçíà÷åííÿ 5.2.1. Âèçíà÷èìî íàñòóïíi íàïiâíîðìè íà M1/N :

pm
(
[z]
)
= pγm

(
[z]
)
ïðè γn(t) = tm.

Çðîçóìiëî, ùî
∣∣τm([z])∣∣ ≤ pm

(
[z]
)
, [z] ∈ M1/N i òîìó, ÿêùî [z] 6= 0,

òî iñíó¹ m ∈ N òàêèé, ùî pm
(
[z]
)
> 0.

Ïîçíà÷èìî
(
M1/N , (pm)

)
� ëiíiéíèé ïðîñòið M1/N ç ââåäåíîþ ïðî-

åêòèâíîþ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ íàïiâíîðìàìè (pm). Îòæå, ìè îòðè-

ìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òâåpäæåííÿ 5.2.3. Ïðîñòið
(
M1/N , (pm)

)
¹ ëîêàëüíî îïóêëèì ìå-

òðèçîâíèì òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è-

ñåë, i êîæåí ôóíêöiîíàë τm ¹ íåïåðåðâíèì íà
(
M1/N , (pm)

)
.

Äîâåäåííÿ. Ëîêàëüíà îïóêëiñòü i ìåòðèçîâíiñòü ïðîñòîðó(
M1/N , (pm)

)
¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî òîïîëîãiÿ öüîãî ïðîñòîðó ïîðîäæåíà

çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íàïiâíîðì. Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëiâ τm i íàïiâíîðì

pm m ∈ N áà÷èìî, ùî

|τm([z])| ≤ pk(z), k ≤ m, m ∈ N.

Òîáòî, êîæåí ôóíêöiîíàë τm ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íàïiâíîðì pk, k ≤ m

i, îòæå, íåïåðåðâíèì â ïðîñòîði
(
M1/N , (pm)

)
.

�

Ïîêàæåìî, ùî ìîæíà îòðèìàòè íîðìîâàíó ïiäàëãåáðó â ïðîñòîði(
M1/N , (pm)

)
.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D íàñòóïíó ïiäìíîæèíó M1/N :

D =
{
u ∈ M1/N : iñíó¹ z ∈ u òàêèé, ùî

∣∣z(n)k

∣∣ ≤ 1, n ∈ Z+, k ∈ N
}
.

Òåîpåìà 5.2.3. D � ïiäàëãåáðà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë â M1/N i

çâóæåííÿ òîïîëîãi¨
(
M1/N , (pn)

)
íà D ïîðîäæó¹òüñÿ íîðìîþ íà D.

Äîâåäåííÿ. Ç âèçíà÷åííÿ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà M1/N âè-

ïëèâà¹, ùî u + v ∈ D i uv ∈ D äëÿ âñiõ u, v ∈ D. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî

a ∈ R, [z{a}] ∈ D i òîìó au = [z{a}]u ∈ D. Îòæå, D � ïiäàëãåáðà â M1/N .

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî u ∈ D i m ∈ N, pm(u) ≤ p1(u). Òàêîæ p1 �

íîðìà íà D. Ñïðàâäi, ÿêùî u 6= 0, òî iñíó¹ m ∈ N òàêèé, ùî τm(u) 6= 0.

Òîìó

0 6= |τm(u)| ≤ pm(u) ≤ p1(u).

Îòæå, (D, p1) � íîðìîâàíèé ïðîñòið i âñi pm ¹ íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî

p1. Òîìó, çâóæåííÿ òîïîëîãi¨
(
M1/N , (pn)

)
íà D çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ

íîðìè (D, p1).

�
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5. Ó öüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî êîìïëå-

êñíèé áàíàõiâ ïðîñòið Λω
1 i íàïiâãðóïó Sω, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíèõ i

àôiííèõ îïåðàòîðiâ íà Λω
1 òàêèì ÷èíîì, ùî, äëÿ âèïàäêó ω = 1/N ñïåêòð

àëãåáðè Hω
bs, Sω-iíâàðiàíòíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìi-

ñòèòü ëiíiéíó ïiäàëãåáðó Mω íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié

�•�, ���, ÿêi ¹ ïðèðîäíèìè â äàíîìó âèïàäêó, òà àëüòåðíàòèâíîãî ìíîæå-

ííÿ íà êîíñòàíòó, ââåäåíîãî ó ïiäðîçäiëi 5.1.

Ôóíêöi¨ àëãåáðè Hω
bs ïðè çâóæåííi íà ïiäïðîñòið âèãëÿäó

{(y(0)|x(0))} ' ℓ1(Z0) ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè. Òîìó, ðåçóëüòàòè öüîãî ðîç-

äiëó ¹, ó ïåâíîìó ñåíñi, óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó

íà ñêëàäíiøèé âèïàäîê. Àíàëîãi÷íî ÿê ó ñóïåðñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó,

ââåäåíî àäèòèâíó i ìóëüòèïëiêàòèâíó îïåðàöi¨, à çà ðàõóíîê ñêëàäíiøî¨

ñòðóêòóðè ìíîæèíè Mω âäàëîñü âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî ïðîñòî-

ðó íà Mω.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1, òàêîæ, äîñëiäæåíî íàïiâãðóïó ñèìåòðié S1/n âiäíî-

ñíî ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨ ç àëãåáðè H1/n
bs ¹ iíâàðiàíòíèìè. Ïðîòå, ìè íå çíà¹ìî,

÷è êîæåí S1/n-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íàëåæèòü àëãåáði H1/n
bs .

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äîñëiäæåíî ëiíiéíi îïåðàòîðè, ãîìîìîðôiçìè òà íà-

ïiâíîðìè àëãåáðè M1/N . Çîêðåìà, îïèñàíî îäèí êëàñ ëiíiéíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ïîðîäæåíèõ ôóíêöiÿìè ç òàê çâàíîãî êëàñó Ω. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî,

ùî íà M1/N iñíó¹ ïðèðîäíà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî îïóêëîãî ìåòðèçîâíîãî

ïðîñòîðó.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ïðàöÿõ [35, 40].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ùî ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ äå-

ÿêî¨ íàïiâãðóïè àíàëiòè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Òàêi ôóíêöi¨, â ïåâíîìó ñåíñi,

óçàãàëüíþþòü âiäîìi ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà

ïðîñòîði ℓ1. Öi óçàãàëüíåííÿ, ÷àñîì, ¹ äîñèòü ñóòò¹âèìè, à ðåçóëüòàòè ¹

íå çàâæäè î÷iêóâàíèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî íàðiçíî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà àíàëi-

òè÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà ñêií÷åíîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðî-

ñòîðó ℓ1. Ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè ïîëiíîìiâ

ìîæíà îòðèìàòè, ÿê îá'¹äíàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ íà âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè ℓ1. Ïðè öüîìó ñïåêòð àëãåáðè íàðiçíî

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ¹ äåêàðòîâèì äîáó-

òêîì ñïåêòðiâ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçãëÿíóòî âèïàäîê íåñêií÷åííî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ïðÿ-

ìî¨ ñóìè ïðîñòîðiâ ℓ1 àñîöiéîâàíî¨ ç äåÿêèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì X. Ïî-

êàçàíî, ùî â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à îïèñàííÿ ñïåêòðó âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè

íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ¹ íàáàãàòî

ñêëàäíiøîþ. Ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð òàêî¨ àëãåáðè ìiñòèòü ñïåêòð àëãåáðè

öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði X.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi âïåðøå ðîçãëÿíóòî ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè

íà ïðîñòîði ℓ1(Z0) ' ℓ1×ℓ1. Áàçèñ {Tk} â àëãåáði òàêèõ ïîëiíîìiâ îòðèìà-

íî ç áàçèñó íàðiçíî ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ {Fk} íà ℓ1 × ℓ1 çà äîïîìîãîþ

ëiíiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

Tk(y|x) = Fk(x)− Fk(y).
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Òàêèì ÷èíîì, êîæåí ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ íàðiçíî ñèìåòðè÷íèì

(íàâïàêè, çâè÷àéíî, íå òàê).

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî ãîìîìîðôiçì ç àëãåáðè ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó â àëãåáðó ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1. Öåé ãîìîìîðôiçì ¹

íåïåðåðâíèì, ií'¹êòèâíèì, ìà¹ ùiëüíèé îáðàç. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ¹

ðîçðèâíèì. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ãîìîìîðôiçì òà âiäîìi êîìáiíàòîðíi òî-

òîæíîñòi, ïîáóäîâàíî iíøèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði ñóïåðñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ, òà îïèñàíî õàðàêòåðè, ÿêi ¹ ôóíêöiîíàëàìè çíà÷åíü â

òî÷êàõ âèõiäíîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié íà êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi. Òàêîæ, ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà M õàðàêòåðiâ, ÿêi ¹

ôóíêöiîíàëàìè çíà÷åíü â òî÷êàõ âèõiäíîãî ïðîñòîðó ¹ êiëüöåì âiäíîñíî

ïðèðîäíèõ êîìóòàòèâíèõ îïåðàöié �•� òà ���.

Ìíîæèíó M ìîæíà îòðèìàòè ÿê ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

âiäíîñíî âiäíîøåííÿ x ∼ y ⇔ Tk(x) = Tk(y), x, y ∈ ℓ1(Z0), k ∈ N. Íà ìíî-

æèíi M ââåäåíî ìåòðèêó, ÿêà, â ïåâíîìó ñåíñi, iíäóêîâàíà òîïîëîãi¹þ

ïðîñòîðó ℓ1(Z0) i ïîêàçàíî, ùî M ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèì íåñåïàðàáåëü-

íèì ïðîñòîðîì i êiëüöåâi îïåðàöié �•� òà ��� ¹ íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî

öi¹¨ ìåòðèêè. Çàóâàæèìî, ùî íà M âèçíà÷åíî, òàêîæ, îïåðàöiþ ìíîæåí-

íÿ íà êîìïëåêñíó êîíñòàíòó. Ïðîòå íåìà¹ äèñòðèáóòèâíîãî ïðàâèëà äëÿ

îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó i àäèòèâíî¨ îïåðàöi¨ �•�. Òîìó, M íå

¹ àëãåáðîþ (îñêiëüêè íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì). Áiëüøå òîãî, îïåðàöiÿ

ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó ¹ ðîçðèâíîþ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi, òàêîæ ïîêàçàíî, ùî îïåðàöiþ �•� ìîæíà

ïðîäîâæèòè íà ñïåêòð àëãåáðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó äî êîìóòàòèâíî¨ çãîðòêè ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêà

¹ íåïåðåðâíîþ ó ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨, ïîáóäîâàíî ïðèêëàä

õàðàêòåðiâ, ÿêi íå ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M, çíàéäåíî ¨õ çîáðàæåííÿ ó
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âèãëÿäi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òàêîæ,

ïîáóäîâàíî íåïåðåðâíå â òîïîëîãi¨ Ãëiñîíà âêëàäåííÿ ñïåêòðà àëãåáðè ñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1 â ñïåêòð àëãåáðè

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1(Z0).

Ðîçãëÿíóòî óìîâè îáîðîòíîñòi åëåìåíòiâ êiëüöÿ M, íåïåðåðâíîñòi

ãîìîìîðôiçìiâ íà M, ïðèêëàäè ïiäêiëåöü. Íàæàëü, ìè íå çíà¹ìî ÷è êî-

æåí êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ M, àáî äåÿêîãî çàìêíåíîãî ïiä-

êiëüöÿ â êiëüöÿ M ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîñëiäæåíî, òàêîæ àäèòèâíi îïåðàòîðè ç M â ñåáå, òîáòî îïåðà-

òîðè, ÿêi çáåðiãàþòü îïåðàöiþ �•�. Ñåðåä àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ âèáðàíî

òàêi, ùî, äîäàòêîâî, çáåðiãàþòü îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó. Öi âiä-

îáðàæåííÿ, â äèñåðòàöi¨, íàçâàíî ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè. ÎñêiëüêèM íå

¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî ìè íå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü êëàñè÷íèì ïîíÿò-

òÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ïîâíiñòþ îïèñàíî ëiíiéíi

îïåðàòîðè íà M ÿê îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà äåÿêèé åëåìåíò ç ℓ1(Z0) òà

äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi óçàãàëüíåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó ÷åòâåð-

òîìó ðîçäiëi äëÿ ïðîñòîðó Λω
1 ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çâàæåíî¨

ñóìè ïðîñòîðiâ ℓ1(Z0). Ó öüîìó âèïàäêó, ìíîæèíà Mω êîìïëåêñíèõ ãî-

ìîìîðôiçìiâ àëãåáðè ω-ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó íà Λω
1 , ÿêi ¹ ôóíêöiîíàëàìè çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó Λω

1 , ìàþòü

ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ. Ïðîòå, ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââåñòè

ïðèðîäíó àëüòåðíàòèâíó îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà äiéñíi êîíñòàíòè â Mω i,

â ðåçóëüòàòi,Mω ìà¹ ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ãîìîìîðôiçìè i òîïîëîãi¨ àëãåáðèMω

òà ¨¨ ïiäàëãåáð. Òàêîæ, äîñëiäæåíî íàïiâãðóïó ñèìåòðié S1/n âiäíîñíî
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ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨ ç àëãåáðè H1/n
bs ¹ iíâàðiàíòíèìè. Ïðîòå, ìè íå çíà¹ìî, ÷è

êîæåí S1/n-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íàëåæèòü àëãåáði H1/n
bs .

Ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ çàñòîñîâóþòüñÿ i

â iíøèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè. Çàóâàæèìî, ùî ñóïåðñèìåòðè÷íi

ïîëiíîìè âiä êiëüêîõ çìiííèõ âèâ÷àëèñü áàãàòüìà àâòîðàìè i â [57],[58],

[60] ìè ìîæåìî çíàéòè àíàëîãè ôîðìóë (4.1.2) òà (4.1.3) äëÿ öèõ âèïàä-

êiâ (ç âèêîðèñòàííÿì äåÿêèõ iíøèõ ïîçíà÷åíü). Â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî

òàêi ðåçóëüòàòè äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ i çàâäÿêè òîïîëîãi-

÷íèì âëàñòèâîñòÿì ïðîñòîðó ℓ1 ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî W(y|x)(t)

¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ, äå ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê � öå ôóíêöi¨ åêñ-

ïîíåíöiàëüíîãî òèïó äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî (y|x) ∈ ℓ1(Z0). Àëå âà-

æëèâîþ âiäìiííiñòþ ìiæ ñêií÷åííî- i íåñêií÷åííîâèìiðíèì âèïàäêîì ¹

òå, ùî â ñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó ìè íå ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè

îïåðàöi¨`•' i `�', îñêiëüêè âîíè íå çáåðiãàþòü ðîçìiðíiñòü îñíîâíîãî ïðî-

ñòîðó. Äåÿêi çàñòîñóâàííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ äëÿ ãðóï Áðàóåðà

îïèñàíi â [41]. Î÷åâèäíî, ùî Hsup
b ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü äëÿ íåñêií÷åíèõ

ïîðîäæåíèõ ãðóï Áðàóåðà àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Iíøå çàñòîñóâàííÿ ìîæíà

îòðèìàòè äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè. Â ðîáîòi [59] ìè ìîæåìî çíàéòè

ïiäõiä äî òîãî, ÿê êëàñè÷íi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè ìîæóòü áóòè âèêîðè-

ñòàíi äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè iäåàëüíîãî ãàçó. Âiäïîâiäíî äî öüîãî

ïiäõîäó òà âèêîðèñòîâóþ÷è íàøi ïîçíà÷åííÿ, íåçàëåæíi çìiííi x1, x2, . . .

âiäïîâiäàþòü àáñòðàêòíèì ðiâíÿì åíåðãi¨, ÿêi ìîæóòü çàéìàòè ÷àñòèíêè

iäåàëüíîãî ãàç; ñèìåòðè÷íi îäíî÷ëåíè

∑
i1<···<in

xk
1

i1 · · ·xknin

âiäïîâiäàþòü çàíÿòòÿì ÷àñòèíêàìè öèõ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ; òâiðíi ôóí-

êöié G(x)(t) òà H(x)(t) âiäïîâiäàþòü âåëèêèì êàíîíi÷íèì ñòàòèñòè÷íèì
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ñóìàì äëÿ áîçîíiâ i ôåðìiîíiâ âiäïîâiäíî, à ðiâíÿííÿ (2.3.1) ìîäåëþ¹ çà-

êîí ñèìåòði¨ Áîçå-Ôåðìi. Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó òà ç óðàõóâàííÿì (4.1.2) ñóïåð-

ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ îïèñó iäåàëüíîãî ãàçó,

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòèíîê îáîõ òèïiâ: áîçîíiâ òà ôåðìiîíiâ. Áiëüøå òîãî,

ñèìåòðiÿ Áîçå-Ôåðìi â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ îçíà÷à¹ ïðîñòî [(x|x)] = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ñòàòèñòè÷íà ìåõàíiêà ïðàöþ¹ ç ñèòóàöi¹þ, êîëè

êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Òîé ôàêò, ùî ìè ðîç-

ãëÿäà¹ìî çàìèêàííÿ ïîëiíîìiâ ó ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi¨, äîçâîëÿ¹ íàì

ïåðåõîäèòè äî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïðè N → ∞. ℓ1-òîïîëîãiÿ îñíîâíîãî

ïðîñòîðó ℓ1(Z0) ãàðàíòó¹, ùî âñi àáñòðàêòíi ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè

äîáðå âèçíà÷åíi íà öüîìó ïðîñòîði. Íàïðèêëàä, ÿêùî ìè áóäåìî âèêîðè-

ñòîâóâàòè ℓ2(Z0) çàìiñòü ℓ1(Z0), òîäi T1 íå áóäå âèçíà÷åíî. Íàðåøòi, ìè

ìîæåìî î÷iêóâàòè, ùî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ `•' òà `�' ìîæóòü ìàòè ôiçè-

÷íèé çìiñò ó çàïðîïîíîâàíîìó ïiäõîäi. Àëå ïîäiáíi ïðîáëåìè âèõîäÿòü çà

ðàìêè íàøî¨ ðîáîòè.
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