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АНОТАЦIЯ

Приймак Г. М. Структура множини гомоморфiзмiв та функцiо-

нального числення в алгебрах аналiтичних функцiй на банахових про-

сторах. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз.

— ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Сте-

фаника”, Iвано-Франкiвськ, 2019.

Теорiя аналiтичних вiдображень банахових просторiв є важливою

складовою сучасного нелiнiйного функцiонального аналiзу i має числен-

нi застосування у сумiжних галузях математики. Алгебри аналiтичних

функцiй на банахових просторах дослiджувалися в роботах Л. Нахбiна,

Т. Гамелiна, Р. Арона, Б. Коула, Л. Мораес, М. Маестре, П. Галiндо,

А. Загороднюка, С. Шарина, I. Чернеги та багатьох iнших авторiв.

Серед основних проблем, якi виникають при дослiдженнi алгебр

аналiтичних функцiй є питання опису спектру (множини комплексних

гомоморфiзмiв) даної алгебри. Зокрема, важливим є опис множини ком-

плексних гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) цiлих функцiй обмеженого типу

на комплексному банаховому просторi X. У роботах Р. Арона, Б. Коула,

Т. Гамелiна розвинуто метод, який ґрунтується на так званому продов-

женнi Арона-Бернера. В рамках цього методу ми можемо продовжити

кожну аналiтичну функцiю f до другого спряженого X ′′ простору X i

визначити комплекснi гомоморфiзми, як функцiонали значень в точках

другого спряженого. Проте, такий пiдхiд не дає повного опису спектру

Hb(X) в загальному випадку.

В роботах А. В. Загороднюка застосовано механiзм продовження

Арона-Бернера не тiльки до простору X, а й до проективних тензорних
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степеней цього простору. В результатi отримано повний опис множини

комплексних гомоморфiзмiв алгебри Hb(X).

У дисертацiйнiй роботi узагальнено вказанi пiдходи для дослiдже-

ння довiльних гомоморфiзмiв з алгебри Hb(X) в деяку комутативну ба-

нахову алгебру A. При цьому замiсть функцiоналiв значень в точках до-

цiльно використовувати гомоморфiзми функцiонального числення.

Таким чином, для досягнення мети дисертацiйного дослiдження,

було описано клас гомоморфiзмiв алгебри Hb(X), якi можна наблизити

гомо морфiзмами функцiонального числення, узагальнено для A-значних

гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) поняття радiус-функцiї, доведено власти-

востi згортки в алгебрi A-значних аналiтичних функцiй обмеженого типу,

знайдено умови за яких продовження Арона-Бернера A-значних функцiй

є гомомрфiзмом алгебр. Використовуючи це, було отримано результати,

якi стосуються опису структури A-значних гомоморфiзмiв та застосува-

ння до диференцiювань.

У роздiлi 2 наведено формулювання основних означень та тео-

рем. Розглянуто поняття полiномiальних вiдображень, висвiтлено основ-

нi властивостi тензорних добуткiв банахових просторiв та аналiтичних

функцiй. Описано механiзм продовження Арона-Бернера оператора та

функцiональне числення як метод асоцiацiї оператора f(A) з функцi-

єю f , який буде належати до топологiчної алгебри “A-функцiй”. Також,

сформульовано деякi властивостi оператора зсуву та операцiї згортки на

Hb(X).

У третьому роздiлi описано встановлення умов на банахiв простiр

X, комутативну банахову алгебру A та гомоморфiзм Φ : Hb(X) → A за

яких iснує напрямленiсть (aα) ⊂ A⊗πX така, що оператори функцiональ-

ного числення (θaα) наближають гомоморфiзм Φ на полiномах з Hb(X)

(рiвнiсть 3.1.1) або на всiх функцiях з Hb(X) (рiвнiсть 3.1.2). Позитив-
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нi результати отримано для скiнченновимiрного банахового простору Cn,

банахового простору з базисом Шаудера, банахового простору з власти-

вiстю апроксимацiї, банахового простору з Hb-властивiстю апроксимацiї.

При цьому використано або алгебру H∞
uc(B) всiх рiвномiрно неперервних

аналiтичних комплекснозначних функцiй на замкненiй одиничнiй кулi B,

або скiнченновимiрну напiвпросту комутативну банахову алгебру. Вста-

новлення умов iснування такої напрямленостi узагальнює результати Р.

Арона, В. Коула та Т. Гамелiна [18], отриманi для випадку комплексних

гомоморфiзмiв.

Також доведено, що для алгебри з ненульовим нiльпотентним еле-

ментом iснує розривний гомоморфiзм Φ : Hb(X) → A. Наведено приклад

гомоморфiзму, який не наближається гомоморфiзмами функцiонального

числення.

У четвертому роздiлi центральною iдеєю є застосування продовже-

ння Арона-Бернера до A-значних гомоморфiзмiв функцiонального чи-

слення f ∈ Hb(A
⊗

πX,A) у другий спряжений простiр. За основу взято

продовження аналiтичних функцiй з Hb(X) у X ′′. Застосування цього

пiдходу стало можливим пiсля встановлення того факту, що A
⊗

πX
′′ ⊂

(A
⊗

πX)′′ i A′′⊗
πX ⊂ (A

⊗
πX)′′. В результатi було доведено:

— якщо A — комутативна банахова алгебра, f ∈ Hb(X), то r(f̃) при-

ймає значення в A i r(f̃) = f̃ , де r(f̃) — оператор звуження вiдображення

f̃ ∈ Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) на пiдпростiр A
⊗

πX
′′;

— якщо A — скiнченновимiрна комутативна банахова алгебра, ви-

конується рiвнiсть (A
⊗

πX)′′ = A
⊗

πX
′′ i f̃ = f̃ для всiх f ∈ Hb(X), то

вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) i Hb(A
⊗

πX
′′, A);

— якщо A не обов’язково скiнченновимiрна, то для кожного u ∈

A
⊗

πX
′′ вiдображення f 7→ θu(f̃) = f̃(u) є гомоморфiзмом з Hb(X) в

Hb(X
′′) i f̃ 7→ θu(f̃) — гомоморфiзм з Hb(X

′′) в A;
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— якщо A′′ комутативна напiвпроста банахова алгебра, то

вiдображення g 7→ g̃ є гомоморфiзмом алгебр Hb(A
⊗

πX,A) i

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′), g ∈ Hb(A
⊗

πX,A);

— якщо A′′ напiвпроста комутативна банахова алгебра, то вiдобра-

ження f 7→ f̃ є гомоморфiзмом алгебри Hb(X) в Hb((A
⊗

πX)′′, A′′).

Стосовно алгебри Hb(A
′′⊗

πX,A
′′), де A′′ є алгеброю, у якiй добуток

визначається як продовження Аренса добутку алгебри A, то для f ∈

Hb(A
⊗

πX,A) продовження f до вiдображення з Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) не

обов’язково є функцiональним численням в алгебрi A′′.

У роздiлi 4 також показано, що для операторiв, визначених на

Hb(X) можна ввести аналог радiус-функцiї, яку було запропоновано у

[18] для функцiоналiв. Через L(Hb(X), Y ) позначимо множину всiх лi-

нiйних i неперервних операторiв з алгебри Hb(X) в банахiв простiр Y .

Продовжуючи цю iдею, означимо радiус-функцiю лiнiйного оператора

R(Φ), Φ ∈ L(Hb(X), Y ) як нижню грань всiх r, таких, що Φ є неперервним

вiдносно норми рiвномiрної збiжностi на кулi rB. Таким чином, радiус-

функцiю R на L(Hb(X), Y ) визначає формула R(Φ) = lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m ,

де Φm звуження Φ ∈ L(Hb(X), Y ) на банахiв простiр всiх неперервних

n-однорiдних комплекснозначних полiномiв P(mX).

Вдалося встановити, що якщо Φn — лiнiйний неперервний оператор

з простору P(nX) у деякий банахiв прострi Y для кожного n ∈ Z+ i

для норми Φn на P(nX) виконується нерiвнiсть ∥Φn∥ ≤ csn для деяких

c, s > 0, тодi iснує єдиний лiнiйний оператор Φ ∈ L(Hb(X), Y ), звуження

якого на P(nX) спiвпадає з Φn для всiх n ∈ Z+ i R(Φ) ≤ s.

Основнi результати роздiлу 5 наведено у пiдроздiлах 5.4 i 5.5. Для

цього у пiдроздiлах 5.1-5.3 було узагальнено властивостi оператора зсуву

для A-значних аналiтичних функцiй обмеженого типу та операцiї згортки

для A-значних гомоморфiзмiв. У пiдроздiлi 5.4 доведено основну стру-
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ктурну теорему для гомоморфiзму Φ з алгебри Hb(X) в деяку комута-

тивну банахову алгебру A, який може бути наближений гомоморфiзма-

ми функцiонального числення у слабкополiномiальнiй топологiї: iснують

послiдовностi спряжених просторiв (Zn)
∞
n=1 i вiдображень θ(n)a : Zn → A

такi, що Z1 = (A
⊗

πX)′′, Zn = L(Hb(A
⊗

πX);A), θ
(1)
a = θ̃a′′ i довiль-

ний гомоморфiзм Φ ∈ Ω має зображення Φ =
∞
+×
n=1

θ
(n)
a (un) для деякої

послiдовностi un ∈ Zn, n = 1, 2, . . . . Пiдмножина Ω при цьому має вигляд

Ω = {Φ ∈MA(Hb(A
⊗

πX), A) : ∀ P ∈ P((A
⊗

πX), A) ∃

(xα) ⊂ A
⊗

πX така, що lim
α
P (xα) = Φ(P )}.

У пiдроздiлi 5.5 описано некласичнi A-значнi диференцiювання

алгебри Hb(A
⊗

πX,A). Пiд класичними диференцiюваннями алгебри

Hb(X) ми розумiємо оператори диференцiювання за напрямками h ∈ X:

∂(h)(f)(x) = lim
t→0

f(x+th)−f(x)
t . Аналогiчно, ми визначаємо класичнi A-

значнi диференцiювання алгебри Hb(X) за формулою

∂(h)(f)(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
,

де h, a ∈ A
⊗

πX i h — фiксований ненульовий вектор.

Некласичнi диференцiювання будуємо за допомогою лiнiйного опе-

ратора ∂(k)(uk) на Hb(X), який визначаємо рiвнiстю:

∂(k)(uk)(f)(x) := η(uk) ◦ τa(f), f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

Доведено, що оператор ∂(k)(uk) є неперервним диференцiюванням

на Hb((A
⊗

πX), A), i наведено формули знаходження “алгеброзначних

похiдних” для P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i f ∈ Hb((A
⊗

πX), A).

Ключовi слова: аналiтичнi функцiї на банаховому просторi, гомо-

морфiзми алгебри аналiтичних функцiй, функцiональне числення, тен-

зорнi добутки банахових просторiв.



7

ABSTRACT

Pryimak H. M. On structures of the set of homomorphisms and functi-

onal calculus in algebras of analytic functions on Banach space. — Qualifying

scientific work as a manuscript.

A Thesis for a Candidate Degree in Physical and Mathematical

Sciences, speciality 01.01.01 — mathematical analysis. — Vasyl Stefanyk

Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2019.

The theory of analytic mappings of Banach spaces is an important

component of modern nonlinear functional analysis and has numerous appli-

cations in related fields of mathematics. Algebras of analytic functions on

Banach spaces were studied by L. Nachbin, T. Gamelin, R. Aron, B. Cole,

L. Moraes, M. Maestre, P. Galindo, A. Zagorodnyuk, S. Sharyn, I. Chernega

and many other authors.

Among the main problems that arise in the study of algebras of

analytic functions is the question of the description of spectra (set of complex

homomorphisms) of these algebras. In particular, it is important to describe

the set of complex homomorphisms of Hb(X), algebra of entire functions of

bounded type in a complex Banach space X. In works of R. Aron, B. Cole,

T. Gamelin, a method, based on the so-called Aron-Berner extension was

developed. Using this method, we can extend every analytic function f to the

second dual space X ′′ of X and define a complex homomorphism as a point

evaluation functional at the elements of the second dual space. However, this

approach does not provide a complete description of the spectrum of Hb(X)

in the general case.

Due to A. V. Zagorodnyuk the mechanism of the Aron-Berner extension

was applied not only to space X, but also to the projective tensor degrees of
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this space. Using this approach a complete description of the set of complex

homomorphisms of algebra Hb(X) was obtained.

In the dissertation, these approaches are generalized for investigating

of continuous homomorphisms from Hb(X) into some commutative Banach

algebra A. In this case, instead of point evaluation functionals, it is advisable

to use functional calculus homomorphisms.

Therefore, to get our purpose it was described a class of homomorphi-

sms ofHb(X) which can be approximated by functional calculus homomorphi-

sms, generalized the concept of radius function for A-valued homomorphisms

of Hb(X) and proved some properties of the convolution in the algebra of

A-valued analytic functions of bounded type. Also, it was found some condi-

tions under which the Aron-Berner extensions of A-valued functions is an

algebra homomorphisms. By using these results we obtained a description

of the structure of A-valued homomorphisms and some applications for di-

fferentiation.

In section 2 there are some basic definitions and preliminary resylts.

The concept of polynomial mappings is considered and are indicated basic

properties of tensor products Banach spaces and analytical functions. The

Aron-Berner extension operator and functional calculus method which allows

us to assign an A-valued function f of A to any function in Hb(X) are

described. Also, we set some properties of the translation operator and the

convolution operation on Hb(X).

The third section describes setting conditions for a Banach space X, a

commutative Banach algebra A and a homomorphism Φ : Hb(X) → A for

which there exists a net (aα) ⊂ A ⊗π X such that operators of functional

calculus (θaα) approximate the homomorphism Φ on polynomials in Hb(X)

(equation 3.1.1) or on all functions from Hb(X) (equation 3.1.2). Some affi-

rmative results were obtained for the finite-dimensional Banach space Cn,
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Banach spaces with Schauder bases, Banach spaces with the approximation

property, Banach spaces with the Hb-approximation property. For this we

use either H∞
uc(B), the algebra of all uniformly continuous analytic complex

functions on closed unit ball B, or a finite-dimensional semisimple commutati-

ve Banach algebra. The establishing of conditions of the existence of such a

net generalizes results of R. Aron, B. Cole and T. Gamelin, [18], which were

obtained for the case of complex homomorphisms.

Also, it is proved, that for an algebra which admits a nilpotent element

there is a discontinuous homomorphism Φ : Hb(X) → A. An example of

homomorphism which is not approaching by functional calculus homomorphi-

sms is given.

In the fourth section, the central idea is the application of the Aron-

Berner extension to A-valued functional calculus homomorphisms f ∈

Hb(A
⊗

πX,A) to the second dual space. We use the known facts about

extensions of analytic functions from Hb(X) to X ′′. This approach it is possi-

ble to use because of establishing the fact that A
⊗

πX
′′ ⊂ (A

⊗
πX)′′ and

A′′⊗
πX ⊂ (A

⊗
πX)′′. Therefore it was proved:

— if A is a commutative Banach algebra, f ∈ Hb(X), then r(f̃)

is A-value and r(f̃) = f̃ , where r(f̃) is the operator restriction of f̃ ∈

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) to the subspace A
⊗

πX
′′;

— if A is a finite-dimensional commutative Banach algebra, then we

have (A
⊗

πX)′′ = A
⊗

πX
′′ and f̃ = f̃ for all f ∈ Hb(X), the mapping

f 7→ f̃ is a homomorphism between algebras Hb(X) and Hb(A
⊗

πX
′′, A);

— if A is not necessarily finite-dimensional, then for every u ∈ A
⊗

πX
′′

the mapping f 7→ θu(f̃) = f̃(u) is an algebra homomorphism from Hb(X) to

Hb(X
′′) and f̃ 7→ θu(f̃) is a homomorphism between algebras Hb(X

′′) and A;
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— if A′′ is a semisimple commutative Banach algebra, then the mappi-

ng g 7→ g̃ is a homomorphism between algebras Hb(A
⊗

πX,A) and

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′), g ∈ Hb(A
⊗

πX,A);

— if A′′ is a semisimple commutative Banach algebra, then the mapping

f 7→ f̃ is a homomorphism between algebras Hb(X) and Hb((A
⊗

πX)′′, A′′).

We observed that for Hb(A
′′⊗

πX,A
′′), where A′′ is the algebra for which

the product is defined as the Arens extension of the product of A, and for

f ∈ Hb(A
⊗

πX,A) the extension f to a mapping Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) is not

necessary a functional calculus in algebra A′′.

In section 4 is also shown that for operators, defined on Hb(X) it is

possible to introduce an analogue of the radius function which was proposed

in [18] for complex homomorphisms. Let us denote by L(Hb(X), Y ) the set

of all linear and continuous operators from algebra Hb(X) to Banach space

Y . Following to the idea of the radius function, we define the radius function

of the linear operator R(Φ), Φ ∈ L(Hb(X), Y ) as the infimum of all numbers

r such that Φ is bounded with respect to the norm of uniform convergence

on the ball rB. So, the radius function R on L(Hb(X), Y ) can be calculated

by the formula R(Φ) = lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m , where Φm is the restriction of Φ ∈

L(Hb(X), Y ) on the Banach space of all continuous n-homogeneous complex-

valued polynomials P(mX).

It is proved that if Φn is a linear continuous operator from space P(nX)

to some Banach space Y for every n ∈ Z+ and for the norm of Φn on P(nX)

we have to inequality ∥Φn∥ ≤ csn for some c, s > 0, then there is a unique

linear operator Φ ∈ L(Hb(X), Y ), whose restriction onto P(nX) coincides

with Φn for all n ∈ Z+ and R(Φ) ≤ s.

The main results of section 5 are in subsections 5.4 and 5.5. In

subsections 5.1 – 5.3 were generalized some properties of the translation

operator for A-valued analytic functions of bounded type and convoluti-
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on operations for A–valued homomorphisms. In sebsection 5.4 we proved

the basic structural theorem for homomorphism Φ from algebra Hb(X)

into some commutative Banach algebra A which can be approximated by

homomorphisms of functional calculus in the weak-polynomial topology:

there exists a sequence of dual spaces (Zn)
∞
n=1 and a sequence of maps

θ
(n)
a : Zn → A such that Z1 = (A

⊗
πX)′′, Zn = L(Hb(A

⊗
πX);A), θ

(1)
a =

θ̃a′′ and an arbitrary homomorphism Φ ∈ Ω has a represesentation Φ =
∞
+×
n=1

θ
(n)
a (un) for some un ∈ Zn, n = 1, 2, . . . , where Ω is the followi-

ng set Ω = {Φ ∈ MA(Hb(A
⊗

πX), A) : ∀ P ∈ P((A
⊗

πX), A) ∃

(xα) ⊂ A
⊗

πX such that lim
α
P (xα) = Φ(P )}.

In subsection 5.5 non-classical A-valued differentiations of algebra

Hb(A
⊗

πX,A) are described. Under classical differentiation of algebra

Hb(X) we understand operators of differentiation by direction h ∈ X:

∂(h)(f)(x) = lim
t→0

f(x+th)−f(x)
t . Similarly, we define a classical A-valued di-

fferentiation of algebra Hb(X) by formula

∂(h)(f)(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
,

where h, a ∈ A
⊗

πX and h is a fixed nonzero vector.

Nonclassical differentiations can be constructed as a linear operator

∂(k)(uk) on Hb(X) by

∂(k)(uk)(f)(x) := η(uk) ◦ τa(f), f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

It is proved that the operator ∂(k)(uk) is a continuous differentiation on

Hb((A
⊗

πX), A) and proposed formulas of calculation of the algebra-valued

derivatives P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) and f ∈ Hb((A
⊗

πX), A).

Key words:analytic functions in Banach space, homomorphisms of

algebra of analytic functions, functional calculus, tensor products of Banach

spaces
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СПИСОК ПОЗНАЧЕНЬ

Hb(X) — алгебра цiлих аналiтичних функцiй

обмеженого типу на X (Hb(X) склада-

ється з усiх аналiтичних функцiй, якi є

обмеженими на обмежених множинах)

H∞
uc(B) — алгебра рiвномiрно неперервних аналi-

тичних комплекснозначних функцiй на

замкненiй одиничнiй кулi B

L(X,Y ) — множина лiнiйних i неперервних опера-

торiв з X в Y

L(Hb(X), Y ) — множина лiнiйних i неперервних опера-

торiв з Hb(X) в Y

L(Hb(X), A) — множина лiнiйних i неперервних опера-

торiв з Hb(X) в алгебру A

L(P(nX), A) — простiр неперервних n-лiнiйних опера-

торiв з P(nX) в алгебру A

L(Hb(A⊗π X), A) — простiр лiнiйних i неперервних операто-

рiв з Hb(A⊗π X) в алгебру A

L(Hb(A⊗π X);A) — простiр лiнiйних i неперервних операто-

рiв з Hb(A⊗π X,A) в алгебру A

Mb — спектр алгебри Hb(X), тобто множи-

на усiх неперервних комплекснозначних

гомоморфiзмiв Hb(X).
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MA(Hb(X)) — множина всiх гомоморфiзмiв з Hb(X) в

A

MA(Hb(A⊗π X)) — множина всiх гомоморфiзмiв з Hb(A⊗π

X) в A

P(X) — простiр неперервних комплекснозна-

чних полiномiв на X.

P(nX) — простiр всiх неперервних n-однорiдних

комплекснозначних полiномiв на X

P(nX,Y ) — простiр n-однорiдних полiномiв на X зi

значеннями в Y .⊗nX — тензорний степiнь простору X⊗n
s X — симетричний тензорний степiнь просто-

ру X⊗n
s,πX — симетричний проективний тензорний

степiнь простору X

A
⊗

πX — проективний тензорний добуток алге-

бри A i простору X

P(k⊗m
s,π(A⊗π X)) — простiр n-однорiдних неперервних ком-

плекснозначних полiномiв на k⊗m
s,π(A⊗π

X)

Hb((A⊗π X
′′), A) — алгебра цiлих функцiй обмеженого ти-

пу на просторi A⊗π X
′′ зi значеннями в

алгебрi A

Hb((A⊗π X)′′), A) — алгебра цiлих функцiй обмеженого типу

на просторi (A ⊗π X)′′ зi значеннями в

алгебрi A
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a — елемент тензорного добутку A⊗π X

δx(f) — функцiонал “значення в точцi”

θa(f) — гомоморфiзм “значення в точцi” для фi-

ксованих елементiв тензорного добутку

A — множина iндексiв

f — елемент алгебри Hb(A⊗π X,A)

f̃ — продовження Арона-Бернера для f

P̃ — продовження Арона-Бернера полiнома

P

ℓ1 — банахiв простiр всiх абсолютно збiжних

послiдовностей

ℓ∞ — банахiв простiр обмежених послiдов-

ностей (xk)
∞
k=1 з нормою ||x||∞ =

supk∈N |xk|

An(X) — замикання алгебри, породженої k-

однорiдними полiномами на X, де

k ≤ n

T ⋆ — спряжений оператор до T

rB — куля радiуса r з центром в точцi 0

kerΦ — ядро гомоморфiзму Φ

AP — симетричне n-лiнiйне неперервне вiд-

ображення асоцiйоване з n-однорiдним

полiномом P

Z+ — множина цiлих додатнiх чисел
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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження. Дослiдження гомоморфiзмiв

алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу на нескiнченновимiрно-

му банаховому просторi знаходиться на перетинi теорiї аналiтичних фун-

кцiй на банахових просторах, теорiї комутативних топологiчних алгебр

та функцiонального числення. Питання про опис спектру множини ком-

плексних гомоморфiзмiв алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу

Hb(X) на банаховому просторi X було поставлено в роботах Р. Арона,

Б. Коула, Т. Гамелiна. У цих працях було побудовано й важливi iнстру-

менти для дослiдження вказаних об’єктiв. Дослiдження комплексних го-

моморфiзмiв алгебри Hb(X) було продовжено в статтях Х. Мухiки, П. Га-

лiндо, М. Маестре, Ш. Дiнiна, А. Загороднюка, С. Шарина, I. Чернеги

та iнших. В результатi, у багатьох випадках, ми можемо описати множи-

ну комплексних гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) як аналiтичний многовид

над другим спряженим простором X ′′. Iнший пiдхiд до опису спектру ал-

гебри Hb(X) дозволяє поставити у вiдповiднiсть кожному комплексному

гомоморфiзму алгебри Hb(X) послiдовнiсть функцiоналiв вигляду δw —

“значення” в точцi w, де w можна вибрати з другого спряженого простору

до проективного тензорного степеня простору X. Цi результати було уза-

гальнено для рiзних алгебр векторнозначних функцiй обмеженого типу

Л. Мораес, М. Маестре, Д. Гарсiя та iнших.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто випадок A-значних гомоморфi-

змiв алгебри Hb(X), де A — деяка комутативна банахова алгебра. З цiєю

метою використано технiку функцiонального числення для A-значних

функцiй вiд нескiнченної кiлькостi змiнних, розвинену Л. Валебруком,

Ш. Дiнiном, Р. Хартом, С. Тейлором. Для того, щоб перенести результа-



20

ти, якi вiдомi для комплексних гомоморфiзмiв, на випадок A-значних го-

моморфiзмiв необхiдно мати аналог функцiоналу значення в точцi. В ди-

сертацiї запропоновано розглядати гомоморфiзми функцiонального чи-

слення θa, якi кожнiй функцiї f ∈ Hb(X) ставлять у вiдповiднiсть значе-

ння продовження f на тензорний добуток A
⊗

πX, в сенсi функцiональ-

ного числення, в деякiй точцi a ∈ A
⊗

πX. Такий пiдхiд показав свою

ефективнiсть i дозволив довести низку результатiв, якi характеризують

A-значнi гомоморфiзми алгебри Hb(X). З iншого боку, для вирiшення

поставлених задач, необхiдно було розвинути новi методи та iнструменти

для роботи з A-значними гомоморфiзмами. Тому отриманi результати є

важливими та актуальними як для теорiї аналiтичних вiдображень на

банахових просторах так i для теорiї банахових алгебр та алгебр Фреше.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дослiдження, що складають основу дисертацiї, проводились на ка-

федрi математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ “Прикарпатський

нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” в рамках науководо-

слiдної теми “Гомоморфiзми та функцiональне числення в алгебрах ана-

лiтичних функцiй на банахових просторах” (номер державної реєстрацiї

0115U002305).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є зо-

браження гомоморфiзмiв алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на ба-

наховому просторi за допомогою операторiв функцiонального числення

в деякiй комутативнiй банаховiй алгебрi, дослiдження властивостей цих

гомоморфiзмiв та їх зображень.

Основними завданнями дослiдження є встановлення умов апро-

ксимацiї гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) в деяку комутативну банахову

алгебру A операторами функцiонального числення в A та оператора-

ми отриманими за допомогою продовження Арона-Бернера операторiв
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функцiонального числення, встановлення формули обчислення радiус-

функцiї для A-значних гомоморфiзмiв алгебри Hb(X), опис структури

цих гомоморфiзмiв та застосування до побудови A-значних диференцiю-

вань.

Об’єктом дослiдження є гомоморфiзми алгебри цiлих функцiй

обмеженого типу на банаховому просторi та диференцiювання, пов’язанi

з цими гомоморфiзмами.

Предметом дослiдження є структура гомоморфiзмiв алгебри цiлих

функцiй обмеженого типу на банаховому просторi, умови апроксимацiї

цих гомоморфiзмiв операторами функцiонального числення, характери-

стики та властивостi цих гомоморфiзмiв.

Методи дослiдження. В роботi використано методи теорiї функцiй

вiд нескiнченної кiлькостi змiнних, методи загальної топологiї, теорiї то-

пологiчних алгебр, функцiональне числення в алгебрах аналiтичних фун-

кцiй на банаховому просторi, теорiя топологiчних тензорних добуткiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi результати, отри-

манi у дисертацiї, є новими. У роботi вперше отримано наступнi резуль-

тати:

— уведено поняття Hb-властивостi апроксимацiї та дослiджено умо-

ви наближення гомоморфiзмiв алгебри на просторах з цiєю властивiстю;

— описано застосування оператора згортки та оператора композицiї

для зображення i наближення гомоморфiзмiв;

— вивчено властивостi гомоморфiзмiв алгебри аналiтичних фун-

кцiй обмеженого типу у скiнченновимiрнi та нескiнченновимiрнi алгебри

та дослiджено продовження Арона-Бернера гомоморфiзмiв функцiональ-

ного числення у другий спряжений простiр;

— уведено поняття радiус-функцiї гомоморфiзма та наведено фор-

мулу для його обчислення;
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— доведено теорему про можливiсть продовження лiнiйного опе-

ратора до гомоморфiзму на тензорному добутку банахової алгебри A i

банахового простору X;

— дослiджено оператор зсуву та оператор згортки на алгебрi цiлих

аналiтичних функцiй обмеженого типу, якi визначенi на проективному

тензорному добутку банахової алгебри A i банахового простору X;

— описано структуру алгеброзначних гомоморфiзмiв Hb(X) i по-

казано, що за певних умов їх можна подати у виглядi функцiонального

числення на послiдовностях банахових просторiв, якi є другими спряже-

ними до вiдповiдних проективних тензорних добуткiв;

— описано некласичнi A-значнi диференцiювання алгебри Hb(X).

Практичне значення отриманих результатiв. Результати,

отриманi у дисертацiйнiй роботi, носять теоретичний характер. Вони мо-

жуть бути використанi в нескiнченновимiрному комплексному аналiзi, в

теорiї узагальнених функцiй, теорiї операторiв, геометрiї банахових про-

сторiв. Цi результати можуть бути використанi в наукових дослiдженнях,

якi проводяться у ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iме-

нi Василя Стефаника”, Iнститутi прикладних проблем механiки i мате-

матики iменi Я.С. Пiдстригача НАН України, Львiвському нацiональ-

ному унiверситетi iменi I. Франка, Iнститутi математики НАН України,

Чернiвецькому нацiональному унiверситетi iменi Ю. Федьковича, Нацiо-

нальному педагогiчному унiверситетi iменi М. П. Драгоманова та iнших

наукових установах та вищих навчальних закладах України.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi в

дисертацiї, отримано здобувачем самостiйно. У працi [1] А. B. Загоро-

днюку належить постановка задач та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти були представленi на таких конференцiях та семiнарах:
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– V Всеукраїнська наукова конференцiя “Нелiнiйнi проблеми аналi-

зу” (Iвано-Франкiвськ, 19–21 вересня 2013 р.);

– Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 24 лютого – 2 березня

2014 р.);

– П’ятнадцятанадцята Мiжнародна наукова конференцiя iменi ака-

демiка Михайла Кравчука (Київ, 15–17 травня 2014 р.);

– IX-a Лiтня школа “Алгебра, топологiя i аналiз” (Поляниця, 7–18

липня 2014 р.);

– Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 22–25 лютого 2017. р.);

– VI Всеукраїнська наукова конференцiя “Нелiнiйнi проблеми ана-

лiзу”(Микуличин, 26–28 вересня 2018. р.);

– звiтних науково-практичних конференцiях ДВНЗ “Прикарпат-

ський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”;

– наукових семiнарах кафедри математичного i функцiонального

аналiзу “Прикладний нелiнiйний аналiз ДВНЗ “Прикарпатський нацiо-

нальний унiверситет iменi Василя Стефаника” (керiвник – д. фiз.-мат. н.,

проф. А. В. Загороднюк)(2014, 2016, 2018, 2019).

Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження опублiковано

в 13 працях, серед яких 5 – у фахових виданнях iз фiзико-математичних

наук [1, 86, 87, 6, 90], 3 з них – у виданнях, включених до наукометричних

баз “Scopus” та/або Web of Science ([86, 87, 90]). Решту 8 – у матерiалах

мiжнародних та всеукраїнських наукових конференцiй [2, 3, 4, 5, 84, 88,

89, 7].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi всту-

пу, п’ятьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

Загальний обсяг дисертацiї 142 сторiнки. Список використаних джерел
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займає 13 сторiнок та мiстить 109 найменувань. Додатки займають 3 сто-

рiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, встановлено

зв’язок роботи з науковими темами. Сформульовано мету та завдання

дослiдження, описано наукову новизну отриманих результатiв. Подано

список публiкацiй та iнформацiю про апробацiї результатiв дисертацiйної

роботи.

У першому роздiлi здiйснено огляд лiтератури за темою дисерта-

цiйної роботи та подано основнi результати дисертацiї.

У пiдроздiлi 2.1 наведено формулювання основних означень та тео-

рем якi описують властивостi полiномiальних вiдображень. Для компле-

кcних банахових просторiв X,Y вiдображення A : X ×· · ·×X → Y нази-

вається n-лiнiйним вiдображенням, якщо воно лiнiйне по кожнiй змiннiй.

Для всiх n ∈ N простiр n-лiнiйних вiдображень позначають La(nX,Y ),

вiдповiдно L(nX,Y ) — векторний простiр всiх неперервних n-лiнiйних

вiдображень з нормою

||A|| = sup{||A(x1, . . . , xn)|| : xj ∈ X, max ||xj || ≤ 1}. (2.1.1)

Пiдпростiр усiх неперервних симетричних n-лiнiйних вiдображень

позначають Ls(nX,Y ). При n = 1 отримаємо простiр всiх лiнiйних не-

перевних операторiв L(X,Y ) що дiють з X в Y . Якщо Y = C, то

X
′
:= L(X,C) — спряжений простiр до X. Простори L(nX,Y ) i Ls(nX,Y )

є банаховими вiдносно норми (2.1.1) на одиничнiй кулi в Xn.

Для довiльних n,m ∈ N декартiв добуток n копiй X та m копiй Y

позначають через XnY m, тобто елемент xnym = (x, . . . , x, y, . . . , y) нале-

жить до XnY m.
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Вiдображення P : X → Y називається n-однорiдним полiномом,

якщо iснує деяке n-лiнiйне вiдображення A : Xn → Y таке, що

P (x) = A(xn) = A(x, . . . , x)

для всiх x ∈ X. При n = 1 n-однорiдний полiном є просто лiнiйним

вiдображенням з X в Y. Простiр всiх n-однорiдних полiномiв з X в Y

позначають Pa(nX,Y ).

З поляризацiйної формули випливає, що для n-однорiдного по-

лiнома P ∈ Pa(nX,Y ) iснує єдине n-лiнiйне симетричне вiдображен-

ня AP яке однозначно визначає даний n-однорiдний полiном P , тобто

P (x) = AP (x
n). Це вiдображення називають n-лiнiйним симетричним

вiдображенням, асоцiйованим iз даним n-однорiдним полiномом.

Вiдображення P : X → Y називається неперервним n-однорiдним

полiномом, якщо

P (x) = AP (x
n) для деякого AP ∈ Ls(nX,Y ).

Вiдповiдно P(nX,Y ) – векторний простiр всiх неперервних n-однорiдних

полiномiв з нормою: ||P || = supx∈B ||P (x)||.

Вiдображення P : X → Y називають полiномом степеня n (полi-

номiальним вiдображенням), якщо

P = P0 + P1 + . . . Pn, де

P0 ∈ Y, Pk ∈ P(nX,Y ), k = 1, 2, . . . , n, Pn ̸= 0.

Простiр всiх полiномiв з X в Y позначимо P(X,Y ), якщо Y = C, то

P(X,C) = P(X).

У пiдрозiлi 2.2 наведено коротку характеристику тензорних добу-

ткiв на банахових просторах. Нехай
⊗nX — алгебраїчний тензорний
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добуток простору X з проективною тензорною нормою

||w|| = inf
{ ∑
i1,...,in∈N

||xi1 || . . . ||xin || : w =
∑

i1,...,in∈N
(xi1 ⊗ . . .⊗ xin) ∈ ⊗nX

}
,

де iнфiмум берется по всiх можливих зображеннях w ∈
⊗nX. Поповнен-

ня простору
⊗nX за проективною тензорною нормою позначають

⊗n
πX

i називають проективним тензорним добутком простору X. Важливим

є той факт, що простiр L(nX,Y ) iзометрично iзоморфний до простору лi-

нiйних неперервних вiдображень L(
⊗n

πX,Y ) з проективного тензорного

степеня
⊗n

πX в Y .

Означення та властивостi аналiтичних функцiй обмеженого типу

висвiтлено в пiдроздiлi 2.3. Якщо Br(a) – вiдкрита куля радiуса r > 0 iз

центром у точцi a ∈ X комплексного банахового простору X, U – вiд-

крита пiдмножина простору X, то вiдображення f : U → C називається

аналiтичним в точцi a ∈ U , якщо iснує куля Br(a) ⊂ U i послiдов-

нiсть n-однорiдних неперервних полiномiв Pn ∈ P(nX) таких, що ряд
∞∑
n=0

Pn(x − a) збiгається до f(x) рiвномiрно на Br(a). Функцiя f нази-

вається аналiтичною (аналiтичним вiдображенням), якщо вона є ана-

лiтичною в кожнiй точцi з пiдмножини U , тобто iснує куля Br(a) ⊂ U i

послiдовнiсть n-однорiдних неперервних полiномiв Pn ∈ P(nX) таких, що

ряд
∞∑
n=0

Pn(x−a) збiгається до f(x) рiвномiрно на Br(a). Лiнiйний простiр

всiх аналiтичних вiдображень з U в Y позначають H(U, Y ). Якщо Y = C,

тодi H(U,C) = H(U). Якщо U = X, тодi вiдображення f ∈ H(X,Y ) на-

зивають цiлим.

ПозначимоHb(X) — простiр всiх цiлих комплекснозначних функцiй

обмеженого типу, тобто простiр всiх аналiтичних функцiй якi є обмеже-

ними на обмежених пiдмножинах X з топологiєю, яка породжена злi-
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ченою системою напiвнорм ||f ||r = supx∈Br
|f(x)|, f ∈ Hb(X), де r –

рацiональнi невiд’ємнi числа.

Простiр Hb(X) з топологiєю, яка породжена злiченою системою на-

пiвнорм qj(xy) ≤ qj(x)qj(y), j = 1, 2, . . . . є локально-опуклим метри-

зованим простором, тобто є алгеброю Фреше [52].

Розглянемо Hb(X)
′ – спряжений простiр до Hb(X), де φn – звуже-

ння функцiонала φ на простiр n-однорiдних полiномiв P(nX). Тодi φn

є лiнiйним обмеженим функцiоналом на P(nX), а, отже, неперервним з

нормою

||φn|| = sup
||P ||≤1

{
|φ(P )| : P ∈ P(nX)

}
.

Спряжений простiр до простору всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв

на P(nX) позначимо P(nX)
′ .

У пiдроздiлi 2.3 розглянуто також властивостi множини компле-

ксних гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) та оператора зсуву.

Роздiл 2 мiстить опис продовження добутку iз банахової алгебри

A в A′′ таким чином, що A′′ iз отриманим добутком також є банаховою

алгеброю (продовження Аренса). Операцiю множення алгебри A можна

продовжити до операцiї множення алгебри A′′ двома способами. Таким

чином, отримуємо на A′′ двi рiзнi операцiї множення � i ♢ так, що (A′′,�)
i (A′′,♢) є банаховими алгебрами. Кажемо, що A є регулярною за Арен-

сом, якщо для всiх Φ,Ψ ∈ A′′ виконується рiвнiсть Φ�Ψ = Φ♢Ψ.

Також наведено означення продовження Арона-Бернера яке кожнiй

функцiї f ∈ Hb(X) ставить у вiдповiднiсть функцiю f̃ ∈ Hb(X
′′) i вiдобра-

ження f 7→ f̃ є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) та Hb(X
′′). Продовження

Арона-Бернера можна визначити i для векторнозначних функцiй i про-

довження Аренса є частковим випадком продовження Арона-Бернера.
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Розглянуто функцiональне числення на просторах функцiй вiд не-

скiнченної кiлькостi змiнних зi значеннями в комутативнiй банаховiй ал-

гебрi A. Вiдомо, що для кожної функцiї f ∈ Hb(X) iснує A-значна фун-

кцiя f ∈ Hb(A
⊗

πX,A) така, що для кожного елемента a ∈ A
⊗

πX

вiдображення θa(f) = f(a) є гомоморфiзмом з Hb(X) в A i вiдображення

f 7→ f є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) та Hb(A
⊗

πX,A).

Наведено означення збiжностi напрямленостей та збiжностi за уль-

трафiльтрами у топологiчному просторi та основнi властивостi фiльтрiв

i ультрафiльтрiв, якi були використанi у третьому роздiлi.

Основним завданням третього роздiлу є встановлення умов на ба-

нахiв простiр X, комутативну банахову алгебру A та гомоморфiзм Φ :

Hb(X) → A за яких iснує напрямленiсть (aα) ⊂ A ⊗π X така, що опе-

ратори функцiонального числення (θaα) наближають гомоморфiзм Φ на

полiномах з Hb(X) або на всiх функцiях з Hb(X).

У пiдроздiлi 3.1 сформульовано задачу про апроксимацiю гомомор-

фiзмiв загальним питанням: за яких умов для довiльного гомоморфiзму

Φ з Hb(X) на A iснує напрямленiсть (aα) ⊂ A
⊗

πX така, що

Φ(P ) = lim
α
θa(P ) = lim

α
P (aα), ∀P ∈ P(X)? (3.1.1)

Розглянемо випадок, коли A = H∞
uc(B) — алгебра рiвномiрно не-

перервних аналiтичних комплекснозначних функцiй на замкненiй одини-

чнiй кулi B, X = Cn i Φ = I : Hb(Cn) = H(Cn) ↪→ H∞
uc(B) — оператор

звуження на B.

У цьому випаку показано, що за деяких умов iснує напрямленiсть

(aα) ∈ H∞
uc(B)

⊗
πX така, що

Φ(f)(x) = lim
α
f(aα) ∀ f ∈ Hb(X) (3.1.2)

для Φ = I i для бiльш загального випадку Φ.
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Твердження 3.1.1. Для гомоморфiзму Φ = I iснує елемент a

такий, що для довiльної функцiї f ∈ H∞
uc(B) виконується рiвнiсть:

I(f)(x) = f(a)(x) = θa(f)(x).

Зауважимо, що в цьому випадку потрiбен лише один алгеброзначний

функцiонал θa.

Теорема 3.1.1. Нехай Φ — довiльний гомоморфiзм з H(Cn) в

H∞
uc(B). Тодi iснує a ∈ H∞

uc(B)
⊗

π Cn такий, що Φ(f)(x) = f(a)(x) для

кожного x ∈ B.

У пiдроздiлi 3.2 узагальнено твердження 3.1.1 для випадку нескiн-

ченновимiрного банахового простору з базисом Шаудера i довели, що

рiвнiсть (3.1.2) виконується для деякої послiдовностi am ∈ H∞
uc(B)

⊗
πX.

У пiдроздiлi 3.3 розглядається простiр з властивiстю апроксимацiї.

Кажуть, що банахiв простiр X має властивiсть апроксимацiї (за Гротен-

дiком), якщо для кожної компактної множини K в X i для довiльного

ε > 0 iснує оператор T : X → X скiнченного рангу такий, що ∥Tx−x∥ ≤ ε

для всiх x ∈ K.

Теорема 3.3.1. Нехай X — банахiв простiр з властивiстю апро-

ксимацiї. Тодi рiвнiсть (3.1.2) виконується для Φ = I.

У пiдроздiлi 3.4 властивiсть апроксимацiї може бути послаблена,

оскiльки нам достатньо збiжностi на елементах простору Hb(X). Розгля-

немо Hb-слабку топологiю на X як обмеження топологiї Гельфанда на X,

тобто найслабшу топологiю на X таку, що всi f ∈ Hb(X) є неперервними.

Означення 3.4.1. Кажемо, що X має Hb-властивiсть апроксима-

цiї якщо для кожної компактної множини K у Hb(X)-слабкiй топологiї

i для всiх ε > 0 iснує оператор скiнченного рангу T такий, що

|f(T (x)− x)| < ε
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для кожного полiнома f ∈ Hb(X) i для кожного x ∈ K.

Аналогом теореми 3.3.2. є наступна теорема.

Теорема 3.4.1. Якщо X має Hb-властивiсть апроксимацiї, то

рiвнiсть (3.1.2) виконується для Φ = I.

Як наслiдок, кожен банахiв простiр X з властивiстю апроксима-

цiї має Hb-властивiсть апроксимацiї. На даний момент невiдомо, чи буде

правильне зворотнє твердження. Також не знайдено жодних прикладiв,

при яких рiвнiсть (3.1.2) не виконується.

Умови рiвностi (3.1.1) для бiльш загального випадку доведено у

наступнiй теоремi.

Теорема 3.4.2. Нехай X має Hb-властивiсть апроксимацiї. Нехай

Φ — гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) такий, що iснує аналiтичне вiдобра-

ження F : B → B з Φ = CF ◦ I, де CF є оператором композицiї з F. Тодi

рiвнiсть (3.1.2) виконується для деякої напрямленостi (aα) ⊂ A⊗π X.

Цей результат можна поширити i на гомоморфiзми, якi утворенi

композицiями з оператором зсуву.

Твердження 3.4.1. Для деякого характера φ ∈ Mb вiдображення

τφ вигляду τφ(f)(x) = (δx ∗ φ)(f), x ∈ X є неперервним гомоморфiзмом з

Hb(X) в Hb(X).

Твердження 3.4.3. Припустимо, що X має Hb-властивiсть

апроксимацiї. Нехай Φ — гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) вигляду Φ(f) =

I(τφ(f)). Тодi для кожного P ∈ P(X) виконується рiвнiсть (3.1.1) для

деякої напрямленостi (aη) ⊂ H∞
uc(B)

⊗
πX.

Поєднюючи теореми 3.4.2 i 3.4.3 отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 3.4.1. Нехай X має Hb-властивiсть апроксимацiї i Φ

— гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) вигляду

Φ = CF ◦ I ◦ τφ,
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де CF — оператор композицiї з деяким аналiтичним вiдображенням

F : B → B, φ ∈ Mb. Тодi рiвнiсть (3.1.1) виконується для деякої на-

прямленостi (aα) ⊂ H∞
uc(B)⊗π X.

У пiдроздiлi 3.5 дослiджено випадок скiнченновимiрної напiвпро-

стої комутативної банахової алгебри A. Вiдомо, що iснує лiнiйний базис

iденпотентiв {c1, c2, . . . , cn} ⊂ A i ckcj = 0 при k ̸= j. З означення iденпо-

тента маємо, що c2k = ck i ck ̸= 0, k = 1, . . . , n. Нехай Φ : Hb(X) → A —

деякий гомоморфiзм. Оскiльки A — n-вимiрний простiр, то Φ можна по-

дати у виглядi Φ(f) = (Φ1(f), . . . ,Φn(f)), f ∈ Hb(X), де Φk(f) = φk(f)ck

для деяких лiнiйних функцiоналiв φ1, . . . , φn. Крiм того φ1, . . . , φn є ком-

плексними гомоморфiзмами.

Теорема 3.4.6. Нехай A — скiнченновимiрна напiвпроста кому-

тативна банахова алгебра i Φ : Hb(X) → A — довiльний гомоморфiзм.

Тодi iснує деяка напрямленiсть (aα) ⊂ A
⊗

πX для якої виконується

рiвнiсть (3.1.1).

Зауважимо, що зображення комплексних гомоморфiзмiв на Hb(X)

у виглядi границi слабкополiномiально збiжної напрямленостi функцiо-

налiв значень у точках просторуX доведено у роботi [18] Р. Арона, Б. Ко-

ула, Т. Гамелiна не тiльки для неперервних комплексних гомоморфiзмiв,

а й для розривних, якщо такi iснують. Проблема iснування розривно-

го комплексного гомоморфiзму на алгебрi Фреше була сформульована

у [77] Майклом Е. у 1952 роцi i залишається вiдкритою. Добре вiдомо,

що всi комплекснi гомоморфiзми банахової алгебри є неперервними. Про-

те, iснування розривного комплексного гомоморфiзму на алгебрi Hb(X)

є еквiвалентним до проблеми Майкла. Таким чином, теорема 3.5.1 фор-

мально залишається правильною i для розривних гомоморфiзмiв з алге-

бри Hb(X) в A, якщо такi iснують.
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Оскiльки A є напiвпростою, то iснування розривного гомоморфiзму

з Hb(X) в A є еквiвалентним до проблеми Майкла. У випадку коли A

мiстить ненульовий нiльпотентний елемент (i, отже, не є напiвпростою)

iснує комутативна алгебра B i розривний гомоморфiзм ψ : B → A. У

цьому випадку в якостi A можна вибрати скiнченновимiрну комутативну

алгебру, наприклад, A = C2 з множенням (z1, w1)(z2, w2) = (z1z2, z1w1 +

z2w2), а в якостi B — алгебру C(n)[0, 1] n-раз неперервно диференцiйовних

функцiй на [0, 1] з нормою

∥f∥n =
n∑
j=0

1

j!
sup{|f (j)(t)| : t ∈ [0, 1], f ∈ C(n)[0, 1]}.

Показано, що для такої алгебри A iснує розривний гомоморфiзм з

Hb(X) в A для довiльного нескiнченновимiрного простору X.

Теорема 3.5.2. Нехай A — комутативна банахова алгебра з нену-

льовим нiльпотентним елементом. Тодi iснує розривний гомоморфiзм

з Hb(X) в A для довiльного нескiнченновимiрного простору X.

У пiдроздiлi 3.6 для комутативної банахової алгебри з одиницею,

яка мiстить нiльпотентний елемент a0 i h — деякий ненульовий вектор в

X визначено деякий гомоморфiзм рiвнiстю:

dh(f) =
∂

∂t
f(th)|t=0 = lim

t→0

f(th)

t
, t ∈ C.

Теорема 3.6.2. Гомоморфiзм Φ, визначений формулою

Φ(f) = f(0)e+ dh(f)a0,

не наближається гомоморфiзмами функцiонального числення, тобто

не iснує напрямленостi (aα) ⊂ A
⊗

πX для якої виконується рiвнiсть

(3.1.1).
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Важливим iнструментом для дослiдження множини комплексних

гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) є продовження Арона-Бернера функцiй з

Hb(X) до функцiй з Hb(X
′′).

У роздiлi 4 розглянуто аналоги цього продовження для аналiти-

чних вiдображень якi належать Hb(A
⊗

πX,A) i визначенi в сенсi фун-

кцiонального числення.

Нехай A — комутативна банахова алгебра з одиницею. Для кожного

a ∈ A
⊗

πX iснує гомоморфiзм функцiонального числення θa, такий, що

θa(f) = f(a) ∈ A для всiх f ∈ Hb(X).

Таким чином, f належить алгебрi Hb(A
⊗

πX,A) A-значних аналiтичних

функцiй на A
⊗

πX i вiдображення f 7→ f є гомоморфiзмом з алгебри

Hb(X) в алгебру Hb(A
⊗

πX,A). Застосуємо до f продовження Арона-

Бернера f 7→ f̃ . Тодi f̃ належить Hb((A
⊗

πX)′′, A′′).

Твердження 4.1.1. Iснує iзометричне вкладення простору

A
⊗

πX
′′ в простiр (A

⊗
πX)′′, яке на елементах вигляду a⊗ z, z ∈ X ′′

задається формулою

a⊗ z 7→ φ(a,z).

Позначимо r(f̃) оператор звуження вiдображення f̃ ∈

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) на пiдпростiр A
⊗

πX
′′. Оскiльки оператор зву-

ження є гомоморфiзмом, то вiдображення f̃ 7→ r(f̃) є гомоморфiзмом з

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) в Hb(A
⊗

πX
′′, A′′).

Запропоновано також iнший пiдхiд для узагальнення продовження

Арона-Бернера для функцiонального числення.

Кожнiй функцiї f ∈ Hb(X) ставимо у вiдповiднiсть f̃ — її продов-

ження Арона-Бернера у X ′′. Пiсля цього розглядаємо функцiональне чи-
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слення f̃ : A
⊗

πX
′′ → A. Той факт, що цi два пiдходи є еквiвалентними,

доведено у теоремi.

Теорема 4.1.1. Нехай A — комутативна банахова алгебра. Якщо

f ∈ Hb(X), то r(f̃) приймає значення в A i r(f̃) = f̃ .

У випадку коли A — скiнченновимiрна комутативна банахова ал-

гебра виконується рiвнiсть (A
⊗

πX)′′ = A
⊗

πX
′′ i f̃ = f̃ для всiх

f ∈ Hb(X). Тому, в цьому випадку вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфi-

змом алгебр Hb(X) i Hb(A
⊗

πX
′′, A).

В загальному випадку (коли A не обов’язково скiнченновимiрна)

для кожного u ∈ A
⊗

πX
′′ вiдображення

f 7→ θu(f̃) = f̃(u)

є гомоморфiзмом з Hb(X) в Hb(X
′′) i f̃ 7→ θu(f̃) — гомоморфiзм з Hb(X

′′)

в A.

Оскiльки в просторi A
⊗

πX банаховi простори A та X є рiвно-

правними множниками, то, аналогiчно як у роздiлi 4.1, показано, що

A′′⊗
πX ⊂ (A

⊗
πX)′′. Таким чином, змогли продовжити вiдображен-

ня з Hb(A
⊗

πX,A) до вiдображення з Hb(A
′′⊗

πX,A
′′), де A′′ є алге-

брою, на якiй задано добуток, що є продовженням Аренса добутку алге-

бри A. Проте, в цьому випадку для функцiй вигляду f ∈ Hb(A
⊗

πX,A),

f ∈ Hb(X) продовження f до вiдображення з Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) не обо-

в’язково є функцiональним численням в алгебрi A′′, оскiльки A′′ може

бути некомутативною алгеброю, навiть якщо A — комутативна. При цьо-

му вiдображення з Hb(X) в Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) не буде гомоморфiзмом. У

пiдроздiлi 4.2 наведено приклад, який iлюструє данi мiркування.

У пiдроздiлi 4.3 розглянуто загальний випадок продовження Арона-

Бернера.
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Теорема 4.3.1. Припустимо, що A′′ комутативна напiвпроста

банахова алгебра. Тодi вiдображення g 7→ g̃ є гомоморфiзмом алгебр

Hb(A
⊗

πX,A) i Hb((A
⊗

πX)′′, A′′), g ∈ Hb(A
⊗

πX,A).

Наслiдок 4.3.1. Якщо A′′ напiвпроста комутативна банахова

алгебра, то вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфiзмом алгебри Hb(X) в

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′).

Розглянемо загальний випадок коли f̃ ∈ Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) для

довiльної комутативної банахової алгебри A, f ∈ Hb(X). Нагадаємо, що

X є лiвим A-модулем (X є лiвим модулем над A), якщо iснує бiлiнiйне

вiдображення A×X → X, (a, x) 7→ a · x таке, що (a1 · a2) · x = a1 · (a2 · x),

де a1, a2 ∈ A, x ∈ X. Також можна переконатися, що A
⊗

πX є лiвим

A-модулем.

Вiдомо, що якщо Z — деякий лiвий A-модуль, то Z ′′ — лiвий A-

модуль над A′′, де A′′ є алгеброю вiдносно операцiї множення, що є про-

довженням Аренса операцiї, визначеної на A. Таким чином, отримуємо,

що (A
⊗

πX)′′ є лiвим модулем над A′′.

Нехай u, v — довiльнi фiксованi елементи з (A
⊗

πX)′′ i f ∈ Hb(X).

Визначимо

f(u,v)(a) = f̃(u+ av), a ∈ A′′.

Твердження 4.3.1. Вiдображення f(u,v) є A′′-значною аналiти-

чною функцiєю обмеженого типу вiд змiнної a ∈ A′′.

У пiдроздiлi 4.4 наведено приклад, у якому кожному елементу

a ∈ A
⊗

πX гомоморфiзм функцiонального числення θa ставить у вiд-

повiднiсть функцiї f ∈ Hb(X) елемент f(a) ∈ Hb(A
⊗

πX,A) i вiдображе-

ння f 7→ f є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) i Hb(A
⊗

πX,A). В загальному

випадку цей гомоморфiзм не є сюр’єктивним, тобто не кожен елемент з
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алгебри Hb(A
⊗

πX,A) можна подати у виглядi g = f для деякої функцiї

f ∈ Hb(X).

У пiдроздiлi 4.5, аналогiчно до результатiв статi 1 про радiус-

функцiю для функцiоналiв, для операторiв, визначених на Hb(X) введено

аналог радiус-функцiї та знайдено формулу для її обчислення.

Теорема 4.5.1. Pадiус-функцiю R на L(Hb(X), Y ) визначає фор-

мула

R(Φ) = lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m .

Застосовуючи цю теорему, знайдено оцiнку радiус-функцiї гомо-

морфiзму θz i показано, що отриманий результат збiгається iз значенням,

отриманим безпосереднiм обчисленням норми у вiдповiдному просторi,

тобто для довiльного елемента простору M+
n

⊗
l1 виконується спiввiдно-

шення

R(θz) = ∥z∥ ≤ c.

Теорема 4.5.2. Нехай Φn — лiнiйний неперервний оператор з про-

стору P(nX) у деякий банахiв прострi Y для кожного n ∈ Z+ i для

норми Φn на P(nX) виконується нерiвнiсть

∥Φn∥ ≤ csn

для деяких c, s > 0.

Тодi iснує єдиний лiнiйний оператор Φ ∈ L(Hb(X), Y ), звуження

якого на P(nX) спiвпадає з Φn для всiх n ∈ Z+ i

R(Φ) ≤ s.

У статтi [104] доведено лему про продовження лiнiйного функцiонала

φ ∈ Hb(X)′ до характера ψ ∈Mb. У пiдроздiлу 5.1 описано узагальнення

цiєї леми, яке дозволяє продовжити лiнiйний оператор до гомоморфiзму.
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Нагадаємо, що Am(Y,A) — найменша замкнена пiдалгебра в Hb(Y,A), по-

роджена A-значними полiномами степеня ≤ m. Для скорочення введемо

наступне позначення: L(Hb(A
⊗

πX,A), A) = L(Hb(A
⊗

πX);A) — про-

стiр лiнiйних неперервних операторiв, якi дiють з алгебри Hb(A
⊗

πX,A)

в алгебру A.

Теорема 5.1.1. Нехай Φ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A) — лiнiйний оператор

такий, що Φ(P ) = 0 для кожного

P ∈ P(m(A
⊗
π

X), A) ∩ Am−1((A
⊗
π

X), A),

де m є фiксоване натуральне число i Φm є ненульовим звуженням Φ на

P(m(A
⊗

πX), A).

Тодi iснує гомоморфiзм Ψ ∈MA(Hb(X)) такий, що його звуження

Ψk на P(k(A
⊗

πX), A) задовольняє умови: Ψk = 0 для всiх k < m i

Ψm = Φm. Крiм цього, радiус-функцiю можна оцiнити за формулою

∥Φm∥1/m ≤ R(Ψ) ≤ e∥Φm∥1/m.

У пiдроздiлi 5.2 узагальнено властивостi оператора зсуву для A-

значних аналiтичних функцiй обмеженого типу та операцiї згортки A-

значних гомоморфiзмiв.

Означення 5.2.1. Для довiльного фiксованого елемента a ∈

A
⊗

πX визначимо оператор зсуву τa на Hb((A
⊗

πX), A) рiвнiстю

(τaf)(z) = f(a+ z), z ∈ A
⊗
π

X, f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

Показано, що τaf є A-значною аналiтичною функцiєю на A
⊗

πX

i обмеженою на обмежених пiдмножинах в A
⊗

πX. Таким чином, τaf ∈

Hb((A
⊗

πX), A).
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Теорема 5.2.1. Для фiксованого оператора Φ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A)

i функцiї f ∈ Hb((A
⊗

πX), A) функцiя

a 7→ Φ(τaf) = Φ(f(a+ ·)), a ∈ A
⊗
π

X

належить Hb((A
⊗

πX), A).

Означення 5.3.1. Для довiльних Φ,Θ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A) опера-

цiю згортки Φ ∗Θ в Hb((A
⊗

πX), A) визначимо рiвнiстю

(Φ ∗Θ)(f) = Φ(Θ(τaf)).

Нехай Φ,Θ є мультиплiкативними операторами, тобто Φ,Θ ∈

MA(Hb(A
⊗

πX), A). Iз усiх гомоморфiзмiв, якi належать

MA(Hb(A
⊗

πX), A), виберемо тi, для яких виконується умова

Φ(P ) = lim
α
P (xα) для всiх P на A

⊗
π

X,

де (xα) — напрямленiсть в A
⊗

πX. Таким чином, отримали пiдмножину

Ω = {Φ ∈MA(Hb(A
⊗
π

X), A) : ∀P ∈ P((A
⊗
π

X), A)∃(xα) ⊂ A
⊗
π

X

така, що lim
α
P (xα) = Φ(P )}.

У роздiлi 3 було показано, що клас Ω є достатньо широким. Це означає,

що (xα) → Φ в слабкополiномiальнiй топологiї для всiх Φ ∈ Ω. Нехай

(yβ) → Θ в слабкополiномiальнiй топологiї, Θ ∈ Ω.

У цьому випадку для всiх гомоморфiзмiв, якi належать Ω, можемо

записати

(Φ ∗Θ)(P ) = lim
α

lim
β
P (xα + yβ).

Для скорочення введемо позначення Φ1 ∗ . . . ∗ Φn =
n
+×
k=1

Φk.

Нехай Ik — мiнiмальний замкнений iдеал в Hb((A
⊗

πX), A), поро-

джений всiма m-однорiдними полiномами P(≤k(A
⊗

πX), A), де 0 < m ≤
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k. Тодi Ik є власним iдеалом i тому мiститься в деякому максимальному

замкненому iдеалi.

Позначимо Fk = {Φ ∈ Ω : kerΦ ⊃ Ik} i покладемо F0 = Ω.

Наслiдок 5.3.1. Якщо для деякого m ∈ N

Am((A
⊗
π

X), A) ̸= Am−1((A
⊗
π

X), A),

тодi iснує гомоморфiзм Ψ ∈ Fm−1 такий, що Ψ /∈ Fm.

Лема 5.3.1. Нехай Φ,Ψ ∈ Ω i Ψ ∈ Fk−1. Тодi для кожного P ∈

P(k(A
⊗

πX), A) виконується рiвнiсть

Φ ∗Ψ(P ) = Φ(P ) + Ψ(P ).

Лема 5.3.2. Якщо P ∈ P(k(A
⊗

πX), A) i Φj ∈ Fj−1, тодi для

кожного m > k виконується рiвнiсть

m
+×
j=1

Φj(P ) =
k
+×
j=1

Φj(P ).

Для послiдовностi гомоморфiзмiв (Φn)
∞
n=1 ⊂ Ω таких, що Φn ∈

Fn−1, нескiнченна згортка
∞
+×
n=1

Φn є лiнiйним мультиплiкативним опе-

ратором на алгебрi полiномiв P((A
⊗

πX), A) таким, що
∞
+×
n=1

Φn(P ) =

k
+×
n=1

Φn(P ) для кожного P ∈ P(k(A
⊗

πX), A) для довiльного натураль-

ного k. Цей мультиплiкативний оператор єдиним чином визначає деякий

гомоморфiзм з Ω, який ми будемо позначати тим самим символом
∞
+×
n=1

Φn,

якщо вiн неперервний.

У пiдроздiлi 5.4 доведено основну структурну теорему для гомо-

морфiзму Φ з алгебри Hb(X) в деяку комутативну банахову алгебру A,

який може бути наближеним гомоморфiзмами функцiонального числен-

ня у слабкополiномiальнiй топологiї.
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Теорема 5.4.2. Iснують послiдовностi спряжених просторiв

(Zn)
∞
n=1 i вiдображень

θ
(n)
a : Zn → A

такi, що

Z1 = (A
⊗
π

X)′′, Zn = L(Hb(A
⊗
π

X);A), θ
(1)
a = θ̃a′′

i довiльний гомоморфiзм Φ ∈ Ω має зображення

Φ =
∞
+×
n=1

θ
(n)
a (un)

для деякої послiдовностi un ∈ Zn, n = 1, 2, . . . .

У пiдроздiлi 5.5 описано некласичнi A-значнi диференцiювання

алгебри Hb(A
⊗

πX,A). Пiд класичними диференцiюваннями алгебри

Hb(X) розумiють оператори диференцiювання за напрямками h ∈ X:

∂(h)(f)(x) = lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
.

Аналогiчно, визначено класичнi A-значнi диференцiювання алгебри

Hb(X) за формулою

∂(h)(f)(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
,

де h, a ∈ A
⊗

πX i h — фiксований ненульовий вектор.

Некласичнi диференцiювання будуємо за допомогою лiнiйного опе-

ратора ∂(k)(uk) на Hb(X), який визначаємо рiвнiстю:

∂(k)(uk)(f)(x) := η(uk) ◦ τa(f), f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

Доведено, що оператор ∂(k)(uk) є неперервним диференцiюванням

на Hb((A
⊗

πX), A), i наведено формули знаходження “алгеброзначних

похiдних” для P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i f ∈ Hb((A
⊗

πX), A).
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Теорема 5.5.2. Нехай uk ∈ Zk. Оператор ∂(k)(uk) є неперервним

A-значним диференцiюванням на Hb(X),

∂(k)(uk)(P )(x) =

(
n

k

)
ÃP

(
xn−k, uk

)
, x ∈ A

⊗
π

X

для всiх P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i

θ(k)(uk)(f)(x) =
∑
m∈Z+

(k!)m

(mk)!
∂
m
(k)(uk)(f)(x), x ∈ A

⊗
π

X

для всiх f ∈ Hb((A
⊗

πX), A).

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвниковi Андрiю Васи-

льовичу Загороднюку за цiннi поради, пiдтримку i допомогу у написаннi

дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ВИБIР МЕТОДIВ

ДОСЛIДЖЕНЬ ТА ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

Дослiдження аналiтичних функцiй на нескiнченновимiрних топо-

логiчних лiнiйних просторах розпочалося у роботах М. Фреше [52, 53] на

початку 20-го столiття. Пiзнiше питання пов’язанi з умовами неперерв-

ностi, обмеженостi та вимiрностi полiномiальних вiдображень на нормо-

ваних просторах дослiджувалися в роботах математикiв Львiвської ма-

тематичної школи (С. Банах, С. Орлiч, В. Орлiч, див. [23] ), також, у

роботах М. Цорна [108, 109], Р. Мартiна [75], А. Тейлора [97, 98]. Пiд-

сумок цих дослiджень було зроблено у додатку до монографiї написаної

М. Цорном [69].

Полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просторах є, в певно-

му сенсi, найпростiшими нелiнiними вiдображеннями. Тому природнiм є

питання про узагальнення властивостей лiнiйних операторiв на полiномi-

альнi та аналiтичнi. Було швидко зауважено, що для полiномiальних вiд-

ображень виконуються аналоги теорем про еквiвалентнiсть обмеженостi i

неперервностi та принципу рiвномiрної обмеженостi Банаха-Штейнгауса.

Аналог теореми про замкнений графiк для полiномiв на сепарабельному

банаховому просторi доведено в [85]. У [16] Р. Арон i П. Бернер показали,

що для полiномiальних функцiоналiв, в загальному випадку, не викону-

ється аналог теореми Гана-Банаха. Деякi умови iснування продовження

однорiдних полiномiв з пiдпростору банахового простору на весь простiр

було розглянуто у [17, 29, 56, 65]. У [16], також встановлено, що кожна

аналiтична функцiя яка є обмеженою на кулi банахового простору X

продовжується до аналiтичної функцiї на кулi другого спряженого X ′′ i
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оператор продовження зберiгає лiнiйнiсть та мультиплiкативнiсть. Пiзнi-

ше, А. Давiе i Т. Гамелiн в [38] показали, що продовження Арона-Бернера

для однорiдного полiнома P , можна зобразити у виглядi послiдовних гра-

ниць значень вiдповiдної симетричної полiлiнiйної форми AP полiнома P

на ∗-слабко збiжних напрямленостях. В цьому сенсi, продовження Арона-

Бернера є узагальненням вiдомого продовження Аренса [14] (див. також

[15, 39, 67, 99, 100, 101, 102]).

Аналiтичнi функцiї на банахових просторах можна розглядати з

точки зору теорiї функцiї багатьох змiнних i комплексного аналiзу. Си-

стемний виклад результатiв, якi грунтуються на цьому пiдходi можна

знайти в працях [24, 25, 40, 44, 63, 68, 76, 80].

Дослiдження просторiв аналiтичних функцiй розпочалось з мо-

нографiї Л. Нахбiна [81] i було продовжено багатьма авторами (див.

[26, 27, 41, 46, 47, 48, 49, 54, 55, 56, 66, 83, 91, 92]). Зокрема, у [91] Р. Раян

дослiдив тензорну структуру предуального простору до простору непе-

рервних полiномiв на X. У цих роботах було видiлено рiзнi пiдпростори

полiномiв на банаховому просторi та їх поповнення у рiзних топологiях.

Для нас цiкавою є топологiя рiвномiрної збiжностi на кулях бана-

хового простору. Ця топологiя є метризовною i поповнення простору всiх

неперервних полiномiв у цiй топологiї є алгеброю цiлих функцiй обмеже-

ного типу на X, яка позначається Hb(X). У роботах П. Галiндо, Д. Гарсiа

та М. Маестре [54, 55] було показано що Hb(X) є спряженим простором

до деякого DF -простору Gb(X) i описано тензорну структуру просто-

ру Gb(X). У [31] розглянуто питання опису спектру алгебри Hb(X). У

фундаментальнiй працi Р. Арона, Б. Коула i Т. Гамелiна [18] розроблено

основнi iнструменти дослiдження алгебри Hb(X) та її спектру. Зокрема,

показано, що елементи другого спряженого простору X ′′ породжують

комплекснi гомоморфiзми алгебри Hb(X) як функцiонали значень в то-
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чках простору X ′′ продовжень Арона-Бернера функцiй з Hb(X). Також,

у [18] введено поняття радiус-функцiї, виведено формулу для обчислення

радiус-функцiї елементiв з Hb(X)′ та показано, що множина комплексних

гомоморфiзмiв, для яких радiус-функцiя не перевищує заданої констан-

ти є компактним пiдпростором в топологiї Гельфанда у топологiчному

просторi всiх комплексних гомоморфiзмiв Hb(X). Цi дослiдження було

продовжено у [19], де було повнiстю описано спектр пiдалгебри Hb(X),

яка породовжується полiномами скiнченного типу (скiнченна алгебраїчна

комбiнацiя лiнiйних функцiоналiв). У [21] Р. Арон, П. Галiндо, Д. Гар-

сiа, М. Маестре показали, що якщо X — симетрично регулярний банахiв

простiр, то спектр алгебри Hb(X) має структуру аналiтичного многовиду

над простором X ′′. Подальшi дослiдження в цьому напрямку та узагаль-

нення для iнших алгебр було зроблено в роботах [30, 58, 59, 60, 71, 79].

Дослiдження алгебр симетричних аналiтичних функцiй на просторах з

симетричною структурою розпочалося з робiт [11, 64] та було продовжено

у [13, 33, 34] та iнших.

У [104, 105] А. Загороднюк застосував продовження Арона-Бернера

до полiномiв на проективних симетричних тензорних степенях
⊗n

s,πX

простору X i показав, що елементи другого спряженого (
⊗n

s,πX)′′ також

породжують комплекснi гомоморфiзми простору Hb(X). В такий спосiб

вдалося повнiстю описати спектр алгебри Hb(X) в термiнах функцiона-

лiв, породжених елементами з (
⊗n

s,πX)′ (див. також [72]).

У данiй роботi дослiджено множину гомоморфiзмiв алгебри Hb(X)

зi значеннями в деякiй комутативнiй банаховiй алгебрi A. Для того,

щоб перенести методи i результати, якi вiдомi для комплексних гомо-

морфiзмiв, необхiдно мати аналог функцiоналу значення в точцi δx,

δx(f) = f(x). Таким аналогом є гомоморфiзм функцiонального числе-

ння в Hb(X) зi значеннями в A. Функцiональне числення вiд аналiти-
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чних функцiй багатьох комплексних змiнних є стандартним об’єктом в

теорiї комутативних алгебр (див. [57]). Для випадку алгебр аналiтичних

функцiй вiд нескiнченної кiлькостi змiнних було запропоновано Л. Валь-

бруком [103] i розвинуто для цiлих функцiй обмеженого типу в роботах

Ш. Дiнiна, Р. Харта, С. Тейлора [44, 45].
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РОЗДIЛ 2

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI. ОСНОВНI ОЗНАЧЕННЯ I

ВЛАСТИВОСТI

2.1. Полiномiальнi вiдображення

Нехай X,Y – комплекcнi банаховi простори. Розглянемо вiдобра-

ження A : X × · · · × X → Y , яке називають n-лiнiйним вiдображен-

ням, оскiльки лiнiйнiсть виконується для кожного аргумента. Для всiх

n ∈ N простiр n-лiнiйних вiдображень позначимо La(nX,Y ). Вiдповiдно

L(nX,Y ) — векторний простiр всiх неперервних n-лiнiйних вiдображень

з нормою

||A|| = sup{||A(x1, . . . , xn)|| : xj ∈ X, max ||xj || ≤ 1}. (2.1.1)

Пiдпростiр усiх неперервних симетричних n-лiнiйних вiдображень

таких, що

A(x1, . . . , xn) = A(xs(1), . . . , xs(n)), s ∈ σn,

де σn – група пiдстановок s : {1, . . . , n} → {s(1), . . . , s(n)} позначають

Ls(nX,Y ). У випадку, коли неперервнiсть не вимагається, то простiр n-

лiнiйних симетричних вiдображень позначають Las(nX,Y ).

Зауважимо, що при n = 1 отримаємо простiр всiх лiнiйних неперев-

них операторiв L(X,Y ) що дiють з X в Y . Якщо Y = C, то X ′
:= L(X,C)

— спряжений простiр до X. Простори L(nX,Y ) i Ls(nX,Y ) є банаховими

вiдносно норми (2.1.1) на одиничнiй кулi в Xn.
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Теоpема 2.1.1 ([80]). Нехай A ∈ L(nX,Y ). Тодi для будь-яких

x, y ∈ X справедлива бiномiальна формула

A(x+ y, . . . , x+ y) =
n∑
j=0

(
n

j

)
A(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

n−j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
j

)

i поляризацiйна формула

A(x1, . . . , xn) =

1

n!2n

∑
εi=±1

ε1 . . . εn A(x0 + ε1x1 + . . . εnxn, . . . , x0 + ε1x1 + . . . εnxn︸ ︷︷ ︸
n

).

НехайX,Y – комплекснi банаховi векторнi простори. Для довiльних

n,m ∈ N позначимо декартiв добуток n копiй X та m копiй Y через

XnY m, тобто елемент xnym = (x, . . . , x, y, . . . , y) належить до XnY m.

Вiдображення P : X → Y називається n-однорiдним полiномом або

однорiдним полiномом степеня n, якщо iснує деяке n-лiнiйне вiдображе-

ння A : Xn → Y таке, що

P (x) = A(xn) = A(x, . . . , x)

для всiх x ∈ X.

При n = 1 n-однорiдний полiном є просто лiнiйним вiдображен-

ням з X в Y. Вважаємо, що однорiдний полiном степеня 0 є тотожнiм

вiдображенням. Якщо P : X → Y є n-однорiдним полiном, то

P (tx) = tnP (x)

для всiх t ∈ C.

Простiр всiх n-однорiдних полiномiв з X в Y будемо позначати

Pa(nX,Y ). Зауважимо, що n-однорiднi полiноми у цьому просторi не обо-

в’язково неперерервнi.
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З поляризацiйної формули випливає, що для n-однорiдного по-

лiнома P ∈ Pa(nX,Y ) iснує єдине n-лiнiйне симетричне вiдображен-

ня AP яке однозначно визначає даний n-однорiдний полiном P , тобто

P (x) = AP (x
n). Це вiдображення називають n-лiнiйним симетричним

вiдображенням, асоцiйованим iз даним n-однорiдним полiномом.

Вiдображення P : X → Y називається неперервним n-однорiдним

полiномом, якщо

P (x) = AP (x
n) для деякого AP ∈ Ls(nX,Y ).

Позначимо P(nX,Y ) – векторний простiр всiх неперервних n-

однорiдних полiномiв з нормою:

||P || = sup
x∈B

||P (x)||.

Дану норму називають нормою рiвномiрної збiжностi на одиничнiй кулi

B з центром в точцi 0 в X. Якщо Y = C, то позначимо P(nX,C) =

P(nX). Простiр P(0X,Y ) складається зi сталих функцiй, P(1X,C) збiга-

ється зi спряженим простором X
′
.

Теоpема 2.1.2 ([80]). Вiдображення AP → P є iзоморфiзмом мiж

банаховим простором Ls(nX,Y ) i простором n-однорiдних неперервних

полiномiв P(nX,Y ).

Вiдображення P : X → Y називається полiномом степеня n (по-

лiномiальним вiдображенням), якщо

P = P0 + P1 + . . . Pn,

де P0 ∈ Y, Pk ∈ P(nX,Y ), k = 1, 2, . . . , n, Pn ̸= 0.
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Простiр всiх полiномiв з X в Y позначимо P(X,Y ), якщо Y = C, то

P(X,C) = P(X). За побудовою простiр P(X,Y ) складається з неперерв-

них полiномiв у топологiї, яка породжена нормою рiвномiрної збiжностi

на одиничнiй кулi

∥P∥ = sup{∥P (x)∥ : ∥x∥ ≤ 1}. (2.1.2)

Таким чином, P(X,Y ) є (неповним) нормованим простором. Використо-

вують позначення P(≤nX,Y ) — простiр всiх неперервних полiномiв сте-

пеня меншого або рiвного n на X.

Слабкополiномiальною топологiєю на банаховому просторi X на-

зивається найслабша топологiя, в якiй всi полiноми з P(X) є неперерв-

ними. Iншими словами, базу слабкополiномiальної топологiї утворюють

прообрази вiдкритих множин при дiї полiномiального вiдображення P

для всiх P ∈ P(X).
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2.2. Тензорнi добутки банахових просторiв

Позначимо X(n), n ∈ N — векторний простiр скiнчених формальних

сум вигляду:

∑
i1,...,in∈N

λi1,...,in(xi1 , . . . , xin), λi1,...,in ∈ C, (xi1 , . . . , xin) ∈ Xn.

Позначимо через I пiдпростiр в X(n), для всiх 1 ≤ k ≤ n, λ ∈ C, поро-

джений елементами вигляду

(xi1 , . . . , xik + xi′k , . . . , xin)−

(xi1 , . . . , xik , . . . , xin)− (xi1 , . . . , xi′k , . . . , xin),

(xi1 , . . . , λxik , . . . , xin)− λ(xi1 , . . . , xik , . . . , xin).

Фактор-простiр
⊗nX := X(n)/I називається n-тим тензорним

степенем простору X. На
⊗nX розглянемо проективну тензорну норму

||w|| = inf
{ ∑
i1,...,in∈N

||xi1 || . . . ||xin || :

w =
∑

i1,...,in∈N
(xi1 ⊗ . . .⊗ xin) ∈ ⊗nX

}
,

де iнфiмум берется по всiх можливих зображеннях w ∈
⊗nX. Позначимо⊗n

πX – поповнення
⊗nX за проективною тензорною нормою. Простiр⊗n

πX називається проективним тензорним степенем простору X.

Теоpема 2.2.1 ([80]). Простiр L(nX,Y ) iзометрично iзоморфний

до простору лiнiйних неперервних вiдображень L(
⊗n

πX,Y ) з проектив-

ного тензорного степеня
⊗n

πX в Y .
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Симетричний тензорний степiнь
⊗n

s X простору X є пiдпросто-

ром
⊗nX i породжений векторами вигляду

x1 ⊗s . . .⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(n),

де xi ∈ X i Sn – група пiдстановок на множинi {1, . . . , n}.

Кожен елемент симетричного тензорного степеня wn ∈
⊗n

s X про-

стору X має зображення wn =
∑

i xi ⊗ . . .⊗ xi︸ ︷︷ ︸
n

, xi ∈ X з еквiвалентною

нормою до проективної тензорної норми:

|||wn||| := inf
{∑
i∈N

||xi||n : wn =
∑
i∈N

(xi ⊗ . . .⊗ xi) ∈ ⊗n
sX
}
,

де iнфiмум береться по всiх можливих зображеннях елемента wn. Таке

зображення не є єдиним. Симетричний проективний тензорний степiнь⊗n
s,πX банахового простору X – поповнення

⊗n
s X за нормою ||| · ||| i є

замкненим пiдпростором в
⊗nX. Позначимо x⊗n := x⊗ . . .⊗ x︸ ︷︷ ︸

n

.

Теоpема 2.2.2 ([40]). Простiр L(
⊗n

s,πX,Y ) iзоморфний до просто-

ру Ls(nX,Y ).

Теоpема 2.2.3 ([72]). Простiр лiнiйних неперервних вiдображень

L((
⊗n

s,πX, ||| · |||), Y ) з
⊗n

s,πX в Y iзометричний до простору n-

однорiдних неперервних полiномiв P(nX,Y ) для кожного банахового про-

стору Y .

З теореми випливає, що( n⊗
s,π

X, ||| · |||
)′

≃ P(nX).

Також, P(≤nX) iзоморфний прямiй сумi просторiв (
⊗k

s,πX)
′
, 0 ≤

k ≤ n.
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Нехай P ∈ P(kmX) для деяких натуральних чисел k,m, AP – вiд-

повiдна симетрична km-лiнiйна форма, яка асоцiйована iз полiномом P .

Розглянемо AP (xm1 , . . . , xmk ) для деяких x1, . . . , xk ∈ X. Для фiксованих

x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk, 1 ≤ j ≤ k,

форма AP (x
m
1 , . . . , x

m
j , . . . , x

m
k ) є m-однорiдним полiномом для xj ∈ X,

а, отже, на неї можна дивитися як на неперервний лiнiйний функцiо-

нал на
⊗n

s,πX в точцi x⊗mj . Оскiльки це справедливо для кожного

1 ≤ j ≤ k, то iснує неперервне симетричне m-лiнiйне вiдображення

AP(m)
: (
⊗m

s,πX)m → C таке, що

AP(m)
(x⊗m1 , . . . , x⊗mk ) = AP (x

m
1 , . . . , x

m
k ). (2.2.1)

Позначимо P(m)(x
⊗m) := AP(m)

(x⊗m1 , . . . , x⊗mk ).
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2.3. Аналiтичнi функцiї обмеженого типу

Нехай X – комплексний банахiв простiр. Позначимо Br(a) – вiд-

крита куля радiуса r > 0 iз центром у точцi a ∈ X. Нехай U – вiдкрита

пiдмножина простору X. Вiдображення f : U → C називається аналi-

тичним в точцi a ∈ U , якщо iснує куля Br(a) ⊂ U i послiдовнiсть n-

однорiдних неперервних полiномiв Pn ∈ P(nX) таких, що ряд
∞∑
n=0

Pn(x− a)

збiгається до f(x) рiвномiрно на Br(a). Цей ряд називається рядом Тей-

лора функцiї f в точцi a ∈ X. Функцiя f називається аналiтичною (ана-

лiтичним вiдображенням), якщо вона є аналiтичною в кожнiй точцi з

пiдмножини U . Лiнiйний простiр всiх аналiтичних вiдображень з U в Y

позначають H(U, Y ). Якщо Y = C, тодi H(U,C) = H(U). Якщо U = X,

тодi вiдображення f ∈ H(X,Y ) називають цiлим.

ПозначимоHb(X) — простiр всiх цiлих комплекснозначних функцiй

обмеженого типу, тобто простiр всiх аналiтичних функцiй якi є обмежени-

ми на обмежених пiдмножинах X з топологiєю, яка породжена злiченою

системою напiвнорм

||f ||r = sup
x∈Br

|f(x)|, f ∈ Hb(X), (2.3.1)

де r – рацiональнi невiд’ємнi числа, Br — куля з центром в 0 i радiусом r

в X. Якщо X — нескiнченновимiрний банахiв простiр, то Hb(X) ̸= H(X).

Наприклад, функцiя f(x) =
∞∑
n=1

xnn ∈ H(ℓ2) але не належить Hb(ℓ2).

Алгеброю Фреше називають локально-опуклий метризований про-

стiр Z з топологiєю, яка породжена злiченою системою напiвнорм qj та-

ких, що для довiльних x, y ∈ Z

qj(xy) ≤ qj(x)qj(y), j = 1, 2, . . . .
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Простiр Hb(X) з топологiєю, яка породжена злiченою системою на-

пiвнорм (2.3.1) є локально-опуклим метризованим простором, тобто є ал-

геброю Фреше [52]. Довiльну аналiтичну функцiю f ∈ Hb(X) можна роз-

класти в ряд Тейлора в точцi 0: f(x) =
∞∑
n=0

Pn(x), де Pn ∈ P(nX), n ≥ 0,

який збiгається рiвномiрно в Hb(X) на кожнiй кулi Br скiнченного радi-

уса в X. Отже, будь-яку аналiтичну функцiю з Hb(X) можна наблизити

полiномами з P(X), тобто простiр полiномiв P(X) є щiльною пiдмножи-

ною Hb(X) [18].

Розглянемо Hb(X)
′ – спряжений простiр до Hb(X).

Позначимо φn – звуження функцiонала φ на простiр n-однорiдних

полiномiв P(nX). Тодi φn є лiнiйним обмеженим функцiоналом на P(nX),

а, отже, неперервним. Визначимо норму лiнiйного неперервного функцiо-

нала φn на P(nX):

||φn|| = sup
||P ||≤1

{
|φ(P )| : P ∈ P(nX)

}
.

Спряжений простiр до простору всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв

на P(nX) позначимо P(nX)
′ .

Теоpема 2.3.1. [18] Нехай φn ∈ P(nX)
′ для всiх n ∈ Z+ такi, що

||φn|| ≤ crn

для деяких c, r > 0. Тодi iснує єдиний функцiонал φ ∈ Hb(X)
′ такий, що

його звуження на P(nX) дорiвнює φn для всiх n ∈ Z+.

Кожен функцiонал φ ∈ Hb(X)
′ є неперервним як функцiонал на

нормованому просторi Hb(X) вiдносно норми (2.3.1) на кулi Br в X, для
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деякого r > 0. Iнфiнум таких r > називається радiус-функцiєю функцiо-

нала φ i позначається R(φ). У [18] показано, що радiус-функцiю функцiо-

нала φ можна обчислити за формулою

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Позначимо H∞
uc(Br) алгебру аналiтичних функцiй на кулi Br радiу-

са 1 банахового простору X, якi є рiвномiрно неперервними на замкненiй

кулi Br. У [18] показано, що Hb(X) =
∪
r>0

H∞
uc(Br), тобто Hb(X) є прое-

ктивною границею алгебр H∞
uc(Br).

З теорiї Гельфанда для комутативних топологiчних алгебр (див.

напр. [8, 12, 36, 58, 74, 93]) ми знаємо, що кожен елемент a комутативної

алгебри A можна подати як функцiю â на множинi комплексних гомо-

морфiзмiв M(A), визначену як â(φ) = φ(a), φ ∈ M(A). Вiдображення

a 7→ â називається перетворенням Гельфанда.

Позначимо Mb множину комплексних гомоморфiзмiв алгебри

Hb(X) i M r — множину комплексних гомоморфiзмiв алгебри H∞
uc(Br).

Цi множини є топологiчними просторами у вiдповiдних топологiях Гель-

фанда якi задаються як найслабшi топологiї на Mb та M r такi, що всi

функцiї f̂ на Mb та M r, вiдповiдно, i f̂ — перетворення Гельфанда фун-

кцiї f .

У [18] показано, що Mb =
∩
r>0

Mr тобто, Mb є iндуктивною границею

топологiчних просторiв M r, пiдпростори M r є компактними в Mb i M r =

{φ ∈Mb : R(φ) ≤ r}.

Зсув та згортка характерiв на Hb(X)

Для довiльного фiксованого елемента x ∈ X, оператор зсуву τx

визначається на Hb(X) рiвнiстю

(τxf)(y) = f(y + x), f ∈ Hb(X).
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Вiдомо, що τxf ∈ Hb(X) i для довiльного фiксованого функцiонала ϕ ∈

Hb(X)′ функцiя

x −→ ϕ(τxf), x ∈ X,

належить Hb(X) (див. [18]).

Для довiльних ϕ, θ ∈ Hb(X)′ операцiя згортки ϕ ∗ θ в Hb(X) визна-

чається рiвнiстю

(ϕ ∗ θ)(f) = ϕ(θ(τxf)), f ∈ Hb(X).

Нехай ϕ, θ ∈ Mb. Згiдно з наслiдком 2.6 ([72], ст. 24) iснує напрям-

ленiсть (xα), (yβ) ⊂ X така, що

ϕ(P ) = lim
α
P (xα), θ(P ) = lim

β
P (yβ)

для кожного полiнома P. Iншими словами, xα → ϕ i yβ → θ в слабко

полiномiальнiй топологiї. Таким чином, у цьому випадку ми можемо за-

писати:

(ϕ ∗ θ)(P ) = lim
β

lim
α
P (xα + yβ) (2.3.2)

для кожного полiнома P. Зауважимо, що Mb є напiвгрупою вiдносно опе-

рацiї згортки. Позначимо для скорочення ϕ1 ∗ · · · ∗ ϕn через
n
+×
k=1

ϕk.
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2.4. Продовження Арона-Бернера та регулярнiсть за Арен-

сом

У 1951 р. Р. Аренс [14] знайшов спосiб продовження добутку iз бана-

хової алгебри A в A′′ таким чином, що A′′ iз отриманим добутком також

є банаховою алгеброю. Нагадаємо означення регулярної за Аренсом ал-

гебри з посиланням на статтю [39].

Нехай A – комутативна банахова алгебра, X – банахiв простiр над

полем комплексних чисел C. Позначимо ⟨λ, x⟩ = λ(x) для x ∈ X i λ ∈ X ′.

Для кожного a, b ∈ A, λ ∈ A′ i Φ ∈ A′′ визначимо a.λ ∈ A′, λ.a ∈ A′, λ.Φ ∈

A′ i Φ.λ ∈ A′ як

a.λ : b 7→ ⟨λ, ba⟩, λ.a : b 7→ ⟨λ, ab⟩

λ.Φ : b 7→ ⟨Φ, b.λ⟩,Φ.λ : b 7→ ⟨Φ, λ.b⟩

i визначимо два добутки � i ♢ на A′′ так:

⟨Φ�Ψ, λ⟩ = ⟨Φ,Ψ.λ⟩, ⟨Φ♢Ψ, λ⟩ = ⟨Ψ, λ.Φ⟩(Φ,Ψ ∈ A′′)

Тодi (A′′,�) i (A′′,♢) є банаховими алгебрами. Кажемо, що A є регуляр-

ною за Аренсом, якщо для всiх Φ,Ψ ∈ A′′ маємо Φ�Ψ = Φ♢Ψ.

Продовження Аренса операцiї множення алгебри A до операцiї в

алгебрi A′′ є чатковим випадком продовження Арона-Бернера.

Розглянемо P(nX) — банахiв простiр всiх неперервних n-

однорiдних комплекснозначних полiномiв на X. Вперше питання про про-

довження кожного елемента з P(nX) до неперервного n-однорiдного полi-

нома P̃ на X ′′ зацiкавилися Арон i Бернер у 1978 роцi i пiзнiше показали,

що таке продовження завжди iснує.

Нехай B : X × . . .×X → C — симетричне n-лiнiйне вiдображення,

асоцiйоване з P . Спочатку продовжимо B до n-лiнiйного вiдображення
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B̃ : X ′′ × . . . × X ′′ → C. Нехай (z1, . . . , zn) ∈ X ′′ × . . . × X ′′. Виби-

ремо напрямленiсть (xαk
) у X, яка збiгається до zk у ∗-слабкiй топологiї

простору X ′′ для кожного фiксованого k, 1 6 k 6 n. Покладемо

B̃(z1, . . . , zn) = lim
α1

. . . lim
αn

B(xα1 , . . . , xαn).

Тодi продовження Арона-Бернера полiнома P з X до X ′′ визначає-

ться за формулою

P̃ (z) = B̃(z, . . . , z),

де B є такою єдиною симетричною неперервною n-лiнiйною формою, що

P (x) = B(x, . . . , x), для кожного x ∈ X.

Розглянемо векторно-значнi n-лiнiйнi вiдображення ([65]). Нехай

задано Y -значний оператор B : X1 × . . . × Xn → Y . Тодi оператор

B̃ : X ′′
1 × . . . × X ′′

n → Y ′′ називається продовженням Арона-Бернера

оператора B, якщо виконується рiвнiсть

B̃(z1, . . . , zn)(ψ) = ψ̃ ◦B(z1, . . . , zn), ψ ∈ X ′,

де ψ̃ ◦B є фiксованим продовженням Арона-Бернера для ψ ◦B.

Якщо P ∈ P(nX,Y ) i B — асоцiйований симетричний оператор, то

продовження Арона-Бернера полiнома P є полiном P̃ ∈ P(nX ′′, Y ′′) який

задається рiвнiстю

P̃ (z) = B̃(z, . . . , z) (z ∈ X ′′).

Зауважимо, що продовження Арона-Бернера полiнома є єдине, оскiльки

всi продовження Арона-Бернера для B збiгаються по дiагоналi.

Теоpема 2.4.1. [18] Продовження Арона-Бернера f 7→ f̃ задає не-

перервний гомоморфiзм алгебри Hb(X) в алгебру Hb(X
′′).
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Наслiдок 2.4.1. [18] Кожен вектор z ∈ X ′′ визначає комплексний

гомоморфiзм δ̃z алгебри Hb(X) за формулою

δz(f) = f̃(z).

Зауважимо, що у випадку, коли всi полiноми алгебри Hb(X) набли-

жаються скiнченними алгебраїчними комбiнацiями лiнiйних функцiона-

лiв, всi комплекснi гомоморфiзми Hb(X) мають вигляд δ̃z для деякого

z ∈ X ′′ [19]. Це виконується, зокрема для випадку коли X = C0 [20].

Проте, для просторiв ℓp, 1 ≤ p ≤ ∞ iснують комплекснi гомоморфiзми,

якi не можуть бути зображеними у виглядi δ̃z (див. [18, 104, 105]).
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2.5. Функцiональне числення

Функцiональне числення — це теорiя, яка вивчає як будувати фун-

кцiї залежно вiд оператора, тобто як надати змiст виразу f(A), де f —

функцiя, а A — оператор. В загальному випадку такий запис не є ко-

ректним. Починаючи з 20 столiття науковцями було запропоновано де-

кiлька способiв у цьому напрямку. Зокрема, один з них розглядає фун-

кцiональне числення як метод асоцiацiї оператора f(A) з функцiєю f ,

який буде належати до топологiчної алгебри “A-функцiй”. Якщо ми має-

мо такий метод, то це означає що ми маємо неперервний гомоморфiзм з

алгебри “A-функцiй” в топологiчну алгебру оператрiв A. В такому розу-

мiннi функцiональне числення ми будемо ототожнювати з вищезгаданим

гомоморфiзмом (але як теорiя функцiональне числення вивчає такi го-

моморфiзми).

Нехай A — комплексна комутативна банахова алгебра. Розглянемо

проективний тензорний добуток A
⊗

πX, де кожен елемент цього добутку

можна подати у виглядi формальної суми a =
∑

k ak⊗πxk, де ak ∈ A, xk ∈

X i норма задається формулою iз наступного означення.

Означення 2.5.1. [44] Проективною нормою на тензорному добу-

тку A
⊗

πX називають норму

∥a∥π = inf
∑
k

∥ak∥∥xk∥,

де inf береться по всiх зображеннях a =
∑
k

ak ⊗ xk.

Позначимо A
⊗

πX—поповненя A
⊗
X за нормою ∥.∥π.

Для кожного f ∈ Hb(X) визначимо функцiю f : A
⊗

πX → A та-

ку, що для кожного a ∈ A
⊗

πX, f(a) є “значення функцiї”f в точцi a в

сенсi функцiонального числення для аналiтичних функцiй на банахових
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просторах ([45]). Це означає, що f належить простору Hb(A
⊗

πX) всiх

цiлих комплекснозначних функцiй обмеженого типу на A
⊗

πX. Тодi f̃–

продовження Арона-Бернера для f . Тодi вiдображення f 7→ f є гомо-

морфiзмом алгебр Hb(X) i (Hb(A
⊗

πX), A). Для кожного фiксованого a

позначимо θa(f) = f(a) i θ є гомоморфiзмом з Hb(X) на A ([86, 1]).

Вiдомо, що оператор x 7→ δx, δx(f) = f(x) вiдображає X в Mb, а

оператор δ̃x′′(f) = f̃(x′′) є продовженням δx на X ′′. Аналогiчно, позна-

чимо θa(f) = f(a). Тодi θ̃a′′(f) = f̃(a′′) — продовження оператора θa на

(A
⊗

πX)′′.

Через L(Hb(X), A) будемо позначати простiр всiх неперервних n-

лiнiйних операторiв з Hb(X) в A, а через MA(Hb(X)) — множину всiх

гомоморфiзмiв з Hb(X) в A.
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2.6. Напрямленостi

Нехай A — деяка множина. Задамо на A×A вiдношення “ ≤”, яке є

транзитивним i рефлексивним. Тодi множину A iз вказаним вiдношенням

порядку “ ≤” називають частково впорядкованою множиною i познача-

ють (A,≤).

Непорожня частково впорядкована множина (A,≤) називається на-

прямленою множиною, якщо для будь-яких α1, α2 ∈ A iснує α3 ∈ A таке,

що α3 ≥ α1 i α3 ≥ α2.

Прикладом напрямленої множини є {Nx} — деяка непорожня си-

стема околiв елемента x довiльного простору X. Вiдношення порядку

вводиться таким чином: N1 ≤ N2 тодi i тiльки тодi, коли N1 ⊇ N2. Легко

бачити, що (Nx,≤) є напрямленою множиною.

Напрямленiстю в X називають функцiю f : Nx → X, де в якостi

напрямленої множини A можна взяти систему околiв елемента x. По-

значають або (xα) ⊂ X, де α ∈ A. Напрямленiсть (xα) в просторi X є

збiжною до x, якщо для кожного N ∈ {A} i для кожного α0 ∈ A: xα ∈ X

для всiх α ≥ α0. Цей факт записують формулою:

lim
α
xα = x.

Теоpема 2.6.1. [32] Простiр X є гаусдорфовим тодi i тiльки тодi,

коли кожна напрямленiсть в X є збiжною принаймнi в однiй точцi

x ∈ X.

Нехай X ′′ — другий спряжений простiр до X.

Означення 2.6.1. [72] Напрямленiсть (xα) ⊂ X є збiжною у ∗-

слабкiй топологiї до z ∈ X ′′ , якщо для будь-якої f ∈ X ′

f(xα) → lim
α
f(xα).
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Теоpема 2.6.2 ([51] Теорема Голдстейна). Вiдкрита одинична куля

B простору X є щiльною у одиничнiй кулi B′′ простору X ′′ у ∗-слабкiй

топологiї, тобто для кожної точки z ∈ B′′ iснує напрямленiсть (xα) ⊂

B така, що xα → z у ∗-слабкiй топологiї простору X ′′.

Означення 2.6.2. [10] Напрямленiсть (xα) є збiжною до функцiо-

нала φ ∈ P(X)′ в слабкополiномiальнiй топологiї, якщо

P (xα) → φ(P ) = lim
α
P (xα)

для всiх полiномiв P ∈ P(X).

Ультрафiльтри. Фiльтром на множинi X називають сiм’ю F пiд-

множин X, яка задовольняє наступнi умови:

1. X ∈ F , але ∅ /∈ F ;

2. якщо A ∈ F i A ⊂ B ⊂ X, тодi B ∈ F ;

3. перетин скiнченної кiлькостi множин F належить до F .

Пpиклад 2.6.1. [9] Множина всiх множин, якi мiстять деякий

окiл фiксованої точки в топологiчному просторi є фiльтром на цьому

просторi.

Множина всiх фiльтрiв на X є частково впорядкованою вiдносно

включення.

Ультрафiльтром на множинi X називають фiльтер U на X, який

є максимальним (тобто не мiститься в нiякому iншому фiльтрi).

Твеpдження 2.6.1 ([96]). Довiльний фiльтер мiститься в деяко-

му ультрафiльтрi.

Нехай U – ультрафiльтер на множинi X. Кажемо, що послiдов-

нiсть (xn)n∈N ∈ X збiгається до точки x ∈ X по деякому ультрафiльтру
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U тодi i тiльки тодi, коли для кожного околу U елемента x множина

{xn : xn ∈ U, n ∈ N} належить до U . Елемент x називаємо границею по

ультрафiльтру U i позначаємо x = limU xn.

Твеpдження 2.6.2 ([96]). Нехай X – компактний гаусдорфовий

простiр, U – ультрафiльтер на X. Тодi для будь-якої послiдовностi

(xn)n∈N ∈ X iснує єдина границя по ультрафiльтру U :

x = lim
U
xn, x ∈ X.

Детальнiше про застосування технiки ультрафiльтрiв та напрямле-

ностей можна прочитати в монографiї [9] (ст. 88-94).
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РОЗДIЛ 3

АПРОКСИМАЦIЯ ГОМОМОРФIЗМIВ АЛГЕБРИ ЦIЛИХ

ФУНКЦIЙ ОБМЕЖЕНОГО ТИПУ

3.1. Формулювання задачi. Скiнченновимiрний випадок

Нехай X — банахiв простiр над полем комплексних чисел, Hb(X) —

алгебра цiлих функцiй обмеженого типу на X, тобто Hb(X) складається

з усiх аналiтичних функцiй на X якi є обмеженими на всiх обмежених

множинах. Вiдомо, що Hb(X) є алгеброю Фреше вiдносно наступної сiм’ї

норм

∥f∥r = sup
∥x∥≤r

|f(x)|, f ∈ Hb(x),

де r є додатнiм рацiональним числом. Mb — спектр алгебри Hb(X), тобто

множина усiх неперервних комплекснозначних гомомморфiзмiв Hb(X).

Mb є топологiчним простором який надiлений топологiєю Гельфанда, тоб-

то найслабшою топологiєю в якiй усi вiдображення f̂(φ) := φ(f) є непе-

рервними. Прикладом елемента з Mb є функцiонал “значення в точцi” δx,

x ∈ X, який задається рiвнiстю δx(f) = f(x), f ∈ Hb(X).

У [18] було доведено, що для кожного комплексного гомоморфiзму

φ ∈ Mb iснує напрямленiсть (xα) ⊂ X така, що φ(P ) = lim
α
P (xα) для

всiх P ∈ P(X), де P(X) є алгеброю усiх неперервних полiномiв на X. Цю

властивiсть було використано для дослiдження спектрiв у [104, 105, 71,

33]. Наше завдання — узагальнити цю формулу у випадку гомоморфiзмiв

з Hb(X) в деяку комутативну банахову алгебру A.

Розглянемо наступне загальне питання: за яких умов для довiльного

гомоморфiзму Φ з Hb(X) на A iснує напрямленiсть (aα) ⊂ A
⊗

πX така,
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що

Φ(P ) = lim
α
θa(P ) = lim

α
P (aα), ∀P ∈ P(X)? (3.1.1)

Розглянемо випадок, коли A = H∞
uc(B). Спочатку ми припускаємо

що Φ є тотожнiм вiдображенням, тобто Φ = I : Hb(X) ↪→ H∞
uc(B) i I(f) є

звуження f на B.

Наша мета показати, що за деяких умов iснує напрямленiсть (aα) ∈

H∞
uc(B)

⊗
πX така, що

Φ(f)(x) = lim
α
f(aα) ∀ f ∈ Hb(X) (3.1.2)

для Φ = I i для бiльш загального випадку Φ.

Розглянемо випадок, коли X = Cn i Φ = I : Hb(Cn) = H(Cn) ↪→

H∞
uc(B).

Кожен елемент x ∈ Cn можна подати як

x =

n∑
k=1

e∗k(x)ek,

де {ek}nk=1 є базисом в Cn i {e∗k}nk=1 є спряженим базисом покоординатних

функцiоналiв. Виберемо елемент a ∈ H∞
uc(B)

⊗
π Cn визначений рiвнiстю

a =
n∑
k=1

e∗k ⊗ ek, тобто

a(x) =
n∑
k=1

e∗k(x)ek = x.

З iншого боку, в сенсi функцiонального числення маємо:

I(f)(x) = I(f(x)) = f(x) = f

(
n∑
k=1

e∗k(x)ek

)

= f(a)(x) = f

(
n∑
k=1

e∗k ⊗ ek

)
(x).

Таким чином, ми довели наступне твердження:
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Твеpдження 3.1.1. Для гомоморфiзму Φ = I iснує елемент a та-

кий, що для довiльної функцiї f ∈ H∞
uc(B) виконується рiвнiсть:

I(f)(x) = f(a)(x) = θa(f)(x).

Зауважимо, що в цьому випадку нам потрiбен лише один алгебро-

значний функцiонал θa.

Нехай Φ — довiльний гомоморфiзм з H(Cn) в H∞
uc(B) такий, що

iснує аналiтичне вiдображення F : B → B таке, що Φ = CF ◦ I, де CF

є оператором композицiї, тобто CF (f)(x) = f(F (x)), f ∈ H∞
uc(B), x ∈ B.

Покладемо

a =

n∑
k=1

(e∗k ◦ F )⊗ ek ∈ H∞
uc(B)

⊗
Cn.

Тодi Φ(f)(x) = f(a)(x).

Зауважимо, що не кожен гомоморфiзм Φ : H(Cn) → H∞
uc(B) можна

подати у виглядi Φ = CF ◦ I. Справдi, нехай z ∈ Cn, z ̸= 0 — деякий фi-

ксований вектор. Позначимо τz(f) — оператор зсуву, (τz(δ))(x) = f(x+z).

Нехай Φ = I ◦τz. Припустимо, що I ◦τz = CF ◦I для деякого аналiтичного

вiдображення F : B → B. Тодi оператор CF буде неперервним продов-

женням оператора Φ на алгебру H∞
uc(B), оскiльки CF визначений i непе-

рервний на H∞
uc(B) i, за нашим припущенням CF (f) = CF ◦ I(f) = Φ(f)

для всiх f ∈ H(Cn). Але це не можливо, оскiльки оператор зсуву є нео-

бмеженим на H∞
uc(B).

Нехай G : Cn → Cn — деяке аналiтичне вiдображення. Тодi G(x) =

(g1(x), . . . , gn(x)) ∈ Cn, де gk — аналiтичнi функцiї з Cn в C, k = 1, 2, . . . , n.

Тодi, в сенсi функцiонального числення, ми можемо визначити для до-

вiльної комутативної алгебри A, gk(a), де a ∈ A
⊗

Cn. Тому визначимо

G(a) := (g1(a), . . . , gn(a)) ∈ A
⊗

Cn.
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Твеpдження 3.1.2. Нехай Φ : H(Cn) → H∞
uc(B) деякий гомомор-

фiзм. Тодi iснують аналiтичнi оператори F : B → B та G : Cn → Cn

такi, що Φ = CF ◦ I ◦ CG.

Доведення. Нехай Φ⋆ : H∞
uc(B)′ → H(Cn) — спряжений оператор.

Позначимо Φ♯ — звуження Φ⋆ на лiнiйнi функцiонали δx, x ∈ B. Тобто

Φ♯(δx) = φ ∈ H(Cn)′ так, що

φ(f) = Φ♯(δx)(f) = Φ(f)(x). (3.1.3)

Оскiльки Φ — гомоморфiзм, то з рiвностi (3.1.3) бачимо, що φ — ком-

плексний гомоморфiзм. Оскiльки всi комплекснi гомоморфiзми алгебри

H(Cn) є функцiоналами значення у точках (див [30] для бiльш загального

випадку), то ∃ y ∈ Cn такий, що φ(f) = δy(f) = f(y). Тобто Φ♯ : δx 7→ δy.

Утотожнивши δx з вектором x, отримаємо, що Φ♯ : B → Cn. Тобто, мо-

жна записати, що Φ(f)(x) = f(Φ♯(x)) = g(y), де g — деяка функцiя з

H(Cn). Зауважимо, що у випадку, коли Φ = I, I♯ буде оператором “вклю-

чення” B ↪→ Cn. Оскiльки f(Φ♯(x)) аналiтична функцiя вiд x для ко-

жної функцiї f ∈ H∞
uc(B), то згiдно з [80] Φ♯ — аналiтичне вiдобаження

з B в Cn. Оскiльки Φ♯ — неперервне, то {Φ♯(B)} — обмежена множина.

Тому iснує бiєктивне аналiтичне вiдображення S : Cn → Cn таке, що

{S(Φ♯(B))} ⊂ B. Позначимо F = S ◦ Φ♯ i G = S−1. Тодi Φ♯ = G ◦ I♯ ◦ F.

Отже,

Φ = CΦ♯ = CG◦I♯◦F = CF ◦ I ◦ CG.

�

Теоpема 3.1.1. Нехай Φ — довiльний гомоморфiзм з H(Cn) в

H∞
uc(B). Тодi iснує a ∈ H∞

uc(B)
⊗

π Cn такий, що Φ(f)(x) = f(a)(x) для

кожного x ∈ B.
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Доведення. Нехай Φ = CF ◦I ◦CG — зображення, iснування якого

доведено у твердженнi. Визначимо елемент a рiвнiстю a = G(
∑n

k=1(e
∗
k ◦

F )⊗ ek). Як було показано вище,
n∑
k=1

(e∗k ◦ F )⊗ ek ∈ H∞
uc(B)

⊗
Cn,

тому a ∈ H∞
uc(B)

⊗
Cn. Таким чином,

f(a)(x) = f(G(

n∑
k=1

(e∗k ◦ F )⊗ ek)) = CF ◦ I ◦ CG(f)(x) = Φ(f)(x).

�
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3.2. Випадок просторiв з базисом Шаудера

Ми узагальнимо твердження 3.1.1 для випадку нескiнченновимiр-

ного банахового простору з базисом Шаудера.

Нагадаємо, що послiдовнiсть {en}∞n=1 в банаховому просторi нази-

вається базисом Шаудера (або топологiчним базисом) простору X, якщо

для всiх x ∈ X iснує єдина послiдовнiсть скалярiв {xn}∞n=1 така, що

x =

∞∑
n=1

xnen,

i ряд збiгається за нормою в X, тобто,

lim
n→∞

∥∥∥x−
n∑
k=1

xkek

∥∥∥ = 0.

Через e∗n будемо позначати координатнi функцiонали, e∗n(x) = xn.

Твеpдження 3.2.1. Нехай X — банахiв простiр з базисом Шау-

дера, A = H∞
uc(B), Φ = I : Hb(X) → H∞

uc(B). Тодi рiвнiсть (3.1.2) викону-

ється для деякої послiдовностi am ∈ H∞
uc(B)

⊗
πX.

Доведення. Нехай {ek}∞k=1 — базис Шаудера простору X. Тодi

кожен елемент x ∈ X можна зобразити як x =
∞∑
k=1

e∗k(x)ek. Вважаємо, що

am =

m∑
k=1

e∗k ⊗ ek =

m∑
k=1

e∗kek.

В сенсi функцiонального числення маємо:

f(am)(x) = f

(
m∑
k=1

e∗k ⊗ ek

)
(x) = f

(
m∑
k=1

e∗k(x)ek

)
= f

(
m∑
k=1

xkek

)
.

Оскiльки {ek}∞k=1 є базисом Шаудера, то
m∑
k=1

xk(ek) → x при m → ∞. Це

означає, що

I(f)(x) = lim
m→∞

f(am)(x) = lim
m→∞

θam(f),
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що й треба було довести. �

Аналог теореми 3.1.1 для нескiнченновимiрного простору доведено

у пiдроздiлi 3.4 для бiльш загального випадку.
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3.3. Випадок банахового простору з властивiстю апрокси-

мацiї за Гротендiком

У загальному випадку розглянемо простiр з властивiстю апрокси-

мацiї.

Означення 3.3.1. [47] Кажуть, що банахiв простiр X має вла-

стивiсть апроксимацiї (за Гротендiком), якщо для кожної компактної

множини K в X i для довiльного ε > 0 iснує оператор T : X → X

скiнченного рангу такий, що ∥Tx− x∥ ≤ ε для всiх x ∈ K.

Теоpема 3.3.1. Нехай X — банахiв простiр з властивiстю апро-

ксимацiї. Тодi рiвнiсть (3.1.2) виконується для Φ = I.

Доведення. Нехай A — множина iндексiв: якщо α ∈ A, тодi α =

(K, ε, n), де K є компактною множиною в X, ε > 0 i n ∈ N. Введемо

частковий порядок на A наступним чином: α1 ≤ α2 тодi i тiльки тодi,

коли K1 ⊂ K2, ε1 ≤ ε2 i n1 ≤ n2. Очевидно, що для довiльних α1, α2 ∈ A

iснує елемент α3 ∈ A такий, що α1 ≤ α3 i α2 ≤ α3. Таким чином A

— напрямлена множина. Оскiльки X має властивiсть апроксимацiї, то

для всiх α = (Kα, εα, nα) ∈ A iснує оператор Tα рангу nα такий, що для

довiльного x ∈ Kα, ∥Tαx−x∥ ≤ εα. Таким чином, (Tα)α — напрямленiсть

операторiв така, що x = limα Tαx для всiх x ∈ X.

Нехай {γk,α}nα
k=1 — базис в образi оператора Tα в X i {γ∗k,α}

nα
k=1 ∈ X ′

— лiнiйнi функцiонали, якi є бiортогональними до {γk,α}nα
k=1. Тодi Tα(x) =∑nα

k=1 γ
∗
k,α(x)γk,α. Таким чином можемо подати

aα =

nα∑
k=1

γ∗k,α ⊗ γk,α,



73

Отже, для кожного f ∈ Hb(X) виконується рiвнiсть

I(f)) = lim
α
f(aα) ∈ H∞

uc(B).

Тобто виконується рiвнiсть (3.1.2). �
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3.4. Hb-властивiсть апроксимацiї

З вищенаведених результатiв можна зробити висновок, що власти-

вiсть апроксимацiї може бути послаблена, оскiльки нам достатньо збi-

жностi на елементах простору Hb(X). Розглянемо Hb-слабку топологiю

на X як обмеження топологiї Гельфанда на X, тобто найслабшу топо-

логiю на X таку, що всi f ∈ Hb(X) є неперервними. Для цiєї Hb-слабкої

топологiї введемо означення Hb-властивостi апроксимацiї.

Означення 3.4.1. Кажемо, що X має Hb-властивiсть апроксима-

цiї якщо для кожної компактної множини K у Hb(X)-слабкiй топологiї

i для всiх ε > 0 iснує оператор скiнченного рангу T такий, що

|f(T (x)− x)| < ε

для кожного полiнома f ∈ Hb(X) i для кожного x ∈ K.

Мiркуючи подiбним чином, як у теоремi 3.3.1 ми можемо довести

наступну теорему.

Теоpема 3.4.1. Якщо X має Hb-властивiсть апроксимацiї, то

рiвнiсть (3.1.2) виконується для Φ = I.

Доведення. Розглянемо множину iндексiв A елементами якої є

α = (K, ε, n, f1, . . . , fm), де K — компактна пiдмножина у Hb-слабкiй то-

пологiї простору X, ε > 0, n ∈ N, f1, . . . , fm — деякий скiнченний набiр

функцiй з Hb(X). На A iснує частковий порядок α1 ≤ α2 тодi i тiльки

тодi, коли K1 ⊂ K2, ε1 ≤ ε2, n1 ≤ n2 i {f11 , . . . , f1m1
} ⊂ {f21 , . . . , f2m1

}, де

α1 = (K1, ε1, n1, f
1
1 , . . . , f

1
m1

) i α2 = (K2, ε2, n2, f
2
1 , . . . , f

2
m2

). Очевидно, що

A є напрямленою множиною. З означення Hb-властивостi апроксимацiї

маємо, що для кожного α = (Kα, εα, nα, f
α
1 , . . . , f

α
mα

) iснує оператор Tα
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рангу nα такий, що для довiльного x ∈ Kα, ∥fαk (Tα(x)− x)∥ < εα. Тобто,

для кожного x ∈ X,

x = lim
α
Tαx,

де границя iснує у Hb-топологiї. Вибравши скiнченний базис {γk,α}nα
k=1 в

образi оператора Tα та вiдповiдну систему бiортогональних функцiоналiв

як у доведеннi теореми (3.3.1) отримаємо, що

aα =

nα∑
k=1

γ∗k,α ⊗ γk,α.

�

Легко бачити, що кожен банахiв простiр X з властивiстю апрокси-

мацiї має Hb-властивiсть апроксимацiї, але ми не знаємо чи буде пра-

вильне зворотнє твердження. Також ми не знаємо жодних прикладiв,

при яких рiвнiсть (3.1.2) не виконується.

Розглянемо умови рiвностi (3.1.1) для бiльш загального випадку.

Теоpема 3.4.2. Нехай X має Hb-властивiсть апроксимацiї. Нехай

Φ — гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) такий, що iснує аналiтичне вiдобра-

ження F : B → B з Φ = CF ◦ I, де CF є оператором композицiї з F. Тодi

рiвнiсть (3.1.2) виконується для деякої напрямленостi (aα) ⊂ A⊗π X.

Доведення. Нехай
nα∑
k=1

γ∗k,α ⊗ γk,α

є напрямленiстю яка наближає тотожнє вiдобаження I як у доведеннi

теореми 3.3.1. Для доведення достатньо виконати пiдстановку

aα =

nα∑
k=1

(γ∗k,α ◦ F )⊗ γk,α.

�
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Зауважимо, що в загальному випадку не кожен гомоморфiзм Φ мо-

же бути представлений як Φ = CF ◦ I. У [30] розглянуто деякi проблеми,

якi пов’язанi з представленням гомоморфiзмiв у виглядi операторiв ком-

позицiї.

Твеpдження 3.4.1. Для деякого характера φ ∈ Mb вiдображення

τφ вигляду

τφ(f)(x) = (δx ∗ φ)(f), x ∈ X

є неперервним гомоморфiзмом з Hb(X) в Hb(X).

Доведення. Нехай (xα) — напрямленiсть в X така, що

P (x ∗ φ) = lim
α
P (x+ xα)

(див. роздiл 2.6, формула (2.3.2)). Розглянемо напрямленiсть (yα), yα =

−xα. Якщо Pn — n-однорiдний полiном, то

Pn(x+ yα) = Pn(x− xα) = (−1)nPn((−x) + xα).

Тобто

lim
α
Pn(x+ yα) = (−1)n lim

α
((−x) + xα) = (−1)n(δ−x ∗ φ)Pn.

Це означає, зокрема, що ψn(Pn) = lim
α
Pn(yα) визначає деякий лiнiйний

неперервний функцiонал на просторi n-однорiдних полiномiв P(nX) i

∥ψn∥ = ∥φn∥, де φn — звуження φ на P(nX). З означення радiус-функцiї

та теореми 2.3.1 отримуємо, що iснує характер ψ ∈Mb такий, що

ψ(P ) = lim
α
P (yα) ∀ P ∈ P(X)

i R(φ) = R(ψ).



77

Крiм того, δx ∗ φ ∗ ψ = δx, або, iншими словами τφ ◦ τψ — тото-

жнiй оператор. Тобто τφ — бiєктивний оператор i τ−1
φ = τψ. Крiм того,

очевидно, що

τφ(f + λg) = τφ(f) + λτφ(g)

i

τφ(fg) = τφ(f)τφ(g).

Тому τφ є бiєктивним гомоморфiзмом Hb(X) в себе.

Розглянемо таку систему норм на Hb(X):

|||f |||r = sup
|x|≤r

|τφ(f)(x)|.

Якщо оператор τφ розривний, то ця система породжує топологiю алге-

бри Фреше на Hb(X) яка не є еквiвалентною до даної. А це суперечить

вiдомому факту про єдинiсть топологiї на алгебрi Фреше. �

Теоpема 3.4.3. Припустимо, що X має Hb-властивiсть апро-

ксимацiї. Нехай Φ — гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) вигляду Φ(f) =

I(τφ(f)). Тодi для кожного P ∈ P(X) виконується рiвнiсть (3.1.1) для

деякої напрямленостi (aη) ⊂ H∞
uc(B)

⊗
πX.

Доведення. Нехай (xβ) ⊂ X напрямленiсть така, що φ(P ) =

lim
β
P (xβ) ∀P ∈ P(X). Вважаємо, що β пробiгає деяку напрямлену мно-

жину iндексiв A0. Виберемо, як в доведеннi теореми 3.4.1 напрямленiсть

операторiв Tα скiнченного рангу, α ∈ A та нехай {γk,α} — скiнченний ба-

зис в образi Tα i {γ∗k,α} — набiр бiортогональних функцiоналiв до {γk,α}.

Розглянемо множину A×A0. Введемо на цiй множинi частковий порядок

(α1, β1) ≤ (α2, β2). Очевидно, що A × A0 буде напрямленою множиною.

Нехай η = (α, β) ∈ A×A0. Визначимо aη =
nα∑
k=1

γ∗k,α⊗γk,α+γ∗k,α(xβ). Тодi,
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для кожного P ∈ P(X)

lim
η
P (aη)(x) = lim

(α,β)
P (xα +

∑
γ∗k,α(xβ)) = τφ(P )(x).

�

Поєднюючи теореми 3.4.2 i 3.4.3 отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 3.4.1. Нехай X має Hb-властивiсть апроксимацiї i Φ —

гомоморфiзм з Hb(X) в H∞
uc(B) вигляду

Φ = CF ◦ I ◦ τφ,

де CF — оператор композицiї з деяким аналiтичним вiдображенням

F : B → B, φ ∈ Mb. Тодi рiвнiсть (3.1.1) виконується для деякої на-

прямленостi (aα) ⊂ H∞
uc(B)⊗π X.
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3.5. Випадок скiнченновимiрної комутативної банахової

алгебри

Нехай A — напiвпроста комутативна банахова алгебра i dimA =

n < ∞. Вiдомо, що в цьому випадку iснує лiнiйний базис iденпотентiв

{c1, c2, . . . , cn} ⊂ A i ckcj = 0 при k ̸= j (див. [61], ст 1-2). З означення iден-

потента маємо, що c2k = ck i ck ̸= 0, k = 1, . . . , n. Нехай Φ : Hb(X) → A —

деякий гомоморфiзм. Оскiльки A — n-вимiрний простiр, то Φ можна по-

дати у виглядi Φ(f) = (Φ1(f), . . . ,Φn(f)), f ∈ Hb(X), де Φk(f) = φk(f)ck

для деяких лiнiйних функцiоналiв φ1, . . . , φn. Легко бачити, що φ1, . . . , φn

є комплексними гомоморфiзмами. Справдi,

ckΦ(fg) = (0, . . . , 0, φk(fg)ck, 0, . . . , 0) = ckΦ(f)Φ(g) =

= (0, . . . , 0, φk(f)φk(g)ck, 0, . . . , 0), k = 1, . . . , n.

Теоpема 3.5.1. Нехай A — скiнченновимiрна напiвпроста кому-

тативна банахова алгебра i Φ : Hb(X) → A — довiльний гомоморфiзм.

Тодi iснує деяка напрямленiсть (aα) ⊂ A
⊗

πX для якої виконується

рiвнiсть (3.1.1).

Доведення. Як було зауважено вище Φ можна подати у виглядi

Φ(f) =

n∑
k=1

φk(f)ck, f ∈ Hb(X)

для деяких комплексних гомоморфiзмiв φ1, . . . , φn та iденпотентiв алге-

бри A, c1, c2, . . . , cn. З [18] маємо, що для кожного φn iснує напрямленiсть

(xαn) ⊂ X така, що

φn(P ) = lim
αn

P (xαn), P ∈ P(X),
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i iндекс αn пробiгає деяку напрямлену множину An. Нехай A = A1× . . .×

An. Визначимо на A частковий порядок:

α = (α1, . . . , αn) ≼ β = (β1, . . . , βn)

тодi i тiльки тодi, коли α1 ≼ β1, . . . , αn ≼ βn Очевидно, що A є напрямле-

ною множиною. Крiм того

Φ(f) =

n∑
k=1

φk(f)ck = lim
α=(α1,...,αn)

n∑
k=1

f(xαk
)ck. (3.5.1)

Покладемо aα =
n∑
k=1

xαk
⊗ ck. Тодi

f(aα) =

∞∑
m=1

fm(aα) =

∞∑
m=1

∑
n1+...+nm=m

cn1
k1
cn2
k2
. . . cnm

km
Afm(xαk1

, . . . , xαkm
),

де Afm — m-лiнiйне симетричне вiдображення, асоцiйоване з m-

однорiдним полiномом fm. Враховуючи бiортогональнiсть iденпотентiв

ck маємо,

f(aα) =
∞∑
m=1

n∑
k=1

ckfm(xαk
) =

n∑
k=1

f(xαk
)ck.

Тому, з рiвностi (3.5.1) отримуємо, що

Φ(f) = lim
α
f(aα).

�

Зауважимо, що зображення комплексних гомоморфiзмiв на Hb(X)

у виглядi границi слабкополiномiально збiжної напрямленостi функцiона-

лiв значень у точках простору X доведено у [18] не тiльки для неперерв-

них комплексних гомоморфiзмiв, а й для розривних, якщо такi iснують.

Проблема iснування розривного комплексного гомоморфiзму на алгебрi

Фреше була сформульована Майклом Е. [77] у 1952 роцi i залишається
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вiдкритою. Добре вiдомо, що всi комплекснi гомоморфiзми банахової ал-

гебри є неперервними. Проте, iснування розривного комплексного гомо-

морфiзму на алгебрi Hb(X) є еквiвалентним до проблеми Майкла (див.

[80], ст. 236). Таким чином, теорема 3.5.1 формально залишається пра-

вильною i для розривних гомоморфiзмiв з алгебри Hb(X) в A, якщо такi

iснують. Оскiльки A є напiвпростою, то iснування розривного гомомор-

фiзму з Hb(X) в A є еквiвалентним до проблеми Майкла (див. [37], ст.

137).

У випадку коли A мiстить ненульовий нiльпотентний елемент (i,

отже, не є напiвпростою) iснує комутативна алгебра B i розривний го-

моморфiзм ψ : B → A. У цьому випадку, в якостi A можна вибрати

скiнченновимiрну комутативну алгебру, наприклад, A = C2 з множен-

ням (z1, w1)(z2, w2) = (z1z2, z1w1+ z2w2), а в якостi B — алгебру C(n)[0, 1]

n-раз неперервно диференцiйовних функцiй на [0, 1] з нормою

∥f∥n =
n∑
j=0

1

j!
sup{|f (j)(t)| : t ∈ [0, 1], f ∈ C(n)[0, 1]}

(див [37]).

Покажемо, що для такої алгебри A iснує розривний гомоморфiзм з

Hb(X) в A для довiльного нескiнченновимiрного простору X.

Теоpема 3.5.2. Нехай A — комутативна банахова алгебра з нену-

льовим нiльпотентним елементом. Тодi iснує розривний гомоморфiзм

з Hb(X) в A для довiльного нескiнченновимiрного простору X.

Доведення. Нехай B — комутативна банахова алгебра для якої

iснує розривний гомоморфiзм ψ : B → A. Як було зауважено вище, така

алгебра iснує. Нехай {xn} ⊂ X деяка базисна послiдовнiсть в X i {fn} ⊂

X ′ — послiдовнiсть бiортогональних функцiоналiв. Тобто {xn} — лiнiйно

незалежна, ∥xn∥ = 1, ∥fn∥ = 1 i fn(xn) = δnk, де δnk — символ Кронекера.
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З [73] вiдомо, що в нескiнченновимiрному банаховому просторi X така

послiдовнiсть iснує.

З розривностi вiдображення ψ випливає iснування збiжної до ну-

ля послiдовностi {bn} ⊂ B такої, що {ψ(bn)} — необмежена множи-

на. Перейшовши до пiдпослiдовностi, якщо необхiдно, можемо вважа-

ти, що
∞∑
k=1

∥bn∥ < ∞ i ∥ψ(bn)∥ → ∞ при n → ∞. Розглянемо елемент

b =
∞∑
n=1

bn ⊗ xn. Очевидно, що

∥b∥ ≤
∞∑
n=1

∥bn∥∥xn∥ =
∞∑
n=1

∥bn∥ <∞,

тому b ∈ B
⊗

πX. Покажемо, що гомоморфiзм ψ ◦ θ буде розривним.

Справдi,

∥ψ ◦ θb(fn)∥ = ∥ψ(fn(b))∥ = ∥ψ(bnfn(xn))∥ = ∥ψ(bn)∥ → ∞.

Таким чином ψ◦θb є необмеженим i, отже, розривним гомоморфiзмом. �
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3.6. Приклад гомоморфiзму з Hb(X) в комутативну банахо-

ву алгебру A, який не наближається гомоморфiзмами функцiо-

нального числення

Нехай A — комутативна банахова алгебра з одиницею, яка мiстить

нiльпотентний елемент a0 i h — деякий ненульовий вектор в X. Позначи-

мо

dh(f) =
∂

∂t
f(th)|t=0 = lim

t→0

f(th)

t
, t ∈ C.

Легко бачити, що

dh(fg) = dh(f)g(0) + f(0)dh(g), f, g ∈ Hb(X). (3.6.1)

Теоpема 3.6.1. Гомоморфiзм Φ, визначений формулою

Φ(f) = f(0)e+ dh(f)a0, (3.6.2)

не наближається гомоморфiзмами функцiонального числення, тобто

не iснує напрямленостi (aα) ⊂ A
⊗

πX для якої виконується рiвнiсть

(3.1.1).

Доведення. Переконаємось спочатку, що лiнiйний оператор Φ є

гомоморфiзмом. Справдi, враховуючи властивiсть (3.6.1) та нiльпотен-

тнiсть a0 маємо

Φ(fg) = f(0)g(0)e+ (dh(f)g(0) + f(0)dh(g))a0 =

= (f(0)e+ dh(f)ao)(g(0)e+ dh(f)a0) = Φ(f)Φ(g).

Нехай f така функцiя з Hb(X), що dh(f) = 0. Тодi Φ(f) = f(0) —

значення f у нульовiй точцi простору A
⊗

πX. Умова dh(f) = 0 викону-

ється, зокрема, для функцiй вигляду f(x) = (g(x))2, де g ∈ X ′. Таким

чином, якщо iснує напрямленiсть (aα) ⊂ A
⊗

πX для якої виконується

умова 3.1.1 то для полiномiв P першого i другого степеня P (aα) → P (0) =
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Φ(P ). Нехай gh ∈ X ′ такий елемент з X ′, що gh(h) = ∥h∥ ̸= 0. Такий фун-

кцiонал iснує за теоремою Гана-Банаха. Як було зауважено,

Φ(gh) = lim
α
gh(aα) = gh(0) = 0.

З iншого боку, з рiвностi (3.6.2) маємо:

Φ(gh) = gh(0)e+ dh(g)ao = ∥h∥a0 ̸= 0.

Отримали суперечнiсть. �

Ми не знаємо чи кожен гомоморфiзм Φ з Hb(X) в алгебру A, яка

не мiстить нiльпотентних елементiв (зокрема, коли A — напiвпроста) на-

ближається гомоморфiзмами функцiонального числення в сенсi рiвностi

(3.1.1)?
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Висновки до роздiлу 3. Основним завданням третього роздiлу

є встановлення умов на банахiв простiр X, комутативну банахову ал-

гебру A та гомоморфiзм Φ : Hb(X) → A за яких iснує напрямленiсть

(aα) ⊂ A ⊗π X така, що оператори функцiонального числення (θaα) на-

ближають гомоморфiзм Φ на полiномах з Hb(X) (рiвнiсть (3.1.1)) або

на всiх функцiях з Hb(X) (рiвнiсть (3.1.2)). Встановлення умов iснуван-

ня такої напрямленостi узагальнює результат Р. Арона, В. Коула та Т.

Гамелiна [18], отриманi для випадку комплексних гомоморфiзмiв.

Вдалося встановити, що повний аналог результату [18] має мiсце

для випадку, коли A— скiнченновимiрна напiвпроста алгебра. У випадку,

коли A— довiльна комутативна банахова алгебра, аX має базис Шаудера

або властивiсть апроксимацiї Гротендiка описано умови на гомоморфiзм

Φ за яких виконується рiвнiсть (3.1.1) або (3.1.2). Для випадку скiнчен-

новимiрного простору X кожен гомоморфiзм з X в A має вигляд θa для

деякого a ∈ A ⊗π X. Також, введено поняття Hb-властивостi апрокси-

мацiї, яке є формально слабшим за властивiсть апроксимацiї i гарантує

iснування шуканої напрямленостi для широкого класу гомоморфiзмiв. Го-

моморфiзми, якi задовольняють умови (3.1.1) додатково дослiджуються

у наступних роздiлах i для них вдається довести структурнi теореми, якi

узагальнюють результати [104].

Також, використовуючи технiку функцiонального числення, пока-

зано, що алгебра Hb(X) допускає iснування розривного гомоморфiзму

у довiльну комутативну банахову алгебру A, яка мiстить нiльпотентний

елемент у випадку, коли X — нескiнченновимiрний.

Результати роздiлу опублiкованi в працях [7], [90].
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РОЗДIЛ 4

ПРОДОВЖЕННЯ АРОНА-БЕРНЕРА ДЛЯ

ФУНКЦIОНАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ ТА A-ЗНАЧНИХ

ГОМОМОРФIЗМIВ АЛГЕБРИ HB(X)

Важливим iнструментом для дослiдження множини комплексних

гомоморфiзмiв алгебри Hb(X) є продовження Арона-Бернера функцiй з

Hb(X) до функцiй з Hb(X
′′).

У цьому роздiлi розглянуто аналоги цього продовження для ана-

лiтичних вiдображень якi належать Hb(A
⊗

πX,A) i визначенi в сенсi

функцiонального числення. Зауважимо, що такi продовження не завжди

визначенi як функцiональне числення.

4.1. Продовження Арона-Бернера для функцiонального

числення

Нехай A — комутативна банахова алгебра з одиницею. Як було за-

уважено, для кожного a ∈ A
⊗

πX iснує гомоморфiзм функцiонального

числення θa, такий, що

θa(f) = f(a) ∈ A для всiх f ∈ Hb(X).

Таким чином, f належить алгебрi Hb(A
⊗

πX,A) A-значних аналiтичних

функцiй на A
⊗

πX i вiдображення f 7→ f є гомоморфiзмом з алгебри

Hb(X) в алгебру Hb(A
⊗

πX,A). Застосуємо до f продовження Арона-

Бернера f 7→ f̃ . Тодi f̃ належить Hb((A
⊗

πX)′′, A′′). Нехай ω — деякий

елемент з (A
⊗

πX)′, тобто ω(a, x) — бiлiнiйний функцiонал на A × X.

Для довiльної пари (a, z) ∈ A×X ′′ визначимо лiнiйний функцiонал φ(a,z)
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на просторi L(2A,X) бiлiнiйних форм на A×X за формулою

φ(a,z)ω = ω̃(a, z),

де ω̃ — продовження Арона-Бернера ω за другою змiнною, тобто ω̃ ∈

L(2A,X ′′). Оскiльки ∥ω∥ = ∥ω̃∥, то ∥φ(a,z)∥ = 1. Таким чином, ми довели

наступне твердження.

Твеpдження 4.1.1. Iснує iзометричне вкладення простору

A
⊗

πX
′′ в простiр (A

⊗
πX)′′, яке на елементах вигляду a⊗ z, z ∈ X ′′

задається формулою

a⊗ z 7→ φ(a,z).

Позначимо r(f̃) оператор звуження вiдображення f̃ ∈

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) на пiдпростiр A
⊗

πX
′′. Оскiльки оператор зву-

ження є гомоморфiзмом, вiдображення f̃ 7→ r(f̃) є гомоморфiзмом з

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) в Hb(A
⊗

πX
′′, A′′).

Можна запропонувати й iнший пiдхiд для узагальнення продовже-

ння Арона-Бернера для функцiонального числення.

Кожнiй функцiї f ∈ Hb(X) ставимо у вiдповiднiсть f̃ — її про-

довження Арона-Бернера у X ′′. Пiсля цього розглядаємо функцiональне

числення f̃ : A
⊗

πX
′′ → A. Наступна теорема показує, що цi два пiдходи

є еквiвалентними.

Теоpема 4.1.1. Нехай A — комутативна банахова алгебра. Якщо

f ∈ Hb(X), то r(f̃) приймає значення в A i r(f̃) = f̃ .

Доведення. Нехай u ∈ (A
⊗

πX)′′ i uα — деяка напрямленiсть з

(A
⊗

πX), ∥uα∥ ≤ ∥u∥, яка збiгається до u в ∗-слабкiй топологiї простору

(A
⊗

πX)′′. Тодi елементи uα мають вигляд

uα =
∑

ak,α ⊗ xk,α
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i, якщо B(x1, . . . , xn) — деяка n-лiнiйна форма на X × . . . × X, то

B̃(u, . . . , u) визначається як послiдовна границя lim
α
. . . lim

α
B(uα, . . . , uα).

Дiя оператора звуження r означає, що ми розглядаємо напрямле-

ностi вигляду uα =
∞∑
k=1

ak ⊗ xk,α, ak ∈ A i xk,α → zk ∈ X ′′.

Тодi

B̃(u, . . . , u) = lim
α
. . . lim

α

∑
k1,...,kn

ak1 . . . aknB(xk,α, . . . , xk,α). (4.1.1)

Оскiльки, згiдно з властивiстю проективного тензорного добутку

∞∑
k=1

∥ak ⊗ xk,α∥ =
∞∑
k=1

∥ak∥∥xk,α∥ <∞,

ряд у (4.1.1) абсолютно збiгається, тому ми можемо занести границi пiд

знак суми i, отже,

B̃(u, . . . , u) =
∑

k1,...,kn

ak1 . . . aknB̃(zk1 , . . . , zkn) = B̃(u, . . . , u).

Перейшовши вiд n-лiнiйних форм до полiномiв та аналiтичних функцiй

обмеженого типу, отримуємо доведення теореми.

�

У випадку, коли A — скiнченновимiрна комутативна банахова ал-

гебра, виконується рiвнiсть (A
⊗

πX)′′ = A
⊗

πX
′′ i f̃ = f̃ для всiх

f ∈ Hb(X). Тому, в цьому випадку, вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфi-

змом алгебр Hb(X) i Hb(A
⊗

πX
′′, A). В загальному випадку (коли A не

обов’язково скiнченновимiрна), для кожного u ∈ A
⊗

πX
′′ вiдображення

f 7→ θu(f̃) = f̃(u)

є гомоморфiзмом з Hb(X) в Hb(X
′′) i f̃ 7→ θu(f̃) — гомоморфiзм з

Hb(X
′′) в A. Згiдно з результатами роздiлу 3.5 iснує напрямленiсть
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(aα) ⊂ A
⊗

πX така, що

P̃ = lim
α
P (aα)

для кожного полiнома P ∈ Hb(X). Проте, той факт, що (uα) ⊂ A
⊗

πX
′′ i

A
⊗

πX
′′ ⊂ (A

⊗
πX)′′ дозволяє нам цю напрямленiсть замiнити на слаб-

ко збiжну напрямленiсть (uα) ⊂ A
⊗

πX, яка в ∗-слабкiй топологiї про-

стору збiгається до u ∈ A
⊗

πX
′′ ⊂ (A

⊗
πX)′′ i процедуру продовження

Арона-Бернера.

Покажемо, що не кожен гомоморфiзм φ з Hb(X) в M+
2 має вигляд

θz для деякого z ∈M+
2

⊗
X ′′ . Розглянемо алгебру Hb(M

+
2

⊗
π l2,M

+
2 ).

Пpиклад 4.1.1. Нехай M+
2 — комутативна пiдалгебра в алгебрi

матриць 2× 2 в M2, яка мiстить елемент

 1 1

1 1

 .

Нехай

a =
∞∑
k=1

bk ⊗ xk =
∞∑
k=1

ak ⊗ ek ∈M+
2

⊗
π

l2,

де x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ l2, ak =

 ak11 ak12

ak21 ak22

 ∈ M+
2 , ek — елементи

стандартної бази простору l2. Позначимо P2(x) =
∞∑
k=1

x2k полiном другого

степеня вiд x. Тодi P 2(a) = P 2(
∞∑
k=1

ak ⊗ ek) =
∞∑
k=1

a2k.

Нехай F ∈ Hb(l2). Визначимо φ(F ) = lim
U
F

 1 1

1 1

 en

, де

границя обчислюється за деяким вiльним ультрафiльтром U .

Тодi

φ(P2) = lim
U
P 2

 1 1

1 1

 en

 = lim
U

 1 1

1 1

 =

 1 1

1 1

 . (4.1.2)



90

З iншого боку, за теоремою Рiсса для довiльного лiнiйного функцiоналу

iснує така послiдовнiсть (gk)
∞
k=1 ∈ l2, що g(x) =

∞∑
k=1

gkxk, де (gk) → 0 iз

умови збiжностi ряду. Тому

φ(g) = lim
U
g

 1 1

1 1

 en

 = lim
n
gn

 1 1

1 1

→

 0 0

0 0

 .

Таким чином, якщо ϕ = θz, то z =

 0 0

0 0

 . А це суперечить рiвностi

(4.1.2).
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4.2. Випадок продовження Аренса

Оскiльки в просторi A
⊗

πX банаховi простори A та X є рiвно-

правними множниками, то, аналогiчно як у роздiлi 4.1, ми можемо по-

казати, що A′′⊗
πX ⊂ (A

⊗
πX)′′. Таким чином, ми можемо продовжи-

ти вiдображення з Hb(A
⊗

πX,A) до вiдображення з Hb(A
′′⊗

πX,A
′′),

де A′′ є алгеброю, на якiй задано добуток, що є продовженням Арен-

са добутку алгебри A. Проте, в цьому випадку, для функцiй вигля-

ду f ∈ Hb(A
⊗

πX,A), f ∈ Hb(X) продовження f до вiдображення з

Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) не обов’язково є функцiональним численням в алгебрi

A′′, оскiльки A′′ може бути некомутативною алгеброю, навiть якщо A

— комутативна. При цьому вiдображення з Hb(X) в Hb(A
′′⊗

πX,A
′′) не

буде гомоморфiзмом.

Пpиклад 4.2.1. Нехай A = l1, X = C2. Треба довести, що для

F : Hb(C2) → Hb(l
′′
1

⊗
π

C2, l′′1)

iснують такi f, g ∈ Hb(C2), що

F (fg) ̸= F (f)F (g).

Для кожного t = (t1, t2) ∈ C2 покладемо f(t) = t1, g(t) = t2 та

послiдовно застосуємо оператор продовження C2 � t  x ∈ l1 × l1 та

продовження Арона-Бернера l1 × l1 � x u = (u1, u2) ∈ l∞ × l∞.

Тодi

f(x) = x1 ∈ l1, g(x) = x2 ∈ l1, f(x)g(x) = x1 ∗ x2,

де ” ∗ ” — згортка в l1. Припустимо, що

f̃(u) = u1 ∈ l′′1 , g̃(u) = u2 ∈ l′′1

Тодi f̃(u)g̃(u) = u1�u2 i g̃(u)f̃(u) = u1♢u2 = u1�u2.
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Оскiльки u1♢u2 ̸= u1�u2 в загальному випадку, то робимо висно-

вок, що вiдображення F не є гомоморфiзмом.

З iншого боку, fg(t) = t1 · t2 = P (t) — однорiдний полiном другого

степеня вiд векторної змiнної t. Вiдомо, що P (t) = B(t, t) — бiлiнiйна

форма, яка однозначно визначається за допомогою поляризацiйної фор-

мули:

B(t, t) =
t1t2 + t2t1

2
.

Тодi

B(x, x) =
x1 ∗ x2 + x2 ∗ x1

2
.

Тому

B̃(u) =
u1�u2 + u1♢u2

2
=
u2�u1 + u2♢u1

2

Таким чином, B̃(u, u) = P̃ (u) = f̃g(t) визначається однозначно через

продовження Арона-Бернера для бiлiнiйної форми.
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4.3. Загальний випадок продовження Арона-Бернера

Теоpема 4.3.1. Припустимо, що A′′ комутативна напiвпроста

банахова алгебра. Тодi вiдображення g 7→ g̃ є гомоморфiзмом алгебр

Hb(A
⊗

πX,A) i Hb((A
⊗

πX)′′, A′′), g ∈ Hb(A
⊗

πX,A).

Доведення. Нехай ψ — деякий комплексний гомоморфiзм алге-

бри A′′. Тодi для кожної A′′-значної функцiї h ∈ Hb((A
⊗

πX)′′, A′′)

вiдображення ψ ◦ h буде аналiтичною функцiєю обмеженого типу на

(A
⊗

πX)′′ зi значеннями в C, тобто ψ◦h ∈ Hb((A
⊗

πX)′′). Нехай, тепер,

h = g̃ для деякого g ∈ Hb(A
⊗

πX,A) i g =
∞∑
n=0

Pn — розклад у ряд Тей-

лора. Тодi g̃ =
∞∑
n=0

P̃n, де кожен полiном P̃n визначається за допомогою

процедури продовження Арона-Бернера як звуження на дiагональ про-

довження вiдповiдного симетричного n-лiнiйного вiдображення. Тобто

P̃n(υ) = lim
U
. . . lim

U
APn(uα, . . . , uα),

де uα ∈ A
⊗

πX, uα → υ в ∗-слабкiй топологiї простору (A
⊗

πX)′′. Тому

ψ ◦ P̃n(υ) = lim
U
. . . lim

U
Aψ◦Pn(uα, . . . , uα) = lim

U
. . . lim

U
ψ(APn(uα, . . . , uα)).

Тобто ψ◦P̃n є продовження Арона-Бернера полiномiв ψ◦Pn. Таким чином,

ψ◦g̃ є продовження Арона-Бернера функцiї ψ◦g. Вiдомо, що продовження

Арона-Бернера алгебри цiлих (комплекснозначних) функцiй обмеженого

типу є гомоморфiзмом. Тобто

ψ ◦ g̃1g2 = (ψ ◦ g̃1)(ψ ◦ g̃2). (4.3.1)

Нехай тепер g = g1g2 ∈ Hb(A
⊗

πX,A). Якщо g̃ ̸= g̃1g̃2, то з напiвпростоти

A′′ випливає, що знайдеться комплексний гомоморфiзм ψ такий, що

ψ(g̃) = ψ(g̃1g̃2) ̸= (ψ ◦ g̃1)(ψ ◦ g̃2),

а це суперечить рiвностi (4.3.1). �
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Наслiдок 4.3.1. Якщо A′′ напiвпроста комутативна банахова

алгебра, то вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфiзмом алгебри Hb(X) в

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′).

Розглянемо загальний випадок, коли f̃ ∈ Hb((A
⊗

πX)′′, A′′) для

довiльної комутативної банахової алгебри A, f ∈ Hb(X). Нагадаємо, що

X є лiвим A-модулем (X є лiвим модулем над A), якщо iснує бiлiнiйне

вiдображення A×X → X, (a, x) 7→ a · x таке, що (a1 · a2) · x = a1 · (a2 · x),

де a1, a2 ∈ A, x ∈ X. Легко переконатися, що A
⊗

πX є лiвим A-модулем.

У роботi ([94], ст. 298) доведено що, якщо Z — деякий лiвий A-

модуль, то Z ′′ — лiвий A-модуль над A′′, де A′′ є алгеброю вiдносно опе-

рацiї множення, що є продовженням Аренса операцiї, визначеної на A.

Таким чином, застосовуючи результат з [94] до A
⊗

πX отримуємо, що

(A
⊗

πX)′′ є лiвим модулем над A′′.

Нехай u, v — довiльнi фiксованi елементи з (A
⊗

πX)′′ i f ∈ Hb(X).

Визначимо

f(u,v)(a) = f̃(u+ av), a ∈ A′′.

Твеpдження 4.3.1. Вiдображення f(u,v) є A′′-значною аналiти-

чною функцiєю обмеженого типу вiд змiнної a ∈ A′′.

Доведення. З того, що f є аналiтичною функцiєю обмеженого

типу та властивостi функцiонального числення на A
⊗

πX випливає, що

для довiльних фiксованих u0, v0 ∈ A
⊗

πX iснують елементи алгебри

A: B1(u0, v0), . . . , Bn(u0, v0), . . ., якi залежать тiльки вiд u0 як аналiтичнi

функцiї обмеженого типу та вiд v0 як n-однорiднi полiноми такi, що

f(u0 + a0v0) =

∞∑
n=0

B(u0, a0v0) =

∞∑
n=0

an0Bn(u0, v0). (4.3.2)
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Застосувавши продовження Арона-Бернера до вiдображень f та

Bn, отримаємо, що

f̃(u+ av) =

∞∑
n=0

an0Bn(u0, v0).

Враховуючи, що f̃ є обмеженим вiдображенням на обмежених множинах

з (A
⊗

πX)′′ отримаємо, що f̃(u + av) є обмеженим вiдображенням на

обмежених множинах в A′′ при фiксованих u та v. Крiм того з (4.3.2)

бачимо, що f̃(u+ av) аналiтично залежить вiд a ∈ A′′. �
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4.4. Зауваження щодо функцiонального числення та алге-

бри Hb(A
⊗

πX,A)

Як було вiдзначено у цьому роздiлi та у роздiлi 2.5, для кожного

елемента a ∈ A
⊗

πX, гомоморфiзм функцiонального числення θa ста-

вить у вiдповiднiсть функцiї f ∈ Hb(X) елемент f(a) ∈ Hb(A
⊗

πX,A)

i вiдображення f 7→ f є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) i Hb(A
⊗

πX,A).

Проте, цей гомоморфiзм, в загальному випадку, не є сюр’єктивним. Тоб-

то, не кожен елемент з алгебри Hb(A
⊗

πX,A) можна подати у виглядi

g = f для деякої функцiї f ∈ Hb(X). Це можна проiлюструвати насту-

пним прикладом.

Пpиклад 4.4.1. Нехай A = C2 з покоординатним множенням

(a1, a2)(b1, b2) = (a1b1, a2b2) i ai, bi ∈ C. Тодi a =
∑
k

(a1,ka2,k) ⊗ xk ∈

A
⊗

πX. Визначимо функцiю

g(a) =

(∑
k

(a21,kP2(xk),
∑
k

(a32,kP3(xk)

)
,

де P2 i P3 деякi однорiднi полiноми на X 2-го та 3-го степеня вiдповiдно.

Тодi не iснує функцiї f ∈ Hb(X) такої, що g = f . Справдi, якщо така

функцiя iснує, то g((1, 1)⊗ x) = (1, 1)f(x) = (f(x), f(x)). З iншого боку,

за означенням g, g((1, 1)⊗ x = (P2(x), P3(x)). Отримали суперечнiсть.

З iншого боку, нехай ψ — деякий гомоморфiзм алгебри Hb(A
⊗

πX)

в A, тодi вiдображення f 7→ ψ(f) буде гомоморфiзмом з Hb(X) в A.
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4.5. Радiус-функцiя лiнiйного оператора на Hb(X)

Позначимо через L(Hb(X), Y ) множину всiх лiнiйних i неперервних

операторiв з алгебри Hb(X) в банахiв простiр Y . Для φ ∈ X ′ в [18] було

введено поняття радiус-функцiї R(φ) , як iнфiмум всiх r таких, що φ є

неперервним вiдносно топологiї рiвномiрної збiжностi на кулi радiуса r.

Радiус-функцiю можна обчислити за формулою

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n , (4.5.1)

де φn є звуженням φ на простiр n-однорiдних полiномiв P(nX) i ∥φn∥ —

норма в P(nX)′.

Продовжуючи iдею з працi [18], означимо радiус-функцiю лiнiйного

оператора R(Φ), Φ ∈ L(Hb(X), Y ) як нижню грань всiх r, таких, що Φ є

неперервним вiдносно норми рiвномiрної збiжностi на кулi rB.

Таким чином,

0 ≤ R(Φ) <∞.

Нагадаємо, що на просторi m-однорiдних аналiтичних функцiй на

X норма рiвномiрної збiжностi на одиничнiй кулi B з X визначена таким

чином:

∥P∥ = ∥P∥1 = sup{|P (x)| : x ∈ B}, P ∈ P(mX).

З однорiдностi P ∈ P(mX) маємо:

∥P∥r = rm∥P∥, r > 0. (4.5.2)

Позначимо через Φm звуження Φ ∈ L(Hb(X), Y ) на P(mX). Тодi Φm є

неперервним оператором. Його норма на P(mX):

∥Φm∥ = sup{∥Φ(P )∥ : P ∈ P(mX), ∥P∥ ≤ 1}.
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Теоpема 4.5.1. Pадiус-функцiю R на L(Hb(X), Y ) визначає фор-

мула

R(Φ) = lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m .

Доведення. Припустимо, що

0 < t < lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m .

Тодi iснує послiдовнiсть однорiдних полiномiв Pj степеня nj → ∞ таких,

що ∥Pj∥ = 1 i |Φ(Pj)| > tnj . Якщо 0 < r < t, тодi (з рiвностi (4.5.2)),

∥Pj∥r = sup
x∈rBl1

|Pj(x)| = rnj ,

так що

|Φ(Pj)| >
(
t

r

)nj

∥Pj∥r

i Φ не є неперервним вiдносно норми ∥· ∥r. Звiдси випливає, що R(Φ) ≥ r.

Оскiльки ми вибираємо r довiльно, то

R(Φ) ≥ lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m .

Нехай тепер s > lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m . З цього випливає, що ∥Φm∥ ≤ sm

для великих m. Тодi iснує c ≥ 1 таке, що ∥Φm∥ ≤ csm для кожного m.

Якщо r > s є довiльним i функцiя f ∈ Hb(X) має розклад в ряд Тейлора

f =
∞∑
n=1

fn, то

rn∥fn∥ = ∥fn∥r ≤ ∥f∥r, n ≥ 0.

Звiдси

|Φ(fm)| ≤ ∥Φm∥∥fm∥ ≤ csm

rm
∥f∥r.

Таким чином, Φ є неперервним вiдносно норми рiвномiрної збiжно-

стi на rB i R(Φ) ≤ r. Оскiльки r i s є довiльними, то

R(Φ) ≤ lim sup
m→∞

∥Φm∥
1
m .
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Теорему доведено. �

Застосовуючи цю теорему, знайдемо оцiнку радiус-функцiї гомо-

морфiзму θz i перевiримо, чи збiгатиметься отриманий результат iз значе-

нням, отриманим безпосереднiм обчисленням норми у вiдповiдному про-

сторi.

Пpиклад 4.5.1. Розглянемо простiр l1. Нехай z = z1e1 + . . . +

znen+ . . . ∈M+
n

⊗
l1, де M+

n

⊗
— деяка комутативна пiдалгебра алгебри

матриць n × n i zn — конкретнi матрицi, якi комутують мiж собою.

Тодi

∥z∥ =

∞∑
n=1

∥zn∥ = c1 + c2 + . . .+ cn + . . . = c <∞.

Тут числа cn, n = 1, 2, . . . — вiдповiднi значення норми матриць

zn, визначенi як операторна норма в просторi операторiв на Cn.

Знайдемо R(θz). За формулою (4.5.1) i вище доведеною теоремою

маємо:

R(θz) = lim sup
m→∞

∥(θz)m∥
1
m

З iншого боку:

(θz)m(f) = θz(fm) = f̃(z).

Тому

∥(θz)m∥ = sup
∥fm∥≤1

∥f̃(z)∥ ≤ ∥fm∥∥z∥ = cm.

Отже, остаточно маємо

R(θz) = lim sup
m→∞

∥(θz)m∥
1
m ≤ lim sup

m→∞
∥cm∥

1
m = c.

Таким чином, показали, що для довiльного елемента простору

M+
n

⊗
l1 виконується нерiвнiсть

R(θz) = ∥z∥ ≤ c.
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Теоpема 4.5.2. Нехай Φn — лiнiйний неперервний оператор з про-

стору P(nX) у деякий банахiв прострi Y для кожного n ∈ Z+ i для

норми Φn на P(nX) виконується спiввiдношення

∥Φn∥ ≤ csn

для деяких c, s > 0.

Тодi iснує єдиний лiнiйний оператор Φ ∈ L(Hb(X), Y ), звуження

якого на P(nX) спiвпадає з Φn для всiх n ∈ Z+ i

R(Φ) ≤ s.

Доведення. Для довiльного лiнiйного функцiонала θ ∈ Y ′, ∥θ∥ =

1 розглянемо композицiю ∥θ ◦ Φn∥ ≤ ∥Φn∥. Оскiльки ∥Φn∥ ≤ csn, то для

довiльного θ виконується нерiвнiсть ∥θ ◦Φn∥ ≤ csn. З твердження 2.4 [18]

випливає, що iснує лiнiйний функцiонал

φ : Hb(X) → C, φ ∈ Hb(X)′

такий, що його звуження φn = θ ◦Φn. Отже, ми маємо оператор T : Y ′ →

Hb(X)′, θ 7→ φ i T ⋆ є спряженим оператором до T :

T ⋆ : Hb(X)′′ → Y ′′.

Розглянемо звуження цього оператора T ⋆ на Hb(X) ⊂ Hb(X)′′ i

позначимо його Φ. Очевидно, що Φ : Hb(X) → A i є шуканим оператором.

Справдi, для цього достатньо показати, що Φn(P ) = Φ(P ) для довiльного

P ∈ P(nX). Нехай Φn(P ) = a1, θ(a1) = c1 ∈ C, тобто

(θ ◦ Φn)(P ) = φn(P ) = c1.

З iншого боку, Φ(P ) = a2, тобто

(θ ◦ Φ)(P ) = φ(P ) = c2.
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Оскiльки φn— звуження φ, то

φ(P ) = c2 = φn(P ) = c1,⇒ c1 = c2 = c.

Таким чином, з виконання рiвностi

(θ ◦ Φ)(P ) = (θ ◦ Φn)(P ) = c

для довiльного θ випливає, що Φn(P ) = Φ(P ). З теореми 4.5.1 маємо, що

R(Φ) = lim sup
n→∞

∥Φn∥
1
n ≤ lim sup

n→∞
(csn)1/n = s.

�
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Висновки до роздiлу 4. Продовження Арона-Бернера ана-

лiтичних функцiй з Hb(X) у другий спряжений простiр X ′′ є важли-

вим iнструментом для дослiдження комплексних гомоморфiзмiв алгебри

Hb(X). Тому, застосування цього пiдходу до гомоморфiзмiв функцiональ-

ного числення зi значеннями в деякiй комутативнiй банаховiй алгебрi A,

також, дозволяє отримати новi результати щодо опису цих гомоморфi-

змiв. Проте, як ми бачимо, на цьому шляху є певнi технiчнi труднощi.

Простiр (A
⊗

πX)′′, в загальному випадку, не має тензорної структури

i тому ми не можемо говорити про функцiональне числення. Крiм того,

якщо A не є регулярною за Аренсом алгеброю, то A′′ може бути не ко-

мутативною. Таким чином, для загального випадку продовження Арона-

Бернера вдалося показати, що f̃(u+ av) є A′′-значною аналiтичною фун-

кцiєю обмеженого типу, a ∈ X ′′ при фiксованих u, v ∈ (A
⊗

πX)′′. З iншо-

го боку, показано, що A
⊗

πX
′′ є замкненим пiдпростором в (A

⊗
πX)′′ i

звуження f̃ на A
⊗

πX
′′ збiгається з f̃ , що є функцiональним численням

вiд продовження Арона-Бернера функцiї f ∈ Hb(X). Таким чином, вiд-

ображення f 7→ f̃ є гомоморфiзмом з алгебри Hb(X) в Hb(A
⊗

πX
′′, A).

Також показано, що вiдображення f 7→ f̃ є гомоморфiзмом з Hb(X) в

Hb((A
⊗

πX)′′, A′′), якщо A′′ напiвпроста комутативна алгебра.

У роздiлi 4 також показано, що для операторiв, визначених на

Hb(X) можна ввести аналог радiус-функцiї, яку було запропоновано у

[18] для функцiоналiв та знайти формулу для її обчислення.

Результати роздiлу надруковано у працях [1, 86, 84, 3].
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РОЗДIЛ 5

СТРУКТУРА ГОМОМОРФIЗМIВ АЛГЕБР АНАЛIТИЧНИХ

ФУНКЦIЙ НА БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ

5.1. Продовження лiнiйного оператора до гомоморфiзму

Скрiзь у цьому роздiлi вважаємо, що A — комутативна банахова

алгебра така, що A′′ є комутативною i напiвпростою.

У роботi [104] сформульовано i доведено лему 1 про продовження

лiнiйного функцiонала φ ∈ Hb(X)′ до характера ψ ∈Mb.

Лема 5.1.1. Нехай ϕ ∈ Hb(X)′, ϕ(P ) = 0 для кожного P ∈ P(mX)∩

Am−1(X), m > 0 i ϕm ̸= 0. Тодi iснує функцiонал ψ ∈ Mb такий, що

ψk = 0 для k < m i ψm = ϕm. Крiм цього для радiус-функцiї виконується

рiвнiсть

R(ψ) = ∥ϕm∥1/m,

де Am−1(X) — найменша замкнена пiдалгебра в Hb(X), породжена полi-

номами степеня ≤ m.

Наступна теорема є узагальненням вже вiдомої леми i грунтується

вона на продовженнi лiнiйного оператора до гомоморфiзму. Нагадаємо,

що Am(Y,A) — найменша замкнена пiдалгебра в Hb(Y,A), породжена A-

значними полiномами степеня ≤ m. Для скорочення введемо наступне

позначення: L(Hb(A
⊗

πX,A), A) = L(Hb(A
⊗

πX);A) — простiр лiнiй-

них неперервних операторiв, якi дiють з алгебри Hb(A
⊗

πX,A) в алге-

бру A. Також, будемо позначати MA(Hb(X)) — множину неперервних

гомоморфiзмiв з Hb(X) в A.
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Теоpема 5.1.1. Нехай Φ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A) — лiнiйний оператор

такий, що Φ(P ) = 0 для кожного

P ∈ P(m(A
⊗
π

X), A) ∩ Am−1((A
⊗
π

X), A),

де m є фiксоване натуральне число i Φm є ненульовим звуженням Φ на

P(m(A
⊗

πX), A).

Тодi iснує гомоморфiзм Ψ ∈MA(Hb(X)) такий, що його звуження

Ψk на P(kX) задовольняє умови: Ψk = 0 для всiх k < m i Ψm = Φm.

Крiм цього, радiус-функцiю можна оцiнити за формулою

∥Φm∥1/m ≤ R(Ψ) ≤ e∥Φm∥1/m.

Доведення. Для кожного полiнома P ∈ P(mk(A
⊗

πX), A)

позначимо через P(m) полiном з P(k
⊗m

s,π(A
⊗

πX), A) такий, що

P(m)(a
⊗m) = P (a) (див. детальнiше роздiл 2.2).

Оскiльки Φm ̸= 0, то iснує такий елемент ω ∈ (A
⊗

s,πX)′′, ω ̸= 0,

що для кожного m-однорiдного полiнома P,

Φ(P ) = Φm(P ) = P̃(m)(w), ∥w∥ = ∥Φm∥,

де P̃(m) є продовженням Арона-Бернера лiнiйного функцiонала P(m) з⊗m
s,π(A

⊗
πX) на

⊗m
s,π(A

⊗
πX)′′. Для довiльного n-однорiдного полiно-

ма Q ∈ P(n(A
⊗

πX), A) покладемо

Ψ(Q) =

 Q̃(m)(w) якщо n = mk для деяких k ≥ 0

0 в iншому випадку,

де Q̃(m) є продовженням Арона-Бернера k-однорiдного полiнома Q(m) з⊗m
s,π(A

⊗
πX) на

⊗m
s,π(A

⊗
πX)′′.

Нехай (uα) — напрямленiсть з
⊗m

s,π(A
⊗

πX), яка збiгається до w в

∗-слабкiй топологiї простору
⊗m

s,π(A
⊗

πX)′′, де α належить деякiй мно-

жинi iндексiв A. Ми можемо припустити, що кожен елемент uα можна
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зобразити у виглядi

uα =
∑
j∈N

(aj,α ⊗π xj,α)
⊗m =

∑
j∈N

p⊗mj,α для деяких aj,α ∈ A, xj,α ∈ X.

Ми хочемо показати, що

Ψ(PQ) = Ψ(P )Ψ(Q)

для довiльних однорiдних полiномiв P i Q. Розглянемо всi можливi ви-

падки.

1. Нехай

deg(PQ) = mr + l

для деякого цiлого r ≥ 0 i m > l > 0. Тодi P або Q має степiнь рiвний

mk + s, k ≥ 0, m > s > 0. Отже, за означенням, Ψ(PQ) = 0 i

Ψ(P )Ψ(Q) = 0.

2. Припустимо тепер, що для деякого цiлого r ≥ 0

deg(PQ) = mr

Якщо degP = mk i degQ = mn для k, n ≥ 0, тодi deg(PQ) = m(k + n) i

Ψ(PQ) = (P̃Q)(m)(w) = P̃(m)(w)Q̃(m)(w) = Ψ(P )Ψ(Q).

3. Останнiй можливий випадок буде тодi, коли

degP = mk + l i degQ = mn+ r,

при l, r > 0, l + r = m. Нехай

ν =
1

(degP + degQ)!
=

1

(m(k + n+ 1))!
.
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Позначимо FPQ симетричне мультилiнiйне вiдображення, асоцiйоване з

PQ. Тодi

FPQ
(
a1, . . . , am(k+n+1)

)
= ν

∑
σ∈Sm(k+n+1)

FP
(
aσ(1), . . . , aσ(mk+l)

)
×FQ

(
aσ(mk+l+1), . . . , aσ(m(k+n+1))

)
,

де Sm(k+n+1) є групою перестановок
{
1, . . . ,m(k+n+1)

}
. Таким чином,

для α1, . . . , αk+n+1 ∈ A ми маємо

ψ(PQ) = (P̃Q)(m)(w) = lim
α1,...,αk+n+1

F̃PQ(m)

(
uα1 , . . . , uαk+n+1

)
= lim

α1,...,αk+n+1

F̃PQ(m)

(∑
j∈N

p⊗mj,α1
, . . . ,

∑
j∈N

p⊗mj,αk+n+1

)
= ν

∑
σ∈Sm(k+n+1)

lim
ασ(1),...,ασ(k+n+1)∑

j1,...,jk+n+1∈N
FP

(
amjσ(1),ασ(1)

, . . . , amjσ(k),ασ(k)
, aljσ(k+1),ασ(k+1)

)
×FQ

(
arjσ(k+1),ασ(k+1)

, amjσ(k+2),ασ(k+2)
, . . . , amjσ(k+n+1),ασ(k+n+1)

)
.

Зафiксуємо деяке σ ∈ Sm(k+n+1) i зафiксуємо всi ajσ(i),ασ(i)
для i ≤ k

i для i > k + 1. Тодi∑
j1,...,jk+n+1∈N

lim
ασ(k+1)

FP

(
amjσ(1),ασ(1)

, . . . , amjσ(k),ασ(k)
, aljσ(k+1),ασ(k+1)

)
×FQ

(
arjσ(k+1),ασ(k+1)

, amjσ(k+2),ασ(n+2)
, . . . , amjσ(k+n+1),ασ(k+n+1)

)
= 0,

тому що для фiксованих akσ(i),ασ(i)
, i ≤ k,

Pσ(y) :=
∑

j1,...,jk,jk+2,...,jk+n+1∈N
FP

(
amjσ(1),ασ(1)

, . . . , amjσ(k),ασ(k)
, yl
)

є l-однорiдним полiномом i для фiксованих akσ(i),ασ(i)
, i > k + 1,

Qσ(y) :=
∑

j1,...,jk,jk+2,...,jk+n+1∈N
FQ

(
yr, amjσ(k+2),ασ(n+2)

, . . . , amjσ(k+n+1),ασ(k+n+1)

)
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є r-однорiдним полiномом. Отже, PσQσ ∈ Am−1((A
⊗

πX), A). Таким чи-

ном,

lim
α
(PσQσ)(m)(uα) = Ψ(PσQσ) = 0

для довiльного фiксованого σ. Тому Ψ(PQ) = 0.

З iншого боку, за означенням Ψ, Ψ(P )Ψ(Q) = 0. Отже,

Ψ(PQ) = Ψ(P )Ψ(Q).

Таким чином, ми визначили мультиплiкативний оператор Ψ на

однорiдних полiномах. Ми можемо продовжити його за лiнiйнiстю i

дистрибутивнiстю до гомоморфiзму на алгебру всiх неперервних полi-

номiв P((A
⊗

πX), A).

Якщо Ψn є звуженням Ψ на P(n(A
⊗

πX), A), тодi ∥Ψn∥ = ∥w∥n/m

якщо n/m є додатнiм цiлим числом i ∥Ψn∥ = 0 в iншому випадку. Таким

чином, ряд

Ψ =
∑
n∈N

Ψn

є неперервним гомоморфiзмом на Hb((A
⊗

πX), A) за твердженням 4.5.2

i радiус-функцiя Ψ може бути обчислена за формулою

R(Ψ) = lim sup
n→∞

∥Ψn∥1/n ≥ lim sup
n→∞

∥w∥n/mn = ∥w∥1/m = ∥Φm∥1/m.

З iншого боку,

∥Ψn∥ = sup
∥P∥=1

|Ψn(P )| = sup
∥P∥=1

|P(m)(w)|.

Оскiльки

|P(m)(w)| ≤ ∥w∥n/m∥P(m)∥ ≤ c(n,A
⊗
π

X)∥w∥n/m∥P∥,

ми маємо

∥Ψn∥ ≤ c(n,A
⊗
π

X)∥w∥n/m ≤ nn

n!
∥w∥n/m =

nn

n!
∥Φm∥n/m.
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Отже,

R(Ψ) ≤ e∥Φm∥1/m.

Теорема повнiстю доведена. �
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5.2. Оператор зсуву на Hb((A
⊗

πX), A)

Наступне означення є узагальненням оператора зсуву для A-

значних аналiтичних функцiй обмеженого типу.

Означення 5.2.1. Для довiльного фiксованого елемента a ∈

A
⊗

πX визначимо оператор зсуву τa на Hb((A
⊗

πX), A) рiвнiстю

(τaf)(z) = f(a+ z), z ∈ A
⊗
π

X, f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

Не важко показати, що τaf є A-значною аналiтичною функцiєю

на A
⊗

πX i обмеженою на обмежених пiдмножинах в A
⊗

πX. Таким

чином, τaf ∈ Hb((A
⊗

πX), A).

Вияснимо, чи для довiльного фiксованого оператора Φ ∈

L(Hb(A
⊗

πX);A) функцiя

a 7→ Φ(τaf), a ∈ A
⊗
π

X

належить Hb((A
⊗

πX), A).

Нагадаємо, що радiус-функцiя R(Φ) лiнiйного оператора Φ на

Hb(X) була визначена як нижня грань усiх таких r, що Φ є неперервним

вiдносно порми рiвномiрної збiжностi на кулi rB. Це означення, також,

залишається коректним i для оператора Φ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A).

Використовуючи iдею для оцiнки радiус-функцiї функцiонала iз

статтi [18] (ст.65), радiус-функцiю оператора Φ(τaf) можна оцiнити за

формулою

R(Φ(τaf)) ≤ R(Φ) + ∥a∥. (5.2.1)

Дiйсно, нехай ε > 0 i виберемо c > 0 таке, що

∥Φ(g)∥ ≤ c∥g∥R(Φ)+ε, g ∈ Hb(A
⊗
π

X).
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Оскiльки оператор Φ — обмежений у нормованому просторi вiдносно нор-

ми ∥ · ∥R(Φ)+ε, ∀ε > 0, згiдно з означенням радiус-функцiї, то така кон-

станта c > 0 завжди iснує. Тодi для f ∈ Hb((A
⊗

πX), A) ми маємо

∥Φ(τaf)∥ ≤ c∥τaf∥R(Φ)+ε ≤ c∥f∥R(Φ)+ε+∥a∥.

Оскiльки ця нерiвнiсть має мiсце для довiльного ε > 0, то виконується

нерiвнiсть (5.2.1).

Таким чином, ми можемо довести наступну теорему.

Теоpема 5.2.1. Для фiксованого оператора Φ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A)

i функцiї f ∈ Hb((A
⊗

πX), A) функцiя

a 7→ Φ(τaf) = Φ(f(a+ ·)), a ∈ A
⊗
π

X

належить Hb((A
⊗

πX), A).

Доведення. Оцiнка (5.2.1) дає оцiнку вигляду

∥Φ(τaf)∥ ≤ c∥f∥R(Φ)+r+ε, ∥a∥ ≤ r.

Iз цiєї нерiвностi робимо висновок, що Φ(τaf) є обмеженим на обмежених

пiдмножинах A
⊗

πX. Крiм того, Φ(τaf)(z) = Φ(f(a + z)) є композицi-

єю аналiтичного та лiнiйного оператора, отже, є аналiтичним вiдобра-

женням. Таким чином, Φ(τaf) є аналiтичним вiдображенням обмеженого

типу, тобто Φ(τaf) ∈ Hb((A
⊗

πX), A). �
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5.3. Мультиплiкативнi оператори на полiномах та їхня

згортка

Наступне означення є узагальненням операцiї згортки для A-

значних гомоморфiзмiв.

Означення 5.3.1. Для довiльних Φ,Θ ∈ L(Hb(A
⊗

πX);A) опера-

цiю згортки Φ ∗Θ в Hb((A
⊗

πX), A) визначимо рiвнiстю

(Φ ∗Θ)(f) = Φ(Θ(τaf)).

Нехай Φ,Θ є мультиплiкативними операторами, тобто

Φ,Θ ∈ MA(Hb(A
⊗

πX), A). Iз усiх гомоморфiзмiв, якi належать

MA(Hb(A
⊗

πX), A), виберемо тi, для яких виконується умова

Φ(P ) = lim
α
P (xα) для всiх P на A

⊗
π

X,

де (xα) — напрямленiсть в A
⊗

πX. Таким чином, ми отримаємо пiдмно-

жину

Ω = {Φ ∈MA(Hb(A
⊗
π

X), A) : ∀P ∈ P((A
⊗
π

X), A)∃(xα) ⊂ A
⊗
π

X

така, що lim
α
P (xα) = Φ(P )}.

У роздiлi 3 було показано, що клас Ω є достатньо широким. Це означає,

що (xα) → Φ в слабко полiномiальнiй топологiї для всiх Φ ∈ Ω. Нехай

(yβ) → Θ в слабко полiномiальнiй топологiї, Θ ∈ Ω.

У цьому випадку для всiх гомоморфiзмiв, якi належать Ω, можемо

записати

(Φ ∗Θ)(P ) = lim
α

lim
β
P (xα + yβ).

Для скорочення введемо позначення Φ1 ∗ . . . ∗ Φn =
n
+×
k=1

Φk.
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Нехай Ik — мiнiмальний замкнений iдеал в Hb((A
⊗

πX), A), по-

роджений всiма m-однорiдними полiномами P(≤k(A
⊗

πX), A), де 0 <

m ≤ k. Очевидно, що Ik є власним iдеалом i тому мiститься в деякому

максимальному замкненому iдеалi.

Позначимо Fk = {Φ ∈ Ω : kerΦ ⊃ Ik}. Покладемо F0 = Ω.

Наслiдок 5.3.1. Якщо для деякого m ∈ N

Am((A
⊗
π

X), A) ̸= Am−1((A
⊗
π

X), A),

тодi iснує гомоморфiзм Ψ ∈ Fm−1 такий, що Ψ /∈ Fm.

Доведення. Нехай P — m-однорiдний полiном з Hb(A
⊗

πX,A)

такий, що P ∈ Am−1((A
⊗

πX), A). Виберемо лiнiйний оператор Φ :

Hb(A
⊗

πX,A) → A так, що Φ(P ) ̸= 0. За теоремою 5.1.1 iснує Ψ ∈

MA(Hb(A
⊗

πX), A) такий, що Ψk = 0 для k = 1, . . . ,m − 1. Отже,

Ψm = Φ, Ψ ∈ Fm−1 i Ψ /∈ Fm. �

Лема 5.3.1. Нехай Φ,Ψ ∈ Ω i Ψ ∈ Fk−1. Тодi для кожного P ∈

P(k(A
⊗

πX), A) виконується рiвнiсть

Φ ∗Ψ(P ) = Φ(P ) + Ψ(P ).

Доведення. Нехай (xα) i (yβ) — напрямленостi в A
⊗

πX такi, що

xα → Φ i yβ → Ψ. Для довiльних фiксованих yβ i 0 < n < k неперервна

симетрична мультилiнiйна форма AP (xk−n, ynβ), асоцiйована з полiномом

P ∈ P(k(A
⊗

πX), A), є k − n-однорiдним полiномом вiд x. Отже, вна-

слiдок того, що Φ дорiвнює нулю на всiх однорiдних полiномах степеня,

меншого за k,

Φ(AP (x
k−n, ynβ)) = lim

α
AP (x

k−n
α , ynβ) = 0.
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Бiльше того, для всiх P ∈ P(k(A
⊗

πX), A)

Φ ∗Ψ(P ) = lim
β,α

P (xα + yβ) =∑
n+m=k

lim
β,α

AP (x
n
α, y

m
β ) =

∑
n+m=k

lim
β

(
lim
α
AP (x

n
α, y

m
β )
)
=

lim
β

(
lim
α
AP (xα, . . . , xα) +AP (yβ , . . . , yβ)

)
= Φ(P ) + Ψ(P ).

�

Лема 5.3.2. Якщо P ∈ P(k(A
⊗

πX), A) i Φj ∈ Fj−1, тодi для

кожного m > k виконується рiвнiсть

m
+×
j=1

Φj(P ) =
k
+×
j=1

Φj(P ).

Доведення. Оскiльки Φm ∈ Fm−1, то Φm(P ) = 0 для всiх m >

k. �
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5.4. Основна структурна теорема для гомоморфiзмiв

Для послiдовностi гомоморфiзмiв (Φn)
∞
n=1 ⊂ Ω таких, що Φn ∈

Fn−1, нескiнченна згортка
∞
+×
n=1

Φn є лiнiйним мультиплiкативним опе-

ратором на алгебрi полiномiв P((A
⊗

πX), A) таким, що
∞
+×
n=1

Φn(P ) =

k
+×
n=1

Φn(P ) для кожного P ∈ P(k(A
⊗

πX), A) для довiльного натурально-

го k. Якщо цей мультиплiкативний оператор неперервний, то вiн єдиним

чином визначає деякий гомоморфiзм з Ω, який ми будемо позначати тим

самим символом
∞
+×
n=1

Φn.

Нагадаємо, що оператор δx(f) = f(x) вiдображає X в Mb, а опера-

тор δ̃x′′(f) = f̃(x′′) є продовженням δx на X ′′. Аналогiчно, θa(f) = f(a), i

θ̃a′′(f) = f̃(a′′) — продовження оператора θa на (A
⊗

πX)′′. У статтi [104]

доведено наступну теорему про структурний опис комплексних гомомор-

фiзмiв алгебри Hb(X).

Теоpема 5.4.1. Iснують послiдовностi спряжених просторiв

(Xn)
∞
n=1 i вiдображень δ(n) : Xn →Mb такi, що X1 = X ′′,

Xn = P(nX)′ ∩ I⊥n−1,

δ(1) = δ̃ i довiльний комплексний гомоморфiзм ϕ ∈ Mb має зобра-

ження

ϕ =
∞
+×
n=1

δ(n)(un)

для деякої послiдовностi un ∈ Xn.

Ми узагальнили цей факт на випадок A-значних гомоморфiзмiв.

Для елементiв послiдовностi спряжених просторiв ((A
⊗

πX)n)
∞
n=1 буде-

мо використовувати позначення (A
⊗

πX)n = Zn.
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Теоpема 5.4.2. Iснують послiдовностi спряжених просторiв

(Zn)
∞
n=1 i вiдображень

θ
(n)
a : Zn → A

такi, що

Z1 = (A
⊗
π

X)′′, Zn = L(Hb(A
⊗
π

X);A), θ
(1)
a = θ̃a′′

i довiльний гомоморфiзм Φ ∈ Ω має зображення

Φ =
∞
+×
n=1

θ
(n)
a (un)

для деякої послiдовностi un ∈ Zn., n = 1, 2, . . . .

Доведення. Покладемо Z1 = (A
⊗

πX)′′. Тодi

θ
(1)
a = θ̃a′′ ∈ Ω для всiх a′′ ∈ (A

⊗
π

X)′′.

Припустимо, що простiр Zn−1 i вiдображення θ
(n−1)
a є визначеними. По-

значимо

Zn := {πn(Φ) : Φ ∈ Fn−1},

де πn(Φ) = Φn є звуженням гомоморфiзма Φ на пiдпростiр

P(n(A
⊗

πX), A). Iншими словами, простiр Zn складається з гомомор-

фiзмiв на P(n(A
⊗

πX), A), якi дорiвнюють нулю на всiх полiномах з

P(n(A
⊗

πX), A)∩An−1. Якщо An = An−1, то Zn ≡ 0. В iншому випадку,

за наслiдком 5.3.1, iснують iншi елементи в Zn.

Для кожного Φ,Ψ ∈ Fn−1 ⊂ Ω покладемо

πn(Φ) + πn(Ψ) := πn(Φ ∗Ψ).

Для довiльного полiнома P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) виконується рiвнiсть

πn(Φ)(P ) = Φ(P ). За лемою 5.3.1,

πn(Φ ∗Ψ)(P ) = Φ ∗Ψ(P ) = Φ(P ) + Ψ(P ) = πnΦ(P ) + πnΨ(P ).
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Для довiльного комплексного числа α маємо, що αΦ ∈

MA(Hb(A
⊗

πX), A) i πk(αΦ) = απk(Φ). Таким чином, αΦ дорiвнює

нулю на всiх полiномах степеня k, де k < n. За теоремою 5.1.1 iснує

гомоморфiзм Ψ ∈ Ω такий, що Ψk = αΦk для 1 ≤ k ≤ n. Тому, Ψ ∈ Fn−1

i αΦn = Ψn ∈ Zn.

Отже, Zn є лiнiйним пiдпростором i полiноми з P(n(A
⊗

πX), A)

дiють на Zn як лiнiйнi оператори.

Покладемо

Wn = P(n(A
⊗
π

X), A)/(In−1 ∩ P(n(A
⊗
π

X), A)).

Тодi Wn є банаховим простором лiнiйних операторiв на Zn i оператори з

Wn роздiляють точки простору Zn.

Визначимо норму на Zn як супремум значень векторiв з Zn на оди-

ничнiй кулi простору Wn. Таким чином, W ′
n = (P(n(A

⊗
πX), A)/(In−1 ∩

P(n(A
⊗

πX), A)))′ = P(n(A
⊗

πX), A)′∩I⊥n−1 = L(Hb(A
⊗

πX);A) ⊃ Zn,

де I⊥n−1 — пiдпростiр в P(n(A
⊗

πX), A)′, який є бiортогональний до In−1.

З iншого боку, якщо u ∈ P(n(A
⊗

πX), A)′ ∩ I⊥n−1, то за теоре-

мою 5.1.1 u = πn(Θ) для деякого Θ ∈ Ω. Тому u ∈ Zn. Отже Zn =

L(Hb(A
⊗

πX);A).

Для довiльного w ∈ Zn визначимо гомоморфiзм Ψ(Q) =: θ
(n)
a (w)(Q)

на однорiдних полiномах за формулою:

Ψ(Q) =

 Q̃(m)(w), якщо n = mk для деякого k ≥ 0

0, в iншому випадку,
(5.4.1)

(де Q̃(m) є продовженням Арона-Бернера полiнома Q(m) з
⊗m

s,π(A
⊗

πX)

на
⊗m

s,π(A
⊗

πX)′′ i продовжимо його до єдиного гомоморфiзма на

Hb((A
⊗

πX), A) як у теоремi 5.1.1. Тодi θ(n)a вiдображає Zn в Ω. Для
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довiльного Φ ∈ Ω покладемо

u1 := Φ1 ∈ (A
⊗
π

X)′′ = Z1, u2 := Φ2 − θ
(1)
a (u1).

Очевидно, що u2 ∈ Z2. Припустимо, що ми визначили uk ∈ Zk, k < n.

Тодi

un := Φn −
n−1
+×
k=1

θ
(k)
a (uk). (5.4.2)

Покажемо, що un ∈ Zn. Достатньо перевiрити, що для кожного полiнома

P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) такого, що P = PkPm, degPk = k ̸= 0, degPn = n ̸=

0 виконується un(P ) = 0. З мультиплiкативностi Φ i леми 5.3.2 випливає

un(P ) = Φn(PkPm)−
n−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(PkPm) =

Φk(Pk)Φm(Pm)−
(
n−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pk)

)
×
(
n−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pm)

)
=

(
uk(Pk) +

k−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pk)

)(
um(Pm) +

m−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pm)

)
−

(
k
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pk)

)(
m
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pm)

)
= 0.

Остання рiвнiсть виконується тому, що за iндуктивним припущенням

uk ∈ Zk, um ∈ Zm i, отже, за лемою 5.3.1

uk(Pk) +
k−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pk) =

k
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pk) (5.4.3)

i

um(Pm) +
m−1
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pm) =

m
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(Pm).

Розглянемо оператор
∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj). Оскiльки uk ∈ Zk, то за лемою

5.3.1
∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(f) = f(0) +

∞∑
n=1

n
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(fn),
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де f =
∑
fn — ряд Тейлора функцiї f. Отже, оператор

∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj) є

коректно визначеним на P((A
⊗

πX), A). З iншого боку, використовуючи

(5.4.2) i (5.4.3) для довiльного P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) маємо:(
Φ−

∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)

)
(P ) = Φn(P )−

n
+×
j=1

θ
(j)
a (uj)(P ) = un+1(P ) = 0.

Тому Φ =
∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj) на P((A

⊗
πX), A). Отже, Φ =

∞
+×
j=1

θ
(j)
a (uj) на

Hb((A
⊗

πX), A). �
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5.5. Некласичнi диференцiювання на Hb(X)

Пiд класичними диференцiюваннями алгебри Hb(X) ми розумiємо

оператори диференцiювання за напрямками h ∈ X:

∂(h)(f)(x) = lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
.

Легко бачити, що для n-однорiдного полiнома P ∈ P(nX)

∂(h)(f)(x) = nAP (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−1

, h),

i класичнi диференцiювання задовольняють формулу Лейбнiца

∂(h)(fg) = ∂(h)(f)g + f∂(h)(f)g.

Таким чином, ми можемо визначити класичнi A-значнi диференцiювання

алгебри Hb(X) за формулою

∂(h)(f)(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
,

де h, a ∈ A
⊗

πX i h — фiксований ненульовий вектор. Символом

AP (a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1

, h) позначимо значення мультилiнiйної форми AP (a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1

, h)

в сенсi функцiонального числення вiд n − 1 змiнної. Аналогiчно, як у

скалярному випадку, ∂(h)(P )(a) = nAP (a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n−1

, h) i для A-значних де-

ференцiювань виконується формула Лейбнiца.

Нехай uk ∈ Xk. Згiдно з теоремою 2.21 ([72], ст 39), ми може-

мо визначити комплексний гомоморфiзм ϕ ∈ Mb = δ(k)(uk) так, що

ϕ(f) = f̂(uk) для кожної функцiї f ∈ Hb(X). З iншого боку, uk належить

(
⊗k

s,πX)′′ i, отже, iснує iнший природнiй спосiб визначити лiнiйний фун-

кцiонал на Hb(X), за допомогою uk. Нехай θ = θ(uk) =
∑
θm ∈ Hb(X)′

такий функцiонал, що θk(P ) = P̂ (uk) якщо P ∈ P(kX) i θm = 0, якщо
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m ̸= k. Нагадаємо, що θm — звуження θ на пiдпростiр P(kX). Легко бачи-

ти, що θ не є гомоморфiзмом якщо uk ̸= 0. Визначимо лiнiйний оператор

на Hb(X), ∂(k)(uk) формулою

∂(k)(uk)(f)(x) := (θ(uk) ◦ τx)(f).

Для полiлiнiйної форми AP , асоцiйованої з n-однорiдним полiномом

P будемо позначати ÂP (x
n−k, uk) значення перетворення Гельфанда в

точцi uk ∈ Xk, застосованого до k-однорiдного полiнома AP (xn−k, ·) для

фiксованого x.

Теоpема 5.5.1 ([105]). Нехай uk ∈ Xk. Тодi оператор ∂(k)(uk) є

неперервним диференцiюванням на Hb(X),

∂(k)(uk)(P )(x) =

(
n

k

)
ÂP (x

n−k, uk)

для кожного полiнома P ∈ P(nX) i

δ(k)(uk)(f)(x) = exp{(k! ∂(k)(uk))1/k}(f)(x)

для кожної функцiї f ∈ Hb(X).

Нехай uk ∈ Zk. Застосовуючи теорему 5.4.2 можемо визначи-

ти гомоморфiзм Φ =
∞
+×
n=1

θ(n)(un) ∈ Ω, Φ(f) = f̃(uk), для всiх f ∈

Hb((A
⊗

πX), A). Крiм того, елемент uk належить до симетричного тен-

зорного добутку спряжених просторiв (
⊗k

s,π(A
⊗

πX))′′. Тодi iснує iнший

природний спосiб задання лiнiйного функцiонала на Hb((A
⊗

πX), A),

асоцiйованого з uk.

Нехай

η = η(uk) =
∑
m∈Z+

ηm ∈ Hb(A
⊗
π

X)′,
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де ηk = P̃ (uk), якщо P ∈ P(k(A
⊗

πX), A), i ηm = 0 при m=/ k. Че-

рез P̃ позначено продовження полiнома P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) на простiр

P(n(A
⊗

πX)′′, A′′). Зауважимо, що вiдображення η не є гомоморфiзмом,

якщо uk=/ 0.

Визначимо лiнiйний оператор ∂(k)(uk) на Hb(X) :

∂(k)(uk)(f)(x) := η(uk) ◦ τa(f), f ∈ Hb((A
⊗
π

X), A).

Для мультилiнiйної форми AP , асоцiйованої з n-однорiдним полiномом

P ∈ P(n(A
⊗

πX), A), позначимо через AP
(
xn−k, uk

)
значення в сенсi

функцiонального числення у точцi uk ∈ Zk для k-однорiдного полiнома

при фiксованому x ∈ (A
⊗

πX) : uk 7−→ AP
(
xn−k, ·

)
.

Теоpема 5.5.2. Нехай uk ∈ Zk. Оператор ∂(k)(uk) є неперервним

A-значним диференцiюванням на Hb(X),

∂(k)(uk)(P )(x) =

(
n

k

)
ÃP

(
xn−k, uk

)
, x ∈ A

⊗
π

X (5.5.1)

для всiх P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i

θ(k)(uk)(f)(x) =
∑
m∈Z+

(k!)m

(mk)!
∂
m
(k)(uk)(f)(x), x ∈ A

⊗
π

X (5.5.2)

для всiх f ∈ Hb((A
⊗

πX), A).

Доведення. Для доведення формули (5.5.1) зауважимо, що

P (z + x) =
n∑

m=0

(
n

m

)
AP
(
xn−m, zm

)
.

Ця рiвнiсть буде виконуватись у випадку, коли доданки z i x є елементами

тензорного добутку:

P (z + x) =

n∑
m=0

(
n

m

)
ÃP
(
xn−m, zm

)
, x, z ∈ A

⊗
π

X.



122

Таким чином, для фiксованого x ∈ A
⊗

πX маємо

∂(k)(uk)(P )(x) = η(uk)
(
P (z + x)

)
=

(
n

k

)
ÃP

(
xn−k, uk

)
.

Зауважимо, що при degP ≤ k з означення ∂(k)(uk) отримаємо

∂(k)(uk)(P )(x) = 0 для всiх x ∈ A
⊗

πX.

Нехай P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i Q ∈ P(m(A
⊗

πX), A). Мультилiнiйну

форму ÃPQ
(
xnm−k, zk

)
, асоцiйовану з полiномом PQ можна подати у

виглядi суми:

ÃPQ

(
xnm−k, zk

)
= Ã

1

PQ

(
xnm−k, zk

)
+Ã

2

PQ

(
xnm−k, zk

)
+Ã

3

PQ

(
xnm−k, zk

)
,

де

Ã
1

PQ

(
xnm−k, zk

)
:= ÃP

(
xn−k, zk

)
ÃQ (xm) ,

Ã
2

PQ

(
xnm−k, zk

)
:= ÃP (xn) ÃQ

(
xk, zm−k

)
i

Ã
3

PQ

(
xmn−k, zk

)
:=

1

k − 1

k−1∑
s=1

ÃP
(
xn−s, zs

)
ÃQ

(
zk−s, xm−k+s

)
.

Якщо n ≤ k, тодi Ã
1

PQ = 0. Аналогiчно, якщо m ≤ k, тодi Ã
2

PQ = 0.

Згiдно з означенням η(uk) i uk маємо

η(uk)Ã
3

PQ

(
xmn−k, zk

)
= 0

для довiльного фiксованого x ∈ A
⊗

πX. Таким чином, ми показали, що

виконується рiвнiсть

∂(k)(uk)(PQ)(x) = ∂(k)(uk)(P )(x)Q(x) + P (x)∂(k)(uk)(Q)(x).
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З лiнiйностi оператора ∂(k)(uk) та тотожностi Лейбнiца випливає, що

∂(k)(uk) є оператором диференцiювання на алгебрi Hb((A
⊗

πX), A). Не-

перервнiсть ∂(k)(uk) випливає з неперервностi η(uk) i неперервностi опе-

ратора τa.

Нехай P ∈ P(n(A
⊗

πX), A) i n = km. З рiвностi (5.5.1) маємо, що

∂m(k)(uk)(P ) =

(
km

k

)(
k(m− 1)

k

)
· · ·
(
k

k

)
P̃ (uk) =

(mk)!

(k!)m
θ(k)(uk)(P ).

Отже,

θ(k)(uk) =
∑
m∈Z+

(k!)m

(mk)!
∂
m
(k)(uk),

тобто формула (5.5.2) доведена. �
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Висновки до роздiлу 5. Основним результатом цього роздiлу

є теорема про загальний вигляд гомоморфiзму Φ алгебри Hb(X) в деяку

комутативну банахову алгебру A таку, що A′′ є комутативною i напiвпро-

стою, за умови, що Φ належить класу Ω, тобто може бути наближеним

гомоморфiзмами функцiонального числення у слабко полiномiальнiй то-

пологiї. Для отримання цього результату було узагальнено для A-значних

аналiтичних функцiй обмеженого типу властивостi оператора зсуву та

операцiї згортки A-значних гомоморфiзмiв. Також доведено теорему про

продовження A-значного лiнiйного оператора, який анулює однорiднi по-

лiноми степеня m− 1 до m ≥ 2 до A-значного гомоморфiзму.

Наслiдком отриманих результатiв є побудова некласичних A-

значних диференцiювань алгебри Hb(X).

Результати роздiлу опублiкованi у працях [6, 87, 4, 2, 5, 88, 89].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено структуру та властивостi A-

значних гомоморфiзмiв алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на

Hb(X) на банаховому просторi X, де A — комутативна банахова алгебра

та описано деякi диференцiювання, пов’язанi з цими гомоморфiзмами.

Це дослiдження є узагальненням вiдомих результатiв про комплексно-

значнi гомоморфiзми та диференцiювання алгебри Hb(X). Проте замiна

поля комплексних чисел на довiльну комутативну банахову алгебру A

призвело до суттєвого ускладнення задачi i вимагало вирiшення низки

додаткових технiчних проблем.

Аналогом функцiоналу значення в точцi δx i f 7→ f(x) для A-

значних гомоморфiзмiв є гомоморфiзм функцiонального числення θa :

f 7→ f(a), a ∈ A
⊗

πX. Кожен комплексний гомоморфiзм Hb(X) набли-

жається гомоморфiзмами вигляду δx у слабкополiномiальнiй топологiї.

Тому, природнiм є запитання про можливiсть аналогiчної апроксимацiї

A-значних гомоморфiзмiв гомоморфiзмами вигляду θa. Виявилось, що в

загальному випадку це не так, але у роздiлi 3 описано широкий клас го-

моморфiзмiв (який позначено у роздiлi 5 як клас Ω), що допускають таку

апроксимацiю.

Iншим важливим iнструментом в дослiдженнi комплексних гомо-

морфiзмiв алгебри Hb(X) є продовження Арона-Бернера у другий спря-

жений простiр X ′′. У тих випадках, коли гомоморфiзм Φ : Hb(X) → A

належить класу Ω, вiдповiднi гомоморфiзми функцiонального числення

θa є A-значними функцiями на Hb((A
⊗

πX), A). Тому ми розглядаємо

дiю продовження Арона-Бернера на алгебру Hb((A
⊗

πX), A).



126

У четвертому роздiлi показано, що продовження Арона-Бернера не

завжди є гомоморфiзмом алгебр Hb((A
⊗

πX), A) та Hb((A
⊗

πX)′′, A′′),

проте, оператор продовження буде гомоморфiзмом, якщо A така комута-

тивна алгебра, що A′′ напiвпроста i комутативна.

У п’ятому роздiлi розглянуто гомоморфiзми з Hb(X) в A якi нале-

жать класу Ω i для випадку, коли A′′ комутативна i напiвпроста банахова

алгебра. Для цього випадку доведено теорему, яка описує структуру та-

ких гомоморфiзмiв в термiнах операторiв функцiонального числення на

симетричних тензорних добутках A
⊗

πX. Цi результати застосовано для

побудови некласичних A-значних диференцiювань алгебри Hb(X).

Результати дисертацiйного дослiдження можуть бути застосованi

до теорiї аналiтичних вiдображень на банахових просторах. Крiм то-

го, функцiональне числення в алгебрi аналiтичних функцiй вiд багатьох

змiнних має широке застосування у теоретичнiй фiзицi та квантовiй ме-

ханiцi.
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52. Fréchet M., Une definition fontionelle des polinômes // Nouv.
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