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АНОТАЦIЯ
Ладзоришин Н.Б. Еквiвалентнiсть матриць над квадратичними кiль-

цями та матричнi рiвняння. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел.

— Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстри-

гача НАН України. — ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника”, Iвано-Франкiвськ, 2019.

Вивчення кiлець, над якими кожна матриця еквiвалентна до дiагональ-

ної матрицi з iнварiантними множниками на головнiй дiагоналi, розпоча-

лося ще у 19 столiттi i є актуальним до цього часу. В той же час при до-

слiдженнi багатьох важливих задач необхiдно використовувати iншi типи

екiвалентностей матриць над рiзними областями, тобто еквiвалентностей

при яких перетворювальнi матрицi належать до рiзних пiдгруп повної

лiнiйної групи кiльця. Спецiальнi форми, до яких зводяться матрицi що-

до таких перетворень, використовуються при побудовi факторизацiй мат-

риць над кiльцями, при розв’язуваннi матричних лiнiйних рiвнянь. Мат-

рицi над квадратичними кiльцями виникають i використовуються в теорiї

чисел та iнших роздiлах математики.

Матричнi лiнiйнi рiвняння, зокрема типу Сильвестра та матричнi дiо-

фантовi рiвняння, вiдiграють важливу роль в багатьох прикладних на-

прямках, зокрема в теорiї стiйкостi, динамiчних систем, теорiї оптималь-

ного керування тощо. Цi матричнi рiвняння достатньо добре дослiдженнi

у випадку, коли матрицi-коефецiєнти є матрицями над полем та кiльцем

полiномiв. Для матричного двобiчного полiномiального рiвняння встанов-

ленi умови iснування розв’язкiв, степенi яких меншi за степенi вiдповiдних

матриць-коефiцiєнтiв. Дослiджуються розв’язки матричних однобiчних
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та двобiчних рiвнянь над комутативною областю Безу.

У дисертацiйнiй роботi дослiджено еквiвалентнiсть матриць i їх пар над

квадратичними кiльцями. Встановлено простiшi форми матриць i їх пар

вiдносно спецiальної еквiвалентностi i використано їх при розв’язуваннi

матричних лiнiйних однобiчних та двобiчних рiвнянь над квадратичними

кiльцями та опису структури розв’язкiв цих рiвнянь.

Дисертацiйна робота складається з анотацiї, перелiку умовних позна-

чень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, а

також з додаткiв, що мiстять список публiкацiй здобувача за темою ди-

сертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, наведено огляд вiдомих ре-

зультатiв, сформульовано мету i задачi дослiдження, висвiтлено наукову

новизну та апробацiю одержаних результатiв. Наведено iнформацiю щодо

публiкацiй за темою дисертацiї та про структуру роботи.

У першому роздiлi розглянуто деякi типи еквiвалентностей матриць

над рiзними кiльцями, зокрема полiномiальними, головних iдеалiв, адек-

ватними кiльцями тощо. Наведено вiдомi канонiчнi та стандартнi форми

матриць i їх пар вiдносно цих перетворень. Вказано на використанння

матриць над квадратичними кiльцями в iнших роздiлах математики та в

прикладних напрямках. Сформульовано вiдомий критерiй Рота розв’яз-

ностi матричних рiвнянь типу Сильвестра та умови iснування розв’язкiв

матричних дiофантових рiвнянь над полем та деякими кiльцями, зокрема

над кiльцями головних iдеалiв, кiльцями елементарних дiльникiв.

У другому роздiлi введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над

квадратичними кiльцями. Встановлено, що матрицi A над квадратични-

ми евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв

(z,k)-еквiвалентними перетвореннями, тобто за допомогою елементарних

рядкових операцiй над кiльцем цiлих чисел Z i елементарних стовпцевих

операцiй над квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]
, зводяться до спецiаль-
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ної нижньої трикутної форми TA з iнварiантними множниками матри-

цi A на головнiй дiагоналi i елементи пiд головною дiагоналю вибранi

з евклiдовими нормами, меншими, нiж евклiдовi норми вiдповiдних iн-

варiантних множникiв на головнiй дiагоналi, якщо квадратичне кiльце

евклiдове i належать до повних систем лишкiв за модулями вiдповiдних

iнварiантних множникiв на головнiй дiагоналi, якщо квадратичне кiльце є

кiльцем головних iдеалiв. Ця трикутна матриця TA названа стандартною

формою матрицi A вiдносно (z,k)-еквiвалентностi. Показано, що число

стандартних форм TA матрицi A над квадратичними евклiдовими уяв-

ними кiльцями є скiнченним. Отже, матрицi A i B над квадратичним

евклiдовим уявним кiльцем (z,k)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їхнi

скiнченнi множини стандартних форм TA i TB мають спiльну стандарт-

ну форму. Доведено також, що для матрицi A над кiльцем цiлих гаусових

чисел Z[i] з евклiдовою нормою її визначника detA меншою, нiж чо-

тири, стандартною формою TA є канонiчна дiагональна форма DA

матрицi A. Тому матрицi A i B над кiльцем цiлих гаусових чисел з евклi-

довими нормами їх визначникiв меншими, нiж чотири, (z,k)-еквiвалентнi

тодi i тiльки тодi, коли матрицi A i B еквiвалентнi.

Введене у другому роздiлi поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над

квадратичними кiльцями поширено у третьому роздiлi для пар матриць

над цими кiльцями. Пари матриць (A1, B1) i (A2, B2) над квадратичним

кiльцем названi (z,k)-еквiвалентними, якщо для матриць A1 i A2 iснують

такi спiльна оборотна над кiльцем Z матриця S i для матриць B1 i B2

рiзнi оборотнi матрицi Q1, Q2 над кiльцем K = Z
[√

k
]
, що B1 = SA1Q1

i B2 = SA2Q2. Показано, що не кожна пара матриць над квадратичним

кiльцем (z,k)-еквiвалентна до пари матриць у стандартних формах. До-

ведено, що пари матриць над квадратичними евклiдовими кiльцями та

квадратичними кiльцями головних iдеалiв, визначники яких є взаємно

простими або є степенями простих чисел у квадратичному кiльцi, (z,k)-
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ек вiвалентними перетвореннями пар матриць зводяться до стандартних

форм. Встановлено, що стандартних пар (TA, TB) пари матриць (A,B)

над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Звiдси одержуємо критерiй (z,k)-еквiвалентностi пар матриць. Пари мат-

риць (A1, B1) i (A2, B2) над квадратичними евклiдовими уявними кiльця-

ми (z,k)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли у скiнченних множинах стан-

дартних пар (TA1, TB1) i (TA2, TB2) пар матриць (A1, B1) i (A2, B2)

iснує спiльна стандартна пара матриць.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню матричних лiнiйних рiв-

нянь вигляду AX+Y B = C i AX+BY = C, тобто матричних рiвнянь

типу Сильвестра та матричних дiофантових рiвнянь, над квадратичними

кiльцями. Вiдомо, що серед квадратичних кiлець є квадратичнi евклiдовi

кiльця, квадратичнi кiльця головних iдеалiв. Є також квадратичнi кiль-

ця, якi не є кiльцями головних iдеалiв. Наприклад, у кiльцi Z
[√

−5
]

не iснує поняття найбiльшого спiльного дiльника його елементiв. Тому,

наведенi у першому роздiлi, вiдомi критерiї розв’язностi цих матричних

лiнiйних рiвнянь не можуть бути використанi для таких матричних рiв-

нянь над кожним квадратичним кiльцем. У цьому роздiлi запропонова-

но критерiї розв’язностi матричних лiнiйних рiвнянь AX + Y B = C i

AX + BY = C над будь-яким квадратичним кiльцем та наведено спо-

сiб знаходження розв’язкiв цих рiвнянь. Описано цiлочисловi розв’язки,

тобто розв’язки з елементами iз кiльця цiлих чисел матричних рiвнянь.

Наведено критерiї iснування цiлочислових розв’язкiв матричних рiвнянь

та їх єдиностi. Вказано спосiб побудови цiлочислових розв’язкiв рiвнянь.

Розв’язування цих матричних рiвнянь зведено до розв’язування матрич-

них лiнiйних рiвнянь над кiльцем цiлих чисел.

Встановленi у роздiлах 2 i 3 стандартнi форми матриць та їх пар

над квадратичними кiльцями вiдносно (z,k)-еквiвалентностi у п’ятому

роздiлi застосовано для побудови методiв розв’язування матричних рiв-
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нянь AX + Y B = C i AX + BY = C та дослiдження структури їх роз-

в’язкiв. Розв’язування матричних рiвнянь типу Сильвестра та матричних

дiофантових рiвнянь зведено до розв’язування вiдповiдних матричних

рiвнянь з трикутними матрицями-коефiцiєнтами у стандартних формах.

Вказано, що розв’язнi матричнi рiвняння мають розв’язки з обмежени-

ми евклiдовими нормами. Встановлено, що таких розв’язкiв матричних

рiвнянь над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна

кiлькiсть. Розв’язування матричних рiвняннь з матрицями-коефiцiєнтами

у трикутних стандартних формах зводяться до розв’язування системи

лiнiйних рiвнянь, в якi входять лiнiйнi дiофантовi рiвняння. Розв’язу-

вання цiєї системи зводиться до послiдовного розв’язування лiнiйних

двочленних дiофантових рiвнянь, методи розв’язування яких вiдомi. З

розв’язкiв цiєї системи рiвнянь складаємо розв’язки матричних рiвнянь.

Результати дисертацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть бути

використанi при подальших дослiдженнях структури матриць над квад-

ратичними та iншими кiльцями, при розв’язуваннi матричних рiвнянь.

Цi результати можуть знайти застосування i у прикладних напрямках, у

яких виникають такого типу матричнi рiвняння i якi потребують описан-

ня структури їх розв’язкiв.

Ключовi слова: квадратичне кiльце, матрицi над квадратичними

кiльцями, (z,k)-еквiвалентнiсть матриць, стандартна форма матрицi, мат-

ричне рiвняння Сильвестра, матричне дiофантове рiвняння, розв’язок

матричного рiвняння.
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Ladzoryshyn N.B. Equivalence of matrices over quadratic rings and matrix

equations. — Qualifying scientific work on rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical

Sciences degree on the speciality 01.01.06 — algebra and number theory. —

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2019.

The study of the rings over which each matrix is equivalent to a diagonal

matrix with invariant factors on the main diagonal began in the 19th century

and is actual to this time. However, for the study of many important problems,

it is necessary to use other types of equivalences of matrices over different

domains, that is, the equivalences in which the transformation matrices belong

to some subgroups of the complete linear group of the ring. The special

forms for which matrices are reduced for such transformations are used

in constructing factorizations of matrices over rings, solving matrix linear

equations. Matrices over quadratic rings arise and are used in number theory

and other sections of mathematics.

Matrix linear equations, such as Sylvester-type and matrix Diophantine

equations play an important role in many applications directions, in particular

in the theory of stability, dynamic systems, theory optimal control and more.

These matrix linear equations are sufficiently well investigated in the case

where matrix coefficients are matrices over a field, a ring of polynomials,

and the principal ideal rings. For a matrix bilateral polynomial equation,

conditions for the existence of solutions whose degree are less than the degree

of corresponding matrix-coefficients are established. The solutions of matrix

unilateral and bilateral equations over the commutative Bezout domain are

studied.

In the thesis we investigated the equivalence of matrices and their pairs over

quadratic rings. Simpler matrix forms and their pairs with respect to special

equivalence are installed and used them with solving matrix linear unilateral

and bilateral equations over quadratic rings and description of the structure
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of these solutions equations.

The thesis consists of abstract, list of symbols, introduction, five chapters,

conclusions, list of sources used, as well as from the annexes containing the list

of publisher’s publications on the theme of the dissertation and information

about testing the results.

In the introduction, the relevance of the topic is substantiated, the review

of known results is given, the purpose and tasks of the research are formulated,

the scientific novelty and the testing of the obtained results are highlighted.

The information on publications on the topic of the dissertation is given and

the structure of work is allocated.

In the first section, we consider some known types of equivalences matrices

over different rings, in particular polynomial, principal ideal rings, adequate

rings, and so on. Are given the well-known canonical and standard matrix

forms and their pairs in relation to these transformations. It is indicated on

the use of matrices over quadratic rings in other sections of mathematics and

applied directions.

The well-known Roth’s criterion for solvability of Sylvester matrix

equations is given and conditions for the existence of solutions of matrix

diophantine equations over field and some rings, in particular over the

principal ideal rings, elementary divisor rings.

In the second section it is introduced the concept of (z,k)-equivalence

of matrices over quadratic rings. It is established that the matrices A over

the Euclidean quadratic rings and the quadratic principal ideal rings (z,k)-

equivalent transformations, that is, for using elementary row operations over

the ring of integers Z and elementary column operations over quadratic ring

K = Z
[√

k
]

are reduced to a special triangular form TA with the invariant

factors of matrix A on the main diagonal. The elements under the main

diagonal are selected with Euclidean norms, less than the Euclidean norms

of the corresponding invariant factors for the main diagonal if the quadratic
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ring is Euclidean and belongs to complete systems of excess by the modules of

the corresponding invariants multipliers on the main diagonal if the quadratic

ring is a principal ideal ring. This triangular matrix TA is called the standard

form by the matrix A with respect to the (z,k)-equivalence. It is shown that

the number of standard forms TA of the matrix A over Euclidean imaginary

quadratic rings are finite. Hence, the matrices A and B over the Euclidean

imaginary quadratic ring are (z,k)-equivalent then and only when their finite

sets of standard forms TA and TB have the same standard form. It is also

proved that for the matrix A over the ring of Gaussian integers Z[i] with the

Euclidean norm of its determinant detA being less than four, the standard

form TA is canonically diagonal form DA of matrix A. Therefore, the

matrices A and B over the ring of Gaussian integers with Euclidean norms

of their determinants being less than four, (z,k)-equivalent if and only if the

matrices A and B are equivalent.

Introduced in the second section of the concept (z,k)-equivalence of

matrices over quadratic rings is distributed in the third section for pairs

matrices over these rings. Pairs of matrices (A1, B1) and (A2, B2) over a

quadratic ring are called (z,k)-equivalent if for matrices A1 and A2 there

exist such a invertible matrix S over the ring Z and for of the matrices B1

and B2 different invertible matrices Q1, Q2 over the ring K = Z
[√

k
]

that

B1 = SA1Q1 and B2 = SA2Q2. It is shown that not every pair of matrices

over a quadratic ring is (z,k)-equivalent to a pair of matrices in standard forms.

It is proved that the pair of matrices over the Euclidean quadratic rings and

the quadratic principal ideal rings, which are relatively prime determinants

or determinants are degree of primes in a quadratic ring is (z,k)-equivalent to

pairs transformation matrices are reduced to standard forms. It is established

that the number of standard pairs (TA, TB) of pairs of matrices (A,B) over

Euclidean imaginary quadratic rings are finite. Pairs of matrices (A1, B1) and

(A2, B2) over the Euclidean imaginary quadratic rings are (z,k)-equivalent if
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and only if in finite sets standard pairs (TA1, TB1) and (TA2, TB2) of pairs

of matrices (A1, B1) and (A2, B2) is a common standard pair of matrices.

The fourth section is devoted to the study of matrix linear equations the

form AX + Y B = C and AX + BY = C, namely equation Sylvester-type

and matrix Diophantine equations over quadratic rings. It is well known that

among quadratic rings are the Euclidean quadratic rings, quadratic principal

ideal rings. There are also quadratic rings, which are not the principal ideal

rings. For example, in the ring Z
[√

−5
]

is there is not the concept of the

greatest common divisor of its elements. So the first section of the well-known

criteria of solvability of these matrix linear equations can not be used for

such matrix equations over each quadratic ring. In this section the criteria of

solvability of matrix linear equations AX + Y B = C and AX + BY = C

over any quadratic ring are proposed and a method for solving these equations

is given. Integer solutions are described, that is, the solutions with elements of

the ring of integers of the matrix equations. The criteria for existence of integer

solutions of matrix equations are given. The method of constructing integer

solutions of these equations is suggested. Solving these matrix equations are

reduced to solving matrix linear equations over the ring of integers.

In the fifth section, standard forms are established in sections 2 and 3

matrices and their pairs over quadratic rings with respect to (z,k)-equivalence

are applied for construction of effective methods for solving matrix equations

AX + Y B = C and AX + BY = C and study the structure of their

solutions. Solving of matrix Sylvester-type equations and matrix Diophantine

equations are reduced to solving the corresponding matrix equations with

matrix-coefficients in standard forms. It is shown that these solving matrix

equations have solutions with limited of Euclidean norms. It is found that

such solutions are matrix equations over Euclidean imaginary quadratic rings

are finite number. Matrix equations with triangular coefficient matrices in

standard forms are equivalent to the system of linear equations in which
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are includes of linear diophantine equations. Solving this system boils down

to the sequential solution of the linear bilateral diophantine equations, the

methods of which are known. With solutions of this system of equations are

the solutions of the matrix equations.

The results of this dissertation research are theoretical. They can be used

for the further research on the structure of matrices over quadratic and

other rings, when solving matrices equations. These results can be applied

in applications directions in which arise such a matrix equation and the need

to describe the structure of their solutions.

Key words: quadratic ring, matrices over quadratic rings, (z,k)-

equivalence of matrices, standard form of matrix, Sylvester matrix equations,

matrix Diophantine equation, solving of matrix equation.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

R — кiльце;

F — поле;

K — квадратичне кiльце, тобто K = Z[
√
k];

E(a) — евклiдова норма елемента a;

U(R) — група одиниць кiльця R;

Ra — повна множина лишкiв за модулем

a ∈ R;

M(m, n, R) — множина m× n-матриць над R;

M(n, R) — кiльце n× n-матриць над R;

GL(n,R) — повна лiнiйна група, тобто група

оборотних матриць iз M(n, R);

rowi (A) — i-ий рядок матрицi A;

colj (A) — j-ий стовпець матрицi A;

rangA — ранг матрицi A;

detA — визначник матрицi A;

d = (a1, a2, . . . , an) — найбiльший спiльний дiльник

елементiв a1, a2, . . . , an;

dAk — найбiльший спiльний дiльник мiнорiв

k-го порядку матрицi A;

I — одиничнa матриця;

diag(a1, a2, . . . , an) — дiагональна матриця з елементами

a1, a2, . . . , an на головнiй дiагоналi;

DA = diag(µA
1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
n ) — канонiчна дiагональна форма матрицi A;

µA
i — i-ий iнварiантний множник матрицi A,

A⊗B — добуток Кронекера двох матриць A i B.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Iнтенсивне вивчення еквiвалентностi матриць роз-

починається iз середини 19 столiття. Так першим важливим результатом

у цьому напрямку вважається стаття Г.Смiта [84], опублiкована в 1861 р.,

в якiй встановлено, що цiлочислова матриця A, тобто матриця з елемен-

тами з кiльця цiлих чисел Z за допомогою елементарних операцiй над

рядками i стовпцями зводиться до дiагонального вигляду з подiльнiстю

дiагональних елементiв. Iншими словами, для матрицi A iснують такi

оборотнi матрицi U i V над Z, що

UAV = diag(µ1, µ2, . . . , µr, 0, . . . , 0), µr ̸= 0

i µA
i |µA

i+1, i = 1, 2, . . . , r − 1. Ця дiагональна матриця названа нор-

мальною формою Смiта матрицi A. В подальшому багатьма авторами

встановлювалися новi кiльця, над якими кожна матриця еквiвалентна до

нормальної форми Смiта. Цi кiльця названi кiльцями елементарних дiль-

никiв [65]. Такими є кiльця полiномiв над полем, кiльця головних iдеалiв

як комутативнi так i не комутативнi, адекватнi кiльця. У [19, 11, 12, 90, 91]

вказанi новi класи кiлець елементарних дiльникiв.

На вiдмiну вiд такого класичного поняття еквiвалентностi матриць, в

багатьох задачах виникає потреба дослiджувати iншi типи еквiвалентно-

стей матриць над рiзними областями, тобто еквiвалентностi, при яких пе-

ретворювальнi матрицi належать до рiзних пiдгруп повної лiнiйної групи.

Такими є, наприклад, елементарна еквiвалентнiсть матриць [13], скаляр-

на [28] або строга [4] еквiвалентнiсть полiномiальних матриць.

В 1977 р. П.С. Казiмiрський та В.М. Петричкович ввели поняття на-
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пiвскалярної еквiвалентностi полiномiальних матриць. Вони встановили,

що полiномiальнi матрицi над рiзними полями такими перетвореннями

зводяться до спецiальної трикутної форми з iнварiантними множниками

на головнiй дiагоналi [18, 17, 32, 36]. Цей результат вони поширили для

скiнченних наборiв полiномiальних матриць. Пiзнiше, у 1999 р., подiбний

результат встановлюють Dias da Silva J.A. i Laffey T.J. вiдносно правої

напiвскалярної еквiвалентностi полiномiальних матриць [49]. Встановленi

форми матриць широко використовуються в теорiї факторизацiї полiно-

мiальних матриць [16, 17, 34, 36], при описi розв’язкiв матричних рiвнянь

[6, 52] та при розв’язуваннi вiдомої задачi про подiбнiсть пар матриць над

полем [51, 81, 42, 43].

Задача про еквiвалентнiсть пар матриць розв’язана лише для пар

матриць над полем ( Вейерштрас [88], Кронекер [66] та М.П. Крав-

чук [20, 21]). П.М. Гудивок [5] вказав кiльця, над якими задача про еквi-

валентнiсть пар матриць є дикою i тому її розв’язання є складним.

В.М. Петричкович [77, 76, 78] ввiв поняття узагальненої еквiвалент-

ностi пар матриць i встановив спецiальну форму для пар матриць над

кiльцями головних iдеалiв та адекватними кiльцями. Ця форма викори-

стана при побудовi факторизацiй матриць над кiльцями [33, 30, 36], при

розв’язуваннi матричних лiнiйних рiзностороннiх рiвнянь [53].

Матрицi з елементами iз квадратичних кiлець виникають i викори-

стовуються в теорїї чисел та iнших роздiлах математики. У [41] дослiд-

жується подiбнiсть матриць над кiльцем цiлих гаусових чисел. У пра-

цях [2, 87, 80] встановленi в теорiї чисел поняття суми Клостермана уза-

гальнено i поширено на кiльця цiлих чисел та цiлих гаусових чисел, наве-

дено оцiнки цих сум. Так званi циклотомiчнi матрицi над кiльцем цiлих

гаусових чисел вивчаються у [85, 86, 56, 57], наводиться їх класифiкацiя та

пов’язується з графами. Дослiджуються також спецiальнi лiнiйнi групи

матриць над квадратичними кiльцями [74, 83].
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Матричнi лiнiйнi рiвняння, зокрема, типу Сильвестра, Ляпунова, мат-

ричнi лiнiйнi дiофантовi рiвняння виникають i знаходять застосування

у рiзних роздiлах математики, в задачах теорiї керування, динамiчних

систем тощо [64, 67, 68]. Вони потребують розробки ефективних методiв

розв’язування таких матричних рiвнянь, побудови та опису їх розв’язкiв.

Достатньо добре дослiдженi такi рiвняння з матрицями-коефiцiєнтами

над полем [79, 26]. Над кiльцями такi рiвняння розглянутi лише в окремих

випадках, зокрема над кiльцями полiномiв, кiльцями головних iдеалiв.

Так S. Barnett [46], J. Feinstein i Y. Bar-Ness [55] для матричного полi-

номiального рiвняння A(λ)X(λ) + Y (λ)B(λ) = C(λ) встановили умови

iснування так званих “мiнiмальних” розв’язкiв, тобто таких, що степенi

розв’язкiв X(λ), Y (λ) меншi нiж степенi матриць A(λ) i B(λ), вiдповiдно

у випадках, коли матрицi A(λ) i B(λ) обидвi регулярнi або хоча б одна з

них регулярна.

У [6, 7, 52], використовуючи напiвскалярну еквiвалентнiсть полiно-

мiальних матриць, описано розв’язки обмежених степенiв матричних

полiномiальних однобiчних та двобiчних рiвнянь, при цьому матрицi-

коефiцiєнти можуть бути обидвi нерегулярнi. У [53] дослiджено розв’язки

таких матричних рiвнянь над кiльцями Безу на основi узагальненої еквi-

валентностi пар матриць.

З наведеного огляду видно, що дослiдження у цих напрямках є акту-

альним як з теоретичного так i з практичного погляду. У цiй дисерта-

цiйнiй роботi дослiджується еквiвалентнiсть матриць i їх пар над квад-

ратичними кiльцями з еквiвалентними перетвореннями iз пiдгруп повних

лiнiйних груп кiльця цiлих чисел та квадратичного кiльця. Встановленi

спецiальнi трикутнi форми (стандартнi форми) матриць щодо таких пере-

творень застосовано при розв’язуваннi матричних лiнiйних рiзносторон-

нiх рiвнянь над квадратичними кiльцями та опису структури розв’язкiв

цих рiвнянь.
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Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Дослiд-

ження, представленi у дисертацiї, пов’язанi iз науковими дослiдження-

ми вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математи-

ки iм. Я.С. Пiдстригача НАН України i є складовою частиною завдань

держбюджетних тем “Розробка теоретико-кiльцевих i групових методiв

дослiдження задач факторизацiї та класифiкацiї матриць над кiльцями

скiнченнопороджених головних iдеалiв i вивчення структурних властиво-

стей скiнченновимiрних алгебр Лi”, 2007 — 2011 рр. (номер держреєстра-

цiї: № 0107U000361), “Дослiдження матричних алгебричних систем та їх

застосування”, 2012 — 2016 рр. (номер держреєстрацiї: № 0111U008859) та

“Кiльця матриць над рiзними областями, неспряженi пiдалгебри алгебри

Лi групи Пуанкаре Р(1,4), їх структура та застосування в теорiї матрич-

них та диференцiальних рiвнянь”, 2017 — 2021 рр. (номер держреєстрацiї:

№ 0116U008182).

Авторка брала участь у цих дослiдженнях як виконавець вказаних

держбюджетних тем.

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є встановлення

простiших форм матриць над квадратичними кiльцями вiдносно введеної

(z,k)-еквiвалентностi, побудова розв’язкiв матричних лiнiйних рiвнянь та

вивчення їх структури.

Задачами дослiджень є:

1. Зведення матриць над квадратичними кiльцями за допомогою еле-

ментарних операцiй над рядками iз кiльця цiлих чисел i елементар-

них операцiй над стовпцями iз квадратичного кiльця, тобто (z,k)-

еквiвалентними перетвореннями, до простiшої форми.

2. Зведення пар матриць над квадратичними кiльцями (z,k)-еквi-

валентними перетвореннями до трикутних форм з iнварiантними

множниками на головних дiагоналях.
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3. Встановлення необхiдних i достатнiх умов розв’язностi однобiчних та

двобiчних матричних лiнiйних рiвнянь над квадратичними кiльцями,

опис розв’язкiв, зокрема цiлочислових, цих матричних рiвнянь.

4. На основi встановлених простiших форм матриць, вiдносно (z,k)-еквi-

валентностi, розробка ефективних методiв побудови розв’язкiв мат-

ричних рiвнянь типу Сильвестра i матричних дiофантових рiвнянь

та опис структури їх розв’язкiв.

Об’єктом дослiджень є еквiвалентнiсть матриць над квадратичними

кiльцями та матричнi лiнiйнi рiвняння.

Предметом дослiджень є простiшi форми матриць над квадратичними

кiльцями вiдносно введеної (z,k)-еквiвалентностi та структура розв’язкiв

матричних лiнiйних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi результа-

ти, якi отриманi у дисертацiйнiй роботi є новими. У дисертацiйнiй роботi

автором отримано такi новi теоретичнi результати:

• Введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратичними

кiльцями. Встановлено стандартнi форми матриць над квадратич-

ними евклiдовими кiльцями та квадратичними кiльцями головних

iдеалiв вiдносно такої еквiвалентностi.

• Доведено, що пари матриць, визначники яких є взаємно простi i

визначники яких є степенями простих чисел над квадратичними

кiльцями, зводяться (z,k)-еквiвалентними перетвореннями до стан-

дартних форм.

• Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування розв’язкiв матрич-

них рiвнянь типу Сильвестра i матричних дiофантових рiвнянь та

запропоновано метод їх побудови над довiльним квадратичним кiль-

цем.
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• Описано цiлочисловi розв’язки цих матричних рiвнянь над квадра-

тичними кiльцями. Вказано критерiй iснування та єдиностi цiлочис-

лових розв’язкiв матричних рiвнянь.

• Дослiджено структуру розв’язкiв матричних рiвнянь над квадратич-

ними евклiдовими кiльцями на основi встановленої стандартної фор-

ми матриць вiдносно (z,k)-еквiвалентностi. Вказано, що у розв’яз-

них матричних рiвняннях iснують розв’язки з обмеженою евклiдо-

вою нормою. Встановлено, що таких розв’язкiв матричних рiвнянь

над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiль-

кiсть.

Особистий внесок здобувача. Дисертацiйне дослiдження є резуль-

татом самостiйної роботи автора. Усi результати, якi включено в дисер-

тацiю, отримано здобувачем самостiйно. У спiльних iз науковим керiвни-

ком статтях [15, 23, 24, 69] В.М. Петричковичу належать постановка за-

дач, обговорення результатiв та загальне керiвництво роботою. У статтi

[15] В.Р. Зелiску належить формулювання й iдея доведення леми 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної робо-

ти доповiдались та обговорювались на таких конференцiях:

1. Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i матема-

тики iм. академiка Я.С. Пiдстригача (м. Львiв, 25–27 травня 2009 р.).

2. Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики” (м. Львiв, 21–25 травня 2013 р.).

3. Дев’ята мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Львiв,

8–13 липня 2013 р.).

4. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2014”

(м. Львiв, 28–30 травня 2014 р.).

5. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2015”

(м. Львiв, 26–28 травня 2015 р.).
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6. Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та ма-

тематики ” (м. Львiв, 22–25 травня 2018 р.).

7. Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2019”

(м. Львiв, 27–29 травня 2019 р.).

8. Дванадцята мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Вiн-

ниця, 2–6 липня 2019 р.),

а також були анонсованi на:

– шостiй мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi

(м. Кам’янець-Подiльський, 2007 р.);

– тринадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка

М. Кравчука (м. Київ, 2010 р.);

– мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд

дня народження Л.А. Калужнiна (м. Київ, 2014 р.);

– десятiй мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї присвяченiй 70-рiччю

Ю.А. Дрозда (м. Одеса, 2015 р.).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися на науко-

вих семiнарах:

– науковому семiнарi вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем

механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України (керiв-

ник – доктор фiз.-мат. наук, професор В.М. Петричкович, 2006 –

2019 рр.);

– Львiвському мiському алгебраїчному семiнарi ( Львiвський нацiо-

нальний унiверситет iменi Iвана Франка, керiвник – доктор фiз.-мат.

наук, професор М.Я. Комарницький, 2010 р.), львiвському алгеб-

раїчному семiнарi (Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана
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Франка, керiвники – доктор фiз.-мат. наук, професор Б.В. Забавсь-

кий, доктор фiз.-мат. наук, професор В.М. Петричкович, канд. фiз.-

мат. наук, доцент А.I. Гаталевич, 2019 р.);

– алгебраїчному семiнарi “The Problems of Elementary Divisor

Rings” (Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

керiвник – доктор фiз.-мат. наук, професор Б.В. Забавський 2014 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 статтях

[1-6]. З них 5 – у наукових фахових виданнях України, 1 – у закордонному

виданнi [3]. З них – 2 опублiковано у виданнях, проiндексованих у базах

даних Scopus [3, 4]. Результати роботи додатково висвiтлено в матерiалах

i тезах 12-ти наукових математичних конференцiй [7-18].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з перелiку

умовних позначень i термiнiв, вступу, 5 роздiлiв, висновкiв, списку вико-

ристаних джерел, який мiстить 91 найменувань, а також з додаткiв, що

мiстять список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи — 143 сторiнки.

Обсяг основного тексту дисертацiї — 115 сторiнок.
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Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI ТА ОГЛЯД

ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ

У цьому роздiлi наведено огляд праць, пов’язаних з темою дисертацiї та

сформульованi вiдомi результати, якi використовуються надалi.

1.1. Еквiвалентнiсть матриць над кiльцями

Наведемо деякi основнi поняття з теорiї кiлець, викладенi у моногра-

фiї [73].

Нехай R — комутативне кiльце з 1 ̸= 0. Елемент u ∈ R називається

оборотним, якщо iснує такий елемент v ∈ R, що uv = 1. Оборотнi

елементи в кiльцi R утворюють мультиплiкативну групу, яку познача-

тимемо через U(R). Елементи a i c з кiльця R є асоцiйованими, якщо

a = uc, де u ∈ U(R). Отже, на R задається вiдношення еквiвалентностi,

тобто R розпадається на класи еквiвалентностi. Набiр елементiв з R по

одному з кожного класу еквiвалентностi називають повною множиною

неасоцiйовних елементiв кiльця R i позначають R′.

Нехай далi R — кiльце головних iдеалiв, тобто комутативне кiльце з

1 ̸= 0 без дiльникiв нуля, в якому кожний iдеал — головний. Нехай µ

— ненульовий елемент з R. Довiльний iдеал (µ) кiльця R є пiдгрупою

його адитивної групи, а тому визначає деяке розбиття кiльця на сумiжнi

класи або класи лишкiв за iдеалом (µ). Два елементи α, β називають

порiвняними за iдеалом (µ) або порiвняними за модулем µ, якщо вони
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належать одному класу лишкiв, тобто якщо α − β ∈ (µ), або, що те

саме, якщо µ дiлить α − β, i позначають α ≡ β (mod µ). Множина

елементiв з R по одному з кожного класу лишкiв за модулем µ складає

повну множину лишкiв Rµ за модулем µ або за iдеалом (µ).

Нехай α, β будь-якi елементи з R вiдмiннi вiд нуля. Найбiльшим

спiльним дiльником α i β називаємо такий елемент d з R , що d дiлить

α i β, i якщо γ з R дiлить α i β, то γ дiлить d. Потрiбно зауважити, що

є кiльця, в яких поняття найбiльшого спiльного дiльника є некоректне.

Прикладами таких кiлець є кiльця многочленiв над полями вiд нескiн-

ченної кiлькостi змiнних, квадратичне кiльце K = Z
[√

−5
]
.

Окремим типом кiлець головних iдеалiв є евклiдовi кiльця. Слiд зау-

важити, що кожне кiльце головних iдеалiв є евклiдовим, але навпаки

невiрно, iснують кiльця головних iдеалiв, якi не є евклiдовими [75].

Комутативне кiльце R з 1 без дiльникiв нуля називається евклiдовим,

якщо на множинi R \ 0 можна визначити функцiю E , значення якої є

цiлими невiд’ємними числами, таким чином, щоб виконувалися наступнi

умови:

1. E(αβ) = E(α)E(β) для будь-яких ненульових елементiв α, β ∈ R;

2. для будь-яких α i β ̸= 0 iснують такi τ, ρ з R, що

α = βτ + ρ,

i ρ = 0 або E(ρ) < E(β).

Функцiя E називається евклiдовою нормою. Наведемо деякi властиво-

стi евклiдової норми:

1. Якщо a i c ̸= 0 з кiльця R асоцiйованi, тодi E(a) = E(c);

2. Якщо c дiлить a i E(a) = E(c), то a i c — асоцiйованi елементи;

3. E(a) = 1, тодi i тiльки тодi, коли a ∈ U (R) ;
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4. Якщо c дiлить a i c неасоцiйоване з a, то E(c) < E(a).

Нехай d — найбiльший спiльний дiльник α i β, що лiнiйно вира-

жається через α i β, тобто d = αu + βv, де u, v ∈ R. Ця рiвнiсть має

назву рiвностi Безу. Виконання рiвностi Безу для всiх елементiв кiльця R

означає, що кожний iдеал, породжений двома елементами цього кiльця,

є головним. Очевидно, що тодi кожний скiнченно породжений iдеал R

також є головним.

Кiльцем Безу називається кiльце, у якому кожен скiнченно породже-

ний iдеал є головним. Очевидно, що кiльця головних iдеалiв є кiльцями

Безу [91].

У 1943 роцi О. Хелмер [63] ввiв поняття адекватного кiльця, яке є уза-

гальненням кiлець головних iдеалiв. Кiльце R називається адекватним,

якщо R – область цiлiсностi, в якiй кожний скiнченно породжений iдеал

є головним i для кожного ненульового елемента a ∈ R i кожного еле-

мента b ∈ R iснують такi елементи c, d ∈ R, що a = cd, причому c

є взаємно простим iз b, а кожний необоротний дiльник di елемента d

має необоротний спiльний дiльник iз b ∈ R.

Зауважимо, що зараз є узагальнення адекватних кiлець у роботах

М.Я. Комарницького, Б.В. Забавського [12, 14, 19].

Означення 1.1. Матрицi A,B ∈ M(m,n,R) називають пра-

во еквiвалентними (лiво еквiвалентними), якщо iснують такi матрицi

V ∈ GL(n,R) (U ∈ GL(m,R)) , що A = BV (A = UB).

Вiдомо (див. [73], ст. 15), що кожна матриця A ∈ M(m,R) над кiльцем

головних iдеалiв R лiво еквiвалентна до нижньої трикутної матрицi H,

тобто

UA = H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 0 . . . 0

h21 h22 . . . 0

· · · · · · · · · · · ·
hm1 hm2 · · · hmm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (1.1)
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де U ∈ GL(m,R), hii ∈ R′, i = 1, 2, . . . ,m i hij ∈ Rhjj
для всiх

i > j, i = 2, 3, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,m− 1. Матрицю H вигляду (1.1)

називають формою Ермiта матрицi A або ермiтовою нормальною фор-

мою. Форма Ермiта H визначається однозначно [73]. Аналогiчно, кожна

матриця B ∈ M(n,R) над кiльцем головних iдеалiв R право еквiва-

лентна до верхньої трикутної форми Ермiта. У [44] встановлюється деяка

iнша форма матрицi вiдносно односторонньої еквiвалентностi.

Означення 1.2. Матрицi A,B ∈ M(m,n,R) називають еквiвалент-

ними, якщо iснують такi матрицi U ∈ GL(m,R) i V ∈ GL(n,R), що

A = UBV.

У 1861 роцi Г. Смiт [84] встановив, що кожна матриця A ∈ M(m,n,Z)

над кiльцем цiлих чисел Z за допомогою елементарних операцiй над

рядками i стовпцями зводиться до дiагональної матрицi, тобто матриця

A еквiвалентна до такої матрицi:

DA = UAV = diag(µA
1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
r , 0, . . . , 0) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
... . . . ... . . . ... . . . ...

0 · · · µA
r · · · 0 · · · 0

... . . . ... . . . ... . . . ...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (1.2)

для деяких матриць U ∈ GL(m,Z) i V ∈ GL(n,Z), де r = rangA,

µA
r ̸= 0 i µA

i |µA
i+1, i = 1, 2, . . . , r − 1, якщо m < n. Подiбно вста-

новлюється еквiвалентнiсть матрицi A до дiагональної матрицi у випадку

m ≥ n.

Матрицю DA називають канонiчною дiагональною формою або нор-

мальною формою Смiта, а її дiагональнi елементи µA
i – iнварiантними

множниками матрицi A.

Результат Г. Смiта поширений для матриць над iншими кiльцями, зо-
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крема кiльцями головних iдеалiв, адекватними кiльцями [63, 73, 1, 8, 72,

70, 47, 71]. Кiльця, над якими кожна матриця еквiвалентна до канонiчної

дiагональної форми, починаючи з працi I. Капланського [65], називають

кiльцями елементарних дiльникiв. Встановлення нових класiв кiлець еле-

ментарних дiльникiв продовжується i тепер [10, 19, 90, 91].

В той же час в багатьох задачах виникає необхiднiсть дослiджувати

спецiальнi типи еквiвалентностей матриць, тобто еквiвалентностей мат-

риць, при яких перетворювальнi матрицi належать певним пiдгрупам по-

вної лiнiйної групи основного кiльця. Прикладом такої еквiвалентностi є

елементарна еквiвалентнiсть матриць [13].

Нагадамо, що iснують такi типи елементарних перетворень стовпцiв

(рядкiв) матрицi:

1. перестановка мiсцями двох стовпцiв (рядкiв);

2. домноження стовпця (рядка) справа (злiва) на оборотний елемент;

3. додавання до стовпця правого (лiвого) кратного iншого стовпця (ряд-

ка).

Як вiдомо [73], елементарнi перетворення стовпцiв (рядкiв) матрицi вiд-

повiдають домноженню цiєї матрицi справа (злiва) на певну елементарну

матрицю. Пiд елементарними матрицями з елементами кiльця R розу-

мiтимемо квадратнi матрицi одного з таких трьох типiв:

1. дiагональна матриця з оборотним елементом на деякому мiсцi голов-

ної дiагоналi i одиницями на всiх iнших мiсцях цiєї дiагоналi;

2. матриця, яка вiдрiзняється вiд одиничної наявнiстю деякого нену-

льового елемента поза головною дiагоналлю;

3. матриця перестановок, тобто матриця, яка отримуються з одиничної

за допомогою перестановки деяких її рядкiв чи стовпцiв.
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Означення 1.3. Матрицi A i B з елементами кiльця R називають

елементарно еквiвалентними, якщо iснують такi елементарнi над R мат-

рицi P1, ..., Pk; Q1, ..., Qs вiдповiдних розмiрiв, що справджується рiвнiсть

P1 · · ·PkAQ1 · · ·Qs = B.

Якщо R — евклiдове кiльце, тодi поняття еквiвалентностi i елементар-

ної еквiвалентностi матриць збiгаються, оскiльки над евклiдовими кiль-

цями кожна оборотна матриця дорiвнює добутку елементарних матриць.

Крiм евклiдових кiлець є узагальненi евклiдовi кiльця та кiльця з елемен-

тарною еквiвалентнiстю матриць [38, 39].

Нехай F — поле, F [λ] — кiльце полiномiв вiд змiнної λ над по-

лем F. Полiномiальнi матрицi A(λ) i B(λ) ∈ M(m,n, F [λ]) назива-

ють еквiвалентними, якщо A(λ) = Q(λ)B(λ)R(λ) для деяких матриць

Q(λ) ∈ GL(m,F [λ]) i R(λ) ∈ GL(n, F [λ]) та скалярно еквiвалентни-

ми [28] або строго еквiвалентними [4], якщо A(λ) = QB(λ)R для

деяких матриць Q ∈ GL(m,F ) i R ∈ GL(n, F ).

Означення 1.4. Матрицi A(λ) i B(λ) iз M(m,n, F [λ]) на-

зивають напiвскалярно еквiвалентними, якщо iснують такi матрицi

Q ∈ GL(m,F ) i RB(λ) ∈ GL(n, F [λ]), що A(λ) = QB(λ)RB(λ).

Це поняття введене П.С. Казiмiрським та В.М. Петричковичем в 1977

роцi [18]. Вони встановили наступний результат.

Теорема 1.1. Нехай A(λ) – полiномiальна m × n, m ≤ n матриця

повного рангу над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль.

Тодi матриця A(λ) напiвскалярно еквiвалентна до трикутної матри-

цi TA(λ) з iнварiантними множниками на головнiй дiагоналi, тобто

iснують такi неособлива числова матриця Q над F i оборотна матри-
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ця RA(λ) над F [λ], що

TA(λ) = QA(λ)RA(λ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1(λ) 0 . . . 0 0 . . . 0

µ2(λ) . . . 0 0 . . . 0

∗ . . . ... ... . . . ...

µm(λ) 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (1.3)

де µi(λ) — iнварiантнi многочлени матрицi A(λ), тобто µi(λ) дiлить

µi+1(λ) i дiлить всi елементи стовпця, до якого вiн належить.

Цей результат ними поширений для скiнченного набору полi-

номiальних матриць. Доведено, що набiр полiномiальних матриць

(A1(λ), A2(λ), ..., Ak(λ)) напiвскалярно еквiвалентний до трикутних

форм, тобто

QA1(λ)R
A1(λ) = TA1(λ),

QA2(λ)R
A2(λ) = TA2(λ),

...

QAk(λ)R
Ak(λ) = TAk(λ),

де Q ∈ GL(n, F ), RAi(λ) ∈ GL(ni, F [λ]) i TAi(λ), i = 1, 2, . . . , k вигля-

ду (1.3).

В.М. Петричкович [32, 34] встановив подiбнi результати для будь-яких

полiномiальних матриць над довiльним полем F. Зокрема, у випад-

ку, коли F — скiнченне поле були встановленi умови, за яких полi-

номiальна матриця напiвскалярно еквiвалентна до трикутної форми. В

[35] встановленi форми для полiномiальних матриць особливих i непов-

них рангiв над довiльним полем вiдносно напiвскалярних еквiвалентних

перетворень. Дещо пiзнiше, у [45] був сформульований схожий результат.

Пiзнiше, у 1999 р., подiбний результат встановлюють Dias da Silva J.A.

i Laffey T.J. вiдносно правої напiвскалярної еквiвалентностi полiномiаль-

них матриць [49].
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Означення 1.5. Нехай R — комутативне кiльце з 1 ̸= 0. Набори мат-

риць (A1, A2, . . . , Ak) i (B1, B2, . . . , Bk) називають еквiвалентними,

якщо Ai = UBiV , i = 1, 2, . . . , k, для деяких оборотних матриць U i

V над R.

Задача про еквiвалентнiсть наборiв матриць розв’язана для пар мат-

риць, коли R = P — поле, Вейерштрасом [88] та Кронекером [66].

В. Длаб i М. Рiнгель [50], у зв’язку iз зображенням скiнченновимiрних

алгебр [9], розглянули таку еквiвалентнiсть пар комплексних матриць

(A1, A2): (QA1P1, QA2P2), де Q — комплексна, P1, P2 — дiйснi оборотнi

матрицi, i встановили для них канонiчну форму вiдносно таких перетво-

рень.

Для розв’язку багатьох задач, зокрема в теорiї факторизацiї матриць,

мультиплiкативнiсть їх канонiчних дiагональних форм, в теорiї зображень

груп та скiнченновимiрних алгебр тощо необхiдно вивчати еквiвалент-

нiсть пар матриць лише зi спiльною односторонньою перетворювальною

матрицею. Ця задача має певне розв’язання при спецiальних еквiвалент-

ностях пар матриць над кiльцями. Встановленi форми для пар матриць

вiдносно таких еквiвалентностей використанi при розв’язаннi багатьох за-

дач.

Поняття узагальненої еквiвалентностi наборiв матриць ввiв В.М. Пет-

ричкович [77, 76, 78] i встановив стандартну форму для пари матриць над

адекватними кiльцями, а також запропонував її застосування у задачах

факторизацiї матриць.

Означення 1.6. Набори матриць (A1, A2, . . . , Ak) та

(B1, B2, . . . , Bk) над кiльцем R називають узагальнено еквiвалентни-

ми, якщо Ai = UBiVi, i = 1, 2, . . . , k, для деяких оборотних матриць

U i Vi над кiльцем R.

Теорема 1.2. Нехай R — адекватне кiльце. Нехай A ∈ M(m,n1, R),
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B ∈ M(m,n2, R) та rangA = rangB = m i

DA = diag(µA
1 , µA

2 , . . . , µA
m), DB = diag(µB

1 , µ
B
2 , . . . , µB

m)

— канонiчнi дiагональнi форми матриць A i B. Тодi пара матриць

(A,B) є узагальнено еквiвалентною до пари (DA, TB = TDB), де мат-

риця T — нижня унiтрикутна матриця, тобто TB має вигляд:

TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 · · · 0 0 · · · 0

t21µ
B
1 µB

2 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
tm1µ

B
1 tm2µ

B
2 · · · µB

m 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(1.4)

i tij ∈ R′
δij

, де δij =

(
µA
i

µA
j

,
µB
i

µB
j

)
, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j.

Пару матриць (DA, TB), визначену теоремою 1.2., називають стан-

дартною формою пари матриць (A,B).

Зауважимо, що набiр бiльше нiж з двох матриць може не зводитися

узагальнено еквiвалентними перетвореннями до трикутних форм вигля-

ду (1.4). У [36] наведено приклад трiйки матриць над Z , яка може не

зводитися до трикутних форм (1.4).

В дисертацiйнiй роботi ми розглядаємо спецiальну еквiвалентнiсть мат-

риць i пар матриць над квадратичними кiльцями, вказуємо певнi фор-

ми до яких зводяться матрицi i їх пари щодо таких еквiвалентностей.

Цi форми будуть використанi для опису структури розв’язкiв матричних

рiвнянь.

1.2. Матрицi над квадратичними кiльцями

Нехай Z – кiльце цiлих чисел. Тодi K = Z
[√

k
]

– квадратичне кiльце,

де k ∈ Z, k ̸= 0, 1 i k не дiлиться на квадрат простого числа. Елементи
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a ∈ Z
[√

k
]

i їх алгебраїчнi норми N(a) ∈ Z визначаються наступним

чином [37]:

якщо k ≡ 2 (mod 4) або k ≡ 3 (mod 4), то

Z
[√

k
]
=
{
a1 +a2

√
k
∣∣∣ a1, a2 ∈ Z

}
, N(a1 + a2

√
k) = a21 − ka22, (1.5)

якщо k ≡ 1 (mod 4), то

Z
[√

k
]
=
{a1
2
+

a2
2

√
k
∣∣∣ a1, a2 ∈ Z, (a1 − a2)

...2
}
,

N
(a1
2
+

a2
2

√
k
)
=

1

4
(a21 − ka22). (1.6)

Квадратичне кiльце K = Z
[√

k
]

називається уявним, якщо k < 0 i

дiйсним, якщо k > 0.

Встановлено, що квадратичних евклiдових уявних кiлець є п’ять, при

значеннях k = −1,−2,−3,−7,−11; евклiдових дiйсних квадратичних

кiлець — сiмнадцять i для них k = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37,

41, 57, 73, 97. Вiдомо, що кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iде-

алiв, проте iснують квадратичнi кiльця головних iдеалiв, якi не є евклi-

довими, такими є кiльця Z
[√

−19
]
,Z
[√

−43
]
,Z
[√

−67
]
,Z
[√

−163
]

[27, 75]. Iснують також квадратичнi кiльця, якi не є кiльцями головних

iдеалiв, наприклад, квадратичне кiльце Z
[√

−5
]
. Дiйсно, елемент 9 з

кiльця Z
[√

−5
]

розкладається неоднозначно на простi множники, тобто

9 = 3 · 3 =
(
2 +

√
−5

) (
2−

√
−5

)
,

де множники 3,
(
2 +

√
−5

)
,
(
2−

√
−5

)
не є асоцiйованими. Отже, це

квадратичне кiльце не є кiльцем головних iдеалiв.

Матрицi з елементами iз квадратичних кiлець виникають i використо-

вуються в теорiї чисел та iнших роздiлах математики. Структура таких

матриць вивчалася лише над певними квадратичними кiльцями, зокре-

ма, над квадратичними евклiдовими кiльцями, кiльцями цiлих гаусових

чисел.
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У статтi [41] розглядається задача про подiбнiсть матриць над кiль-

цем цiлих гаусових чисел Z [i] . Для матриць другого порядку над Z [i] зi

звiдними характеристичними многочленами, тобто det(Iλ − A) = d(λ) i

d(λ) = (λ − α1)(λ − α2), де α1 ̸= α2 або α1 = α2 = α i d(λ) = (λ − α)2

побудовано канонiчнi форми вiдносно перетворення подiбностi.

У працях [40, 29] для кiлець матриць M(n,R) над евклiдовим кiль-

цем R введено алгоритм дiлення Евклiда таким чином. Нехай E(a) ев-

клiдова норма елемента a ∈ R. Доводиться, що для будь-яких матриць

A,B ∈ M(n,R), detB ̸= 0 iснують такi матрицi Q,S, що A = QB+S, де

S = 0 або detS ̸= 0 i E(detS) < E(detB). Це використано для розкладу

матриць iз M(n,R) у добуток простих множникiв.

У [48] вводиться поняття повної системи лишкiв в кiльцi 2×2-матриць

над евклiдовими областями, дається їх повний опис. Як застосування, вка-

зується спосiб побудови найбiльших спiльних дiльникiв таких матриць.

У теорiї чисел, добре вiдоме поняття суми Клостермана, тобто суми

вигляду

K (u, v; q) =
∑

x (mod q)

e2πi
(ux+vx−1)

q ,

де q — цiле додатнє число, u, v – фiксованi цiлi числа, сумування введеть-

ся по усiх x iз системи лишкiв за модулем q, для яких iснує обернений

елемент x−1, xx−1 ≡ 1 (mod q).

Узагальненi суми Клостермана поширенi над кiльцем матриць цiлих

чисел Z та кiльцем цiлих гаусових чисел Z [i] i вивчалася у працях

[2, 87, 80]. Наведенi оцiнки цих сум.

У працях [85, 86, 56, 57] вивчаються так званi циклотомiчнi матрицi

над квадратичними кiльцями, зокрема над цiлими гаусовими числами.

Ермiтова матриця, всi власнi значення якої лежать на вiдрiзку [−2, 2],

називається циклотомiчною. Наводиться класифiкацiя таких матриць та

пов’язується iз графами.
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У [74, 83] дослiджуються спецiальнi лiнiйнi групи матриць над квад-

ратичними уявними кiльцями.

1.3. Матричнi лiнiйнi рiвняння

Матричнi лiнiйнi рiвняння рiзних типiв достатньо вивченi над полем F,

тобто матрицi-коефiцiєнти яких є елементами iз поля F.

Загальне матричне лiнiйне рiвняння Сильвестра

A1XB1 + A2XB2 + . . .+ AkXBk = C, (1.7)

де Ai, Bi, Ci ∈ M (n, F ) , i = 1, 2, . . . , k — вiдомi матрицi, а X — невiдома

матриця над полем F зводиться до системи лiнiйних рiвнянь, використо-

вуючи Кронекерiв добуток матриць. Це рiвняння дослiджував Дж. Силь-

вестр у ХIХ столiттi [82].

Нехай F — поле,

A =
∥∥∥aij∥∥∥m,n

i,j=1
i B =

∥∥∥bij∥∥∥r,l
i,j=1

.

Добутком Кронекера A⊗B матриць A i B є блочна (mr×nl) -матриця

такого вигляду [26]:

A⊗B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB

· · · · · · · · · · · ·
am1B am2B · · · amnB

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (1.8)

Надалi будемо позначати через rowi (A) – i-ий рядок, а через colj (A) –

j-ий стовпець матрицi A.

Дж. Сильвестр встановив, що рiвняння (1.7) зводиться до розв’язуван-

ня еквiвалентного рiвняння

Gx = c,
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де

G =
∥∥∥A1 ⊗B⊤

1 + A2 ⊗B⊤
2 + . . .+ . . .+ Ak ⊗B⊤

k

∥∥∥ ,
x =

∥∥∥row1 (X) row2 (X) . . . rown (X)
∥∥∥⊤ ,

c =
∥∥∥row1 (C) row2 (C) . . . rown (C)

∥∥∥⊤ ,

символ ⊤ означає транспонування, тобто до розв’язування систем алгеб-

раїчних лiнiйних рiвнянь над полем F.

Окремими типами загального матричного рiвняння Сильвестра є мат-

ричне рiвняння

AX +XB = C, (1.9)

матричне рiвняння Ляпунова

A⊤X +XA = B (1.10)

та матричне рiвняння вiд двох змiнних

AX + Y B = C,

якi виникають i застосовуються в багатьох роздiлах математики та прик-

ладних задачах [64, 67, 68, 89].

В. Рот [79] встановив зв’язок мiж розв’язнiстю матричних рiвнянь типу

Сильвестра та еквiвалентнiстю i подiбнiстю матриць блочної структури.

Теорема 1.3. [79] Матричне рiвняння

AX − Y B = C, (1.11)

де A,B,C — вiдомi, X, Y — невiдомi матрицi над полем F, має розв’я-

зок тодi i тiльки тодi, коли матрицi

M =

∥∥∥∥∥∥A C

0 B

∥∥∥∥∥∥ i N =

∥∥∥∥∥∥A 0

0 B

∥∥∥∥∥∥
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еквiвалентнi.

Матричне рiвняння

AX −XB = C, (1.12)

де A,B,C — вiдомi, X — невiдома матрицi над полем F, має розв’язок

тодi i тiльки тодi, коли матрицi M i N подiбнi.

В. Рот довiв також справедливiсть теореми 1.3 у випадку, коли мат-

ричнi рiвняння (1.11) та (1.12) розглядаються над кiльцем полiномiв

R = F [x], де F — поле, тобто всi матрицi у цих рiвняннях мають еле-

менти з кiльця F [x]. У 1974 роцi М. Ньюмен [73] показав, що матричне

рiвняння (1.11) над кiльцем головних iдеалiв завжди має розв’язок, як-

що (detA, detB) = 1. Р. Феiнберг, в [54], поширив результат Рота для

системи матричних рiвнянь i блочних матриць з довiльним числом блокiв.

Теорема 1.4. [54] Нехай M — блочна матриця над кiльцем головних

iдеалiв такого вигляду ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

M11 M12 . . . M1n

0 M22 . . . M2n

... ... . . . ...

0 0 . . . Mnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Матриця M еквiвалентна до дiагональної матрицi

diag(M11,M22, ...,Mnn), тодi i тiльки тодi, коли розв’язна така

система матричних рiвнянь

Mij = MiiYij +

j∑
k=i+1

XikMkj, 1 ≤ i < j ≤ n.

Теорема Рота була узагальнена для матричного рiвняння (1.11), у ви-

падку, коли їх коефiцiєнти є матрицями над кiльцем головних iдеалiв [61],

над довiльним комутативним кiльцем [60] i iншими кiльцями [59, 58, 62].
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Один iз методiв знаходження розв’язку матричного полiномiального

рiвняння

A(λ)X(λ) + Y (λ)B(λ) = C(λ), (1.13)

де A(λ), B(λ), C(λ) — матрицi над кiльцем полiномiв F (λ) ґрунтується

на зведеннi цього рiвняння до такого еквiвалентного рiвняння над по-

лем F

AZ + ZB = D,

де A(λ) i B(λ) є супроводжуючими матрицями матричних полiномiв

A(λ) =
r∑

i=0

Aiλ
r−i i B(λ) =

s∑
j=0

Bjλ
s−j,

D — матриця над полем F i Z — невiдома матриця [46]. В [31] доведе-

но, що iснує такий єдиний розв’язок
(
X(λ), Y (λ)

)
матричного рiвняння

(1.13), що degX(λ) < degB(λ), в якому матрицi A(λ) та B(λ) — унiталь-

нi, тодi i тiльки тодi, коли визначники матриць A(λ) i B(λ) — взаємно

простi. У випадку, коли A(λ), B(λ) — довiльнi неособливi полiномiаль-

нi матрицi, вказано розв’язки мiнiмальних степенiв матричного рiвняння

(1.13) та встановленi умови однозначностi таких розв’язкiв [6].

Для матричного рiвняння (1.13), у випадку, коли матрицi A(λ) i B(λ)

регулярнi або хоча б одна з них регулярна або регуляризується встановле-

но у [46, 55] умови iснування так званих “мiнiмальних” розв’язкiв, тобто

таких розв’язкiв X(λ), Y (λ), що

degX(λ) < degB(λ) та degY (λ) < degA(λ) .

Якщо визначники регулярних матриць A(λ) i B(λ) взаємнопростi i

degC(λ) ≤ degA(λ) + degB(λ)− 1,

то таке рiвняння має мiнiмальний розв’язок i вiн єдиний.

Матричне рiвняння

AX +BY = C (1.14)
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має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується хоча б одна з умов:

1. найбiльший спiльний лiвий дiльник матриць A i B є лiвим дiльником

матрицi C;

2. матрицi
∥∥∥A B C

∥∥∥ i
∥∥∥A B 0

∥∥∥ правоеквiвалентнi.

Цi умови розв’язностi сформульованi у працях [64, 89, 53].

Матричнi рiвняння (1.11), (1.12), (1.14), де A, B, C — матрицi над по-

лем F , за допомогою добутку Кронекера зводяться до еквiвалентної си-

стеми лiнiйних рiвнянь [26]. У [7], застосовуючи поняття напiвскалярної

еквiвалентностi полiномiальних матриць та трикутнi форми з iнварiант-

ними множниками на головних дiагоналях набору полiномiальних мат-

риць щодо такої еквiвалентностi, запропоново метод побудови розв’язкiв

матричного дiофантового полiномiального рiвняння (1.14), в яких A(λ)

i B(λ) — довiльнi прямокутнi матрицi. Вказано розв’язки мiнiмальних

степенiв цього рiвняння та встановлено критерiй однозначностi таких роз-

в’язкiв. Також, у [53], запропоновано метод розв’язування матричних рiв-

нянь (1.11) i (1.14) над комутативними областями скiнченно породжених

головних iдеалiв, який ґрунтується на трикутних формах пар матриць

(A,B) щодо узагальненої еквiвалентностi.
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Роздiл 2

(Z,K)-ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ МАТРИЦЬ НАД

КВАДРАТИЧНИМИ КIЛЬЦЯМИ

У цьому роздiлi дослiджується спецiальна еквiвалентнiсть матриць над

квадратичними кiльцями. Встановлено простiшу форму матриць вiдносно

введеної (z,k)-еквiвалентностi.

2.1. Евклiдовi норми елементiв квадратичного кiль-

ця та їх властивостi

Алгебраїчна норма елементiв квадратичного кiльця K, сформульована у

роздiлi 1, володiє наступними властивостями:

1. Алгебраїчна норма N(ab) добутку елементiв a, b ∈ K дорiвнює до-

бутку їх алгебраїчних норм: N(ab) = N(a)N(b);

2. N(a) = 0 тодi i тiльки тодi, коли a = 0;

3. Елемент u ∈ K — оборотний тодi i тiльки тодi, коли N(u) = ±1.

В квадратичному кiльцi K оборотний елемент ε називається нетри-

вiальним, якщо ε ̸= ±1. Зауважимо, що в уявних квадратичних кiльцях

група оборотних елементiв скiнченна i нетривiальнi оборотнi елементи

є лише у кiльцях Z
[√

−1
]

i Z
[√

−3
]
. Група оборотних елементiв

дiйсного квадратичного кiльця є нескiнченною.
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Нехай K – квадратичне евклiдове кiльце. Евклiдову норму E(a) еле-

мента a визначаємо через його алгебраїчну норму так:
E(a) = N(a), якщо K — уявне квадратичне кiльце;

E(a) = |N(a)|, якщо K — дiйсне квадратичне кiльце.
(2.1)

Евклiдовi норми простих чисел в квадратичному евклiдовому кiльцi є

простими рацiональними числами або квадратами простих рацiональних

чисел. Асоцiйованi елементи мають одне i те ж значення евклiдової норми.

Очевидно, що елемент u є оборотним тодi i тiльки тодi, коли E(u) = ±1.

Евклiдовi норми елементiв кiльця K є з властивiстю мультиплiка-

тивностi, тобто евклiдова норма добутку елементiв a, b ∈ K дорiвнює

добутку їх евклiдових норм:

E(ab) = E(a)E(b),

зокрема

E (am) = (E(a))m .

Звiдси одержимо властивiсть норми частки:

E
(a
b

)
=

E (a)

E (b)
.

Розглянемо евклiдову норму E(a + b) суми елементiв a i b. Евклiдова

норма суми елементiв може дорiвнювати сумi норм елементiв, або бути

меншою чи бiльшою суми норм елементiв.

Приклад. Розглянемо такi елементи iз квадратичного кiльця Z
[√

−2
]

i їх евклiдовi норми:

a = 2 +
√
−2, E(a) = 6,

b = −1 +
√
−2, E(b) = 3,

c = 1, E(c) = 1,

d = −2 +
√
−2, E(d) = 6.
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Оскiльки a+ b = 1 + 2
√
−2, тодi евклiдова норма E(a+ b) = 9 i

E(a+ b) = E(a) + E(b).

Для елемента a + c = 3 +
√
−2, евклiдова норма якого E(a + c) = 11

правильна нерiвнiсть

E(a+ c) > E(a) + E(c).

У випадку елемента a + d = 2
√
−2, його евклiдова норма менша за

суму норм елеменiв a i d, тобто

E(a+ d) < E(a) + E(d).

Тому встановимо межi для евклiдової норми суми елементiв квадра-

тичного кiльця.

Лема 2.1. Для будь-яких a, b ∈ K таких, що

a =

 a1 + a2
√
k, якщо k ≡ 2, 3 (mod 4),

a1
2
+

a2
2

√
k, якщо k ≡ 1 (mod 4);

b =

 b1 + b2
√
k, якщо k ≡ 2, 3 (mod 4),

b1
2
+

b2
2

√
k, якщо k ≡ 1 (mod 4)

для евклiдової норми суми елементiв виконується умова:

E(a+ b) ≤ E(a) + E(b) + 2 (|a1b1|+ |a2b2k|), якщо k ≡ 2, 3 (mod 4)

i

E(a+ b) ≤ E(a) + E(b) + 1

2
(|a1b1|+ |a2b2k|), якщо k ≡ 1 (mod 4).

Доведення. Нехай k > 0 i k ≡ 2, 3 (mod 4). Тодi

a+ b = (a1 + b1) + (a2 + b2)
√
k

i

E(a+ b) =
∣∣a12 + 2a1b1 + b1

2 − a2
2k − 2a2b2k − b2

2k
∣∣ .
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Погрупувавши вiдповiднi доданки i врахувавши властивостi модуля суми

елементiв отримаємо:

E(a+ b) ≤ E(a) + E(b) + 2 |a1b1 − a2b2k| .

Очевидно, що вираз |a1b1 − a2b2k| набуде максимального значення, якщо

матиме вигляд

|a1b1|+ |a2b2k| .

Отже, для k ≡ 2, 3 (mod 4) твердження доведене.

У випадку, якщо k ≡ 1 (mod 4), маємо

a+ b =
1

2
(a1 + b1) +

1

2
(a2 + b2)

√
k

i тодi

E(a+ b) =

∣∣∣∣14a21 + 1

2
a1b1 +

1

4
b21 −

1

4
a22k − 1

2
a2b2k − 1

4
b22k

∣∣∣∣ .
А звiдси випливає, що

E(a+ b) ≤ E(a) + E(b) + 1

2
(|a1b1|+ |a2b2k|) .

Доведення для k < 0 проводимо аналогiчно. Доведення завершено.

Наслiдок 2.1. Нехай Z [i] — кiльце цiлих гаусових чисел. Для

будь-яких a, b ∈ Z [i] для евклiдової норми суми правильна така нерiв-

нiсть

E(a)+E(b)−2 (|a1b1|+ |a2b2|) ≤ E(a+b) ≤ E(a)+E(b)+2 (|a1b1|+ |a2b2|) .

З [37] випливає, що в квадратичному евклiдовому уявному кiльцi мно-

жина елементiв, якi мають одне й теж значення евклiдової норми є скiн-

ченна.
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2.2. Найбiльшi спiльнi дiльники елементiв та їх ком-

бiнацiй у квадратичних евклiдових кiльцях

Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове кiльце.

Лема 2.2. Нехай a1, a2, a3 ∈ K, a3 ̸= 0 i (a1, a2, a3) = d. Тодi iснує

таке число x ∈ Z, що (a1 + xa2, a3) = d.

Доведення. Без обмеження загальностi можемо вважати, що

(a1, a2, a3) = 1.

Нехай

a3 = ups11 p
s2
2 · · · psrr ,

де u ∈ U (K), pi — простi елементи кiльця K, i = 1, 2, . . . , r.

Iз того, що (a1, a2, a3) = 1 випливає, що a1 i a2 одночасно не дiляться

(без остачi) на pi, i = 1, 2, . . . , r. Тому припустимо, що

a3 = ups11 · · · psr1r1 p
sr1+1

r1+1 · · · p
sr2
r2 p

sr2+1

r2+1
· · · psrr , 0 ≤ r1, r2 ≤ r,

де

a) a1 i a2 не дiляться на pi при i = 1, 2, . . . , r1;

б) a1 дiлиться, а a2 не дiлиться на pi при i = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r2;

в) a1 не дiлиться, а a2 дiлиться на pi при i = r2 + 1, r2 + 2, . . . , r.

Зрозумiло, що (a1 + xa2, a3) = 1, якщо a1 + xa2 не дiлиться на pi при

всiх i = 1, 2, . . . , r. Cпочатку видiлимо тi числа x ∈ Z, при яких a1 + xa2

дiлиться на pi, тобто

a1 + xa2 = piti, i = 1, 2, . . . , r, pi, ti ∈ K. (2.2)

a) Нехай k ≡ 2 (mod 4) чи k ≡ 3 (mod 4) i

aj = αj + βj
√
k, pi = ci + di

√
k, ti = xi + yi

√
k,
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αj, βj ∈ Z, j = 1, 2, ci, di, xi, yi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , r1.

Тодi iз (2.2) одержимо таку рiвнiсть

(α1 + xα2) + (β1 + xβ2)
√
k = (cixi + kdiyi) + (dixi + ciyi)

√
k

i = 1, 2, . . . , r1. З цiєї рiвностi одержимо систему рiвнянь α1 + xα2 = cixi + kdiyi

β1 + xβ2 = dixi + ciyi
,

i = 1, 2, . . . , r1 стосовно невiдомих x, xi, yi з яких отримуємо рiвняння

(α2di − β2ci)x+
(
c2i − kd2i

)
yi = (−α1di + β1ci) , i = 1, 2, . . . , r1.

Це означає, що x задовольняє конгруенцiї

(α2di − β2ci) x ≡ (β1ci − α1di) (mod (c2i − kd2i )), i = 1, 2, . . . , r1. (2.3)

Враховуючи те, що модуль конгруенцiї (2.3) c2i − kd2i є евклiдовою

нормою деякого простого елемента pi ∈ Z, а отже є простим елементом

в K, то отримуємо, що конгруенцiя (2.3) має один розв’язок K
(pi)
0 — клас

лишкiв за модулем c2i − kd2i , i = 1, 2, . . . , r1 [3]. Якщо ж вона не має

розв’язку для деяких i, то вважаємо, що клас K
(pi)
0 — порожнiй.

Аналогiчно це доводиться при k ≡ 1 (mod 4).

У випадку б), тобто при i = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r2 рiвнiсть (2.2) пра-

вильна при x ∈ piZ для тих i, для яких pi ∈ Z, i = r1 + 1, . . . , r1 + j1

i при x ∈ N(pi)Z для тих i, для яких pi /∈ Z, i = r1 + j1 + 1, . . . , r2. У

випадку в) рiвнiсть (2.2) не справджується при жодних x ∈ Z.

Таким чином, при

x ∈ Z\

(
r1∪
i=1

K
(pi)
0

r1+j1∪
i=r1+1

piZ
r2∪

i=r1+j1+1

N (pi)Z

)

правильна рiвнiсть (a1 + xa2, a3) = 1. Лема доведена.
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2.3. Зведення матриць над квадратичними евклiдо-

вими кiльцями (z,k)-еквiвалентними перетворен-

нями до стандартної форми

Надалi в цьому пiдроздiлi K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове кiль-

це. Через dAl будемо позначати найбiльший спiльний дiльник мiнорiв

порядку l матрицi A.

Лема 2.3. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥ a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

∥∥∥∥∥∥ ,
- 2× n-матриця над K, тобто aij ∈ K, i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , n. Тодi

iснує така верхня унiтрикутна матриця

S =

∥∥∥∥∥∥1 q

0 1

∥∥∥∥∥∥ ,
над Z, q ∈ Z, що

SA =

∥∥∥∥∥∥ a
′

11 a
′

12 · · · a
′

1n

a
′

21 a
′

22 · · · a
′

2n

∥∥∥∥∥∥ ,
де
(
a11

′
, a12

′
, . . . , a1n

′)
= dA1 .

Доведення. Правими елементарними операцiями над кiльцем K матри-

цю A зводимо до вигляду

AQ =

∥∥∥∥∥∥ 0 0 · · · b3 b2

0 0 · · · 0 b1

∥∥∥∥∥∥ = B,

де Q ∈ GL(n,K) i dB1 = dA1 .

На основi леми 2.2 iснує таке число x ∈ Z, що

(b2 + xb1, b3) = (b1, b2, b3) = dB1 = dA1 .
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Тодi домноживши матрицю AQ злiва на унiтрикутну матрицю

S =

∥∥∥∥∥∥ 1 x

0 1

∥∥∥∥∥∥ ,
одержимо матрицю

SAQ =

∥∥∥∥∥∥ 0 · · · 0 b3 b2 + αb1

0 · · · 0 0 b1

∥∥∥∥∥∥ = B1,

де dB1
1 = dA1 . Звiдси одержимо, що BQ−1 = SA. Очевидно, що найбiль-

шi спiльнi дiльники елементiв перших рядкiв матриць BQ−1, B i AQ

дорiвнюють dA1 . Лему доведено.

Лема 2.4. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де aij ∈ K, m ≤ n, rangA = m. Тодi iснує така верхня унiтрикутна

матриця S ∈ GL(m,Z), що

SA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11
′

a12
′ · · · a1n

′

a21
′

a22
′ · · · a2n

′

· · · · · · · · · · · ·
am1

′
am2

′ · · · amn
′

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де
(
a11

′
, a12

′
, . . . , a1n

′)
= dA1 .

Доведення. Доведення проводимо методом математичної iндукцiї по m.

Для m = 2 твердження правильне за лемою 2.3. Припустимо, що

твердження леми 2.4 правильне для ((m − 1) × n)-матрицi Am−1, тобто
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iснує така верхня унiтрикутна матриця Sm−1 ∈ GL(m− 1,Z), що

Sm−1Am−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 s12 · · · s1m

0 1 · · · s2m
... ... . . . ...

0 0 · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a21 a22 · · · a2n

a31 a32 · · · a3n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥ a21
′
a22

′ · · · a2n
′

∗

∥∥∥∥∥∥ = Ãm−1,

де (a21
′
, a22

′
, . . . , a2n

′
) = d

Am−1

1 .

Доведемо твердження леми для m× n-матрицi A.

Домноживши матрицю A злiва на унiтрикутну матрицю

S1 =

∥∥∥∥∥∥ 1 0

0 Sm−1

∥∥∥∥∥∥ ,
матимемо

S1A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 · · · a1n

a21
′
a22

′ · · · a2n
′

∗

∥∥∥∥∥∥∥∥ = Ã.

Розглянемо 2× n-матрицю

A2 =

∥∥∥∥∥∥ a11 a12 · · · a1n

a21
′
a22

′ · · · a2n
′

∥∥∥∥∥∥ .
Очевидно, що dA2

1 = dÃ1 = dA1 .

Згiдно з лемою 2.3 iснує така матриця

S2 =

∥∥∥∥∥∥ 1 u

0 1

∥∥∥∥∥∥ , u ∈ Z,

що

S2A2 =

∥∥∥∥∥∥ a11
′
a12

′ · · · a1n
′

a21
′
a22

′ · · · a2n
′

∥∥∥∥∥∥ = Ã2,
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де
(
a11

′
, a12

′
, . . . , a1n

′)
= dÃ2

1 , а отже dÃ2

1 = dA1 .

Тодi для матрицi Ã iснує така унiтрикутна матриця

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 u

0 1 0

0 Im−2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
де Im−2 – одинична матриця порядку m− 2, що

SÃ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
a11

′
a12

′ · · · a1n
′

a21
′
a22

′ · · · a2n
′

∗

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = ˜̃A.

Отже,
˜̃A = SÃ = SS1A,

де SS1 — верхня унiтрикутна матриця над Z i

(a
′

11, a
′

12, · · · , a
′

1n) = d
˜̃A
1 = dÃ1 = dA1

1 .

Лему доведено.

Означення 2.1. Матрицi A i B розмiру m × n над квадратич-

ним кiльцем K називатимемо (z,k)–еквiвалентними, якщо iснують

такi оборотнi матрицi S ∈ GL (m,Z) над кiльцем цiлих чисел Z i

Q ∈ GL (n,K) над квадратичним кiльцем K, що A = SBQ.

Над квадратичним евклiдовим кiльцем K = Z
[√

k
]

кожна

m × n-матриця A еквiвалентна до канонiчної дiагональної форми, тоб-

то

UAV = DA = diag(µA
1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
q , 0, . . . , 0), µA

i | µA
i+1, (2.4)

i = 1, 2, . . . , q− 1, для деяких оборотних матриць U ∈ GL
(
m,Z

[√
k
])

i

V ∈ GL
(
n,Z

[√
k
])

.
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Теорема 2.1. Нехай A — m × n-матриця над квадратичним евклi-

довим кiльцем K, m ≤ n, rangA = m. Тодi матриця A (z,k)-еквi-

валентна до трикутної матрицi TA, тобто iснують такi верх-

ня унiтрикутна матриця S ∈ GL(m,Z) i оборотна матриця

QA ∈ GL(n,K), що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0 0 . . . 0

tA21µ
A
1 µA

2 . . . 0 0 . . . 0
... . . . . . .

tAm1µ
A
1 tAm2µ

A
2 . . . µA

m 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0

tA21 1 . . . 0
... ... . . . 0

tAm1 tAm2 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 µA
2 . . . 0 0 . . . 0

... ... . . . . . .
... . . .

...

0 0 . . . µA
m 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (2.5)

де

tAij = 0, якщо µA
i = 1, i, j = 1, 2, . . . ,m, j < i; (2.6)

E(tAij) <
E(µA

i )

E(µA
j )

, якщо tAij ̸= 0, i, j = 1, 2, . . . ,m, j < i. (2.7)

Доведення. На основi леми 2.4 iснує така верхня унiтрикутна матриця

S1 ∈ GL(m,Z), що

S1A =

∥∥∥∥∥∥ a′11 a′12 a′1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = A1,

де
(
a11

′
, a

′

12, . . . , a1n
′)
= dA1 . Правими еквiвалентними перетвореннями над

квадратичним кiльцем K, матрицю A1 зведемо до вигляду

S1AQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0

bA21µ
A
1

... Am−1

bAm1µ
A
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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де Q1 ∈ GL(n,K), µA1
1 — перший iнварiантний множник матрицi A,

Am−1 — ((m− 1)× (n− 1))-матриця, всi елементи якої дiляться на µA
1 .

Тепер застосовуємо аналогiчнi мiркування до матрицi Am−1. Продов-

жуючи цей процес, через скiнченну кiлькiсть крокiв зведемо матрицю A

за допомогою (z,k)-еквiвалентних перетворень до трикутної форми, тобто

S1AQ1P =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 · · · 0 0 · · · 0

b21µ
A
1 µA

2 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ...

bm1µ
A
1 bm2µ

A
2 · · · µA

m 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.8)

На основi алгоритму Евклiда елемент b21µ
A
1 матрицi (2.8) зобразимо у

такому виглядi:

b21µ
A
1 = µA

2 q21 + r21, (2.9)

де r21 = 0 або E(r21) < E(µA
2 ), якщо r21 ̸= 0.

Домножуючи другий стовпець матрицi (2.8) на −q i додаючи до пер-

шого, одержимо матрицю з елементом r21 у позицiї (2,1). Iз рiвностi (2.9)

випливає, що r21 ̸= 0 можна зобразити так: r21 = tA21µ
A
1 , де очевидно

E
(
tA21
)
<

E
(
µA
2

)
E
(
µA
1

) , (2.10)

зважаючи на мультиплiкативнiсть евклiдової норми. Так мiркуючи над

iншими елементами bijµ
A
j , i, j = 1, 2, ...,m, i > j матрицi (2.8), зведе-

мо її до матрицi SAQA, S ∈ GL (m,Z) , QA ∈ GL (n,K) вигляду (2.5) з

умовами (2.6), (2.7). Теорему доведено.

Означення 2.2. Трикутну форму TA вигляду (2.5) з умова-

ми (2.6), (2.7) називаємо стандартною формою матрицi A вiдносно

(z,k)–еквiвалентностi.

Стандартнi форми TA матрицi A визначаються неоднозначно. Кiль-

кiсть стандартних форм TA над деякими квадратичними кiльцями є скiн-

ченна.
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Теорема 2.2. Нехай K = Z
[√

k
]

– квадратичне евклiдове уявне

кiльце. Тодi стандартних форм TA матрицi A вiдносно (z,k)–еквiва-

лентностi є скiнченна кiлькiсть.

Доведення. Як вiдомо, елементiв iз квадратичного уявного кiльця iз за-

даною евклiдовою нормою є скiнченна кiлькiсь, тому стандартна фор-

ма TA вигляду (2.5) з умовами (2.6), (2.7) матрицi A над квадратич-

ним евклiдовим уявним кiльцем мiстить скiнченну кiлькiсть елементiв

tAij, i, j = 1, 2, ...,m, j < i з умовою (2.10). Тодi, очевидно, матриць TA з

умовами (2.6) i (2.7) над цим кiльцем є скiнченна кiлькiсть.

З теореми 2.2 одержуємо умову (z,k)-еквiвалентностi матриць над

квадратичними евклiдовими уявними кiльцями.

Наслiдок 2.2. Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове уявне

кiльце. Матрицi A i B iз M(m,n,K) (z,k)-еквiвалентнi тодi i тiльки

тодi, коли їхнi скiнченнi множини стандартних форм TA i TB мають

спiльну стандартну форму.

Зауважимо, що якщо множини стандартних форм TA i TB мають

спiльну стандартну форму, то цi множини збiгаються.

Серед стандартних форм TA матрицi A у певних випадках можна

вибрати одну з певними властивостями i таку стандартну форму вважає-

мо канонiчною вiдносно (z,k)–еквiвалентностi.

Теорема 2.3. Нехай K = Z[i] — кiльце цiлих гаусових чисел. Матри-

ця A ∈ M(n,Z[i]) з евклiдовою нормою її визначника detA меншою, нiж

чотири, тобто E(detA) < 4, (z,k)-еквiвалентна до стандарної форми

TA, яка дорiвнює канонiчнiй дiагональнiй формi DA матрицi A, тобто

TA = DA. Така стандартна форма матрицi A є єдиною.

Доведення. Оскiльки E(detA) < 4, тодi канонiчною дiагональною фор-

мою матрицi A є дiагональна матриця DA = diag(1, ..., 1, φ), де φ — одне
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iз значеннь

1,−1, i,−i, 1 + i, 1− i,−1− i,−1 + i. (2.11)

Розглянемо трикутнi матрицi з елементами 1, ..., 1, φ, на головнiй дiаго-

налi, де φ пробiгає значення (2.11). Елементи пiд дiагоналю дорiвнюють

нулю, або їх евклiдовi норми меншi, нiж евклiдовi норми вiдповiдних еле-

ментiв на головнiй дiагоналi. Цi матрицi є вигляду∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 · · · 0 0
... . . . ... ...

0 · · · 1 0

t1 · · · tn−1 φ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (2.12)

де E(tj) < E(φ).
Звiдси випливає, що евклiдовi норми ненульових елементiв tj при всiх

значеннях φ з (2.11) дорiвнюють одиницi. Отже, tj дорiвнюють нулю, або

є оборотними елементами в Z[i], тобто дорiвнюють 1,−1, i,−i.

Поклавши, наприклад, detA = φ = 1+ i, ми одержимо такi стандартнi

форми TA матрицi A : ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 · · · 0 0
... . . . ... ...

0 · · · 1 0

t1 · · · tn−1 1 + i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де tj = 0, 1,−1, i,−i, j = 1, 2, . . . , n − 1. Їх кiлькiсть є максималь-

но можливою. Безпосередньою перевiркою встановлюємо, що всi стан-

дартнi форми TA (z,k)-еквiвалентнi до канонiчної дiагональної форми

DA = diag(1, ..., 1, φ) матрицi A. Аналогiчно доводиться теорема для

матриць (2.12) при iнших значеннях φ iз (2.11).

Наслiдок 2.3. Нехай A,B ∈ M(n,Z[i]). Матрицi A i B для яких

E(detA) < 4, E(detB) < 4 (z,k)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, якщо

вони еквiвалентнi, тобто DA = DB.
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Для iлюстрацiї цього результату розглянемо такий приклад.

Приклад. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥−1 + 2i 1

−2 + 3i 1

∥∥∥∥∥∥ .
Тодi detA = 1− i i DA = diag(1, 1− i). Iснують така оборотня матриця

S =

∥∥∥∥∥∥ 2 −1

−3 2

∥∥∥∥∥∥
над кiльцем цiлих чисел Z i оборотна матриця

Q =

∥∥∥∥∥∥−i −1

0 i

∥∥∥∥∥∥
над кiльцем Z[i], що стандартною формою матрицi A є

TA = SAQ =

∥∥∥∥∥∥1 0

i 1− i

∥∥∥∥∥∥ .
Мiркуючи аналогiчно, як при доведеннi теореми 2.3, одержимо, що стан-

дартних форм TA
i матрицi A є п’ять:

TA
1 =

∥∥∥∥∥∥1 0

0 1− i

∥∥∥∥∥∥ , TA
2 =

∥∥∥∥∥∥1 0

1 1− i

∥∥∥∥∥∥ , TA
3 =

∥∥∥∥∥∥ 1 0

−1 1− i

∥∥∥∥∥∥ ,
TA
4 =

∥∥∥∥∥∥1 0

i 1− i

∥∥∥∥∥∥ , TA
5 =

∥∥∥∥∥∥ 1 0

−i 1− i

∥∥∥∥∥∥ .
Зрозумiло, що найпростiшою серед них є дiагональна

TA
1 =

∥∥∥∥∥∥1 0

0 1− i

∥∥∥∥∥∥ = DA,

її вважаємо канонiчною стандартною формою матрицi A.
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2.4. Стандартна форма матриць над квадратичними

кiльцями головних iдеалiв

Надалi, у цьому пiдроздiлi K буде означати квадратичне кiльце головних

iдеалiв, Ka — повну систему лишкiв за модулем a ∈ K.

Лема 2.5. Нехай a1, a2, a3 ∈ K i їх найбiльший спiльний дiльник

дорiвнює d, тобто (a1, a2, a3) = d. Тодi iснують такi x1, x2 ∈ Z,

(x1, x2) = 1, що

(x1a1 + x2a2, a3) = d. (2.13)

Доведення. Очевидно, що доведення леми достатньо провести для ви-

падку d = 1. Запишемо a3 у виглядi добутку простих чисел з K, тобто

a3 = ubc, де u ∈ U(K),

b =
l∏

i=1

prii , pi ̸= p̄j, i ̸= j; i, j = 1, 2, ..., l,

тобто серед pi немає спряжених,

c =

f∏
i=1

qsii q̄
ti
i ,

тобто всi множники числа c попарно спряженi.

Поклавши d = 1, умова (2.13) еквiвалентна наступним умовам

(x1a1 + x2a2, b) = 1 i (x1a1 + x2a2, c) = 1.

Оскiльки (a1, a2, b) = 1, тодi a1 i a2 одночасно не можуть дiлитися без

остачi на pi, i = 1, 2, . . . , l. Нехай

p1,l1 =

l1∏
i=1

pi, pl1+1,l2 =

l2∏
i=l1+1

pi, pl2+1,l3 =

l3∏
i=l2+1

pi, (2.14)

де

(p1,l1, a1) = p1,l1, (pl1+1,l2, a2) = pl1+1,l2, (pl2+1,l3, a1a2) = 1.
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Тодi (x1a1 + x2a2, p1,l1) = 1, якщо (x1, x2) = 1,

x2 ̸≡ 0 (mod N(p1,l1)), (2.15)

де N(a) — алгебраїчна норма елемента a i (x1a1+ x2a2, pl1+1,l2pl2+1,l3) = 1,

якщо

x2 ≡ 0 (mod N(pl1+1,l2pl2+1,l3)). (2.16)

Отже, при зазначених x1, x2 ∈ Z маємо, що (x1a1 + x2a2, b) = 1.

З того, що (a1, a2, c) = 1 випливає, що a1 i a2 одночасно не можуть

дiлитися на qi i q̄i, i = 1, 2, . . . , f. Запишемо всi простi дiльники числа c

у виглядi добутку простих чисел з K, тобто

qfj−1+1,fj =

fj∏
i=fj−1+1

qi i q̄fj−1+1,fj =

fj∏
i=fj−1+1

q̄i, j = 1, 2, ..., 6, (2.17)

де покладемо f0 = 0, f6 = f. Тодi маємо, що

(q1,f1 q̄1,f1qf1+1,f2 q̄f2+1,f3, a) = q1,f1 q̄1,f1qf1+1,f2 q̄f2+1,f3

i

(q̄f1+1,f2 q̄f3+1,f4qf4+1,f5 q̄f4+1,f5, b) = q̄f1+1,f2 q̄f3+1,f4qf4+1,f5 q̄f4+1,f5,

(qf5+1,f q̄f5+1,f , ab) = 1.

Тодi

(x1a1 + x2a2, q1,f1 q̄1,f1qf1+1,f2 q̄f1+1,f2qf2+1,f3 q̄f2+1,f3) = 1,

якщо

x2 ̸≡ 0 (mod N(q1,f1qf1+1,f2qf2+1,f3)), (2.18)


x1 ̸≡ 0 (mod N(qf1+1,f2));

x1 ≡ 0 (mod N(qf2+1,f3)).

(2.19)
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i

(x1a1 + x2a2, qf3+1,f4 q̄f1+1,f2qf4+1,f5 q̄f4+1,f5qf5+1,f6 q̄f5+1,f6) = 1,

якщо (x1, x2) = 1,

x2 ≡ 0 (mod N(qf3+1,f4qf4+1,f5qf5+1,f6)). (2.20)

Отже, при вказаних умовах виконується умова (x1a1 + x2a2, c) = 1.

Лему доведено.

Лема 2.6. Нехай A ∈ M(m,n,K), m ≤ n, rangA = m. Тодi iснує

такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥, xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,m,

що

xA =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ ,
де (a′11, a

′
12, . . . , a

′
1n) = dA1 .

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по m.

Без обмеження загальностi будемо вважати, що dA1 = 1.

Нехай m = 2, тобто

A(2,n) =

∥∥∥∥∥∥ a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

∥∥∥∥∥∥ .
Правими еквiвалентними перетвореннями матрицю A(2,n) зведемо до

нижнього трикутного вигляду, тобто iснує така матриця V ∈ GL(n,K),

що

A(2,n)V =

∥∥∥∥∥∥ a1 0 0 . . . 0

a2 a3 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ ,
де очевидно, що (a1, a2, a3) = 1. Оскiльки∥∥∥ x1 x2

∥∥∥A(2,n)V =
∥∥∥ x1a1 + x2a2 x2a3 0 . . . 0

∥∥∥ ,
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тодi доведемо, що iснують такi x1, x2 ∈ Z , що (x1a1 + x2a2, x2a3) = 1.

На основi леми 2.5 iснують такi x1, x2 ∈ Z, що (x1a1 + x2a2, a3) = 1.

Тодi (x1a1 + x2a2, x2a3) = 1, якщо (x2, a1) = 1 i x1, x2 задовольняють

умови (2.15) — (2.20).

Очевидно, що dA
(2,n)

1 = (a1, a2, a3), i отже лема доведена для m = 2.

Припустимо, що лема справедлива для m− 1, тобто для матрицi

A(m−1,n) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥
iснує такий рядок∥∥∥x′2 x′3 . . . x′m

∥∥∥ , x′i ∈ Z, i = 2, 3, . . . ,m,

що ∥∥∥x′2 x′3 . . . x′m

∥∥∥A(m−1,n) =
∥∥∥a′21 a′22 . . . a′2n

∥∥∥ ,
де (a′21, a

′
21, . . . , a

′
2n) = dA

(m−1,n)

1 i

a′2j =
m∑
i=2

x′iaij, j = 1, 2, . . . , n.

Доведемо лему для довiльного m. Розглянемо матрицю

A
(2,n)
1 =

∥∥∥∥∥∥a11 a12 . . . a1n

a′21 a′22 . . . a′2n

∥∥∥∥∥∥ .
Згiдно з припущенням iндукцiї, лема справджується для m = 2, тобто

iснує такий рядок
∥∥∥x y

∥∥∥ , x, y ∈ Z, (x, y) = 1, що∥∥∥x y
∥∥∥A(2,n)

1 =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ ,
де (a′11, a

′
12, . . . , a

′
1n) = d

A
(2,n)
1

1 ,

a′1j = xa11 + y
m∑
i=2

x′iaij, j = 1, 2, . . . , n.
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Оскiльки d
A

(2,n)
1

1 = dA1 , то iснує такий рядок x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ , де

x1 = x, xi = yx′i, i = 2, 3, . . . ,m, що

xA =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥
i (a′11, a

′
12, . . . , a

′
1n) = dA1 . Лему доведено.

Нехай A ∈ M (m,n,K) , m ≤ n, rangA = m i

DA = diag(µA
1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
m), µA

i |µA
i+1, i = 1, 2, . . . ,m− 1

— канонiчна дiагональна форма матрицi A.

Теорема 2.4. Нехай K – квадратичне кiльце головних iдеалiв, Ka —

повна система лишкiв за модулем a ∈ K, A ∈ M(m,n,K), m ≤ n,

rangA = m. Тодi матриця A (z,k)-еквiвалентна до трикутної мат-

рицi TA, тобто iснують такi оборотнi матрицi S ∈ GL(n,Z) i

QA ∈ GL(n,K), що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0 0 . . . 0

tA21µ
A
1 µA

2 . . . 0 0 . . . 0
... . . . . . .

tAm1µ
A
1 tAm2µ

A
2 . . . µA

m 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (2.21)

де tAij ∈ KδAij
, KδAij

— клас лишкiв за модулем δAij =
µA
i

µA
j

, j = 1, 2, . . . , i− 1,

i = 2, 3, . . . ,m.

Доведення. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

На основi леми 2.6, iснує такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xn

∥∥∥ , x1, x2, . . . , xn ∈ Z,
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що

xA =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ ,
де (á11, á12, . . . , á1n) = dA1 . Примiтивний рядок

∥∥∥x1 x2 · · · xn

∥∥∥ , тобто

такий, що (x1, x2, . . . , xn) = 1 доповнимо до оборотної матрицi

S =

∥∥∥∥∥∥x1 x1 . . . xn

∗

∥∥∥∥∥∥ .
Тодi

SA =

∥∥∥∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = A1,

де (á11, á12, . . ., á1n) = dA1 , ∗ — деякi елементи. Правими еквiвалентними

перетвореннями над кiльцем K матрицю A1 зведемо до такого вигляду,

тобто iснує оборотна матриця Q1 ∈ GL(n,K), що

A1Q1 = SAQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0

ã21µ
A
1

... Am−1

ãn1µ
A
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де µA
1 = dA1

1 = dA1 i µA
1 дiлить всi елементи ((m− 1)× (n− 1))-

матрицi Am−1. Отже, µA
1 є першим iнварiантним множником матри-

цi Am−1.

Застосувавши аналогiчнi мiркування до матрицi Am−1, через скiнченну

кiлькiсть крокiв, за допомогою (z,k)-еквiвалентних перетворень, зведемо

матрицю A до трикутної форми з iнварiантними множниками на головнiй

дiагоналi:

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0

ã21µ
A
1 µA

2 . . . 0
... ... . . . ...

ãn1µ
A
1 ãn2µ

A
2 . . . µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Нехай KδA21
— повна система лишкiв за модулем δA21 =

µA
2

µA
1

. Оскiльки

µA
2 = µA

1 δ
A
21,

то

ã21 ≡ tA21 (mod δA21),

де tA21 ∈ KδA21
. Тодi

ã21 = tA21 + qδA21, q ∈ K.

Складемо оборотню матрицю

W1 =

∥∥∥∥∥∥ 1 0

−q 1

∥∥∥∥∥∥⊕ I(n−2),

де I(n−2) — одинична матриця порядку n−2. Тодi в матрицi ÃW1 у позицiї

(2, 1) є елемент tA21µ
A
1 . Продовжуючи аналогiчнi мiркування над недiаго-

нальними елементами третього i решта рядкiв матрицi Ã, зведемо її до

матрицi TA вигляду (2.21). Теорему доведено.

Висновки до роздiлу 2

Введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратичними

кiльцями. Встановлено, що матрицi A над квадратичними евклiдовими

кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв (z,k)-еквiвалент-

ними перетвореннями, тобто за допомогою елементарних рядкових опера-

цiй над кiльцем цiлих чисел Z i елементарних стовпцевих операцiй над

квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]

зводяться до спецiальної трикутної

форми TA, яка названа стандартною формою матрицi A. Показано, що

кiлькiсть стандартних форм TA матрицi A над квадратичними уявними

евклiдовими кiльцями є скiнченна.

Результати цього роздiлу опублiковано у працях [15, 69, 24].
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Роздiл 3

(Z,K)-ЕКIВАЛЕНТНIСТЬ ПАР МАТРИЦЬ НАД

КВАДРАТИЧНИМИ КIЛЬЦЯМИ

У роздiлi 2 встановлено, що кожна m × n-матриця максимального ран-

гу над квадратичними евклiдовими кiльцями, квадратичними кiльцями

головних iдеалiв (z,k)-еквiвалентними перетвореннями зводиться до спе-

цiальної трикутної форми, названої стандартною формою матрицi. Але

не кожна пара матриць над такими кiльцями за допомогою спiльних

рядкових операцiй над кiльцем цiлих чисел i рiзних стовпцевих операцiй

над квадратичним кiльцем зводиться до трикутних форм з iнварiантними

множниками на головних дiагоналях. У цьому роздiлi видiлено класи пар

матриць над квадратичними кiльцями для яких встановленi стандартнi

форми.

3.1. (z,k)-еквiвалентнiсть пар матриць iз взаємно-

простими визначниками над квадратичними

кiльцями

3.1.1. Найбiльшi спiльнi дiльники елементiв матриць i їх ряд-

кiв.

Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне кiльце головних iдеалiв.
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Лема 3.1. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥b11 . . . b1n

b21 . . . b2n

∥∥∥∥∥∥
— 2 × n- матрицi над K, n ≥ 2 i (dA2 , d

B
2 ) = 1. Тодi iснує такий цiло-

числовий рядок

x =
∥∥∥x1 x2

∥∥∥ ,
тобто x1, x2 ∈ Z, що∥∥∥x1 x2

∥∥∥A =
∥∥∥a′11 . . . a′1n

∥∥∥ , ∥∥∥x1 x2

∥∥∥B =
∥∥∥b′11 . . . b′1n

∥∥∥ ,
де

(a′11, . . . , a
′
1n) = dA1 , (b′11, . . . , b

′
1n) = dB1 ,

dAl означає найбiльший спiльний дiльник мiнорiв l-го порядку матрицi A.

Доведення. Без обмеження загальностi, можемо вважати, що dA1 = 1 i

dB1 = 1. За теоремою 2.4, матриця B (z,k)-еквiвалентними перетворен-

нями зводиться до стандартного вигляду, тобто iснують такi матрицi

S ∈ GL(2,Z) i Q1 ∈ GL(n,K), що

SBQ1 =

∥∥∥∥∥∥ 1 0 0 . . . 0

b1 b2 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ = B1.

Матрицю SA за допомогою правих еквiвалентних перетворень стовпцiв

над кiльцем K зведемо до трикутного вигляду, тобто iснує така матриця

Q2 ∈ GL(n,K), що

SAQ2 =

∥∥∥∥∥∥a1 0 0 . . . 0

a2 a3 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ = A1.

Доведемо, що для пари матриць A1, B1 iснує такий рядок∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , x1, x2 ∈ Z, що∥∥∥x1 x2

∥∥∥A1 =
∥∥∥x1a1 + x2a2 x2a3 0 . . . 0

∥∥∥ , (3.1)



66∥∥∥x1 x2

∥∥∥B1 =
∥∥∥x1 + x2b1 x2b2 0 . . . 0

∥∥∥ , (3.2)

де

(x1a1 + x2a2, x2a3) = 1 (3.3)

i

(x1 + x2b1, x2b2) = 1. (3.4)

Вiдповiдно до лем 2.5 i 2.6, умова (3.3) виконується, якщо (x2, a1) = 1

i x1, x2 задовольняють умови (2.15) — (2.20). Вибираємо x1, x2 ∈ Z,

(x1, x2) = 1, такi, щоб виконувалися умови (3.3) i (3.4).

Достатньо це довести для випадку, коли простими дiльниками b2 є:

p̄1, . . . , p̄l11, 1 ≤ l11 ≤ l1; p̄l21+1, . . . , p̄l22, l21 + 1 ≤ l22 ≤ l2;

p̄l31+1, . . . , p̄l32, l31 + 1 ≤ l32 ≤ l; ḡ1, . . . , ḡs1, 1 ≤ s1 ≤ s,

де p̄i i ḡj спряженi простi елементи до вiдповiдних дiльникiв pi, gj

елементiв a3 i a1 матрицi A1.

Тодi (x1 + x2b1, p̄1 . . . p̄l11) = 1, якщо
x1 ≡ 0 (mod N(pi)) якщо p̄i - b1,

x1 ̸≡ 0 (mod N(pi)) якщо p̄i | b1, i = 1, 2, . . . , l11.

Спiввiдношеня

(x1 + x2b1, p̄l21+1 . . . p̄l22) = 1 i (x1 + x2b1, p̄l31+1 . . . p̄l32) = 1

справджуються, якщо x1, x2 задовольняють умови (2.15) – (2.20).

Тепер (x1 + x2b1, ḡ1 . . . ḡs1) = 1, якщо
x1 ≡ 0 (mod N(gi)) якщо ḡi - b1,

x1 ̸≡ 0 (mod N(gi)) якщо ḡi | b1, i = 1, 2, . . . , s1.
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Отже, iснує такий рядок
∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , де x1, x2 ∈ Z, що для рядкiв∥∥∥x1 x2

∥∥∥A1 i
∥∥∥x1 x2

∥∥∥B1

виглядiв (3.1) i (3.2) виконуються умови (3.3), (3.4). Лема доведена.

Лема 3.2. Нехай

A =
∥∥∥aij∥∥∥m,n

1
, B =

∥∥∥bij∥∥∥m,n

1

— m × n-матрицi над K, m ≤ n i (dAm, d
B
m) = 1. Тодi iснує такий

цiлочисловий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ , xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,m,

що

xA =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ , xB =
∥∥∥b′11 b′12 . . . b′1n

∥∥∥ , (3.5)

де

(a′11, a
′
12, . . . , a

′
1n) = dA1 , (b′11, b

′
12, . . . , b

′
1n) = dB1 .

Доведення. Без обмеження загальностi, можна вважати, що dA1 = dB1 = 1.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по m.

Для m = 2, тобто для 2× n-матриць A i B правильнiсть твердження

випливає з леми 3.1.

Припустимо, що лема правильна для m− 1. Тобто, для матриць

A(m−1,n) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a21 . . . a2n

. . . . . . . . .

am1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥ i B(m−1,n) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
b21 . . . b2n

. . . . . . . . .

bm1 . . . bmn

∥∥∥∥∥∥∥∥
iснує такий рядок

∥∥∥x′2 x′3 . . . x′m

∥∥∥, де x′i ∈ Z, i = 2, 3, . . . ,m, що∥∥∥x′2 x′3 . . . x′m

∥∥∥A(m−1,n) =
∥∥∥a′21 a′22 . . . a′2n

∥∥∥
i ∥∥∥x′2 x′3 . . . x′m

∥∥∥B(m−1,n) =
∥∥∥b′21 b′22 . . . b′2n

∥∥∥ ,
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де

(a′21, a
′
22, . . . , a

′
2n) = dA

(m−1,n)

1 , (b′21, b
′
22, . . . , b

′
2n) = dB

(m−1,n)

1

i

a′2j =
m∑
i=2

x′iaij, b
′
2j =

m∑
i=2

x′ibij, j = 1, 2, . . . , n.

Доведемо лему для довiльного m, тобто для m × n-матриць A i B.

Розглянемо матрицi:

Ã1 =

∥∥∥∥∥∥a11 a12 . . . a1n

a′21 a′22 . . . a′2n

∥∥∥∥∥∥ i B̃1 =

∥∥∥∥∥∥b11 b12 . . . b1n

b′21 b′22 . . . b′2n

∥∥∥∥∥∥ .
На основi леми 3.1, iснує такий рядок

∥∥∥x y
∥∥∥ , x, y ∈ Z, що∥∥∥x y

∥∥∥ Ã1 =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ i
∥∥∥x y

∥∥∥ B̃1 =
∥∥∥b′11 b′12 . . . b′1n

∥∥∥ ,
де

(a′11, a
′
12, . . . , a

′
1n) = d

A
(2,n)
1

1 = dA1 , (b′11, b
′
12, . . . , b

′
1n) = d

B
(2,n)
1

1 = dB1

i

a′1j = xa1j + ya′2j = xa1j + y

m∑
i=2

x′iaij,

b′1j = xb1j + yb′2j = xb1j + y
m∑
i=2

x′ibij; j = 1, 2, . . . , n.

Звiдси, шуканим рядком буде рядок x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ , де x1 =

x, xi = yx′i, i = 2, 3, . . . ,m, який задовольняє умови леми 3.2. Лема

доведена.

3.1.2. Зведення пар матриць над квадратичними кiльцями

головних iдеалiв до стандартних форм. Нехай K = Z
[√

k
]

— квад-

ратичне кiльце головних iдеалiв.

Означення 3.1. Пари матриць (A1, A2) i (B1, B2), де

Ai, Bi ∈ M
(
n,Z

[√
k
])

, i = 1, 2 називаємо (z,k)-еквiвалентними,
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якщо iснують такi оборотнi матрицi S над кiльцем цiлих чисел Z i

QA1, QA2 над квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]
, що B1 = SA1Q

A1 i

B2 = SA2Q
A2.

Теорема 3.1. Нехай K — квадратичне кiльце головних iдеалiв,

A,B ∈ M(n,K), (detA, detB) = 1 i

DA = diag(µA
1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
n ), µA

i | µA
i+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

DB = diag(µB
1 , µ

B
2 , . . . , µ

B
n ), µB

i | µB
i+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

— канонiчнi дiагональнi форми матриць A i B. Тодi пара матриць

(A,B) (z,k)-еквiвалентна до пари (TA, TB) стандартних форм матри-

ць A i B, тобто iснують такi оборотнi матрицi S ∈ GL(n,Z) i

QA, QB ∈ GL(n,K), що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0

tA21µ
A
1 µA

2 . . . 0
... ... . . . ...

tAn1µ
A
1 tAn2µ

A
2 . . . µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.6)

TB = SBQB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 . . . 0

tB21µ
B
1 µB

2 . . . 0
... ... . . . ...

tBn1µ
B
1 tBn2µ

B
2 . . . µB

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.7)

де

tAij ∈ KδAij
, tBij ∈ KδBij

,

KδAij
i KδBij

— класи лишкiв за модулями δAij =
µA
i

µA
j

i δBij =
µB
i

µB
j

;

i, j = 1, 2, . . . , n, i > j, вiдповiдно.

Доведення. Нехай

A =
∥∥∥aij∥∥∥n

i,j=1
, B =

∥∥∥bij∥∥∥n
i,j=1

,
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aij, bij ∈ K, i, j = 1, 2, . . . , n. На основi леми 3.2 iснує такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xn

∥∥∥ , xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , n,

що

xA =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ , xB =
∥∥∥b′11 b′12 . . . b′1n

∥∥∥ ,
де

(a′11, a
′
12, . . . , a

′
1n) = dA1 , (b′11, b

′
12, . . . , b

′
1n) = dB1 .

Рядок x можна доповнити до оборотної матрицi

S =

∥∥∥∥∥∥x1 x2 . . . xn

∗

∥∥∥∥∥∥ ,
де S ∈ GL (n,Z) .

Таким чином,

SA =

∥∥∥∥∥∥a
′
11 a′12 . . . a′1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = A1

i

SB =

∥∥∥∥∥∥b
′
11 b′12 . . . b′1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = B1.

Тодi за допомогою еквiвалентних перетворень стовпцiв матрицi A1 i B1

зведемо до таких виглядiв

A1Q1 = SAQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0

ã21µ
A
1

... An−1

ãn1µ
A
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

B1Q2 = SBQ2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0

b̃21µ
B
1

... Bn−1

b̃n1µ
B
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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де Q1, Q2 ∈ GL(n,K), µA
1 = dA1 , µ

B
1 = dB1 i µA

1 дiлить всi елементи

((n−1)×(n−1))-матрицi An−1, µB
1 дiлить всi елементи ((n−1)×(n−1))-

матрицi B(n−1).

Застосовуючи аналогiчнi мiркування до матриць An−1 i Bn−1, через

скiнченну кiлькiсть крокiв, за допомогою вказаних перетворень, зведемо

матрицi A i B до трикутних форм

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0

ã21µ
A
1 µA

2 . . . 0
... ... . . . ...

ãn1µ
A
1 ãn2µ

A
2 . . . µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

B̃ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 . . . 0

b̃21µ
B
1 µB

2 . . . 0
... ... . . . ...

b̃n1µ
B
1 b̃n2µ

B
2 . . . µB

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Дальше зведення пари матриць
(
Ã, B̃

)
, вказаними перетвореннями,

до пари
(
TA, TB

)
вигляду (3.6), (3.7) проводимо аналогiчно, як i зведення

матрицi Ã до матрицi TA при завершеннi теореми 2.4. Теорему доведено.

На основi теореми 2.4 i леми 3.2 та використовуючи їх доведення, мо-

жемо записати стандартну форму для пари прямокутних m× n-матриць.

Наслiдок 3.1. Нехай A,B ∈ M(m,n,K), m ≤ n i (dAm, d
B
m) = 1.

Тодi пара матриць (A,B) (z,k)-еквiвалентна до пари (TA, TB) стан-

дартних форм матриць A i B, тобто iснують такi оборотнi матрицi
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S ∈ GL(m,Z) i QA, QB ∈ GL(n,K), що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0 0 . . . 0

tA21µ
A
1 µA

2 . . . 0 0 . . . 0
... ... . . . ... 0 . . . 0

tAm1µ
A
1 tAm2µ

A
2 . . . µA

m 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= TA

1 D
A,

TB = UBV B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 . . . 0 0 . . . 0

tB21µ
B
1 µB

2 . . . 0 0 . . . 0
... ... . . . ... 0 . . . 0

tBm1µ
B
1 tBm2µ

B
2 . . . µB

m 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= TB

1 DB,

де

tAij ∈ KδAij
, tBij ∈ KδBij

,

KδAij
i KδBij

— класи лишкiв за модулями δAij =
µA
i

µA
j

i δBij =
µB
i

µB
j

;

i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j, вiдповiдно.

3.1.3. Стандартна форма пари матриць над квадратичними

евклiдовими кiльцями. Надалi, K — квадратичне евклiдове кiльце.

Нагадаємо, що евклiдову норму E(a) елемента a визначаємо наступним

чином:
E(a) = N(a), якщо K — уявне квадратичне кiльце;

E(a) = |N(a)|, якщо K — дiйсне квадратичне кiльце,
(3.8)

де N(a) — алгебраїчна норма числа a.

Теорема 3.2. Нехай K — квадратичне евклiдове кiльце,

A,B ∈ M(n,K), (detA, detB) = 1. Тодi пара матриць (A,B)

(z,k)-еквiвалентна до пари матриць
(
TA, TB

)
стандартних форм

TA, TB матриць A,B, тобто iснують такi оборотнi матрицi
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S ∈ GL(n,Z) i QA, QB ∈ GL(n,K), що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 . . . 0

tA21µ
A
1 µA

2 . . . 0
... ... . . . ...

tAn1µ
A
1 tAn2µ

A
2 . . . µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.9)

TB = SBQB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 . . . 0

tB21µ
B
1 µB

2 . . . 0
... ... . . . ...

tBn1µ
B
1 tBn2µ

B
2 . . . µB

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.10)

де

tAij = 0, якщо µA
i = µA

j ;

E(tAij) < E

(
µA
i

µA
j

)
, якщо µA

i ̸= µA
j i tAij ̸= 0; (3.11)

tBij = 0, якщо µB
i = µB

j ;

E(tBij) < E

(
µB
i

µB
j

)
, якщо µB

i ̸= µB
j i tBij ̸= 0. (3.12)

Якщо K = Z
[√

k
]

– квадратичне евклiдове уявне кiльце, тодi пар(
TA, TB

)
стандартних форм вигляду (3.9) i (3.10) матриць A i B вiд-

носно (z,k)-еквiвалентностi є скiнченна кiлькiсть.

Доведення. Нехай

A =
∥∥∥aij∥∥∥n

i,j=1
, B =

∥∥∥bij∥∥∥n
i,j=1

,

aij, bij ∈ K, i, j = 1, 2, . . . , n. Аналогiчно як при доведеннi леми 3.2, до-

водимо, що для матриць A i B над квадратичним евклiдовим кiльцем K

iснує цiлочисловий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xn

∥∥∥ , xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , n,
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що

xA =
∥∥∥a′11 a′12 . . . a′1n

∥∥∥ , xB =
∥∥∥b′11 b′12 . . . b′1n

∥∥∥ ,
де

(a′11, a
′
12, . . . , a

′
1n) = dA1 , (b′11, b

′
12, . . . , b

′
1n) = dB1 .

Рядок x доповнюємо до оборотної матрицi S ∈ GL (n,Z) i за допомо-

гою еквiвалентних перетворень стовпцiв матрицi SA i SB зведемо до

виглядiв

SAQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0

ã21µ
A
1

... An−1

ãn1µ
A
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.13)

SBQ2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0

b̃21µ
B
1

... Bn−1

b̃n1µ
B
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.14)

де Q1, Q2 ∈ GL(n,K), µA
1 = dA1 , µ

B
1 = dB1 i µA

1 дiлить всi елементи

((n−1)×(n−1))-матрицi An−1, µB
1 дiлить всi елементи ((n−1)×(n−1))-

матрицi B(n−1).

Застосовуючи алгоритм Евклiда, елементи ãij i b̃ij матриць SAQ1 i

SBQ2 зобразимо у такому виглядi:

ãijµ
A
j = µA

i q
A
ij + rAij, b̃ijµ

B
j = µB

i q
B
ij + rBij , (3.15)

де rAij, r
B
ij ∈ K i rAij = 0, rBij = 0 або

E(rAij) < E(µA
i ), E(rBij) < E(µB

i ), i, j = 1, 2, . . . , n, i < j.

Iз рiвностей (3.15) випливає, що rAij = tAijµ
A
j , rBij = tBijµ

B
j , i

E(rAij) <
E(µA

i )

E(µA
j )

, E(rBij) <
E(µB

i )

E(µB
j )

.
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Отже, iснують такi матрицi S ∈ GL (n,Z) , QA, QB ∈ GL (n,K) , що мат-

рицi SAQA, SBQB мають вигляд (3.9), (3.10), вiдповiдно.

Як вiдомо [37], що елементiв з квадратичного евклiдового уявного кiль-

ця з тими самими значеннями евклiдової норми є скiнченна кiлькiсть, то-

дi, очевидно, що матриць TA i TB з умовами (3.11), (3.12) є скiнченна

кiлькiсть. Теорему доведено.

Зауважимо, що не кожна пара матриць A,B ∈ M(n,K) зводитися вка-

заними перетвореннями до пари TA, TB вигляду (3.9), (3.10). Це iлюструє

такий приклад.

Приклад. Розглянемо пару матриць

A =

∥∥∥∥∥∥1 +
√
−2 0

0 1−
√
−2

∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥ 1 0

3 +
√
−2 (1 +

√
−2)(1−

√
−2)

∥∥∥∥∥∥
над квадратичним евклiдовим кiльцем Z

[√
−2
]
, для яких

(detA, detB) = 1−
√
−2 ̸= 1.

Очевидно, що dA1 = 1 i dB2 = 1.

Покажемо, що для пари матриць A i B не iснує такого рядка∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , x1, x2 ∈ Z,

що ∥∥∥x1 x2

∥∥∥A =
∥∥∥x1(1 +√

−2) + x2(1−
√
−2) x2(1−

√
−2)

∥∥∥ , (3.16)

∥∥∥x1 x2

∥∥∥B =
∥∥∥x1 + x2(3 +

√
−2) x2(1 +

√
−2)(1−

√
−2)

∥∥∥ , (3.17)

де

(x1(1 +
√
−2) + x2(1−

√
−2), x2(1−

√
−2)) = 1, (3.18)

(x1 + x2(3 +
√
−2), x2(1 +

√
−2)(1−

√
−2)) = 1. (3.19)
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Спiввiдношення (3.18) виконується тiльки при таких x1, x2,

(x1, x2) = 1, що задовольняють умовам

x2 ̸≡ 0 (mod N(1 +
√
−2)), x1 ̸≡ 0 (mod N(1−

√
−2))

тобто, якщо

x2 ̸≡ 0 (mod 3), x1 ̸≡ 0 (mod 3).

Для того, щоб виконувалося спiввiдношення (3.19), маємо вибрати такi

x1, x2, що x1 + x2(3 +
√
−2) не дiлиться на (1 +

√
−2)(1−

√
−2) = 3.

Спочатку знайдемо, такi x1, x2, що x1 + x2(3 +
√
−2) дiлиться на

1 +
√
−2. Нехай iснує таке t = t1 + t2

√
−2, що

x1 + x2(3 +
√
−2) = (1 +

√
−2)(t1 + t2

√
−2).

З цього рiвняння маємо наступну систему рiвнянь над кiльцем цiлих чи-

сел Z : 
x1 + 3x2 = t1 − 2t2,

x2 = t1 + t2.

Легко переконатися, що розв’язком цiєї системи є x1 ≡ x2 (mod 3), де x2

— довiльне цiле число.

Отже, (x1 + x2(3 +
√
−2), 1 +

√
−2) = 1 при

x ∈ Z\ (x1|x1 ∈ Z, x1 ≡ x2 (mod 3)) , x2 ∈ Z.

Тепер знайдемо такi x1, x2, при яких x1 + x2(3 +
√
−2) дiлиться на

1−
√
−2. Нехай iснує таке l = l1 + l2

√
−2, що

x1 + x2(3 +
√
−2) = (1−

√
−2)(l1 + l2

√
−2).

Перемноживши i прирiвнявши вiдповiднi коефiцiєнти в обох частинах цiєї

рiвностi, отримаємо систему рiвнянь:
x1 + 3x2 = l1 + 2l2,

x2 = −l1 + l2.
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Розв’язком цiєї системи є x1 ≡ 2x2 (mod 3), x2 — довiльне цiле число.

Отже, (x1 + x2(3 +
√
−2), 1−

√
−2) = 1 при

x ∈ Z\ (x1|x1 ∈ Z, x1 ≡ 2x2 (mod 3)) , x2 ∈ Z.

Спiввiдношення (3.18) виконується тодi, якщо

x1 ̸≡ 0 (mod 3) (3.20)

x2 ̸≡ 0 (mod 3). (3.21)

Спiввiдношення (3.19) виконується, якщо

x1 ̸≡ x2 (mod 3) (3.22)

x1 ̸≡ 2x2 (mod 3). (3.23)

Конгруецiю (3.21) задовольняють такi x2, що x2 ≡ 1, 2 (mod 3).

Нехай x2 ≡ 1 (mod 3), тодi з (3.22) випливає, що x1 ̸≡ 1 (mod 3), а з

(3.23) — x1 ̸≡ 2 (mod 3). Отже, x1 ≡ 0 (mod 3), але це суперечить умовi

(3.20).

Аналогiчно, для випадку x2 ≡ 2 (mod 3), отримаємо суперечнiсть.

Отже, не iснує такого рядка
∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , x1, x2 ∈ Z, що рядки (3.16) i

(3.17) є з умовами (3.18) i (3.19).
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3.2. (z,k)-еквiвалентнiсть пар матриць, визначники

яких є степенями простих чисел над квад-

ратичними евклiдовими кiльцями

У пiдроздiлi 3.1 встановлено, що пара матриць, визначники яких взаємно

простi, (z,k)-еквiвалентними перетвореннями зводиться до стандартних

форм. Показано також, що пара матриць визначники яких не є взаєм-

но простими може не зводитися такими перетвореннями до стандартних

форм.

У цьому пiдроздiлi доведено, що пара матриць, визначники яких є сте-

пенями простих чисел, (z,k)-еквiвалентна до пари матриць в стандартних

формах. Зауважимо, що у цьому випадку визначники матриць iз такої

пари можуть не бути взаємно простими.

3.2.1. Допомiжнi леми. Надалi K — квадратичне евклiдове кiльце.

Лема 3.3. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

∥∥∥∥∥∥ ,
n ≥ 2 i dA2 = pr, де p — просте число з K. Тодi iснує такий цiлочисловий

рядок
∥∥∥x1 x2

∥∥∥, тобто x1, x2 ∈ Z, що∥∥∥x1 x2

∥∥∥A =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ , (3.24)

де

(á11, á12, ..., á1n) = dA1 .

Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що dA1 = 1. Тодi

правими елементарними перетвореннями над K матрицю A зведемо до

трикутного вигляду

AV =

∥∥∥∥∥∥ a1 0 0 . . . 0

a3 a2 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ = A1,
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де V ∈ GL(n,K). Оскiльки∥∥∥ x1 x2

∥∥∥A1 =
∥∥∥ x1a1 + x2a3 x2a2 0 . . . 0

∥∥∥ ,
то потрiбно довести, що iснують такi елементи x1, x2 ∈ Z, що

(x1a1 + x2a3, x2a2) = 1. (3.25)

В матрицi A найбiльший спiльний дiльник мiнорiв другого порядку

dA2 = pr. Отже, a1a2 = pr, де a1 = pr1, a2 = pr2, r1 + r2 = r, r1, r2 ≥ 0.

Тодi умова (3.25) виконується при таких x1, x2 ∈ Z, що (x1, x2) = 1 i

1) p - x2 (p не дiлить x2), якщо r1 > 0, r2 ≥ 0.

2) p | x2 (p дiлить x2) i p - x1, якщо r1 = 0, r2 > 0.

Зауважимо, що якщо p = p1 + p2
√
k, то (p1 + p2

√
k)(p1 − p2

√
k) = α,

де α ∈ Z i α дiлиться на p. Лему доведено.

Лема 3.4. Нехай

A =
∥∥∥aij∥∥∥m,n

i,j=1
, aij ∈ K, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

m ≤ n i dAm = pr, де p — просте число з K. Тодi iснує такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ ,
де xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,m , що

xA =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ , (3.26)

де (á11, á12, . . . , á1n) = dA1 .

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по m.

Для m = 2, тобто для 2 × n-матрицi A твердження справедливе за

лемою 3.3.

Припустимо, що лема справедлива для (m− 1)× n-матрицi A. Тобто

для пiдматрицi

A(m−1,n) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥
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матрицi A iснує такий рядок
∥∥∥t2 t3 . . . tm

∥∥∥ , де ti ∈ Z, i = 2, 3, . . . ,m,

що ∥∥∥t2 t3 . . . tm

∥∥∥A(m−1,n) =
∥∥∥á21 á22 . . . á2n

∥∥∥ ,
де (á21, á22, . . . , á2n) = d

Am−1

1 i

á2j =
m∑
i=2

tiaij, j = 1, 2, . . . , n.

Доведемо лему для m× n-матрицi. Розглянемо таку матрицю

Ã1 =

∥∥∥∥∥∥a11 a12 . . . a1n

á21 á22 . . . á2n

∥∥∥∥∥∥ ,
де
∥∥∥a11 a12 . . . a1n

∥∥∥ — перший рядок матрицi A. На основi леми 3.3

iснує такий рядок
∥∥∥x y

∥∥∥ , x, y ∈ Z, що∥∥∥x y
∥∥∥ Ã1 =

∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ ,
де

á1j = xa1j + yá2j = xa1j + y
m∑
i=2

tiaij,

j = 1, 2, . . . , n, i (á11, á11, . . . , á1n) = dA1 , тобто виконується умова (3.5).

Звiдси одержимо, що шуканим рядком є рядок x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ ,
де x1 = x, xi = yti, i = 2, 3, . . . ,m. Лему доведено.

Наслiдок 3.2. Нехай A ∈ M(n,K) i detA = pr, де p — просте число

з K. Тодi iснують оборотнi матрицi S ∈ GL(n,Z) i Q ∈ GL(n,K) такi,

що

SAQ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pr1 0 . . . 0

tA21p
r1 pr2 . . . 0

... ... . . . ...

tAn1p
r1 tAn2p

r2 . . . prn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= TA, (3.27)

де

r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn i E(tAij) < E(pri−rj),
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E(tAij) — евклiдова норма числа tAij.

Якщо K = Z
[√

k
]

– квадратичне евклiдове уявне кiльце, то-

дi стандартних форм TA вигляду (3.27) матрицi A вiдносно (z,k)-

еквiвалентностi є скiнченна кiлькiсть.

Лема 3.5. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥b11 . . . b1n

b21 . . . b2n

∥∥∥∥∥∥ ,
n ≥ 2 i dA2 = pr, dB2 = qs, де p, q — простi елементи з K. Тодi iснує

такий цiлочисловий рядок∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , x1, x2 ∈ Z,

що ∥∥∥x1 x2

∥∥∥A =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ , (3.28)

∥∥∥x1 x2

∥∥∥B =
∥∥∥b́11 b́11 . . . ´b1n

∥∥∥ , (3.29)

де

(á11, á12, . . . , á1n) = dA1 , (b́11, b́12, . . . , ´b1n) = dB1 .

Доведення. Без обмеження загальностi, будемо вважати, що dA1 = 1

i dB1 = 1. За теоремою 2.1 iснують такi матрицi S̃ ∈ GL(2,Z) i

Q̃1, Q̃2 ∈ GL(n,K), що

S̃AQ̃1 =

∥∥∥∥∥∥a1 0 0 . . . 0

a3 a2 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ = A′, S̃BQ̃2 =

∥∥∥∥∥∥1 0 0 . . . 0

b qs 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ = B′,

де a1a2 = pr.

Тепер необхiдно довести, що iснує такий рядок
∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , x1, x2 ∈ Z,

що ∥∥∥x1 x2

∥∥∥A′ =
∥∥∥x1a1 + x2a3 x2a2 0 . . . 0

∥∥∥ ,
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∥∥∥B′ =
∥∥∥x1 + x2b x2q

s 0 . . . 0
∥∥∥ ,

де

(x1a1 + x2a3, x2a2) = 1 (3.30)

i

(x1 + x2b, x2q
s) = 1. (3.31)

Оскiльки a1a2 = pr, тодi a1 = pr1, a2 = pr2, r1 + r2 = r. За лемою 3.3 iс-

нують такi x1, x2 ∈ Z, при яких виконується умова (3.30). Безпосередньо

перевiряється, що умови (3.30), (3.31) виконуються при таких x1, x2 ∈ Z,

(x1, x2) = 1:

1. p, q - x2, i q | x1, якщо q - b або q - x1, якщо q | b; якщо r1 > 0,

r2 ≥ 0.

2. p, q | x2, i p, q - x1, якщо r1 = 0, r2 > 0;

3. якщо r1 = r2 = r = 0, то доведення випливає з леми 3.3.

Отже, для матриць A i B iснує такий рядок
∥∥∥x1 x2

∥∥∥ , що викону-

ються умови (3.28), (3.29). Лему доведено.

Лема 3.6. Нехай

A =
∥∥∥aij∥∥∥m,n

i,j=1
, B =

∥∥∥bij∥∥∥m,n

i,j=1
, aij, bij ∈ K,

i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, m ≤ n i dAm = pr, dBm = qs, де p, q —

простi елементи з K. Тодi iснує такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ , xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,m,

що

xA =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ , xB =
∥∥∥b́11 b́12 . . . ´b1n

∥∥∥ , (3.32)

де

(á11, á12, . . . , á1n) = dA1 , (b́11, b́12, . . . , ´b1n) = dB1 .
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Доведення. Доведемо лему методом математичної iндукцiї за m.

Для m = 2, тобто для 2 × n-матрицi A справедливiсть твердження

випливає з леми 3.5.

Припустимо, що лема справедлива для (m− 1)× n-матрицi A. Тобто

для матриць

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥ i B1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .

bm1 bm2 . . . bmn

∥∥∥∥∥∥∥∥
iснує такий рядок

∥∥∥t2 t3 . . . tm

∥∥∥, де ti ∈ Z, i = 2, 3, . . . ,m, що∥∥∥t2 t3 . . . tm

∥∥∥A1 =
∥∥∥á21 á22 . . . á2n

∥∥∥
i ∥∥∥t2 t3 . . . tm

∥∥∥B1 =
∥∥∥b́21 b́22 . . . ´b2n

∥∥∥ ,
де

(á21, á22, . . . , á2n) = d
Am−1

1 , (b́21, b́22, . . . , ´b2n) = d
Bm−1

1

i

á2j =
m∑
i=2

tiaij, b́2j =
m∑
i=2

tibij, j = 1, 2, . . . , n.

Доведемо лему для m× n-матрицi. Розглянемо матрицi:

Ã1 =

∥∥∥∥∥∥a11 a12 . . . a1n

á21 á22 . . . á2n

∥∥∥∥∥∥ i B̃1 =

∥∥∥∥∥∥b11 b12 . . . b1n

b́21 b́22 . . . ´b2n

∥∥∥∥∥∥ .
На основi леми 3.5 iснує такий рядок

∥∥∥x y
∥∥∥ , x, y ∈ Z, що∥∥∥x y

∥∥∥ Ã1 =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ i
∥∥∥x y

∥∥∥ B̃1 =
∥∥∥b́11 b́12 . . . ´b1n

∥∥∥ ,
де

(á11, á12, . . . , á1n) = dA1 , (b́11, b́12, . . . , ´b1n) = dB1
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i

á1j = xa1j + yá2j = xa1j + y
m∑
i=2

tiaij,

b́1j = xb1j + yb́2j = xb1j + y
m∑
i=2

tibij, j = 1, . . . , n.

Звiдси одержимо, що шуканим рядком є рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xm

∥∥∥ ,
де x1 = x, xi = yti, i = 2, 3, . . . ,m, який задовольняє умову (3.32). Лему

доведено.

3.2.2. (z,k)-еквiвалентнiсть пар матриць, визначники яких є

степенями простих чисел.

Теорема 3.3. Нехай K — квадратичне евклiдове кiльце i

A =
∥∥∥aij∥∥∥n

i,j=1
, B =

∥∥∥bij∥∥∥n
i,j=1

,

де aij, bij ∈ K, i, j = 1, 2, . . . , n, detA = pr, detB = qs, p, q — простi

елементи з K. Тодi пара матриць (A,B) (z,k)-еквiвалентними перетво-

реннями зводиться до пари
(
TA, TB

)
стандартних форм матриць A i

B, тобто iснують такi матрицi S ∈ GL(n,Z) i QA, QB ∈ GL(n,K),

що

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pr1 0 . . . 0

tA21p
r1 pr2 . . . 0

... ... . . . ...

tAn1p
r1 tAn2p

r2 . . . prn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.33)

r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn i E(tAij) < E(pri−rj), якщо tAij ̸= 0,

TB = SBQB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

qs1 0 . . . 0

tB21q
s1 qs2 . . . 0

... ... . . . ...

tBn1q
s1 tBn2q

s2 . . . qsn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.34)
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де

s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn i E(tBij) < E(qsi−sj); якщо tBij ̸= 0, i, j = 1, 2, . . . , n.

Якщо K = Z
[√

k
]

– квадратичне евклiдове уявне кiльце, то пар

(TA, TB) стандартних форм TA i TB вигляду (3.33) i (3.34) матриць

A i B вiдносно (z,k)-еквiвалентностi є скiнченна кiлькiсть.

Доведення. На основi леми 3.6 iснує такий рядок

x =
∥∥∥x1 x2 . . . xn

∥∥∥ , xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , n,

що

xA =
∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∥∥∥ , xB =
∥∥∥b́11 b́12 . . . ´b1n

∥∥∥ ,
де

(á11, á12, . . . , á1n) = dA1 , (b́11, b́12, . . . , ´b1n) = dB1 .

Рядок x доповнимо до оборотної матрицi

S =

∥∥∥∥∥∥x1 x2 . . . xn

∗

∥∥∥∥∥∥ .
Таким чином,

SA =

∥∥∥∥∥∥á11 á12 . . . á1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = A1 i SB =

∥∥∥∥∥∥b́11 b́12 . . . ´b1n

∗

∥∥∥∥∥∥ = B1.

Правими елементарними перетвореннями над стовпцями, яким вiдповiда-

ють домноженню справа матриць A1 i B1 на матрицi Q̃1, Q̃2 ∈ GL(n,K),

зводимо цi матрицi до виглядiв

A1Q̃1 = SAQ̃1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

pr1 0

ã21
... Ãn−1

ãn1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, B1Q̃2 = SBQ̃2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

qs1 0

b̃21
... B̃n−1

b̃n1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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де

dA1
1 = dA1 = pr1, dB1

1 = dB1 = qs1

i Ãn−1, B̃n−1 — матрицi порядкiв n − 1. Зауважимо, що pr1 дiлить

ãi1, i = 2, 3, . . . , n i дiлить всi елементи матрицi Ãn−1; qs1 дiлить b̃i1,

i = 2, 3, . . . , n i всi елементи матрицi B̃n−1. Таким чином pr1 i qs1 є

першими iнварiантними множниками матриць A1 i B1, i отже, матриць

A i B.

Застосовуємо аналогiчнi мiркування до матриць Ãn−1 i B̃n−1. Продов-

жуючи цей процес, через скiнченну кiлькiсть крокiв за допомогою вказа-

них (z,k)-еквiвалентних перетворень, зведемо матрицi A i B до матриць

трикутного вигляду з iнварiантними множниками на головних дiагона-

лях.

Аналогiчно, як у теоремi 2.1 доводимо скiнченнiсть стандартних форм

TA i TB матриць A i B вiдносно (z,k)-еквiвалентностi. Теорему

доведено.

Наслiдок 3.3. Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове уявне

кiльце, Ai, Bi ∈ M(m,n,K), i = 1, 2. Пари матриць (A1, A2) i (B1, B2)

(z,k)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їхнi скiнченнi множини пар

стандартних форм (TA1, TA2) i (TB1, TB2) мають спiльну пару стан-

дартних форм.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi доведено, що пари матриць, визначники яких є взаєм-

но простими або є степенями простих чисел у квадратичному кiльцi (z,k)-

еквiвалентними перетвореннями пар матриць, тобто за допомогою спiль-

них для обох матриць пари елементарних рядкових операцiй над кiльцем

цiлих чисел Z i рiзних для кожної матрицi елементарних стовпцевих опе-

рацiй над квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]
, зводяться до стандартних



87

форм. Показано, що стандартних пар (TA, TB) пар матриць (A,B) над

квадратичними уявними евклiдовими кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [69] i [22].
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Роздiл 4

МАТРИЧНI ЛIНIЙНI ОДНОБIЧНI ТА ДВОБIЧНI

РIВНЯННЯ ВIД ДВОХ ЗМIННИХ НАД

КВАДРАТИЧНИМИ КIЛЬЦЯМИ

У цьому роздiлi розглядаються матричнi рiвняння типу Сильвестра та

матричнi дiофантовi рiвняння над квадратичними кiльцями. Встановлю-

ються умови розв’язностi цих рiвнянь та описуються їх цiлочисловi роз-

в’язки.

4.1. Матричне рiвняння типу Сильвестра

AX + Y B = C

4.1.1. Цiлочисловi розв’язки матричного рiвняння. Розглянемо

двобiчне матричне рiвняння

AX + Y B = C, (4.1)

де A,B,C ∈ M (m,n,K) – вiдомi, а X ∈ M (n,K) , Y ∈ M (m,K) – невi-

домi матрицi над квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]
. Матрицi можемо

записати у такому виглядi:

A = A1 + A2

√
k, B = B1 +B2

√
k, C = C1 + C2

√
k, (4.2)

X = X1 +X2

√
k, Y = Y1 + Y2

√
k, (4.3)

якщо k ≡ 2, 3 (mod 4);

A =
1

2

(
A1 + A2

√
k
)
, B =

1

2

(
B1 +B2

√
k
)
, C =

1

2

(
C1 + C2

√
k
)
, (4.4)
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X =
1

2

(
X1 +X2

√
k
)
, Y =

1

2

(
Y1 + Y2

√
k
)
, (4.5)

де елементи матриць A1 − A2, B1 − B2, C1 − C2 i елементи

матриць X1 −X2, Y1 − Y2 дiляться на 2, якщо k ≡ 1 (mod 4),

Ai, Bi, Ci ∈ M (m,n,Z) , Xi ∈ M (n,Z) , Yi ∈ M (m,Z), i = 1, 2.

Нагадаємо, що добутком Кронекера A⊗B двох матриць A = ∥aij∥m,n
i,j=1

i B = ∥bij∥r,li,j=1 є блочна (mr × nl)-матриця такого вигляду:

A⊗B =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11B . . . a1nB

. . . . . . . . .

am1B . . . amnB

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Надалi будемо позначати через rowi (A) – i-ий рядок, а через colj (A)

– j-ий стовпець матрицi A.

Сформулюємо критерiй iснування цiлочислових розв’язкiв матричного

рiвняння (4.1) та їх єдиностi.

Теорема 4.1. Матричне рiвняння (4.1) над квадратичним кiльцем K,

де матрицi A,B,C ∈ M (m,n,K) вигляду (4.2) або (4.4), має цiлочисло-

вий розв’язок X0, Y0, тобто X0 ∈ M (n,Z) , Y0 ∈ M (m,Z) тодi i тiльки

тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 c1

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 c2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 0

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над кiльцем цiлих чисел Z, де стовпцi c1 i c2 є вигляду

c1 =
∥∥∥row1 (C1) row2 (C1) . . . rowm (C1)

∥∥∥⊤ ,

c2 =
∥∥∥row1 (C2) row2 (C2) . . . rowm (C2)

∥∥∥⊤ ,

In — n× n-одинична матриця, B⊤
i — транспонована матриця до мат-

рицi Bi, i = 1, 2.
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Доведення. Нехай k ≡ 2, 3 (mod 4). Поклавши в (4.3) X2 = 0 i Y2 = 0 з

рiвняння (4.1) отримаємо таке матричне рiвняння

(A1X1 + Y1B1) + (A2X1 + Y1B2)
√
k = C1 + C2

√
k.

З цього рiвняння, отримаємо систему матричних рiвнянь над кiльцем цi-

лих чисел Z:  A1X1 + Y1B1 = C1

A2X1 + Y1B2 = C2,

де Ai, Bi, Ci ∈ M (m,n,Z) , Xi ∈ M (n,Z) , Yi ∈ M (m,Z) , i = 1, 2. Роз-

писавши поелементно добутки AiX1 i Y1Bi, i = 1, 2 i врахувавши озна-

чення добутку Кронекера, рiвняння

A1X1 + Y1B1 = C1, A2X1 + Y1B2 = C2

цiєї системи запишемо у виглядi

∥∥∥ A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1

∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ x

y

∥∥∥∥∥∥ = ∥c1∥ ,

∥∥∥ A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2

∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ x

y

∥∥∥∥∥∥ = ∥c2∥ ,

де

x =
∥∥∥row1 (X1) row2 (X1) . . . rown (X1)

∥∥∥⊤ ,

y =
∥∥∥row1 (Y1) row2 (Y1) . . . rowm (Y1)

∥∥∥⊤ ,

c1 =
∥∥∥row1 (C1) row2 (C1) . . . rowm (C1)

∥∥∥⊤ ,

c2 =
∥∥∥row1 (C2) row2 (C2) . . . rowm (C2)

∥∥∥⊤ .
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Отже, отримаємо таке матричне рiвняння над кiльцем цiлих чисел Z:∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ x

y

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ c1

c2

∥∥∥∥∥∥ . (4.6)

Матричне рiвняння (4.6) має розв’язки, тодi i тiльки тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 c1

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 c2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 0

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi. Отже, доведення теореми для випадку k ≡ 2, 3 (mod 4) за-

вершене.

Нехай k ≡ 1 (mod 4). Покладемо X2 = 0, Y2 = 0. Оскiльки всi еле-

менти матриць X1 −X2 i Y1 − Y2 дiляться на 2, то

X1 = 2X̃ i Y1 = 2Ỹ .

Використовуючи це з рiвняння (4.1) отримаємо таке рiвняння

1

2

(
A1 + A2

√
k
)
X̃1 + Ỹ1

1

2

(
B1 +B2

√
k
)
=

1

2

(
C1 + C2

√
k
)
,

Звiдси запишемо систему матричних рiвянянь над Z : A1X̃ + Ỹ B1 = C1

A2X̃ + Ỹ B2 = C2.

Використовуючи добуток Кронекера, з цiєї системи легко отримати

таке матричне рiвняння:∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥x̃ỹ
∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥c1

c2

∥∥∥∥∥∥ , (4.7)

де

x̃ =
∥∥∥row1

(
X̃
)

row2

(
X̃
)

. . . rown

(
X̃
)∥∥∥⊤ ,

ỹ =
∥∥∥row1

(
Ỹ
)

row2

(
Ỹ
)

. . . rowm

(
Ỹ
)∥∥∥⊤ ,

c1 =
∥∥∥row1 (C1) row2 (C1) . . . rowm (C1)

∥∥∥⊤ ,
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c2 =
∥∥∥row1 (C2) row2 (C2) . . . rowm (C2)

∥∥∥⊤ .

Вiдомо [79], що рiвняння (4.7) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 c1

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 c2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
1 0

A2 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над Z. Доведення теореми завершено.

Теорема 4.2. Нехай у матричному рiвняннi (4.1) матрицi

A,B,C ∈ M (n,Z) вигляду (4.2) або (4.4). Цiлочисловий розв’язок

X0, Y0 ∈ M (n,Z) матричного рiвняння (4.1) єдиний тодi i тiльки тодi,

коли матриця

A1 ⊗B⊤
2 − A2 ⊗B⊤

1

— неособлива.

Доведення. З доведення теореми 4.1 маємо, що з матричного рiвнян-

ня (4.1) над квадратичним кiльцем K можна отримати матричне рiвнян-

ня (4.6), якщо k ≡ 2, 3 (mod 4) або (4.7), якщо k ≡ 1 (mod 4) над кiльцем

цiлих чисел Z. Вiдомо, що якщо цi матричнi рiвняння мають розв’язок,

то цей розв’язок єдиний тодi i тiльки тодi, коли матриця∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In In ⊗B⊤
1

A2 ⊗ In In ⊗B⊤
2

∥∥∥∥∥∥
— неособлива. Покажемо, що правильна рiвнiсть

(A2 ⊗ In)
(
In ⊗B⊤

2

)
=
(
In ⊗B⊤

2

)
(A2 ⊗ In) .

Оскiльки A2, B2, In — матрицi розмiру n×n i, отже, iснують добутки A2In

та InB
⊤
2 , тодi з властивостi добутку Кронекера матриць з цiєї рiвностi

отримаємо таку рiвнiсть

(A2 ⊗ In)
(
In ⊗B⊤

2

)
= A2In ⊗ InB

⊤
2 = A2 ⊗B⊤

2 .

За означенням
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In ⊗B⊤
2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

B⊤
2 0 . . . 0
... B⊤

2 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . B⊤
2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

A2 ⊗ In =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11In a12In . . . a1nIn

a21In a22In . . . a2nIn
... ... . . . ...

an1In an2In . . . annIn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де aij, i, j = 1, 2, . . . , n – вiдповiднi елементи матрицi A2. Звiдси(
In ⊗B⊤

2

)
(A2 ⊗ In) =∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11B
⊤
2 a12B

⊤
2 . . . a1nB

⊤
2

a21B
⊤
2 a22B

⊤
2 . . . a2nB

⊤
2

... ... . . . ...

an1B
⊤
2 an2B

⊤
2 . . . annB

⊤
2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= A2 ⊗B⊤

2 .

Вiдомо [82], що

det

∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In In ⊗B⊤
1

A2 ⊗ In In ⊗B⊤
2

∥∥∥∥∥∥ =

= det
∥∥∥ (A1 ⊗ In)

(
In ⊗B⊤

2

)
− (A2 ⊗ In)

(
In ⊗B⊤

1

) ∥∥∥ .
Звiдси

det

∥∥∥∥∥∥ A1 ⊗ In In ⊗B⊤
1

A2 ⊗ In In ⊗B⊤
2

∥∥∥∥∥∥ = det
∥∥∥ A1 ⊗B⊤

2 − A2 ⊗B⊤
1

∥∥∥ ,
тобто матриця ∥∥∥ A1 ⊗B⊤

2 − A2 ⊗B⊤
1

∥∥∥
— неособлива. Доведення завершене.
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Приклад. Розглянемо матричне рiвняння∥∥∥∥∥∥ 1 + i 2i

3 + 2i 1

∥∥∥∥∥∥X + Y

∥∥∥∥∥∥0 3i

2 2− i

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ 4i −1 + 5i

7 + 4i 3 + 8i

∥∥∥∥∥∥ (4.8)

над квадратичним кiльцем цiлих гаусових чисел Z[i], де

X =

∥∥∥∥∥∥x11 x12

x21 x22

∥∥∥∥∥∥ Y =

∥∥∥∥∥∥y11 y12

y21 y22

∥∥∥∥∥∥ .
Зобразивши матрицi

A =

∥∥∥∥∥∥ 1 + i 2i

3 + 2i 1

∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥0 3i

2 2− i

∥∥∥∥∥∥ , C =

∥∥∥∥∥∥ 4i −1 + 5i

7 + 4i 3 + 8i

∥∥∥∥∥∥
у виглядi (4.2), використовуючи доведення теореми 4.1, з рiвняння (4.8)

отримаємо таке рiвняння над кiльцем цiлих чисел Z∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 2 0 0

0 1 0 0 0 2 0 0

3 0 1 0 0 0 0 2

0 3 0 1 0 0 0 2

1 0 2 0 0 0 0 0

0 1 0 2 3 −1 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 3 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x11

x12

x21

x22

y11

y12

y21

y22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

−1

7

3

4

5

4

8

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(4.9)

Оскiльки∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 2 0 0 0

0 1 0 0 0 2 0 0 −1

3 0 1 0 0 0 0 2 7

0 3 0 1 0 0 0 2 3

1 0 2 0 0 0 0 0 4

0 1 0 2 3 −1 0 0 5

2 0 0 0 0 0 0 0 4

0 2 0 0 0 0 3 −1 8

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

V =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 2 0 0 0

0 1 0 0 0 2 0 0 0

3 0 1 0 0 0 0 2 0

0 3 0 1 0 0 0 2 0

1 0 2 0 0 0 0 0 0

0 1 0 2 3 −1 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 3 −1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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де матриця V оборотня над кiльцем цiлих чисел Z вигляду

V =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 0 0 0 −2

0 1 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 1 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 −2

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

тодi звiдси випливає, що рiвняння (4.8) має розв’язок.

Врахувавши, що

∥∥∥A1 ⊗B⊤
2 − A2 ⊗B⊤

1

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −2 0 −4

3 −3 0 −4

0 −4 0 0

9 −7 3 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
i визначник

det
∥∥∥A1 ⊗B⊤

2 − A2 ⊗B⊤
1

∥∥∥ = −144

тобто матриця неособлива, робимо висновок згiдно теореми 4.2, що рiв-

няння (4.8) має єдиний розв’язок.

Знаходження розв’язкiв матричного рiвняння (4.8) зводиться до зна-

ходження розв’язкiв рiвняння (4.9) над кiльцем цiлих чисел Z.

Iснують такi, оборотнi матрицi
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U =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

−3 0 1 0 0 0 0 0

0 −3 0 1 0 0 0 0

0 5 0 −2 0 1 0 0

−1 1 −2 2 1 −1 3 −3

−5 6 2 −4 −1 2 0 2

36 −40 −4 16 2 −8 −13 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

V1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 −2 −18 −12

0 1 0 0 0 −2 −18 −12

0 0 1 0 2 −12 −108 −66

0 0 0 1 2 −12 −108 −66

0 0 0 0 −1 9 81 50

0 0 0 0 0 1 9 6

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 −1 9 81 51

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
над кiльцем цiлих чисел Z, що

U

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 2 0 0

0 1 0 0 0 2 0 0

3 0 1 0 0 0 0 2

0 3 0 1 0 0 0 2

1 0 2 0 0 0 0 0

0 1 0 2 3 −1 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 3 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

V1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 24

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

З рiвняння (4.9) маємо
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 24

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

V −1
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x11

x12

x21

x22

y11

y12

y21

y22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

−1

7

6

−6

−22

18

−24

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Звiдси ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x11

x12

x21

x22

y11

y12

y21

y22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= V1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

−1

7

6

−6

−22

3

−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

1

1

0

1

−1

2

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

I отже, розв’язком рiвняння (4.8) будуть наступнi матрицi

X =

∥∥∥∥∥∥2 1

1 0

∥∥∥∥∥∥ , Y =

∥∥∥∥∥∥1 −1

2 0

∥∥∥∥∥∥ .
4.1.2. Розв’язнiсть матричних рiвнянь AX+Y B = C над квад-

ратичними кiльцями. Розглянемо матричне лiнiйне рiвняння

AX + Y B = C, (4.10)

де A, B, C ∈ M (m,n,K) .

Як вiдомо [79], В. Рот встановив, що розв’язнiсть матричного рiвнян-

ня (4.10) над полем та над кiльцем полiномiв рiвносильна еквiвалентностi

блочних матриць. Дальше буде доведено, що ця умова правильна i для
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матричного рiвняння (4.10) над iншими кiльцями. Зрозумiло, що ця умо-

ва є критерiєм розв’язностi цього матричного рiвняння над кiльцями, в

яких розв’язана задача еквiвалентностi матриць. Такими є кiльця еле-

ментарних дiльникiв [65]. Серед квадратичних кiлець є евклiдовi кiльця,

кiльця головних iдеалiв i квадратичнi кiльця, якi не є такими. Так квад-

ратичне кiльце K = Z
[√

−5
]

не є кiльцем елементарних дiльникiв. Тому

невiдомi критерiї розв’язностi матричного рiвняння (4.10) над довiльним

квадратичним кiльцем.

У цьому пiдроздiлi встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi

матричного рiвняння (4.10) над будь-яким квадратичним кiльцем.

Теорема 4.3. Матричне рiвняння (4.10) над квадратичним кiль-

цем K з матрицями вигляду (4.2) або (4.4) має розв’язок X ∈ M(n,K),

Y ∈ M(m,K) тодi i тiльки тодi, коли є еквiвалентними над Z такi

матрицi:

a)

∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 k) Im ⊗B⊤
1 c1

(A1 + A2)⊗ In A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗B⊤
2 c2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤

1 +B⊤
2 k) Im ⊗B⊤

1 0

(A1 + A2)⊗ In A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥ ,
якщо k ≡ 2, 3 (mod 4);

б)

∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In 2A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 k) Im ⊗ 2B⊤
1 2c1

(A1 + A2)⊗ In 2A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗ 2B⊤
2 2c2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In 2A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤

1 +B⊤
2 k) Im ⊗ 2B⊤

1 0

(A1 + A2)⊗ In 2A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗ 2B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥ ,
якщо k ≡ 1 (mod 4),

де In – одинична матриця n-го порядку i стовпцi ci є вигляду

ci =
∥∥∥ row1 (Ci) . . . rowm (Ci)

∥∥∥⊤ , i = 1, 2.
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Доведення. a) Нехай k ≡ 2, 3 (mod 4). Тодi матрицi X,Y можна за-

писати у виглядi (4.3), де Xi ∈ M(n,Z), Yi ∈ M(m,Z), i = 1, 2. У

рiвняння (4.10) пiдставимо вирази (4.2) i (4.3) замiсть вiдповiдних матри-

ць, отримуємо таке рiвняння

(A1 + A2

√
k)(X1 +X2

√
k) + (Y1 + Y2

√
k)(B1 +B2

√
k) = C1 + C2

√
k.

З цього матричного рiвняння запишемо систему матричних рiвнянь

над Z: A1X1 + A2X2k + Y1B1 + Y2B2k = C1

A2X1 + A1X2 + Y1B2 + Y2B1 = C2.

Розписавши поелементно добутки AiXj i YiBj, i, j = 1, 2 i врахувавши

означення добутку Кронекера матриць, цю систему подаємо у виглядi:∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In A2k ⊗ In

A2 ⊗ In A1 ⊗ In

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥x 1

x 2

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥Im ⊗B⊤

1 Im ⊗B⊤
2 k

Im ⊗B⊤
2 Im ⊗B⊤

1

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥y1

y2

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥c1

c2

∥∥∥∥∥∥ ,
де

x i =
∥∥∥row1(Xi) . . . rown(Xi)

∥∥∥⊤ ,

y i =
∥∥∥row1(Yi) . . . rowm(Yi)

∥∥∥⊤ ,

ci =
∥∥∥row1(Ci) . . . rowm(Ci)

∥∥∥⊤ ,

i = 1, 2. Отже, маємо таке матричне рiвняння над Z :

∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In A2k ⊗ In Im ⊗B⊤
1 Im ⊗B⊤

2 k

A2 ⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 Im ⊗B⊤

1

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x 1

x 2

y1

y2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥c1

c2

∥∥∥∥∥∥ . (4.11)

Рiвняння (4.10) над K має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли має роз-

в’язок рiвняння (4.11) над кiльцем цiлих чисел Z.
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Матричне рiвняння (4.11) має розв’язок над Z тодi i тiльки тодi, коли

матрицi ∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In A2k ⊗ In Im ⊗B⊤
1 Im ⊗B⊤

2 k c1

A2 ⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 Im ⊗B⊤

1 c2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥A1 ⊗ In A2k ⊗ In Im ⊗B⊤

1 Im ⊗B⊤
2 k 0

A2 ⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗B⊤
2 Im ⊗B⊤

1 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над Z [17].

З цих матриць маємо еквiвалентнi до них такi матрицi:∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 k) Im ⊗B⊤
1 c1

(A1 + A2)⊗ In A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗B⊤
2 c2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤

1 +B⊤
2 k) Im ⊗B⊤

1 0

(A1 + A2)⊗ In A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥ .
Отже, у випадку, коли k ≡ 2, 3 (mod 4) теорему доведено.

б) Нехай k ≡ 1 (mod 4). Тодi матрицi X,Y можна записати у

виглядi (4.5) де Xi ∈ M(n,Z), Yi ∈ M(m,Z), i = 1, 2. Зауважимо, що

за визначенням елементiв квадратичного кiльця K, всi елементи матриць

X1 − X2 i Y1 − Y2 дiляться на 2. Отже, нехай матрицi X1 i Y1 мають

вигляд

X1 = X2 + 2X̃, Y1 = Y2 + 2Ỹ ,

де X̃ ∈ M(n,Z), Ỹ ∈ M(m,Z).

Пiдставивши в (4.10) вирази з (4.5) i записавши матрицi X, Y у виглядi

X =
1

2
(X2 + 2X̃ +X2

√
k), Y =

1

2
(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k), (4.12)

маємо
1

2
(A1 + A2

√
k)

1

2
(X2 + 2X̃ +X2

√
k)+
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+
1

2
(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k)

1

2
(B1 +B2

√
k) =

1

2
(C1 + C2

√
k).

Домноживши лiву i праву частину цього рiвняння на 4 отримуємо таке

рiвняння

(A1 + A2

√
k)(X2 + 2X̃ +X2

√
k) + (Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k)(B1 +B2

√
k) =

= 2(C1 + C2

√
k).

Звiдси одержуємо систему матричних рiвнянь над Z такого вигляду: (A1 + A2k)X2 + Y2(B1 +B2k) + 2A1X̃ + 2Ỹ B1 = 2C1

(A1 + A2)X2 + Y2(B1 +B2) + 2A2X̃ + 2Ỹ B2 = 2C2.

Аналогiчно, як у випадку k ≡ 2, 3 (mod 4), застосувавши означення

добутку Кронекера матриць до цiєї системи, отримаємо матричне рiвнян-

ня над Z:

∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In 2A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 k) Im ⊗ 2B⊤
1

(A1 + A2)⊗ In 2A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗ 2B⊤
2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x 1

x̃

y1

ỹ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥2c1

2c2

∥∥∥∥∥∥ , (4.13)

де

x̃ =
∥∥∥row1(X̃) . . . rown(X̃)

∥∥∥⊤ , ỹ =
∥∥∥row1(Ỹ ) . . . rowm(Ỹ )

∥∥∥⊤ ,

c1 =
∥∥∥ row1 (C1) . . . rowm (C1)

∥∥∥⊤, c2 =
∥∥∥ row1 (C2) . . . rowm (C2)

∥∥∥⊤.
Матричне рiвняння (4.10) над квадратичним кiльцем K розв’язне тодi

i тiльки тодi, коли розв’язним є матричне рiвняння (4.13) над кiльцем

цiлих чисел Z.

Вiдомо, що рiвняння (4.13) має розв’язок

X =
1

2
(X2 + 2X̃ +X2

√
k), Y =

1

2
(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k)
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тодi i тiльки тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In 2A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 k) Im ⊗ 2B⊤
1 2c1

(A1 + A2)⊗ In 2A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗ 2B⊤
2 2c2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥(A1 + A2k)⊗ In 2A1 ⊗ In Im ⊗ (B⊤

1 +B⊤
2 k) Im ⊗ 2B⊤

1 0

(A1 + A2)⊗ In 2A2 ⊗ In Im ⊗ (B⊤
1 +B⊤

2 ) Im ⊗ 2B⊤
2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над Z. Теорему доведено.
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4.2. Матричне дiофантове рiвняння AX +BY = C

4.2.1. Цiлочисловi розв’язки матричного рiвняння. Розглянемо

одностороннє лiнiйне матричне рiвняння

AX +BY = C, (4.14)

де A,B,C ∈ M (m,n,K) – вiдомi, а X, Y ∈ M (n,K) – невiдомi матрицi

над квадратичним кiльцем K = Z
[√

k
]
.

Теорема 4.4. Матричне рiвняння (4.14) над квадратичним кiль-

цем K, де матрицi A,B,C ∈ M (m,n,K) вигляду (4.2) або (4.4), має

цiлочисловий розв’язок X0, Y0 ∈ M (n,Z) тодi i тiльки тодi, коли мат-

рицi ∥∥∥∥∥∥A1 B1 C1

A2 B2 C2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 B1 0

A2 B2 0

∥∥∥∥∥∥ (4.15)

еквiвалентнi над кiльцем цiлих чисел Z.

Доведення. a) Нехай k ≡ 2, 3 (mod 4). Покладемо в (4.3) X2 = 0 i

Y2 = 0. Тодi з матричного рiвняння (4.14) отримаємо таке матричне рiв-

няння

(A1X1 +B1Y1) + (A2X1 +B2Y1)
√
k = C1 + C2

√
k.

З цього рiвняння легко одержати наступну систему матричних рiвнянь: A1X1 +B1Y1 = C1

A2X1 +B2Y1 = C2

,

яку можна записати у виглядi матричного рiвняння над кiльцем цiлих

чисел Z: ∥∥∥∥∥∥ A1 B1

A2 B2

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥ X1

Y1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ C1

C2

∥∥∥∥∥∥ . (4.16)

Очевидно, що матричне рiвняння (4.16) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

матрицi (4.15) еквiвалентнi. Отже, для випадку k ≡ 2, 3 (mod 4) теорему

доведено.
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б) Нехай k ≡ 1 (mod 4). Покладемо в (4.3) X2 = 0 i Y2 = 0, зауважимо,

що

X1 = 2X̃1 i Y1 = 2Ỹ1,

оскiльки всi елементи матриць X1 − X2 i Y1 − Y2 дiляться на 2. Тодi з

рiвняння (4.14) маємо рiвняння

1

2

(
A1 + A2

√
k
)
X̃1 +

1

2

(
B1 +B2

√
k
)
Ỹ1 =

1

2

(
C1 + C2

√
k
)
.

Тодi, як i у випадку a) це рiвняння зведемо до вигляду∥∥∥∥∥∥ A1 B1

A2 B2

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥ X̃1

Ỹ1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ C1

C2

∥∥∥∥∥∥ . (4.17)

Отже, матричне рiвняння (4.14) має цiлочисловий розв’язок

X0 =

 2X̃1, якщо k ≡ 2, 3 (mod 4)

X̃1, якщо k ≡ 1 (mod 4)
,

Y0 =

 2Ỹ1, якщо k ≡ 2, 3 (mod 4)

Ỹ1, якщо k ≡ 1 (mod 4)
,

тодi i тiльки тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥A1 B1 C1

A2 B2 C2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 B1 0

A2 B2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над кiльцем цiлих чисел Z. Доведення теореми завершено.

Теорема 4.5. Цiлочисловий розв’язок X0, Y0 ∈ M (n,Z) матричного

рiвняння (4.14), де матрицi A,B,C ∈ M (n,K) вигляду (4.2) або (4.4),

єдиний тодi i тiльки тодi, коли матриця∥∥∥∥∥∥A1 B1

A2 B2

∥∥∥∥∥∥
– неособлива.
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Доведення. Нехай матричне рiвняння (4.14) має цiлочисловий розв’язок.

Тодi з теореми 4.4 випливає, що мають розв’язки рiвняння (4.16) i (4.17).

Цi рiвняння мають єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли матриця∥∥∥∥∥∥A1 B1

A2 B2

∥∥∥∥∥∥
— неособлива. Теорему доведено.

4.2.2. Умови iснування розв’язкiв матричного рiвняння

AX +BY = C над квадратичними кiльцями. Розглянемо матричне

лiнiйне однобiчне рiвняння (4.14), де A,B,C ∈ M(m,n,K) — вiдомi мат-

рицi, а X,Y ∈ M (n,K) — невiдомi матрицi над квадратичним кiльцем K.

Теорема 4.6. Матричне рiвняння (4.14) над квадратичним

кiльцем K з матрицями вигляду (4.2) або (4.4) має розв’язок

X,Y ∈ M(n,K) тодi i тiльки тодi, коли є еквiвалентними над Z

такi матрицi:

a) ∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k A1 B1 C1

A1 + A2 B1 +B2 A2 B2 C2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k A1 B1 0

A1 + A2 B1 +B2 A2 B2 0

∥∥∥∥∥∥ ,
якщо k ≡ 2, 3 (mod 4);

б) ∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k 2A1 2B1 2C1

A1 + A2 B1 +B2 2A2 2B2 2C2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k 2A1 2B1 0

A1 + A2 B1 +B2 2A2 2B2 0

∥∥∥∥∥∥ ,
якщо k ≡ 1 (mod 4).
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Доведення. а) Нехай k ≡ 2, 3 (mod 4), тодi матрицi X,Y можна записати

у виглядi (4.3). Пiдставивши вирази (4.2) i (4.4) у рiвняння (4.14) маємо

наступне рiвняння

(A1 + A2

√
k)(X1 +X2

√
k) + (B1 +B2

√
k)(Y1 + Y2

√
k) = C1 + C2

√
k.

З цього рiвняння легко отримати наступну систему матричних рiвнянь

над Z : A1X1 + A2X2k +B1Y1 +B2Y2k = C1

A2X1 + A1X2 +B2Y1 +B1Y2 = C2

.

З цiєї системи одержуємо матричне рiвняння над Z :

∥∥∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k

A2 A1 B2 B1

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

X1

X2

Y1

Y2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥C1

C2

∥∥∥∥∥∥ . (4.18)

Матричне рiвняння (4.18) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли еквi-

валентнi над Z наступнi матрицi:∥∥∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k C1

A2 A1 B2 B1 C2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 A2k B1 B2k 0

A2 A1 B2 B1 0

∥∥∥∥∥∥ .
Iз цих матриць одержуємо еквiвалентнi до них такi матрицi:∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k A1 B1 C1

A1 + A2 B1 +B2 A2 B2 C2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k A1 B1 0

A1 + A2 B1 +B2 A2 B2 0

∥∥∥∥∥∥ .
Теорема для випадку k ≡ 2, 3 (mod 4) доведена.

б) Нехай k ≡ 1 (mod 4). Як i в теоремi 4.4 невiдомi матрицi можна

записати у виглядi (4.12), де X̃,X2, Ỹ , Y2 ∈ M(n, l,Z). Пiдставивши в

(4.14) вирази з (4.4) i (4.12), маємо

1

2
(A1 + A2

√
k)

1

2
(X2 + 2X̃ +X2

√
k)+
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+
1

2
(B1 +B2

√
k)

1

2
(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k) =

1

2
(C1 + C2

√
k).

Домноживши лiву i праву частини цього рiвняння на 4 отримуємо

(A1 + A2

√
k)(X2 + 2X̃ +X2

√
k) + (B1 +B2

√
k)(Y2 + 2Ỹ + Y2

√
k) =

= 2(C1 + C2

√
k).

Звiдси маємо наступну систему матричних рiвнянь над Z: (A1 + A2k)X2 + (B1 +B2k)Y2 + 2A1X̃ + 2B1Ỹ = 2C1

(A1 + A2)X2 + (B1 +B2)Y2 + 2A2X̃ + 2B2Ỹ = 2C2.

З цiєї системи одержимо матричне рiвняння над Z такого вигляду:

∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k 2A1 2B1

A1 + A2 B1 +B2 2A2 2B2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

X2

Y2

X̃

Ỹ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥2C1

2C2

∥∥∥∥∥∥ .

Це матричне рiвняння розв’язне тодi i тiльки тодi, коли матрицi∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k 2A1 2B1 2C1

A1 + A2 B1 +B2 2A2 2B2 2C2

∥∥∥∥∥∥
i ∥∥∥∥∥∥A1 + A2k B1 +B2k 2A1 2B1 0

A1 + A2 B1 +B2 2A2 2B2 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над Z. Доведення завершено.

Наслiдок 4.1. Нехай Z[i] – кiльце цiлих гаусових чисел. Матричне

рiвняння

AX +BY = C,

де

A = A1 + A2i, B = B1 +B2i, C = C1 + C2i,
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Ai, Bi, Ci ∈ M(m,n,Z), i = 1, 2 має розв’язок X, Y ∈ M(n,Z[i]) в тому

i тiльки в тому випадку, коли матрицi∥∥∥∥∥∥A1 −A2 B1 −B2 C1

A2 A1 B2 B1 C2

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥A1 −A2 B1 −B2 0

A2 A1 B2 B1 0

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi над Z.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi запропоновано критерiї розв’язностi матричних лiнiй-

них рiвнянь AX+Y B = C i AX+BY = C над квадратичними кiльця-

ми. Встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi та наведено спо-

сiб знаходження розв’язкiв цих рiвнянь. Описано цiлочисловi розв’язки

матричних рiвнянь, наведено критерiй єдиностi цiлочислових розв’язкiв

цих рiвнянь i спосiб їх побудови. Розв’язування цих матричних рiвнянь

зведено до розв’язування матричних лiнiйних рiвнянь над кiльцем цiлих

чисел.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [25, 23].
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Роздiл 5

СТАНДАРТНА ФОРМА МАТРИЦЬ НАД

КВАДРАТИЧНИМИ КIЛЬЦЯМИ ТА СТРУКТУРА

РОЗВ’ЯЗКIВ МАТРИЧНИХ ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

5.1. Розв’язки матричного рiвняння AX + Y B = C.

У цьому роздiлi встановленi у роздiлах 2 та 3 стандартнi форми матриць

та пар матриць над квадратичними кiльцями, застосованi для розробки

методiв розв’язування матричних однобiчних та двобiчних лiнiйних рiв-

нянь.

5.1.1. Дiофантове рiвняння ax + by = c над квадратичними

евклiдовими кiльцями. Розглянемо лiнiйне дiофантове рiвняння

ax+ by = c, (5.1)

де a, b, c – вiдомi, а x, y – невiдомi з квадратичного евклiдового кiльця K.

Нехай (a, b) = d – найбiльший спiльний дiльник a i b. Нагадаємо, що рiв-

няння (5.1) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли найбiльший спiльний дiльник

a i b є дiльником c: d|c.

Лема 5.1. Якщо рiвняння (5.1) є розв’язним, то iснує такий розв’я-

зок x̃, ỹ ∈ K цього рiвняння, що

E (x̃) <
E(b)
E(d)

, (5.2)

де E (b) — евклiдова норма елемента b ∈ K.
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Якщо K = Z
[√

k
]

– квадратичне евклiдове уявне кiльце, тобто

k < 0, тодi таких розв’язкiв рiвняння (5.1) має скiнченну кiлькiсть.

Доведення. Оскiльки рiвняння (5.1) розв’язне, то d дiлить c. Тодi з цього

рiвняння легко отримати таке рiвняння:

a1x+ b1y = c1, (5.3)

де a = a1d, b = b1d, c = c1d i (a1, b1) = 1. Нехай x0, y0 — розв’язок

рiвняння (5.3), такий, що x0 є розв’язком конгруенцiї a1x ≡ c1 (mod b1)

i x0 ∈ Kb1, y0 =
c1 − a1x0

b1
, Kb1 — клас лишкiв за модулем b1. Очевидно,

що x0 ∈ Kb. Розв’язки x0, y0 є частковими розв’язками рiвняння (5.1) i

загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд:

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t, де t ∈ K.

Подiливши x0 на
b

d
, отримаємо

x0 = q0
b

d
+ x̃,

де

E (x̃) < E
(
b

d

)
, x̃ ̸= 0.

Легко перевiрити, що

x̃ = x0 − q0
b

d
; ỹ = y0 + q0

a

d

є розв’язком рiвняння (5.1). Застосувавши властивiсть норми частки еле-

ментiв, отримаємо умову (5.2).

Оскiльки елементiв a з квадратичного уявного кiльця K, якi мають

одне й те ж значення евклiдової норми є скiнченна кiлькiсть, то множина

елементiв цього кiльця, що задовольняють умову (5.2) є скiнченною. Лему

доведено.
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5.1.2. Структура розв’язкiв матричного рiвняння

AX + Y B = C. Розглянемо матричне рiвняння

AX + Y B = C, (5.4)

де A,B,C ∈ M (n,K) – вiдомi i X,Y ∈ M (n,K) – невiдомi матрицi над

квадратичним евклiдовим кiльцем K = Z
[√

k
]
.

Нехай пара матриць (A,B) iз матричного рiвняння (5.4) (z,k)–еквi-

валентна до пари (TA, TB) в стандартних формах TA i TB матриць

A i B, тобто для деяких оборотних матриць S ∈ GL (n,Z) i

QA, QB ∈ GL
(
n,Z

[√
k
])

маємо

TA = SAQA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA
1 0 · · · 0

tA21µ
A
1 µA

2 · · · 0
... ... . . . ...

tAn1µ
A
1 tAn2µ

A
2 · · · µA

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5.5)

де

1. tAij = 0, якщо µA
i = 1, i, j = 1, 2, ..., n, j < i,

2. E
(
tAij
)
<

E
(
µA
i

)
E
(
µA
j

) , якщо tAij ̸= 0, i, j = 1, 2, ..., n, j < i,

TB = SBQB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB
1 0 · · · 0

tB21µ
B
1 µB

2 · · · 0
... ... . . . ...

tBn1µ
B
1 tBn2µ

B
2 · · · µB

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5.6)

де

1. tBij = 0, якщо µB
i = 1, i, j = 1, 2, ..., n, j < i,

2. E
(
tBij
)
<

E
(
µB
i

)
E
(
µB
j

) , якщо tBij ̸= 0, i, j = 1, 2, ..., n, j < i.
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Тодi iз матричного рiвняння (5.4) одержимо таке рiвняння

TAH +WTB = C̃, (5.7)

де

H =
(
QA
)−1

XQB, W = SY S−1, C̃ = SCQB. (5.8)

Рiвняння (5.4) i (5.7) еквiвалентнi, тобто рiвняння (5.4) є розв’язним

тодi й тiльки тодi, коли розв’язним є рiвняння (5.7) i кожному розв’язку

X, Y рiвняння (5.4) вiдповiдає розв’язок H, W рiвняння (5.7) i навпаки,

згiдно з спiввiдношеннями (5.8).

Таким чином опис розв’язкiв рiвняння (5.4) зводимо до опису розв’яз-

кiв еквiвалентного рiвняння (5.7).

Зауважимо, що згiдно з критерiєм Рота [60, 79], матричне рiвнян-

ня (5.4) над квадратичним евклiдовим кiльцем є розв’язним тодi й тiльки

тодi, коли матрицi ∥∥∥∥∥∥ A C

0 B

∥∥∥∥∥∥ i

∥∥∥∥∥∥ A 0

0 B

∥∥∥∥∥∥
еквiвалентнi.

Теорема 5.1. Якщо матричне рiвняння (5.7) є розв’язним, то це

рiвняння має такi розв’язки

H = ∥hij∥ni,j=1 , W = ∥wij∥ni,j=1 ,

що

hij = 0, якщо µB
j = 1, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , l, (5.9)

E (hij) <
E
(
µB
j

)
E
(
d
(
µA
i , µ

B
j

)) , якщо hij ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n, j = l+1, l+2, . . . , n,

(5.10)

де d
(
µA
i , µ

B
j

)
— найбiльший спiльний дiльник iнварiантних множникiв

µA
i i µB

j матриць A i B.
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Доведення. Iз матричного рiвняння (5.7) запишемо систему рiвнянь у по-

слiдовностi вiдповiдно до дiагоналей матрицi

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n

... ... . . . ...

hn1 hn2 · · · hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
починаючи з елемента в правому верхньому кутi: h1n; h1,n−1, h2n;

h1,n−2, h2,n−1, h3n i т.д. Одержимо систему 2n− 1 рiвнянь такого вигляду:

µA
1 h1n + µB

nw1n = c̃1n,

µA
1 h1,n−1 + µB

n−1w1,n−1 + tBn,n−1µ
B
n−1w1n = c̃1,n−1,

µA
1 t

A
21h1,n + µA

2 h2n + µB
nw2n = c̃2n,

...

tAn1µ
A
1 h11 + tAn2µ

A
2 h21 + · · ·+ µA

nhn1 + µB
1 wn1 + tB21µ

B
1 wn2 + · · ·+

+tBn1µ
B
1 wnn = c̃n1.

(5.11)

Оскiльки, вiдповiдно до умови теореми рiвняння (5.7) є розв’язним, то

i система (5.11) також розв’язна. Нехай

hij = αij, wij = βij, i, j = 1, 2, . . . , n (5.12)

— її розв’язки.

Розглянемо перше рiвняння системи (5.11):

µA
1 h1n + µB

nw1n = c̃1n. (5.13)

Згiдно з лемою 5.1 iснує такий розв’язок

h0
1n = α1n −

µB
n

d
(
µA
1 , µ

B
n

)q1n, w0
1n = β1n +

µA
1

d
(
µA
1 , µ

B
n

)q1n (5.14)

рiвняння (5.13), що

E
(
h0
1n

)
<

E
(
µB
n

)
E
(
d
(
µA
1 , µ

B
n

)) ,
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де d
(
µA
i , µ

A
j

)
— найбiльший спiльний дiльник µA

i i µA
j . Далi розглянемо

наступнi два рiвняння системи (5.11):

µA
1 h1,n−1 + µB

n−1w1,n−1 + tBn,n−1µ
B
n−1w1n = c̃1,n−1, (5.15)

µA
1 t

A
21h1,n + µA

2 h2n + µB
nw2n = c̃2n. (5.16)

Оскiльки рiвняння (5.15) розв’язне, то d
(
µA
1 , µ

B
n−1

)
дiлить c̃1,n−1. Тодi у

рiвняння (5.15) пiдставимо

w0
1n = β1n +

µA
1

d
(
µA
1 , µ

B
n

)q1n
iз розв’язку (5.14) рiвняння (5.13). Одержимо наступне рiвняння:

µA
1 h1,n−1+µB

n−1w1,n−1 = c̃1,n−1− tBn,n−1µ
B
n−1

(
β1n +

µA
1

d
(
µA
1 , µ

B
n

)q1n) . (5.17)

Оскiльки c̃1,n−1 дiлиться на d
(
µA
1 , µ

B
n−1

)
, то i права частина рiвнян-

ня (5.17) дiлиться на d
(
µA
1 , µ

B
n−1

)
. Отже, рiвняння (5.17) розв’язне. Згiд-

но леми 5.1 це рiвняння має такi розв’язки h0
1,n−1, w

0
1,n−1, що

E
(
h0
1,n−1

)
<

E
(
µB
n−1

)
E
(
d
(
µA
1 , µ

B
n−1

)) .
Рiвняння (5.16) є розв’язним i h1n = α1n, h2n = α2n, w2n = β2n — йо-

го розв’язки iз розв’язкiв (5.12) системи рiвнянь (5.11), тобто правильна

рiвнiсть

µA
1 t

A
21α1n + µA

2 α2n + µB
n β2n = c̃2n

або

µA
2 α2n + µB

n β2n = c̃2n − µA
1 t

A
21α1n.

З цiєї рiвностi випливає, що c̃2n − µA
1 t

A
21α1n дiлиться на d

(
µA
2 , µ

B
n

)
. Пiд-

ставивши в рiвняння (5.16) розв’язок (5.14) рiвняння (5.13), отримаємо

таке рiвняння:

µA
2 h2n + µB

nw2n = c̃2n − tA21µ
A
1 α1n + tA21

µA
1

d
(
µA
1 , µ

B
n

)µB
n q1n.
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Оскiльки

tA21
µA
1

d
(
µA
1 , µ

B
n

)µB
n

дiлиться на d
(
µA
2 , µ

B
n

)
, то для h1n вигляду (5.14) рiвняння (5.16) є роз-

в’язним i за лемою 5.1 iснує такий розв’язок h0
2n, w

0
2n, що

E
(
h0
2n

)
<

E
(
µB
n

)
E
(
d
(
µA
2 , µ

B
n

)) .
Надалi, розглянувши наступнi рiвняння системи (5.11), що залишилися

i мiркуючи аналогiчно, ми отримаємо розв’язки h0
ij, w0

ij цiєї системи, для

яких виконується умова (5.10).

Зауважимо, що ми розглядали систему (5.11) у випадку, коли µB
j ̸= 1,

якщо ж для деяких j = 1, 2, . . . , k, µB
j = 1, тодi очевидно, що вiдповiднi

hij = 0, i = 1, 2, . . . , k, i > j i виконується умова (5.9). Теорему доведено.

5.1.3. Розв’язки з мiнiмальною евклiдовою нормою матрич-

ного рiвняння.

Теорема 5.2. Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове уявне

кiльце i матричне рiвняння (5.7) розв’язне. Тодi це матричне рiвняння

має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв H, W з умовами (5.9) i (5.10).

Доведення. Розв’язки

H =
∥∥h0

ij

∥∥n
i,j=1

, W =
∥∥w0

ij

∥∥n
i,j=1

матричного рiвняння (5.7) складенi з розв’язкiв системи рiвнянь (5.11)

з умовами (5.9), (5.10). Це означає, що елементи hij, i, j = 1, 2, . . . , n

матрицi H є з обмеженими евклiдовими нормами. Вiдомо [37], що еле-

ментiв iз квадратичного евклiдового уявного кiльця K, якi мають одне

й те ж значення евклiдової норми є скiнченна кiлькiсть. Тому цих роз-

в’язкiв H, W над квадратичним евклiдовим уявним кiльцем є скiнченна

кiлькiсть. Доведення завершене.
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Наслiдок 5.1. Нехай канонiчною дiагональною формою матрицi TA

з матричного рiвняння (5.7) є

DA = diag

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
k

µA
k+1, µ

A
k+2, . . . , µ

A
n

 , µA
k+1 ̸= 1.

Якщо матричне рiвняння (5.7) розв’язне, то воно має такi розв’язки

H, W , де матриця H є такого вигляду:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 · · · 0 h1,k+1 h1,k+2 · · · h1,n

0 0 · · · 0 h2,k+1 h2,k+2 · · · h2,n

... ... · · · ... ... ... · · · ...

0 0 · · · 0 hn,k+1 hn,k+2 · · · hn,n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

тобто в матрицi H 1-ий, ..., k-ий стовпцi нульовi i елементи k+1-го,

k+ 2-го, ..., n-го стовпцiв мають евклiдовi норми меншi, нiж евклiдовi

норми вiдповiдних iнварiантних множникiв µA
k+1, µ

A
k+2, . . . , µ

A
n матри-

цi TA.

Означення 5.5. Евклiдовою нормою E(A) = s матрицi

A =
∥∥∥aij∥∥∥n

i,j=1
, де aij, i, j = 1, 2, . . . , n — елементи iз квадратич-

ного кiльця K, називаємо найбiльшу евклiдову норму E(apq) = s

елемента apq серед усiх елементiв матрицi A.

Наслiдок 5.2. Якщо матричне рiвняння (5.7) розв’язне, то це рiв-

няння має такi розв’язки H, W , що евклiдова норма E(H) матрицi H

менша, нiж евклiдова норма E(µB
n ) канонiчної дiагональної форми DB

матрицi B: E(H) < E(DB).

Iз розв’язкiв H, W матричного рiвняння (5.7) будуємо розв’язки X, Y

матричного рiвняння (5.4) згiдно з спiввiдношень (5.8).
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Приклад. Розглянемо матричне рiвняння∥∥∥∥∥∥∥∥
4 2i 6 + 2i

0 2 −2i

3 2i 6 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥X+Y

∥∥∥∥∥∥∥∥
1− 3i 1 + i −2 + i

0 1 0

1− 2i 1 + i −2 + i

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
−9− 14i 2− 6i −8 + 3i

1− i −1 + i −1

−9− 11i 1− 5i −6 + 3i

∥∥∥∥∥∥∥∥
(5.18)

над кiльцем цiлих гаусових чисел Z[i]. Коефiцiєнтами цього матричного

рiвняння є

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
4 2i 6 + 2i

0 2 −2i

3 2i 6 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1− 3i 1 + i −2 + i

0 1 0

1− 2i 1 + i −2 + i

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
−9− 14i 2− 6i −8 + 3i

1− i −1 + i −1

−9− 11i 1− 5i −6 + 3i

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Тодi iснують такi обороднi матрицi

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 −1

0 1 0

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
над кiльцем цiлих чисел Z i оборотнi матрицi

QA =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 1 i

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , QB =

∥∥∥∥∥∥∥∥
i 0 0

0 1 0

1 0 −i

∥∥∥∥∥∥∥∥
над кiльцем Z[i], що пара матриць (A,B) (z,k)-еквiвалентна до пари

(TA, TB) в стандартних формах TA i TB матриць A i B, тобто

SAQA = TA =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 2 0

3 2i 4 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥ , SBQB = TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 1 0

2i 1 + i 1 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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З матричного рiвняння (5.18) отримаємо таке рiвняння∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 2 0

3 2i 4 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥H +W

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 1 0

2i 1 + i 1 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1− i 2i

i −1 + i i

5− 6i 1− 5i 3 + 6i

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Оскiльки за умовою теореми hi1, hi2, i = 1, 2, 3 рiвнi нулю, тодi рiвнян-

ня (5.19) має вигляд:∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 2 0

3 2i 4 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 h13

0 0 h23

0 0 h33

∥∥∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥∥∥
w11 w12 w13

w21 w22 w23

w31 w32 w33

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

0 1 0

2i 1 + i 1 + 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1− i 2i

i −1 + i i

5− 6i 1− 5i 3 + 6i

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (5.19)

де E(hi3) < E(1 + 2i), i = 1, 2, 3. Розписавши матричне рiвняння (5.19)

одержимо таку систему рiвнянь над Z[i] :

h13 + (1 + 2i)w13 = 2i,

w12 + (1 + i)w13 = 1− i,

2h23 + (1 + 2i)w23 = i,

w11 + 2iw13 = 1,

w22 + (1 + i)w23 = −1 + i,

3h13 + 2h23 + (4 + 2i)h33 + (1 + 2i)w33 = 3 + 6i,

w21 + 2iw23 = i,

w23 + (1 + i)w33 = 1− 5i,

w13 + 2iw33 = 5− 6i.

Оскiльки матричне рiвняння (5.19) розв’язне, тодi ця система також

має розв’язок. Зокрема, загальний розв’язок першого рiвняння системи

має вигляд h13 = −1+(1+2i)t1, w13 = 1−t1, t1 ∈ Z[i]. Серед цих розв’яз-

кiв шукаємо такi, що задовольняють умови теореми 5.2., тобто для яких
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виконується E(h13) < 5. Таких розв’язкiв буде три, при t1 = 0,−i, 1. Ана-

логiчно розглянувши кожне рiвняння системи, вiдшукаємо всi розв’язки

цiєї системи, якi задовольняють умови (5.9) i (5.9). Отже, матрицi H, W

будуть мiстити елементи такого вигляду:

h13 = −1 + (1 + 2i)t1, h23 = 1 + (1 + 2i)t2, h23 = −4 + 6i+ (1 + 2i)t3

w11 = 1− 2i+ 2it1, w12 = −2i+ (1 + i)t1, w13 = 1− t1

w21 = i+ 2 + 4it2, w22 = 2t2(1 + i), w23 = i− 2t2,

w31 = −27− 10i+ 6it1 − 4t2 + (−4 + 8i)t3,

w32 = −17 + 9i+ (3 + 3i)t1 + (−2 + 2i)t2 + (2 + 6i)t3,

w33 = 2− 16i− 3t1 − 2it2 − (4 + 2i)t3,

де t1 = 0,−i, 1; t2 = 0, i,−1; t3 = −2− 3i,−2− 2i,−1− 3i. Очевидно, що

таких розв’язкiв є скiнченна кiлькiсть, а саме 27.

5.2. Cтруктура розв’язкiв матричного рiвняння

AX +BY = C.

Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове кiльце i

AX +BY = C (5.20)

— матричне лiнiйне рiвняння над кiльцем K, тобто A,B,C ∈ M (m,n,K)

— вiдомi i X, Y ∈ M (n,K) – невiдомi матрицi над кiльцем K.

Mатричне рiвняння (5.20) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли найбiльший

спiльний лiвий дiльник матриць A i B є лiвим дiльником матрицi C, або

матриця
∥∥∥A B C

∥∥∥ правоеквiвалентна до матрицi
∥∥∥A B 0

∥∥∥ [64].

Нехай матричне рiвняння (5.20) є розв’язним. Дослiдимо структу-

ру його розв’язкiв. Опис розв’язкiв матричного рiвняння (5.20) зводимо
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до опису розв’язкiв еквiвалентного матричного рiвняння з матрицями-

коефiцiєнтами трикутних виглядiв.

Нехай пара матриць A,B ∈ M (m,n,Z) , m < n iз матричного рiв-

няння (5.20) (z,k)-еквiвалентна до стандартних форм TA, TB, вигля-

ду (5.5) i (5.6), тобто iснують такi оборотнi матрицi S ∈ GL (m,Z) i

QA, QB ∈ GL
(
n,Z

[√
k
])

, що

SAQA = TA, SBQB = TB.

Тодi з матричного рiвняння (5.20) одержимо таке рiвняння

SAQA
(
QA
)−1

X + SBQB
(
QB
)−1

Y = SC. (5.21)

За допомогою правих елементарних операцiй матрицю SC зведемо до

трикутного вигляду, тобто для деякої оборотної матрицi V ∈ GL (n,K)

маємо, що

SCV =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

c̃11 0 · · · 0 · · · 0

c̃21 c̃22 · · · 0 · · · 0
... ... . . . ... ...

c̃m1 c̃m2 · · · c̃mm · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= C̃.

Тодi iз матричного рiвняння (5.21) одержимо таке рiвняння

SAQA
((

QA
)−1

XV
)
+ SBQB

((
QB
)−1

Y V
)
= SCV

або

TAH + TBW = C̃, (5.22)

де

H =
(
QA
)−1

XV, W =
(
QB
)−1

Y V, C̃ = SCV. (5.23)

Нехай

DB = diag
(
1, . . . , 1, µB

l+1, µ
B
l+2, . . . , µ

B
m

)
, µB

l+1 ̸= 1, l ≥ 0

— канонiчна дiагональна форма матрицi B iз матричного рiвнян-

ня (5.22).
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Теорема 5.3. Нехай K — квадратичне евклiдове кiльце i мат-

рицi A,B,C ∈ M(m,n,K) iз матричного рiвняння (5.20) такi, що

rangA = rangB = m. Якшо
(
dAm, d

B
m

)
= 1, тодi матричне рiвняння (5.22)

розв’язне i має такi розв’язки

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0

hl+1,1 · · · hl+1,l+1 0 · · · 0 0 · · · 0

hl+2,1 · · · hl+2,l+1 hl+2,l+2 · · · 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ... ... . . . ...

hm1 · · · hm,l+1 hm,l+2 · · · hmm 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

W =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

w11 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

wl+1,1 · · · wl+1,l+1 0 · · · 0 0 · · · 0

wl+2,1 · · · wl+2,l+1 wl+2,l+2 · · · 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ... ... . . . ...

wm1 · · · wm,l+1 wm,l+2 · · · wmm 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (5.24)

де E (hij) < E
(
µB
i

)
, якщо hij ̸= 0, i = l + 1, l + 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , i,

dAm — найбiльший спiльний дiльник m-го порядку матрицi A.

Доведення. Оскiльки,
(
dAm, d

B
m

)
= 1, то очевидно, що матричне рiвнян-

ня (5.22) розв’язне [73]. Тодi з матричного рiвняння (5.22) запишемо таку
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систему рiвнянь:

i∑
s=1

(
tAisµ

A
s hsj + tBisµ

B
s wsj

)
= c̃ij, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, (5.25)

де tAss = tBss = 1 i c̃ij = 0, j > i. Розглянемо пiдсистему системи (5.25) для

i = 1, j = 1, 2, . . . , n 

µA
1 h11 + µB

1 w11 = c̃11,

µA
1 h12 + µB

1 w12 = 0,
...

µA
1 h1m + µB

1 w1m = 0,

µA
1 h1,m+1 + µB

1 w1,m+1 = 0,
...

µA
1 h1n + µB

1 w1n = 0.

(5.26)

Оскiльки,

dAm = dT
A

m = µA
1 µ

A
2 · · ·µA

m, dBm = dT
B

m = µB
1 µ

B
2 · · ·µB

m,

то
(
µA
i , µ

B
j

)
= 1, для всiх i, j = 1, 2, . . . ,m. А, отже,

(
µA
1 , µ

B
1

)
= 1

i пiдсистема (5.26) є розв’язною. За лемою 5.1 iснує такий розв’язок

h0
11, w

0
11 рiвняння

µA
1 h11 + µB

1 w11 = c̃11, (5.27)

що

E
(
h0
11

)
< E

(
µB
1

)
.

Очевидно, що наступнi n − 1 рiвняння пiдсистеми (5.26) мають нульовi

розв’язки:

h0
1j = 0, w0

1j = 0, j = 2, 3, . . . , n.
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Для i = 2, j = 1, 2, . . . , n маємо таку пiдсистему

tA21µ
A
1 h11 + µA

2 h21 + tB21µ
B
1 w11 + µB

2 w21 = c̃21,

tA21µ
A
1 h12 + µA

2 h22 + tB21µ
B
1 w12 + µB

2 w22 = c̃22,

tA21µ
A
1 h13 + µA

2 h23 + tB21µ
B
1 w13 + µB

2 w23 = 0,
...

tA21µ
A
1 h1m + µA

2 h2m + tB21µ
B
1 w1m + µB

2 w2m = 0,

tA21µ
A
1 h1,m+1 + µA

2 h2,m+1 + tB21µ
B
1 w1,m+1 + µB

2 w2,m+1 = 0,
...

tA21µ
A
1 h1n + µA

2 h2n + tB21µ
B
1 w1n + µB

2 w2n = 0.

(5.28)

Розглянемо перше рiвняння пiдсистеми (5.28)

tA21µ
A
1 h11 + µA

2 h21 + tB21µ
B
1 w11 + µB

2 w21 = c̃21. (5.29)

Пiдставимо розв’язок h0
11, w

0
11 рiвняння (5.27) з пiдсистеми (5.26) у рiв-

няння (5.29), одержимо таке рiвняння:

µA
2 h21 + µB

2 w21 = c̃21 − tA21µ
A
1 h

0
11 − tB21µ

B
1 w

0
11.

Оскiльки, (µA
2 , µ

B
2 ) = 1, це рiвняння розв’язне i згiдно леми 5.1 має такий

розв’язок h0
21, w

0
21, що

E
(
h0
21

)
< E

(
µB
2

)
.

У рiвняння

tA21µ
A
1 h12 + µA

2 h22 + tB21µ
B
1 w12 + µB

2 w22 = c̃22,

поклавши розв’язок h0
12 = 0, w0

12 = 0 iз пiдсистеми (5.26), матимемо

µA
2 h22 + µB

2 w22 = c̃22.

Це рiвняння є розв’язним i iснує такий розв’язок h0
22, w

0
22, що

E
(
h0
22

)
< E

(
µB
2

)
.
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Розглянемо наступне рiвняння пiдсистеми (5.28)

tA21µ
A
1 h13 + µA

2 h23 + tB21µ
B
1 w13 + µB

2 w23 = 0.

Оскiльки, h0
13 = 0, w0

13 = 0, тодi розв’язками цього рiвняння будуть

h0
23 = 0, w0

23 = 0.

Мiркуючи, аналогiчно встановимо, що система (5.25) має такi розв’язки

h0
ij, w

0
ij, що

E
(
h0
ij

)
< E

(
µB
i

)
, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , i

i

h0
ij, w

0
ij = 0, i = 1, 2, . . . ,m, j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

Теорему доведено.

Теорема 5.4. Нехай K = Z
[√

k
]

— квадратичне евклiдове уявне

кiльце. Тодi матричне рiвняння (5.22) над кiльцем K має скiнченну

кiлькiсть розв’язкiв вигляду (5.24).

Доведення. З розв’язкiв системи (5.25) ми отримаємо такi розв’язки

H =
∥∥∥hij

∥∥∥n
i,j=1

, W =
∥∥∥wij

∥∥∥n
i,j=1

, що елементи hij, i, j = 1, 2, . . . , n матри-

цi H є з обмеженими евклiдовими нормами. Тому аналогiчно, як при до-

веденнi теореми 5.2, випливає, що цих розв’язкiв H, W над квадратичним

евклiдовим уявним кiльцем є скiнченна кiлькiсть. Теорему доведено.

Нагадаємо, що евклiдовою нормою E(A) матрицi A =
∥∥∥aij∥∥∥m,n

i,j=1
нази-

ваємо найбiльшу евклiдову норму E(apq) елементiв матрицi A.

Iз теореми маємо, що найбiльша евклiдова норма елементiв матрицi H

iз розв’язку рiвняння (5.22) є меншою евклiдової норми останнього iн-

варiантного множника µB
n матрицi B iз рiвняння (5.20). Евклiдова

норма канонiчної дiагональної форми DB матрицi B дорiвнює евклiдовiй

нормi iнварiантного множника µB
n . Тому одержуємо такий наслiдок:
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Наслiдок 5.3. Матричне рiвняння (5.22), в якому (dAm, d
B
m) = 1, має

такi розв’язки H, W, що евклiдова норма E(H) матрицi H менша, нiж

евклiдова норма E(DB) канонiчної дiагональної форми DB матрицi B.

Якщо K — квадратичне евклiдове уявне кiльце, то таких розв’язкiв

матричне рiвняння (5.22) має скiнченну кiлькiсть.

Зауважимо, що якщо для матриць A i B з рiвняння (5.20)(
dAm, d

B
m

)
̸= 1, то рiвняння (5.22) може i не мати розв’язкiв H, W вигля-

ду (5.24) для яких E (hij) < E
(
µB
i

)
, якщо hij ̸= 0, i = l+1, l+2, . . . ,m,

j = 1, 2, . . . , i.

Приклад. Розглянемо таке матричне рiвняння∥∥∥∥∥∥1 + i 0

1 + i 9− 3i

∥∥∥∥∥∥H +

∥∥∥∥∥∥1− 2i 0

0 9− 3i

∥∥∥∥∥∥W =

∥∥∥∥∥∥ 1 + i 0

8 + 2i −15 + 5i

∥∥∥∥∥∥ (5.30)

над кiльцем цiлих гаусових чисел Z[i]. Це рiвняння є розв’язним i має

такий розв’язок

H0 =

∥∥∥∥∥∥2 + 3i 1− 2i

1 −1

∥∥∥∥∥∥ , W 0 =

∥∥∥∥∥∥2 −1− i

0 −1

∥∥∥∥∥∥ .
Ми шукаємо розв’язки H, W, для яких E (hij) < E

(
µB
i

)
, якщо hij ̸= 0,

i, j = 1, 2.

З матричного рiвняння (5.30) маємо таку систему рiвнянь
(1 + i)h11 + (1− 2i)w11 = 1 + i,

(1 + i)h12 + (1− 2i)w12 = 0,

(1 + i)h11 + (9− 3i)h21 + (9− 3i)w21 = 8 + 2i,

(1 + i)h12 + (9− 3i)h22 + (9− 3i)w22 = −15 + 5i.

(5.31)

Оскiльки, d(1 + i, 1− 2i) = 1, то перше рiвняння

(1 + i)h11 + (1− 2i)w11 = 1 + i

системи (5.31) розв’язне i має загальний розв’язок

h11 = (2 + 3i) + (1− 2i)t, w11 = 2− (1 + i)t, t ∈ Z[i].
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Тодi це рiвняння має лише такi три розв’язки (1, 0); (−1− i,−1 + i);

(2i, 1 + i), що E(h11) < E(1− 2i). Пiдставивши h11 = 1 в рiвняння

(1 + i)h11 + (9− 3i)h21 + (9− 3i)w21 = 8 + 2i (5.32)

системи (5.31) маємо рiвняння

(9− 3i)h21 + (9− 3i)w21 = 7 + i.

Це рiвняння не має розв’язкiв, адже 9− 3i не є дiльником 7 + i. Ана-

логiчно, доводимо, що рiвняння (5.32) не є розв’язним при h11 = −1− i

або h11 = 2i.

Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi, на основi встановлених у роздiлах 2 i 3 стандартних

форм матриць та їх пар над квадратичними кiльцями вiдносно (z,k)-ек-

вiвалентностi, розв’язування рiвнянь типу Сильвестра та матричних дiо-

фантових рiвнянь зведено до розв’язування вiдповiдних матричних рiв-

нянь з матрицями-коефiцiєнтами у стандартних формах. Вказано, що у

розв’язних цих матричних рiвняннях iснують розв’язки з обмеженими ев-

клiдовими нормами. Встановлено, що таких розв’язкiв матричних рiвнянь

над квадратичними евклiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Результати цього роздiлу опублiковано в [24].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено еквiвалентнiсть матриць i їх пар над

квадратичними кiльцями. Встановлено простiшi форми матриць i їх пар

вiдносно спецiальної еквiвалентностi i використано цi форми при розв’я-

зуваннi матричних лiнiйних однобiчних та двобiчних рiвнянь над квадра-

тичними кiльцями та опису структури розв’язкiв цих рiвнянь.

Введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратични-

ми кiльцями. Встановлено, що матрицi A над квадратичними евклi-

довими кiльцями та квадратичними кiльцями головних iдеалiв (z,k)-

еквiвалентними перетвореннями зводяться до спецiальної трикутної фор-

ми TA, яка названа стандартною формою матрицi A. Показано, що кiль-

кiсть стандартних форм TA матриць A над квадратичними евклiдовими

уявними кiльцями є скiнченна.

Доведено, що пари матриць, визначники яких є взаємно простими або

є степенями простих чисел у квадратичному кiльцi, (z,k)-еквiвалентними

перетвореннями одночасно зводяться до стандартних форм. Показано, що

кiлькiсть стандартних пар
(
TA, TB

)
пари матриць (A,B) над квадратич-

ними уявними евклiдовими кiльцями є скiнченна.

Встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi та наведено

спосiб знаходження розв’язкiв матричних рiвнянь AX + Y B = C i

AX +BY = C над квадратичними кiльцями. Описано цiлочисловi роз-

в’язки цих матричних рiвнянь, наведено критерiй єдиностi цiлочислових

розв’язкiв i спосiб їх побудови. Розв’язування матричних рiвнянь зведено

до розв’язування матричних лiнiйних рiвнянь над кiльцем цiлих чисел.

На основi встановлених у роздiлах 2 i 3 стандартних форм матриць

та їх пар над квадратичними кiльцями вiдносно (z,k)-еквiвалентностi роз-
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в’язування рiвнянь типу Сильвестра та матричних дiофантових рiвнянь

зведено до розв’язування вiдповiдних матричних рiвнянь з матрицями-

коефiцiєнтами у стандартних формах. Вказано, що у розв’язних матрич-

них рiвнянь iснують розв’язки з обмеженими евклiдовими нормами. Вста-

новлено, що таких розв’язкiв матричних рiвнянь над квадратичними ев-

клiдовими уявними кiльцями є скiнченна кiлькiсть.

Результати дисертацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть бути

використанi при подальших дослiдженнях структури матриць над квад-

ратичними та iншими кiльцями, при розв’язуваннi матричних рiвнянь.

Цi результати можуть знайти застосування i в прикладних напрямках, у

яких виникають матричнi рiвняння i якi потребують описання структури

їх розв’язкiв.
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