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ÀÍÎÒÀÖIß

Iëàø Í.Á. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð

SL2−iíâàðiàíòiâ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïè-

ñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.06 � àëãåáðà òà òåîðiÿ ÷èñåë.

� Õìåëüíèöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò. � ÄÂÍÇ
”
Ïðèêàðïàòñüêèé

íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà“, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê,

2019.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà îäíié iç çàäà÷ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâà-

ðiàíòiâ � äîñëiäæåííþ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð SL2−iíâàðiàíòiâ. Ó äàíié

ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ðÿäè Ïóàíêàðå P(Id, z) öèõ àëãåáð ç òî÷íiñòþ äî ïåð-

øèõ äâîõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó P(Id, z) â ðÿä Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z = 1.

Êîåôiöi¹íò ïåðøîãî äîäàíêó öüîãî ðîçêëàäó íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì àëãå-

áðè. Ãiëüáåðò îá÷èñëèâ ñòåïiíü àëãåáðè Id iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè
â 1890 ðîöi. Ñïðiíãåð ïiäòâåðäèâ öåé ðåçóëüòàò, âèêîðèñòàâøè îòðèìàíó

íèì æå ôîðìóëó äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè Id. Íåùîäàâíî Ë. Áåäðà-

òþêîì áóëî îòðèìàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå îêðåìèõ àëãåáð

SLn−iíâàðiàíòiâ. Äîñëiäæóþ÷è ¨õ, ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îäåðæàíî:
- ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà ðÿäó Ïóàíêàðå P(Cd, z)

àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè â òî÷öi z = 1, ¨õ iíòåãðàëüíå çîáðà-

æåííÿ òà àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì;

- ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì;

- ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1 ðÿäiâ

Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì, äî-

ñëiäæåíî ¨õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1 ðÿäiâ

Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
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äîñëiäæåíî ¨õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì;

- ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ êîâà-

ðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì;

- ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì;

- ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ êîâà-

ðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì;

- ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ

òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì;

- ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ

òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

Îñíîâíà ÷àñòèíà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, íàâåäå-

íî îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, âèäiëåíî îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæå-

ííÿ, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, âèñâiòëåíî íàóêîâó íîâè-

çíó, à òàêîæ âêàçàíî çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè. Êðiì òîãî, íàâåäåíî

iíôîðìàöiþ ùîäî àïðîáàöi¨ ðåçóëüòàòiâ òà ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨,

âèäiëåíî ñòðóêòóðó ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè iíøèõ àâòî-

ðiâ, ÿêi âèêîðèñòàíi â õîäi äîñëiäæåíü, çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè ç äàíî¨

òåìàòèêè. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 1.1 äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåíî ïîçíà÷åííÿ àë-

ãåáð SL2−iíâàðiàíòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â óñüîìó òåêñòi.
Ó ïiäðîçäiëi 1.2 íàâåäåíî âiäîìi ðåçóëüòàòè iíøèõ àâòîðiâ ïðî ðÿäè Ïó-

àíêàðå ãðàäóéîâàíèõ àëãåáð. Çîêðåìà, öåé ïiäðîçäië ìiñòèòü âiäîìi ÿâíi

ôîðìóëè ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð SLn−iíâàðiàíòiâ, ùî áóäóòü âèêîðèñòàíi
ó ðîçäiëàõ 2�4 äëÿ îòðèìàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Ïiäðîçäië 1.3 ìiñòèòü âiäîìi ðåçóëüòàòè ïðî ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà, ùî

áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü â ðîçäiëi 4. Êðiì òîãî, ó öüîìó ïiäðîçäiëi íà-

âåäåíî âiäîìi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ϕn, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ ó ôîðìóëàõ äëÿ

ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè òà â

ôîðìóëàõ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ

äâîõ áiíàðíèõ ôîðì. Öi âëàñòèâîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ïiäðîçäiëàõ 2.1,

3.1, 3.2 òà 3.3 äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ âiäïîâiäíèõ àëãåáð.

Ó ïiäðîçäiëi 1.4 ðîçãëÿäàþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð

SL2−iíâàðiàíòiâ. Âèãëÿä ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà äà¹ âàæëèâó iíôîð-

ìàöiþ ïðî ñòðóêòóðó àëãåáðè. Êðiì òîãî, âàæëèâó ðîëü â àëãåáðà¨÷íié

ãåîìåòði¨ âiäiãðàþòü êîåôiöi¹íòè i ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà Ãiëüáåðòà. Âiäîìî,

ùî äëÿ àëãåáð SLn−iíâàðiàíòiâ âîíè ¹ êâàçiìíîãî÷ëåíàìè. Îäíàê ôîð-

ìóëà Êåëëi-Ñiëüâåñòðà äëÿ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n áiíàðíèõ ôîðì

íå âèðàæà¹ ¨õ ÷åðåç êâàçiìíîãî÷ëåíè. Ó ïiäðîçäiëi 1.4 íàâåäåíî âiäîìi

ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð SL2−iíâàðiàíòiâ.
Äðóãèé ðîçäië, ïåðøèé ç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ïðè-

ñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðÿäó Ïóàíêàðå P(Cd, z) àëãåáðè Cd êîâàðiàíòiâ áiíàð-
íî¨ d-ôîðìè. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä Ñïðiíãåðà, îá÷èñëåíî ïåðøi

äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ðÿäó Ïóàíêàðå P(Cd, z) öi¹¨ àëãåáðè â ðÿä Ëîðàíà
â òî÷öi z = 1, çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ òà äîñëiäæåíî àñèìïòî-

òè÷íó ïîâåäiíêó öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Êðiì öüîãî, ó ðîçäiëi 2 äîâåäåíî, ùî

öi êîåôiöi¹íòè ¹ äîäàòíèìè ÷èñëàìè. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 îá÷èñëåíî ñòåïiíü

àëãåáðè Cd êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè. Ó ïiäðîçäiëi 2.2 îá÷èñëåíî ií-

òåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè Cd i çíàéäåíà éîãî àñèìïòîòè÷íà

ïîâåäiíêà.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi îá÷èñëåíî ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ Id1,d2
òà êîâàðiàíòiâ Cd1,d2 äâîõ áiíàðíèõ ôîðì. ßê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi òóò

çàñòîñîâàíèé ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé Ñïðiíãåðîì. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ÷èñëà d1 i d2 ðiçíî¨ ïàðíîñòi (d1 < d2). Ó ïiäðîçäiëi
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3.2 çíàéäåíî ñòåïiíü àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàð-

íèõ ôîðì ïðè d1 = d2 mod 2, i d1 < d2. Âèïàäîê d1 = d2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ

â ïiäðîçäiëi 3.3. Êðiì òîãî, ó äàíîìó ðîçäiëi â õîäi îá÷èñëåíü îòðèìàíî

äåêiëüêà êîìáiíàòîðíèõ òîòîæíîñòåé.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì I(n)1 , ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ

ôîðì C(n)1 , ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì I(n)2 òà ñïiëüíèõ

êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì C(n)2 . Çîêðåìà, òóò âèðàæåíî âêàçà-

íi ðÿäè Ïóàíêàðå â òåðìiíàõ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà, îòðèìàíî ðåêóðåí-

òíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ íèõ, îá÷èñëåíî ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó

â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1 öèõ ðÿäiâ Ïóàíêàðå, çîêðåìà, îòðèìàíî

ôîðìóëè äëÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëi-

íiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ, äîñëi-

äæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ñòåïåíiâ. Òàêîæ ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi

ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà H(I(n)1 ,m) = dim(C(n)1 )m,H(C(n)1 ,m) = dim(C(n)1 )m,

H(I(n)2 ,m) = dim(I(n)2 )m,H(C(n)2 ,m) = dim(C(n)2 )m öèõ àëãåáð âèðàæåíî ó

âèãëÿäi êâàçiìíîãî÷ëåíiâ. Êðiì òîãî, ó öüîìó ðîçäiëi â õîäi îá÷èñëåíü îòðè-

ìàíî äåêiëüêà áiíîìiàëüíèõ òîòîæíîñòåé.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâîäÿòüñÿ êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi, íåîáõiäíi äëÿ ðîáî-

òè ç ðÿäàìè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ

òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êðiì òîãî, ó öüîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî äåêiëüêà

âèðàçiâ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà.

Ïiäðîçäië 4.2 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì. Çîêðåìà, âèðàæåíî ðÿäè Ïóàí-

êàðå öèõ àëãåáð ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî

ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1 ðÿäiâ Ïóàíêàðå

öèõ àëãåáð. Êðiì òîãî, ó ïiäðîçäiëi 4.2 çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ

òà äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Ó ïiäðîçäiëi 4.3

îòðèìàíî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàði-



6

àíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òà àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ó ïiäðîçäiëi

4.4 çíàéäåíî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ öèõ ðÿäiâ Ïóàíêàðå.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 âèâ÷àþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì. Òóò çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ

öèõ ìíîãî÷ëåíiâ. ßâíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çíàéäåíî â ïiäðîçäiëi

4.6. Ó ïiäðîçäiëi 4.7 ðîçãëÿäàþòüñÿ ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íèçüêèõ ïîðÿäêiâ

äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü n.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíâàðiàíò, êîâàðiàíò, ðÿä Ïóàíêàðå, áiíàðíà ôîðìà,

àëãåáðà iíâàðiàíòiâ, ñòåïiíü àëãåáðè, ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà.

Ilash N.B. Asymptotic behavior of the Poincar�e series of algebras of

SL2−invariants. � Quali�cation scienti�c work on rights of manuscript.
The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical

Sciences degree on the speciality 01.01.06 � algebra and number theory. �

Khmelnytskyi National University. � Vasyl Stefanyk Precarpathian National

University, Ivano-Frankivsk, 2019.

This thesis explores one of the problems of classical invariant theory the

Poincar�e series of the algebras of SL2−invariants. In this thesis we study the

Poincar�e series P(Id, z) of these algebras as well as the �rst two coe�cients

of the Laurent expansion of P(Id, z) at z = 1. The �rst coe�cient of this

expansion is called the degree of the algebra. Hilbert had calculated the degree

of the algebra Id of invariants of binary d−form in 1890. Springer proved this

result, using his formulas for the Poincar�e series of the algebra Id. The other
researcher L.Bedratyuk got explicit formulas for Poincar�e series of some algebras
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of SL2−invariants. Based on all these conclusions, in this thesis we have got

the following:

- the �rst two coe�cients of the Laurent expansion of the Poincar�e seri-

es of the algebra of covariants of binary d−form P(Cd, z) at z = 1, integral

representation and asymptotic behavior of the coe�cients;

- the degree of the algebra of joint invariants of two binary forms;

- the degree of the algebra of joint covariants of two binary forms;

- the �rst two coe�cients of the Laurent expansion of the Poincar�e series of

the algebra of joint invariants of n linear forms P(I(n)1 , z) at z = 1, the integral

representation and asymptotic behavior of the coe�cients;

- the �rst two coe�cients of the Laurent expansion of the Poincar�e series of

the algebra of joint covariants of n linear forms P(C(n)1 , z) at z = 1, the integral

representation and asymptotic behavior of the coe�cients;

- the �rst two coe�cients of the Laurent expansion of the Poincar�e series

of the algebra of joint invariants of n quadratic forms P(I(n)2 , z) at z = 1, the

integral representation and asymptotic behavior of the coe�cients;

- the �rst two coe�cients of the Laurent expansion of the Poincar�e series

of the algebra of joint covariants of n quadratic forms P(C(n)2 , z) at z = 1, the

integral representation and asymptotic behavior of the coe�cients;

- the recurrence relation for the Poincar�e series of the algebra of joint invari-

ants of n linear forms;

- the recurrence relation for the Poincar�e series of the algebra of joint covari-

ants of n linear forms;

- the recurrence relation for the Poincar�e series of the algebra of joint invari-

ants of n quadratic forms;

- the recurrence relation for the Poincar�e series of the algebra of joint covari-

ants of n quadratic forms;

- explicit formulas for the Hilbert polynomials of the algebras of joint invari-

ants and joint covariants of n linear forms.
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-explicit formulas for the Hilbert polynomials of the algebras of joint invari-

ants and joint covariants of n quadratic forms.

The main part of the thesis consists of introduction, four chapters, conclusion

and references.

The introduction grounds the relevance of the research topic, provides the

well-known results, highlights the object, subject and research methods, gives

both the aim and tasks of the research, de�nes the scienti�c novelty and relati-

ons with scienti�c programs. In addition, it contains the information about

the results obtained in the dissertation, author's relevant publications, and the

structure of the thesis.

In chapter one we give basic de�nitions and the results previously obtained

by the other scientists, bibliography review on the thesis topic. In particular,

in paragraph 1.1 notation about the algebras of SL2− invariants that are used

throughout the text are collected for convenience in this section.

The current results about Poincar�e series of graded algebras are collected in

paragraph 1.2. In particular, this paragraph contains known explicit formulas

for Poincar�e series of SLn− invariants. It will be used in chapters 2�4 to obtain

the main results.

Paragraph 1.3 provides the current results on the Narayana polynomials

that are used in chapter four. In addition, this paragraph considers properties of

function ϕn. It appears in the formulas for the Poincar�e series of several algebras

of SL2− invariants, such as the algebra of invariants for binary d−form, the
algebra of covariants for binary d−form, the algebra of joint invariants of two
binary forms, and the algebra of joint covariants of two binary forms. We use

the properties of the function ϕn in paragraphs 2.1, 3.1, 3.2, 3.3.

Paragraph 1.4 considers the Hilbert polynomials of algebras of

SL2−invariants. The form of the Hilbert polynomials gives us the important

information about the structure of the algebra. Besides, the coe�cients and the

degree of the Hilbert polynomial play an important role in Algebraic Geometry.
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It is well known that it is quasi-polynomial for the algebra SLn−invariants. The
Cayley-Sylvester formula for the algebra of joint invariants of n binary forms is

not expressed in terms of quasi-polynomials. Paragraph 1.4 provides the current

formulas for the Hilbert polynomials of the algebras of SL2− invariants.

The second chapter, the �rst of the main chapters of the thesis, is devoted

to investigation of the Poincar�e series P(Cd, z) of the algebra Cd of covariants
for binary d−form. In particular, applying Springer's method, it was calculated
the �rst two terms of the Laurent series expansion at the point z = 1 of

the Poincar�e series P(Cd, z) of this algebra. Also, it was calculated both an

integral representation and the asymptotic behavior of the terms. Besides, in

this chapter we prove that these terms are positive.

In paragraph 2.1 we have got the degree of the algebra of covariants of binary

d−form. In paragraph 2.2 it has been computed the integral representation of
the degree and found its asymptotic behavior.

In chapter three we have computed the degree of the algebras of joint invari-

ants Id1,d2 and joint covariants Cd1,d2 of two binary forms, also using Springer's
approach to calculation of the degree of the algebra of invariants of binary

d−forms. Paragraph 3.1 considers the case as d1 and d2 have a di�erent parity
(d1 < d2). In paragraph 3.2 we �nd the degree of the algebras of joint invariants

Id1,d2 and joint covariants Cd1,d2 of two binary forms as d1 = d2 mod 2, d1 < d2.

Further, in paragraph 3.3 we look at it as d1 = d2.Moreover, several new combi-

natorial identities were found.

Chapter 4 deals with the study of the Poincar�e series of the algebra of

joint invariants of n linear forms I(n)1 , the algebra of joint covariants of n

linear forms C(n)1 , the algebra of joint invariants of n quadratic forms I(n)2 ,

the algebra of joint covariants of n quadratic forms C(n)2 . In particular, we

expressed the Poincar�e series of these algebras in terms of Narayana polynomi-

als, and got recurrence relations for these series. This chapter gives the �rst

two terms of the Laurent series expansion at the point z = 1 of the Poi-
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ncar�e series of these algebras, in particular, obtains formulas for the degrees

of the algebras of joint invariants and covariants of n linear and quadratic

forms. In addition, it has been calculated both an integral representation

and the asymptotic behavior of the coe�cients of the terms and expressed

the Hilbert polynomials H(I(n)1 ,m) = dim(C(n)1 )m,H(C(n)1 ,m) = dim(C(n)1 )m,

H(I(n)2 ,m) = dim(I(n)2 )m,H(C(n)2 ,m) = dim(C(n)2 )m of those algebras in terms

of quasi-polynomial. Moreover, we have got several new binomial identities.

In paragraph 4.1 we give combinatorial identities necessary for dealing with

the Poincar�e series of the algebras of joint invariants and covariants of n linear

and n quadratic forms. In addition, here we �nd several new expressions for

Narayana polynomials.

Paragraph 4.2 studies the Poincar�e series of the algebras of joint invariants

and covariants of n linear forms. In particular, we express the Poincar�e series

of these algebras in terms of Narayana polynomials. This section gives the �rst

two terms of the Laurent series expansion at the point z = 1 of the Poincar�e

series of these algebras. In addition, it computes the integral representation

of the coe�cients of the terms and �nds asymptotic behavior of the coe�ci-

ents. In paragraph 4.3 we obtain the similar results for Poincar�e series of both

the algebra of joint invariants n of quadratic forms and the algebra of joint

covariants of n quadratic forms.

Using explicit formulas for Poincar�e series of the algebras of joint invariants

and covariants of n linear and n quadratic forms, we have got the recurrence

relation for these Poincar�e series in paragraph 4.4.

In paragraph 4.5 we touch upon the problem of computing the Hilbert

polynomials for the algebras of joint invariants and joint covariants of n li-

near forms. Explicit formulas for Hilbert polynomials of the algebras of joint

invariants and covariants of n quadratic forms are given in paragraph 4.6. In its

turn, in paragraph 4.7, we consider the Poincar�e series of the algebras of joint

invariants and covariants of n linear and quadratic forms for small values of n.
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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ I ÒÅÐÌIÍIÂ

Vd � âåêòîðíèé ïðîñòið áiíàðíèõ ôîðì ïîðÿäêó d;

K � ïîëå;

C � ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

Id = C[Vd]
SL2 � àëãåáðà iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè;

Cd = C[Vd ⊕ C2]SL2� àëãåáðà êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè;
Id1,d2 = C[Vd1 ⊕ Vd2]SL2� àëãåáðà ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì;

Cd1,d2 = C[Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ C2]SL2� àëãåáðà ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì;

I(n)1 = C[V1 ⊕ V1 ⊕ . . .⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

]SL2 � àëãåáðà ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ

ôîðì;

C(n)1 = C[V1 ⊕ V1 ⊕ . . .⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

⊕C2]SL2 � àëãåáðà ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíié-

íèõ ôîðì;

I(n)2 = C[V2 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ V2︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

]SL2 � àëãåáðà ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè-

÷íèõ ôîðì;

C(n)2 = C[V2 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ V2︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

⊕C2]SL2 � àëãåáðà ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâà-

äðàòè÷íèõ ôîðì;

K[V ] � àëãåáðà ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà V ;

K[V ]m � ïðîñòið îäíîðiäíèõ ôóíêöié ñòåïåíÿ m;

(a, q)n = (1− a)(1− a q) · · · (1− a qn−1)− q-çñóíóòèé ôàêòîðiàë;
(x)n = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1) � ñèìâîë Ïîõãàììåðà;[
n
m

]
� ÷èñëà Ñòiðëiíãà ïåðøîãî ðîäó áåç çíàêó;

r = tr degCR � ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáðè R íàä ïîëåì

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

P(R, z) =
∞∑
k=0

dimRk z
k � ðÿä Ïóàíêàðå ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ ãðàäóéîâàíî¨

K−àëãåáðè R = R0 ⊕R1 ⊕R2 . . .;
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deg(R) = lim
z→1

(1− z)tr degCRP(R, z) � ñòåïiíü ãðàäóéîâàíî¨ àëãåáðè R;

H(R,m) = dim(R)m � ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ ãðàäó-

éîâàíî¨ K−àëãåáðè R = R0 ⊕R1 ⊕R2 . . .;

Hk =
n∑
k=1

1
k = 1 + 1

2 + 1
3 + . . .+ 1

n � n-íå ãàðìîíi÷íå ÷èñëî;

i � óÿâíà îäèíèöÿ;

e � îñíîâà íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìó;

Cn � ÷èñëî Êàòàëàíà;

ϕn(f(z)) = 1
n

n∑
j=1

f(e
2πij
n z);

ζjn = e
2πij
n � êîðiíü ç 1;

Nn,k = 1
n

(
n
k

)(
n
k−1
)
� ÷èñëà Íàðàÿíà;

Nn(x) =
n∑
k=1

Nn,kx
k−1 � ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà;

Wn(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)2
xk � ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà òèïó B;

Ln(x) � ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà;

∼ � àñèìïòîòè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü;

Lmn (x) � ïðè¹äíàíèé ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Êëàñè÷íà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ âèîêðåìèëàñü ó íî-

âó ãàëóçü ìàòåìàòèêè ó ñåðåäèíi XIX ñòîëiòòÿ. �¨ çàðîäæåííÿ ïîâ'ÿçàíå

iç iíòåíñèâíèìè ñïðîáàìè ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà Äæ. Áóëÿ, À. Êåëi òà

Äæ. Ñèëüâåñòðà, îïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi iíâàðiàíòè ñïåöiàëüíî¨ ëiíié-

íî¨ ãðóïè (äèâ. [31, 40, 41, 42, 52, 110, 111, 112, 119, 113, 114, 115, 116, 117,

118, 124]). Âïðîäîâæ îñòàííiõ äåñÿòèëiòü êëàñè÷íà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ ïå-

ðåæèâà¹ âiäðîäæåííÿ, ñïðè÷èíåíå ïîñòiéíèì çðîñòàííÿì îá÷èñëþâàëüíèõ

ìîæëèâîñòåé êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè, ùî äàëî ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàòè äåÿêi

âiäîìi çàäà÷i, ÿêi áóëè âiäêðèòèìè äîâãèé ÷àñ.

Âiäîìî (Ï. �îðäàí [52], Ä. Ãiëüáåðò [59], Ã. Âåéëü [123]), ùî àëãåáðà

SL2-iíâàðiàíòiâ ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ i ãðàäóéîâàíîþ. Ðÿäîì Ïóàíêàðå

ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ àëãåáðè

R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ . . .

íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

P(R, z) =
∞∑
k=0

dimRkz
k,

äå R0 = C, RsRt ⊆ Rs+t, äëÿ áóäü-ÿêèõ s, t ≥ 0.

Âèãëÿä ðÿäó Ïóàíêàðå äà¹ iíôîðìàöiþ ïðî îäíîðiäíó ñèñòåìó ïîðîäæó-

þ÷èõ i ïðî êiëüêiñòü ïîðîäæóþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïîðîäæóþ÷èìè ií-

âàðiàíòàìè. Òàêîæ öåé ðÿä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â àëãîðèòìàõ çíàõîäæåííÿ

ìiíiìàëüíî¨ ïîðîäæóþ÷î¨ ñèñòåìè àëãåáðè iíâàðiàíòiâ.

Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè iíâàðiàíòiâ îäíi¹¨ áiíàðíî¨ ôîðìè âïåðøå áóâ

îòðèìàíèé Ñïðiíãåðîì ó 1980 ðîöi â ðîáîòi [103]. Ó 1982 ðîöi Ì. Áðiîí â

[33] çíàéøîâ äîñèòü ñêëàäíèé âèðàç äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ n áiíàðíèõ ôîðì i âèêîðèñòàâ îòðèìàíèé âèðàç äëÿ îá÷èñëåí-

íÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id1,d2
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äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü d1, d2 òà àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì.

Ó 1994 ðîöi Áðîåð â [34], çàïðîïîíóâàâ ìåòîä îá÷èñëåííÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå

àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ ðåäóêòèâíî¨ ãðóïè G. Ë. Áåäðàòþêîì, íåçà-

ëåæíî âiä Áðiîíà, áóëè îòðèìàíi àíàëîãè ôîðìóëè Ñïðiíãåðà äëÿ ðÿäiâ

Ïóàíêàðå àëãåáð êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè â [25], àëãåáð ñïiëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì â [19]. Íèì æå îá÷èñëåíi ðÿäè

Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

áiíàðíèõ ôîðì òà àëãåáð iíâàðiàíòiâ òåðíàðíî¨ òà êâàòåðíàðíî¨ ôîðì (äèâ.

[20, 21, 22]).

Ïåðøi äâà äîäàíêè ðîçêëàäó P(R, z) â ðÿä Ëîðàíà â z = 1 ìàþòü âèãëÿä

P(R, z) =
deg(R)

(1− z)r
+

ψ(R)

(1− z)r−1
+ · · · ,

äå

r = tr degCR

� ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáðè R íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ

÷èñåë (äèâ. [45, òâåðäæåííÿ 1.4.5 i ëåìà 1.4.6])

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäó Ïóàíêàðå P(R, z) àëãåáðè SL2-

iíâàðiàíòiâ R õàðàêòåðèçó¹òüñÿ, ó òîìó ÷èñëi, çíà÷åííÿìè êîåôiöi¹íòiâ ïåð-

øèõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó ðÿäó Ïóàíêàðå â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1.

×èñëî

deg(R) = lim
z→1

(1− z)rP(R, z)

íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì àëãåáðè R. ×èñëà deg(R), ψ(R) ¹ âàæëèâèìè ñòðó-

êòóðíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè àëãåáðè R. Çîêðåìà, ÿêùî R ¹ àëãåáðîþ ií-

âàðiàíòiâ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G, òî deg(R)−1 äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ãðóïè G, à

2
ψ(R)

deg(R)
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïñåâäîâiäîáðàæåíü ãðóïè G (äèâ. [29, ðîçäiëè

2.4 i 2.6]). Ó âèïàäêó, êîëè ó ÿêîñòi ïîëÿ êîåôiöi¹íòiâ áåðåòüñÿ Fp, ôîðìó-
ëà äëÿ ψ(Fp[V ]G) ó òåðìiíàõ ñòàáiëiçàòîðiâ ãiïåðïëîùèí ó V áóëà çíàéäåíà

Êàðëàéëîì i Êðîôîëëåðîì òà áóëà äîâåäåíà Áåíñîíîì i Êðîóëi-Áî¹âè (äèâ.

[29], [30, ðîçäiëè 2.6 i 3.13]). Çíà÷íî ìåíøå äîñëiäæåííi ÷èñëà deg(R), ψ(R)
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êiëüöÿ iíâàðiàíòiâ R = C[V ]G ðåäóêòèâíî¨ ãðóïè G. Îäíàê, Ïîïîâ â [97,

c. 58] äîâiâ, ùî äëÿ çâ'ÿçíî¨ íàïiâïðîñòî¨ ãðóïè G äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çîáðàæåíü V, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

2
ψ(R)

deg(R)
= dimG.

Êîâi òà ií. ó ðîáîòi [44] îá÷èñëèëè êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ ÷îòèðüîõ äîäàíêiâ

ðîçêëàäó ó ðÿä Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z = 1 ðÿäó Ïóàíêàðå P(R, z) àëãåáðè

iíâàðiàíòiâ R = C[V ]U(1)α, äå V− ñêií÷åííî âèìiðíå çîáðàæåííÿ óíiòàðíî¨

ãðóïè U(1) ïîðÿäêó 1, âèçíà÷åíå âàãîâèìè âåêòîðàìè α ∈ Z.
Ñòåïiíü àëãåáðè Id iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè îá÷èñëåíèé ùå Ãiëü-

áåðòîì (äèâ. [61]). Ó 1980 ðîöi Ñïðiíãåð â [103] íàâiâ iíøå äîâåäåííÿ ðå-

çóëüòàòó Ãiëüáåðòà, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè Id.
Â iíøié ðîáîòi [104] Ñïðiíãåð çíàéøîâ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ i àñèìïòî-

òè÷íó ïîâåäiíêó ñòåïåíÿ deg(Id). ×èñëî ψ(Id) îá÷èñëåíî Â. Ïîïîâèì â [97].

Îòæå, ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ àëãåáð iíâàðiàíòiâ êëàñè÷íèõ ãðóï ¹

àêòóàëüíîþ i àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ. Âîíà íàëåæèòü äî ïðîáëåì êëàñè-

÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ. Íåçâàæàþ÷è íà äîñÿãíóòi â äîñëiäæåííi àëãåáð

SLn−iíâàðiàíòiâ óñïiõè, çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòi çàäà÷i, ùî ïîòðåáóþòü âèði-
øåííÿ. Ñåðåä òàêèõ çàäà÷ çíàõîäèòüñÿ çàäà÷à îá÷èñëåííÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå

òà ñòåïåíiâ àëãåáð SL2−iíâàðiàíòiâ.
Çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äîñëiäæåí-

íÿ, âèêîíàíi â äèñåðòàöi¨, ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ äåðæ-

áþäæåòíèõ òåì Õìåëüíèöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
”
Òåîðåòèêî-

ãðóïîâi àñïåêòè äåôîðìîâàíèõ íåëiíiéíèõ ìîäåëåé êâàíòîâèõ ñèñòåì“ (íî-

ìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ � 0115U000618ñ) òà
”
Àãåíòíî-îði¹íòîâàíà ñèñòåìà ïiä-

âèùåííÿ áåçïåêè òà ÿêîñòi ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ êîìï'þòåðíèõ ñè-

ñòåì“ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ � 0119U100662).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ âèâ÷åííÿ àñèìïòî-

òè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð SL2-iíâàðiàíòiâ.

Çàäà÷àìè äîñëiäæåííÿ ¹:
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- çíàõîäæåííÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè òà îá÷èñëå-

ííÿ éîãî àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè;

- çíàõîäæåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äåêiëüêîõ áiíàðíèõ

ôîðì òà îá÷èñëåííÿ ¨õ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè;

- çíàõîäæåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äåêiëüêîõ áiíàðíèõ

ôîðì, òà îá÷èñëåííÿ ¨õ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåíü ¹ ãðàäóéîâàíi àëãåáðè iíâàðiàíòiâ ãðóïè SL2.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ¹ ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð SL2-iíâàðiàíòiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ¹ ìåòîäè

êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà ìåòîäè êîìáiíàòî-

ðèêè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

- îá÷èñëåíî ñòåïiíü àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè, çíàéäåíî
éîãî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ òà äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- îá÷èñëåíî ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì;

- îá÷èñëåíî ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì;

- îá÷èñëåíî ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ

ôîðì, äîñëiäæåíî ¨õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- îá÷èñëåíî ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðà-

òè÷íèõ ôîðì, äîñëiäæåíî ¨õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó;

- îá÷èñëåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì;

- îá÷èñëåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì;

- îòðèìàíî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ òà àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè-

÷íèõ ôîðì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, âêëþ÷åíi â
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äèñåðòàöiþ, îäåðæàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Ó ñïiëüíié ñòàòòi [26] Ë. Áå-

äðàòþêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî ìåòîäiâ ¨¨ ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ, ó÷àñòü â îáãîâîðåííi òà ñèñòåìàòèçàöi¨ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ àïðîáîâó-

âàëèñü íà:

• IX Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi (Ëüâiâ, 8�13 ëèïíÿ

2013 ð.);

• Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ë. À. Êàëóæíiíà (Êè¨â, 7�12 ëèïíÿ 2014 ð.);

• VIII Ìiæíàðîäíié íàóêîâî-òåõíi÷íié êîíôåðåíöi¨
”
Àêòóàëüíi ïðîáëå-

ìè êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié 2014“ (Õìåëüíèöüêèé, 21�22 òðàâíÿ

2014 ð.);

• X Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíié 70-

ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿÞ. À. Äðîçäà (Îäåñà, 20�27 ñåðïíÿ 2015 ð.);

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ (Êè¨â, 3�6 ÷åðâíÿ

2015 ð.);

• Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ
”
Ñó-

÷àñíi òåíäåíöi¨ ó ðîçâèòêó íàóêè òà îñâiòè“ (Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé,

24 áåðåçíÿ 2016 ð.);

• Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨
”
Ãðóïè i äi¨: ãåîìåòðiÿ i äèíà-

ìiêè“ ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi ïðîôåñîðà Âiòàëiÿ Iâàíîâè÷à Ñóùàíñüêîãî

(Êè¨â, 19�22 ãðóäíÿ 2016 ð.);

• ÕI Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíié 75-

ði÷÷þ Â. Â. Êèðè÷åíêà (Êè¨â, 3�7 ëèïíÿ 2017 ð.);

• íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè àëãåáðè òà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè Êè¨â-

ñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèê:
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äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À. Ï. Ïåòðàâ÷óê, Êè¨â, 24 ãðóäíÿ

2014 ð.);

• ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨
”
Ìîëîäi æiíêè â òåîði¨ çîáðàæåíü“ (Áîíí,

Íiìå÷÷èíà, 23�25 ÷åðâíÿ 2016 ð.);

• àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâ-

íèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Þ. À. Äðîçä, Êè¨â, 23 òðàâíÿ

2017 ð.).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó óìîâ-

íèõ ïîçíà÷åíü i òåðìiíiâ, âñòóïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòà-

íèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 126 íàéìåíóâàíü i çàéìà¹ 13 ñòîðiíîê, à òàêîæ

ç äîäàòêiâ, ùî ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà

âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè � 136

ñòîðiíîê.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÑÍÎÂÍI ÏÎËÎÆÅÍÍß I ÍÀÏÐßÌÊÈ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ Ó ÊËÀÑÈ×ÍIÉ ÒÅÎÐI�

IÍÂÀÐIÀÍÒIÂ

Öåé ðîçäië íîñèòü îãëÿäîâèé õàðàêòåð. Íàâåäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè-

÷íèé ìàòåðiàë ïðî àëãåáðè SLn−iíâàðiàíòiâ òà ïðî ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿ-

íà. Çðîáëåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü ðÿäiâ Ïóàíêàðå òà ìíîãî÷ëåíiâ

Ãiëüáåðòà àëãåáð SLn−iíâàðiàíòiâ.

1.1. Àëãåáðè SL2-iíâàðiàíòiâ

Íàâåäåìî ðÿä ïîíÿòü ç [1, c. 8�9], ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü â äîñëi-

äæåííÿõ .

Àëãåáðîþ íàä ïîëåì K íàçèâà¹òüñÿ K-âåêòîðíèé ïðîñòið R iç çàäàíîþ

íà íüîìó áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ

R×R→ R, (a, b)→ ab,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì ïðàâèëàì:

1) a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca, äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c ∈ R;

2) (λa)b = a(λb) = λ(ab), äëÿ áóäü-ÿêèõ λ ∈ K, a, b ∈ R.
Òàêîæ äàëi ââàæàòèìåìî, ùî:

1) àëãåáðà R ìiñòèòü îäèíèöþ, òîáòî åëåìåíò 1, òàêèé ùî

1a = a1 = a;

2) àëãåáðà R àñîöiàòèâíà, òîáòî

(ab)c = a(bc)

äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c ∈ R.
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Ïiä äîáóòêîì äâîõ ïiäïðîñòîðiâ U,W ⊆ R, áóäåìî ðîçóìiòè ëiíiéíó

îáîëîíêó åëåìåíòiâ âèäó uw, äå u ∈ U òà w ∈ W.
Ãðàäóþâàííÿì íà àëãåáði R íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ðîçêëàä R â ïðÿìó ñóìó

ïiäïðîñòîðiâ

R =
⊕
k≥0

Rk,

ùî Rk1Rk2 ⊆ Rk1+k2 äëÿ áóäü-ÿêèõ k1, k2 ≥ 0.

Àëãåáðà ç ôiêñîâàíèì ãðàäóþâàííÿì íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíîþ àëãå-

áðîþ, à ïiäïðîñòîðè Rk− êîìïîíåíòàìè ãðàäóéîâàíî¨ àëãåáðè R.

Ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè R íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið, ùî ñàì ¹ àëãåáðîþ.

Ìíîæèíà S ⊆ R íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïîðîäæóþ÷èõ àëãåáðè R, ÿêùî

êîæåí åëåìåíò àëãåáðè R ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ

ìíîæèíè S, òîáòî, êîëè R ñïiâïàäà¹ ç íàéìåíøîþ ñâî¹þ ïiäàëãåáðîþ, ùî

ìiñòèòü S. Êðiì òîãî, àëãåáðó R íàçèâàþòü ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ, ÿêùî

ñèñòåìó ïîðîäæóþ÷èõ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííîþ [104, c. 21].

Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííî âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið V íàä àëãåáðà¨÷íî

çàìêíåíèì ïîëåì K.
Íåõàé v1, v2, . . . , vn− áàçèñ ïðîñòîðó V. Ëiíiéíà íà V ôóíêöiÿ fj : V →

K, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

fj(x1v1 + . . .+ xnvn) = xj, äå 1 ≤ j ≤ n

[104, ñ. 1] íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, àáî ïîëiíîìiàëüíîþ.

Àëãåáðà K[V ] ðåãóëÿðíèõ íà V ôóíêöié (¨¨ ùå íàçèâàþòü êiëüöåì ðåãó-

ëÿðíèõ ôóíêöié íà V àáî êîîðäèíàòíèì êiëüöåì ïðîñòîðó V ) ¹ ãðàäóéî-

âàíîþ, äèâ. [104, ñ. 1].

Äàëi ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó G ⊂ GL(V ) çàãàëüíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè ðàçîì ç

¨¨ ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì ó ïðîñòîði V. Òàêèì ÷èíîì, íà V çàäàíî [104, ñ. 1]

ñòðóêòóðó G-ìîäóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1.([104, ñ. 1]) Ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f ∈ K[V ] íàçèâà-

¹òüñÿ G-iíâàðiàíòíîþ ÷è iíâàðiàíòîì, ÿêùî f(gv) = f(v) äëÿ âñiõ g ∈ G
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i v ∈ V.
Ôóíêöiÿ ¹ G−iíâàðiàíòíîþ òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî âîíà áóäå êîíñòàíòîþ

íà âñiõ îðáiòàõ ãðóïè G ó V (äèâ., íàïðèêëàä, [7, c. 143])

Âñi G−iíâàðiàíòíi ôóíêöi¨ óòâîðþþòü [7, c. 144] ïiäàëãåáðó K[V ]G àëãå-

áðè K[V ], ùî íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ iíâàðiàíòiâ. Âiäîìî [104, ñ. 1], ùî âîíà

¹ ãðàäóéîâàíîþ:

K[V ] =
⊕
m≥0

(
K[V ]G ∩K[V ]m

)
.

Òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ âèâ÷à¹ àëãåáðè iíâàðiàíòiâ ãðóï. Êëàñè÷íà òåî-

ðiÿ iíâàðiàíòiâ âèâ÷à¹ ñòðóêòóðó àëãåáð iíâàðiàíòiâ êëàñè÷íèõ ãðóï

(GLn, SLn, On, SOn, Un, SUn) òà ¨õ ïiäãðóï.

Ïðèêëàä 1.1.1.([108, ñ. 2�3]) Ðîçãëÿíåìî ïðèðîäíó äiþ ñèìåòðè÷íî¨

ãðóïè Sn íà ïîëiíîìiàëüíîìó êiëüöi K[x1, x2, . . . , xn]. Iíâàðiàíòíèìè ôóí-

êöiÿìè ïðè òàêié äi¨ ¹ ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè, ìíîæèíà ÿêèõ óòâîðþ¹

ïiäêiëüöå K[x1, x2, . . . , xn]
Sn êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[x1, x2, . . . , xn]. ßê âiäî-

ìî, êîæåí ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìîæå áóòè â ¹äèíèé ñïîñiá ïîäàíèé,

ÿê ìíîãî÷ëåí âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ∑
j1<j2<...<jk

xj1xj2 · · ·xjk, äå 1 ≤ k ≤ n.

Òîáòî âîíè ìîæóòü ñëóãóâàòè ñèñòåìîþ ïîðîäæóþ÷èõ äëÿ àëãåáð ií-

âàðiàíòiâ K[x1, x2, . . . , xn]
Sn. Âçàãàëi êàæó÷è, òàêà ñèñòåìà ïîðîäæó-

þ÷èõ äàëåêî íå ¹äèíà. Íàïðèêëàä, ñèñòåìîþ ïîðîäæóþ÷èõ äëÿ àëãåáðè

ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìîæóòü ñëóãóâàòè ìíîãî÷ëåíè, ùî ¹ ñóìîþ

k−òèõ ñòåïåíiâ, ïðè 1 ≤ k ≤ n, ÷è ìíîãî÷ëåíè Øóðà. Çâ'ÿçêè ìiæ

ñèñòåìàìè ïîðîäæóþ÷èõ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìàþòü âà-

æëèâå çíà÷åííÿ â àëãåáðà¨÷íié êîìáiíàòîðèöi i òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï

[81, c. 23�37].

Îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ d âiä n çìiííèõ [7, c. 156] íàçèâà¹òüñÿ

n-àðíîþ ôîðìîþ ñòåïåíÿ d. Çîêðåìà, áiíàðíîþ ôîðìîþ ïîðÿäêó d íàçèâà-
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¹òüñÿ îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí

f(x, y) =
d∑
j=0

(
d

j

)
ajx

jyd−j, aj ∈ C

ñòåïåíÿ d âiä äâîõ çìiííèõ.

Ïðèêëàä 1.1.2. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó G = SLn, ÿêà ïðèðîäíiì ÷èíîì äi¹

íà ñêií÷åííî âèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði n-àðíèõ ôîðì Vd ïîðÿä-

êó d. Âiäïîâiäíà àëãåáðà iíâàðiàíòiâ C[Vd]
SLn â òåðìiíàõ êëàñè÷íî¨ òåîði¨

iíâàðiàíòiâ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ iíâàðiàíòiâ n-àðíî¨ ôîðìè ïîðÿäêó d,

çîêðåìà ïðè n = 2 � àëãåáðîþ iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè.(äèâ., íàïðè-

êëàä, [7, c. 156] )

Ïðèêëàä 1.1.3. Ðîçãëÿíåìî áiíàðíó ôîðìó ïîðÿäêó 4

f(x, y) = a0y
4 + 4 a1xy

3 + 6 a2x
2y2 + 4 a3x

3y + a4.

Êåëi çíàéøîâ [40] òàêèé iíâàðiàíò öi¹¨ ôîðìè

F1 = a0a4 − 4 a1a3 + 3 a22.

Íåçàëåæíî Áóëåì [31] áóëî çíàéäåíî iíøèé iíâàðiàíò

F2 = a0a2a4 − a0a23 − a4a21 + 2 a1a2a3.

ßê çàçíà÷åíî â [124], ùå â XIX ñòîëiòòi áóëî âiäîìî, ùî ñèñòåìà S =

{F1, F2} ¹ ñèñòåìîþ ïîðîäæóþ÷èõ àëãåáðè iíâàðiàíòiâ C[V4]
SLn áiíàðíî¨

ôîðìè ïîðÿäêó 4.

Ïðîòå iç çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó áiíàðíî¨ ôîðìè, âiäøóêàííÿ ñèñòåìè ïî-

ðîäæóþ÷èõ àëãåáðè iíâàðiàíòiâ çíà÷íî óñêëàäíþ¹òüñÿ. Çàäà÷à äîâåäåííÿ

ñêií÷åííî¨ ïîðîäæåíîñòi àëãåáðè iíâàðiàíòiâ ãðóïè SL2 i çàäà÷à çíàõîäæå-

ííÿ ìiíiìàëüíî¨ ïîðîäæóþ÷î¨ ñèñòåìè àëãåáðè iíâàðiàíòiâ áóëè íàéâàæëè-

âiøèìè çàäà÷àìè òåîði¨ iíâàðiàíòiâ XIX ñòîëiòòÿ (äèâ. [110, 111, 112, 119,

8, 51, 50]. Àêòóàëüíîþ âîíà çàëèøà¹òüñÿ i ñüîãîäíi (äèâ. [17, 18, 2, 35, 36].

Ó 1868 ðîöi Ï.�îðäàí [52] êîíñòðóêòèâíî äîâiâ, ùî äëÿ àëãåáðè iíâà-

ðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè òàêà ñèñòåìà iñíó¹, òîáòî öÿ àëãåáðà ¹ ñêií÷åííî

ïîðîäæåíîþ.
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Àíàëîãi÷íà çàäà÷à (çàäà÷à ñêií÷åííî¨ ïîðîäæåíîñòi) äëÿ âèïàäêó iíâà-

ðiàíòiâ n-àðíî¨ ôîðìè áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ãiëüáåðòîì [59] ó 1890 ðîöi. Çàçíà-

÷èìî, ùî éîãî äîâåäåííÿ íå áóëî êîíñòðóêòèâíèì � íå íàâîäèëîñü æîäíèõ

iíñòðóìåíòiâ âèçíà÷åííÿ òàêî¨ ñêií÷åíî¨ ñèñòåìè, à ëèøå äîâîäèëîñü ¨¨ iñíó-

âàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êîìïëåêñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið

Vd = (xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd)

áiíàðíèõ ôîðì ïîðÿäêó d, íà ÿêîìó ïðèðîäíiì ÷èíîì äi¹ ãðóïà G = SL2.

Ïðîäîâæèìî äiþ ãðóïè G íà àëãåáðè ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié C[Vd] òà

C[Vd⊕C2]. Íåõàé Id = C[Vd]
G òà Cd = C[Vd⊕C2]G � àëãåáðè G-iíâàðiàíòíèõ

ôóíêöié. Àëãåáðà Id � öå àëãåáðà iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè ïîðÿäêó d,

îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 1.1.2. Àëãåáðà Cd â òåðìiíàõ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàí-
òiâ íàçèâà¹òüñÿ [25] àëãåáðîþ êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè ïîðÿäêó d.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið

Vd = Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ . . .⊕ Vdn, d = (d1, d2, . . . dn),

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ïðÿìà ñóìà n ïðîñòîðiâ Vdi áiíàðíèõ ôîðì ïîðÿäêó

di (i = 1 . . . n), íà ÿêèõ ïðèðîäíiì ÷èíîì äi¹ ãðóïà SL2. ßê i ðàíiøå, ïðî-

äîâæèìî äiþ öi¹¨ ãðóïè íà àëãåáðè ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié

C[Vd] = C[Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ . . .⊕ Vdn]

òà

C[Vd ⊕ C2] = C[Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ . . .⊕ Vdn ⊕ C2].

Âiäïîâiäíi àëãåáðè

Id = C[Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ . . .⊕ Vdn]SL2

òà

Cd = C[Vd1 ⊕ Vd2 ⊕ . . .⊕ Vdn ⊕ C2]SL2
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SL2-iíâàðiàíòíèõ ôóíêöié íàçèâàþòüñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [24]) àëãåáðîþ

ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà àëãåáðîþ ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n áiíàðíèõ ôîðì.

Ïðè n = 2 â òåðìiíàõ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ öi àëãåáðè íàçèâà-

þòüñÿ [19] àëãåáðîþ ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id1, d2 òà

àëãåáðîþ ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Cd1, d2.
ßêùî

d1 = d2 = . . . = dn = 1,

òî ïðîñòið

Vn = nV1 = V1 ⊕ V1 ⊕ . . .⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

¹ ïðÿìîþ ñóìîþ n ëiíiéíèõ ôîðì. Àëãåáðè I(n)1 = C[nV1]
SL2 òà C(n)1 =

C[nV1 ⊕ C2]SL2 íà ìîâi êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [24])

íàçèâàþòüñÿ àëãåáðîþ ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà àëãåáðîþ ñïiëüíèõ êîâàði-

àíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì.

Àëãåáðè SL2−iíâàðiàíòíiâ

I(n)2 = C[V2 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ V2︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

]SL2

òà

C(n)2 = C[V2 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ V2︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

⊕C2]SL2

íàçèâàþòüñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [24]) àëãåáðîþ ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâà-

äðàòè÷íèõ ôîðì òà àëãåáðîþ ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,

âiäïîâiäíî.

1.2. Ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð SL2− iíâàðiàíòiâ

Íåõàé

R = R0 +R1 + · · ·

� ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ãðàäóéîâàíà êîìïëåêñíà àëãåáðà, R0 = C. Ðÿäîì
Ïóàíêàðå àëãåáðè R (äèâ. íàïðèêëàä [1, c. 16]) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé
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ñòåïåíåâèé ðÿä

P(R, z) =
∞∑
m=0

dimRmz
m.

Çàóâàæèìî, ùî iíîäi çóñòði÷à¹òüñÿ [44] (äèâ. òàêîæ [108]) òåðìií
”
ðÿä Ãiëü-

áåðòà“. Âiäîìî [104, ñ. 29], ùî ðÿä Ïóàíêàðå ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè

R íàä ïîëåìK = R0 ¹ ðîçêëàäîì â ñòåïåíåâèé ðÿä äåÿêî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóí-

êöi¨ ç ðàäióñîì çáiæíîñòi íå ìåíøèì çà 1. Öþ ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ iíîäi

òåæ íàçèâàþòü ðÿäîì Ïóàíêàðå. Áiëüøå iíôîðìàöi¨ äà¹ òåîðåìà Ãiëüáåðòà-

Ñåðà ñôîðìóëüâàíà â [1, c. 17].

Òåîðåìà 1.2.1. (Ä. Ãiëüáåðò, Æ.-Ï. Ñåðð) Íåõàé R ¹ ãðàäóéîâàíîþ àë-

ãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòàìè a1, . . . , an äîäàòíèõ ñòåïåíiâ âiäïîâiäíî

d1, . . . , dn i M− ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé R-ìîäóëü. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêèé

ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ Z[t], ùî

P(M, z) =
f(t)

(1− td1)(1− td2) · · · (1− tdn)
.

Áiëüøå òîãî, Êåìïôîì ó [74] áóëî äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè R ¹

àëãåáðîþ iíâàðiàíòiâ ðåäóêòèâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ

÷èñåë, öåé ðàöiîíàëüíèé äðiá ¹ ïðàâèëüíèì. Ðiçíèöþ ñòåïåíiâ çíàìåííèêà

i ÷èñåëüíèêà òàêîãî äðîáó íàäàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç q, ÿê ïîçíà÷åíî â [97]

(äèâ. òàêîæ [7]). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öüîãî ÷èñëà çóñòði÷à¹òüñÿ [38] (äèâ.

òàêîæ [44, 53]) òåðìií a-iíâàðiàíò àëãåáðè R, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ a(R).

Ñòåïåíåì àëãåáðè R [60, c. 335] íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

deg(R) = lim
z→1

(1− z)rP(R, z),

äå r � ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi íàä C ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáðè R. Ïåðøi äâà

äîäàíêè ðîçêëàäó P(R, z) â ðÿä Ëîðàíà â z = 1 ìàþòü âèãëÿä [45, c. 19]

P(R, z) =
deg(R)

(1− z)r
+

ψ(R)

(1− z)r−1
+ · · · .
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×èñëà deg(R), ψ(R) ¹ âàæëèâèìè ñòðóêòóðíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè àëãåáðè

R. Çîêðåìà, âiäîìî [29, c. 47], ùî ÿêùî R ¹ àëãåáðîþ iíâàðiàíòiâ ñêií÷åí-

íî¨ ãðóïè G, òî deg(R)−1 äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ãðóïè G, à 2
ψ(R)

deg(R)
äîðiâíþ¹

êiëüêîñòi ïñåâäîâiäîáðàæåíü ãðóïè G. Íà æàëü, ðîëü ÷èñåë deg(R), ψ(R)

äëÿ àëãåáð SLn-iíâàðiàíòiâ íå äîñëiäæåíà. Îäíàê âiäîìî [7, c. 199], ùî äëÿ

çâ'ÿçíî¨ íàïiâïðîñòî¨ ãðóïè G, ÿêîþ ¹ ãðóïà SLn, âèêîíó¹òüñÿ òàêå ñïiââiä-

íîøåííÿ
2ψ(R)

deg(R)
= q − r.

Ó 1980 ðîöi Ñïðiíãåð â [103, c. 342] äîñèòü ñêëàäíèìè îá÷èñëåííÿìè

îòðèìàâ ç ôîðìóëè Ìîëiíà ôîðìóëó äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè iíâàðiàí-

òiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè Id. Ïðîñòiøå äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ïiçíiøå íà-
âîäèòü Ë. Áåäðàòþê â [4]. Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíó òåîðåìó, ðîçãëÿíóâøè

ôóíêöiþ ϕn, òàêó ùî ïåðåâîäèòü ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f(z) ó ðàöiîíàëüíó

ôóíêöiþ

ϕn(f(z)) =
1

n

n∑
j=1

f(e
2πij
n z),

äå i2 = −1, à e � îñíîâà íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìó.

Òåîðåìà 1.2.2. Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

P(Id, z) =
∑

0≤j<d/2

(−1)jϕd−2j

(
(1− z2)zj(j+1)

(z2, z2)j(z2, z2)d−j

)
,

äå (a, q)n = (1− a)(1− a q) · · · (1− a qn−1)− q-çñóíóòèé ôàêòîðiàë.

Öþ òåîðåìó Ñïðiíãåð [103, ñ. 344] âèêîðèñòîâó¹ äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíÿ

àëãåáðè iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ ôîðìè ïîðÿäêó d.

Òåîðåìà 1.2.3. Ñòåïiíü àëãåáðè iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
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deg(Id) =


− 1

4d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−3

, ÿêùî d � íåïàðíå,

− 1

2d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−3

, ÿêùî d � ïàðíå.

Çàóâàæèìî, ùî âïåðøå äàíèé ðåçóëüòàò îòðèìàâ Ãiëüáåðò [60, �9] ùå â

êiíöi XIX ñòîëiòòÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøèé ïiäõiä.

Ó [104, ï.3.4] Ñïðiíãåð òàêîæ çíàéøîâ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ êîíñòàí-

òè Ãiëüáåðòà òà ¨¨ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó. Âií ïîêàçàâ, ùî

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− e
)d−3

=
8(d− 3)!

π

∞∫
0

sind x

xd−2
dx,

lim
d→∞

d
3
2

∞∫
0

sind x

xd−2
dx =

3(6π)
1
2

2
.

×èñëî ψ(Id) îá÷èñëåíî Â. Ïîïîâèì â [97, c. 50].

Îïèøåìî ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòàâ Ñïðiíãåð, ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó ñòå-

ïåíÿ àëãåáðè iíâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè ç ôîðìóëè ðÿäó Ïóàíêàðå öi¹¨
àëãåáðè. Çàóâàæèìî, ùî áiëüøiñòü òâåðäæåíü âií äîâîäèòü ñõåìàòè÷íî, íå

âäàþ÷èñü äî äåòàëåé, àáî æ, âçàãàëi, íàâîäèòü áåç äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó Ñïðiíãåð îá÷èñëþ¹ â [103] äâà ïåðøi äîäàíêè ðîçêëàäó â ðÿä

Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z = 1 ôóíêöi¨

(1− z2)zj(j+1)

(j, z2)!(d− j, z2)!
.

Ïîòiì çíàõîäèòü êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðà-

íà ðÿäó Ïóàíêàðå (äèâ.[103, ëåìà 6]). Äàëi âðàõîâóþ÷è, ùî êîåôiöi¹íò áiëÿ

ïåðøîãî äîäàíêà äîðiâíþ¹ 0, êîåôiöi¹íò áiëÿ äðóãîãî äîäàíêà i ¹ ñòåïåíåì

öi¹¨ àëãåáðè ó âèïàäêó íåïàðíîãî d. Çàçíà÷èìî, ùî îñòàííüîãî òâåðäæå-

ííÿ â äîâåäåííi Ñïðiíãåðà íåìà¹. Ìîæëèâî, âií êåðóâàâñÿ ìiðêóâàííÿìè

îïèñàíèìè íèæ÷å.
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Ïðè ïàðíîìó d, ïîëþñ ôóíêöi¨

(1− z2)zj(j+1)

(j, z2)!(d− j, z2)!
â òî÷êàõ z = −1 i z = 1 äà¹ [103, ëåìà 4] ïîëþñ ôóíêöi¨

ϕd−2j

(
(1− z2)zj(j+1)

(j, z2)!(d− j, z2)!

)
â òî÷öi z = 1. Òîìó ó âèïàäêó ïàðíîãî d â òåîðåìi 1.2.3 Ñïðiíãåðîì îòðè-

ìàíî iíøèé âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè Id.
Ó [104, ñ. 39] Ñïðiíãåð äîâîäèòü, ùî ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi àëãåáðè

SL2-iíâàðiàíòiâ C[V ]SL2 íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹

r = tr degCC[V ]SL2 = dimV − 3.

Çãiäíî ç âèùå ñêàçàíèì, ìà¹ìî

tr degCId = d1 + 1 + d2 + 1 + . . .+ dn + 1− 3 = d1 + d2 + . . .+ dn + n− 3,

tr degCCd = d1 + 1 + d2 + 1 + . . .+ dn + 1 + 2− 3 = d1 + d2 + . . .+ dn +n− 1,

äå d = (d1, d2, . . . dn).

Ó ðîáîòàõ Ë. Áåäðàòþêà çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä ðÿäiâ Ïóàíêàðå, çîêðå-

ìà, äëÿ òàêèõ àëãåáð SL2−iíâàðiàíòiâ:
-àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè Cd,
-àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id1,d2,
-àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Cd1,d2,
-àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì I(n)1 ,

-àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì C(n)1 ,

-àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì I(n)2 ,

-àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì C(n)2 .

Íàâåäåìî òåîðåìè, â ÿêèõ îá÷èñëåíî ðÿäè Ïóàíêàðå öèõ àëãåáð.

Òåîðåìà 1.2.4([25]) Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨

d−ôîðìè ìîæíà îá÷èñëèòè çà òàêîþ ôîðìóëîþ

P(Cd, z) =
∑

0≤k<d/2

ϕd−2 k

(
(−1)kzk(k+1)(1 + z)

(z2, z2)k (z2, z2)d−k

)
.
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Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ îá÷èñëåíî ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id1,d2 òà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ
áiíàðíèõ ôîðì Cd1,d2 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2.
Òåîðåìà 1.2.5. ([19] ) Íåõàé d2 − d1 = 1 (mod 2) i d2 > d1. Òîäi ðÿäè

Ïóàíêàðå P(Cd1,d2, z) i P(Id1,d2, z) ìàþòü âèãëÿä:

P(Cd1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1 ((1 + z)Ak(z)) +

[d2/2]∑
k=0

ϕd2−2k ((1 + z)Bk(z)) ,

P(Id1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1− z2)Ak(z)

)
+

[d2/2]∑
k=0

ϕd2−2k
(
(1− z2)Bk(z)

)
,

äå

Ak(z) =
(−1)

1
2 (d2−d1+1)z(d1−k)(d1−k+1)+ 1

4 (d1+d2−2k+1)2

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z, z
2)d2+d1+1

2 −k(z, z
2)d2−d1+1

2 +k

,

Bk(z) =



(−1)kzk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
ïðè 2k < d2−d1,

(−1)
d2−d1−1

2 zk(k+1)+1/4(d2−d1−1−2k)2

(z, z2)s+1(z, z2)d1−s(z
2, z2)k(z2, z2)d2−k

ïðè s =
2k−(d2−d1)−1

2
.

Òåîðåìà 1.2.6. ([19]) Ïðè d2 − d1 = 0 (mod 2) i ïðè d2 > d1 ðÿäè

Ïóàíêàðå P(Cd1,d2, z) i P(Id1,d2, z) îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

P(Cd1,d2, z)=
=

∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1+z)Āk(z)

)
+

∑
d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1+z)B̄k(z)

))′
z

+

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k ((1 + z)Sk(z)) +
∑

d1+d2+2≤2k≤2d2

ϕd2−2k ((1 + z)Sk(z)) ;
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P(Id1,d2, z)=
=

∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1−z2)Āk(z)

)
+

∑
d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1−z2)B̄k(z)

))′
z

+

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k
(
(1− z2)Sk(z)

)
+

∑
d1+d2+2≤2k≤2d2

ϕd2−2k
(
(1− z)2Sk(z)

)
,

äå

Āk(z) = − 1

zd2+d1−2k
lim

t→z2k−(d1+d2)

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tzd2+d1−2k)2
)′
t
;

B̄k(z) = lim
t→z2k−(d1+d2)

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tzd2+d1−2k)2
)

;

Sk(z) = lim
t→z−2k

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tz2k)
)

;

fd1,d2(tz
d2, z) :=

1

(tzd2−d1, z2)d1+1(t, z2)d2+1
.

Òåîðåìà 1.2.7.([19])Íåõàé d2 = d1 = d. Òîäi ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáðè

ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id,d òà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâà-

ðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Cd,d îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

P(Id,d, z)=

=
∑

0≤k≤d/2

ϕd−2k

(
(1−z2)Ãk(z)

)
+

∑
0≤k≤d/2

(
z ϕd−2k

(
(1−z2)B̃k(z)

))′
z
,

P(Cd,d, z) =

=
∑

0≤k≤d/2

ϕd−2k

(
(1 + z)Ãk(z)

)
+

∑
0≤k≤d/2

(
z ϕd−2k

(
(1 + z)B̃k(z)

))′
z
,

äå

B̃k(z) = lim
t→zd−2k

(
fd,d(tz

d, z)(1− tz2k)2
)

=

(
zk(k+1)

(z2, z2)k(z2, z2)d−k

)2

,

Ãk(z) = − 1

z2k
lim

t→z−2k

(
fd,d(tz

d, z)(1− tz2k)2
)′
t

=
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= 2 B̃k(z)

(
s+

z2(s+1)

1− z2(s+1)
+ · · ·+ z2s

′

1− z2s′
)
,

s = min(k, d− k),

s′ = max(k, d− k).

Òåîðåìà 1.2.8.([20]) Ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i êî-

âàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

P(I(n)1 , z)=
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k−1)!(n−k)!

dk−1

dzk−1

((
z

1−z2

)2n−k−1
)

;

P(C(n)1 , z) =
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
(1 + z)z2n−k−1

(1− z2)2n−k

)
.

Òåîðåìà 1.2.9.([20]) Ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i êî-

âàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëàìè:

P(C(n)2 , z)=
n∑
k=1

(−1)n−k

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
n−k∑
j=0

(
n−k
j

)
(n)j(n)n−k−jz

2n−k−j−1

(1−z)n+j(1−z2)2n−k−j

)
;

P(I(n)2 , z)=
n∑
k=1

(−1)n−k

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
n−k∑
j=0

(
n−k
j

)
(n)j(n)n−k−jz

2n−k−j−1

(1−z)n+j−1(1−z2)2n−k−j

)
.

1.3. Ôóíêöi¨, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ôîðìóëàõ äëÿ

îá÷èñëåííÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð SL2− iíâàðiàíòiâ

Ôîðìóëè ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îá÷èñëåíî â òåîðåìi 1.2.8 òà â òåîðåìi

1.2.9. Ó [28] âèñëîâëåíî ãiïîòåçó ïðî òå, ùî äâi ç öèõ ôîðìóë ìîæíà çâåñòè

äî òàêîãî ÿâíîãî âèãëÿäó:

P(I(n)1 , z) =
Nn−2(z

2)

(1− z2)2n−3
;

P(C(n)2 , z) =
Wn−1(z

2)

(1− z)3n−1(1 + z)2n−1
,
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äå

Nn(z) =
n∑
k=1

1

k

(
n− 1

k − 1

)(
n

k − 1

)
zk−1

� ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà i

Wn(z) =
n∑
k=0

(
n

k

)2

zk.

� ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà òèïó B.

Iíôîðìàöiÿ ïðî ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè öiêàâi

ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàði-

àíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Òîìó ðîçãëÿíåìî ¨õ äåùî äå-

òàëüíiøå.

×èñëà Íàðàÿíà

Nn,k =
1

n

(
n

k

)(
n

k − 1

)
, (1 ≤ k ≤ n)

çóñòði÷àþòüñÿ [102, 76] ó áàãàòüîõ êîìáiíàòîðíèõ ñòðóêòóðàõ.

Ìíîãî÷ëåí

Nn(z) =
n∑
k=1

Nn,kz
k−1

íàçèâà¹òüñÿ [78] ìíîãî÷ëåíîì Íàðàÿíà (ó äåÿêèõ äæåðåëàõ [83] éîãî íàçè-

âàþòü àñîöiéîâàíèì ìíîãî÷ëåíîì Íàðàÿíà).

Ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ

G(z, t) = 1 +
∞∑
j=1

Nn(z)tj =
1− (1− z)t−

√
(1− z)2t2 − 2(1 + z)t+ 1

2zt

çàäîâîëüíÿ¹ [126] ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ

ztG(z, t)2 + (t+ zt− 1)G(z, t) + t = 0.

Ó [78] çíàéäåíî òàêå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðà-

ÿíà

Nn(z) = (1− z)Nn−1(z) + z

n−1∑
j=0

Nj(z)Nn−1−j(z).
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Àíàëîãi÷íi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà îáîõ

òèïiâ äîâåäåíî â ðîáîòi [15]. Ó ðîáîòi [109] êîìáiíàòîðíèìè ìåòîäàìè äî-

âåäåíî çðó÷íiøå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

(n+ 1)Nn(z) = (2n− 1)(1 + z)Nn−1(z)− (n− 2)(1− z)2Nn−2.

Ó [83] ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà âèðàæåíî ÷åðåç çñóíóòi ìíîãî÷ëåíè Ëåæàí-

äðà: Nn(z) = (z − 1)n+1

z
z−1∫
0

Ln(2x− 1)dx.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ϕn, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó

òåîðåìàõ 1.2.2, 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6, 1.2.7. Îïèøåìî ñïîñiá [4], ÿê ìîæíà ââåñòè

öþ ôóíêöiþ.

Ðîçãëÿíåìî C-àëãåáðó ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ C[[z]] âiä z. Äëÿ

äîâiëüíîãî n ∈ N âèçíà÷èìî C-ëiíiéíó ôóíêöiþ ϕn : [[z]]→ [[z]] íàñòóïíèì

÷èíîì

ϕn
(
zm
)

=


z
m
n , ÿêùî m = 0 (mod n),

0, ÿêùî m 6= 0 (mod n),

1, ÿêùî m = 0.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðÿäó

A = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·

îòðèìà¹ìî

ϕn(A) = a0 + anz + a2nz
2 + · · ·+ as nz

s + · · · .

Ó [4] Ë. Áåäðàòþêîì ïîêàçàíî, ùî ââåäåíà òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ, ¹ ôóí-

êöi¹þ

ϕn(f(z)) =
1

n

n∑
j=1

f(e
2πij
n z),

îçíà÷åíîþ â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi

Öèì æå àâòîðîì äîâåäåíà òàêà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ ϕn.

Ëåìà 1.3.1.([23]) Íåõàé R(z) äåÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä z. Òîäi

ϕn

(
R(z)

(1− zk1)(1− zk2) · · · (1− zkm)

)
=
ϕn
(
R(z)Qn(z

k1)Qn(z
k2)Qn(z

km)
)

(1− zk1)(1− zk2) · · · (1− zkm)
,
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òóò Qn(z) = 1 + z + z2 + . . .+ zn−1, a ki � íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Ó íàñòóïíié ëåìi âñòàíîâëåíî âëàñòèâiñòü ïîëþñiâ ôóíêöi¨ ϕn.

Ëåìà 1.3.2.(Ñïðiíãåð [103, ëåìà 4]) Íåõàé f ∈ C(z). Òîäi ïîëþñè ôóí-

êöi¨ ϕn(f) ìàþòü âèãëÿä αn, äå α 6= 0 � ïîëþñ ôóíêöi¨ f . ßêùî ôóíêöiÿ

f ìà¹ ëèøå îäèí ïîëþñ α ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó h, òî ìàêñèìàëüíèé ç

ïîðÿäêiâ ïîëþñiâ ôóíêöi¨ ϕn(f) òàêîæ äîðiâíþ¹ h i ϕn(f) ìà¹ ëèøå îäíèí

ïîëþñ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó, à ñàìå αn.

1.4. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð SL2-iíâàðiàíòiâ

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, àëãåáðà iíâàðiàíòiâ Id = K[Vd]SL2 ¹ ñêií÷åííî

ïîðîäæåíîþ i ãðàäóéîâàíîþ

Id = (Id)0 ⊕ (Id)1 ⊕ . . .⊕ (Id)m ⊕ . . . ,

äå (Id)m � âåêòîðíèéK−ïðîñòið iíâàðiàíòiâ ñòåïåíÿm. Ðîçìiðíiñòü âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó (Id)m [1, c. 19] íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ãiëüáåðòà àëãåáðè Id.
Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ôóíêöiÿ âiä çìiííî¨ m

H(Id,m) = dim(Id)m.

Âiäîìî [48, c. 7] (äèâ. òàêîæ [98, 105]), ùî ôóíêöiÿ Ãiëüáåðòà äîâiëüíî¨

ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ K-àëãåáðè ¹ êâàçiìíîãî÷ëåíîì ïî÷èíà-

þ÷è ç äåÿêîãî m. Îñêiëüêè àëãåáðà iíâàðiàíòiâ Id ñêií÷åííî ïîðîäæåíà, òî
¨¨ ôóíêöi¨ Ãiëüáåðòà ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

H(Id,m) = h0(m)m r + h1(m)m r−1 + ...,

äå hk(m) � äåÿêà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â Q. Êâàçiìíîãî÷ëåí
H(Id,m) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãiëüáåðòà [32] àëãåáðè iíâàðiàíòiâ Id.
Ïðèêëàä 1.4.1.([27]) Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáðè iíâàðiàíòiâ ái-

íàðíî¨ ôîðìè ïîðÿäêó 4 ìàþòü âèãëÿä

H(I4,m) =
1

6
m+

1

4
cos (πm) +

1

3
cos

(
2

3
πm

)
−
√

3

9
sin

(
2

3
πm

)
+

5

12
.
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Ó âèïàäêó îäíi¹¨ áiíàðíî¨ ôîðìè n = 1 (òîáòî äëÿ àëãåáðè iíâàðiàí-

òiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè) iñíó¹ êëàñè÷íà ôîðìóëà Êåëi-Ñiëüâåñòðà [114] äëÿ

îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáðè Id

H(Id,m) = ωd(m, 0)− ωd(m, 2),

äå ωd(m, k) � êiëüêiñòü íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè α1 + 2α2 + . . .+ dαd =
dm− k

2
,

α1 + α2 + . . .+ αd = m.

Êðiì öüîãî, ó ïðàöi [104, ï. 3.3.7] íàâåäåíà iíøà ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ

ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáðè Id

H(Id,m) =
[
q
md
2

]((1− qd+1
) (

1− qd+2
)
. . .
(
1− qd+m

)
(1− q2) (1− q3) . . . (1− qm)

)
,

äå
[
q
md
2

]
ïîçíà÷à¹ êîåôiöi¹íò ïðè q

md
2 .

Äëÿ àëãåáð SLn-iíâàðiàíòiâ îáèäâi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöié

Ãiëüáåðòà óçàãàëüíåíi â [19], [20], [25],[21], [3]. Çîêðåìà, â [20] íàâåäåíî ôîð-

ìóëè îáîõ òèïiâ äëÿ àëãåáð Id ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà àëãåáð Cd ñïiëüíèõ
êîâàðiàíòiâ n áiíàðíèõ ôîðì (d = (d1, d2, . . . , dn)):

H(Id,m) = [tm]
((

1−z2
)
f(t, z)

)
,

H(Cd,m) = [tm] ((1+z) f(t, z)) ,

äå

f(t, z) =
1

(1−tzd1)(1−tzd1−2) · · · (1−tz−d1) · · · (1−tzdn)(1−tzdn−2) · · · (1−tz−ds)
.

Àíàëîã ôîðìóëè Êåëi-Ñiëüâåñòðà äëÿ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà àë-

ãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n áiíàðíèõ ôîðì â öié æå ðîáîòi ìà¹ âèãëÿä:

H(Id,m) = ωd(m, 0)− ωd(m, 2),

H(Cd,m) = ωd(m, 0)− ωd(m, 1),
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äå ωd(m, k) � êiëüêiñòü íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
d1α

(1)+ . . .+dnα
(n)−2

(
α
(1)
1 +2α

(1)
2 + . . .+d1α

(1)
d1

)
− . . .−

−2
(
α
(n)
1 +2α

(n)
2 + . . .+dnα

(n)
dn

)
=k,

α(1) + α(2) + . . .+ α(n) = m.

Ïðîòå, âñi öi ôîðìóëè êîìáiíàòîðíi i íå âèðàæàþòü ÿâíî ìíîãî÷ëåí

Ãiëüáåðòà ÷åðåç ïàðàìåòð m. Êðiì òîãî, ïðîâåñòè îá÷èñëåííÿ çà òàêèìè

ôîðìóëàìè äîñèòü ñêëàäíî íàâiòü äëÿ íåâåëèêèõ çíà÷åíü dk, n òà m. Õî-

÷à â [27] çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà

àëãåáðè Id äëÿ íåâåëèêèõ çíà÷åíü dk òà n.
×àñòêîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ç íåñòàíäàð-

òíèì ãðàäóþâàííÿì áóëî îòðèìàíî â [39].
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ÐÎÇÄIË 2

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÐßÄÓ

ÏÓÀÍÊÀÐÅ ÀËÃÅÁÐÈ ÊÎÂÀÐIÀÍÒIÂ ÁIÍÀÐÍÎ�

d−ÔÎÐÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi îá÷èñëåíî ñòåïiíü deg(Cd) òà ÷èñëî ψ(Cd) àëãåáðè êîâà-
ðiàíòiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè. Òàêîæ òóò çíàéäåíî ¨õ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ

òà àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó.

2.1. Ñòåïiíü àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè

Ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð iíâàðiàíòiâ i êîâàðiàí-

òiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè, ïîäàíi â òåîðåìàõ 1.2.2 òà 1.2.4 âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå

ìíîæíèêîì 1 − z â àðãóìåíòi ôóíêöi¨ ϕ. Òîìó äëÿ îòðèìàííÿ ôîðìóëè

ñòåïåíÿ àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä, çà äî-
ïîìîãîþ ÿêîãî Ñïðiíãåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè

Id îòðèìàíó â òåîðåìi 1.2.2, çíàéøîâ ñòåïiíü àëãåáðè Id â [103].
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ deg(Cd), ψ(Cd) äîâåäåìî

ðÿä äîïîìiæíèõ ôàêòiâ. Çàóâàæèìî, ùî ëåìè öüîãî ïiäðîçäiëó íàâåäåíi

Ñïðiíãåðîì ó [103] áåç äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öi ëåìè.

Ëåìà 2.1.1. ([103, ëåìà 6]) Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) Ïî÷àòîê ðÿäó Òåéëîðà, äëÿ ôóíêöi¨ (z2, z2)j â òî÷öi z = 1 äîðiâíþ¹

(z2, z2)j = 2jj!(1− z)j − 2j−1j! j2(1− z)j+1 + · · · ;

2) Ïî÷àòîê ðÿäó Ëîðàíà äëÿ ôóíêöi¨

(−1)jzj(j+1)(1 + z)

(z2, z2)j (z2, z2)d−j

â òî÷öi z = 1 äîðiâíþ¹

(−1)j

2d−1j!(d−j)!
1

(1−z)d
+

(−1)j

2d−1j!(d−j)!
(d+1)

(
1

2
d−j−1

2

)
1

(1−z)d−1
+ · · · .
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Äîâåäåííÿ. 1) Ìà¹ìî

(z2, z2)j = (1− z2)(1− z4) . . . (1− z2j).

Ðîçêëàäåìî ñïî÷àòêó ìíîãî÷ëåí 1− zn â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè 1− z.
Îòðèìó¹ìî

1−zn=−n(z−1)−n(n−1)

2!
(z−1)2+ · · ·=n(1−z)−n(n−1)

2!
(1−z)2+O((1−z)3).

Òîìó

(z2, z2)j = (1− z2)(1− z4) . . . (1− z2j) =

= (2(1− z)− 2

2!
(1− z)2 + · · · )(4(1−z)− 4 · 3

2!
(1−z)2 + · · · ) . . . (2j(1−z)−

−2j(2j−1)

2!
(1−z)2 + · · · ) =

= (2 · 4 · · · 2j(1−z)j + (1 + 3 + 5 · · ·+ 2j − 1)2j−1j!(1−z)j+1 + · · · ) =

= 2jj!(1− z)j − 2j−1j! j2(1− z)j+1 + · · · .

Çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî

(z2, z2)j(z
2, z2)d−j = (2jj!(1− z)j − 2j−1j! j2(1− z)j+1 + · · · )×

×(2d−j(d− j)!(1− z)d−j − 2d−j−1(d− j)! (d− j)2(1− z)d−j+1 + · · · ) =

= 2dj!(d− j)!(1− z)d − 2d−1j!(d− j)!((d− j)2 + j2)(1− z)d+1 + · · · .

2) Çíàéäåìî ïåðøi ÷ëåíè ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1 âèðàçó

(−1)jzj(j+1)(1 + z)

(z2, z2)j (z2, z2)d−j
.

Ñïî÷àòêó ðîçêëàäåìî ÷èñåëüíèê â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1−z). Ìà¹ìî

1 + z = 2− (1− z),

zj(j+1) = 1− j(j + 1)(1− z) + · · · ,

(1 + z)zj(j+1) = 2− (2j(j + 1) + 1)(1− z) + · · · .

Âèêîðèñòà¹ìî ïðîñòå ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå ñïðàâåäëèâå äëÿ ôîðìàëüíèõ

ðÿäiâ
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a0 + a1x+ · · ·
b0 + b1x+ · · ·

=
a0
b0

+
a1b0 − a0b1

b20
x+ · · · , ïðè b0 6= 0.

Òîäi ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü, çíàõîäèìî

(−1)jzj(j+1)(1 + z)

(z2, z2)j (z2, z2)d−j
=

=
2− (2j(j + 1) + 1)(1− z) + · · ·

2dj!(d− j)!(1− z)d − 2d−1j!(d− j)!((d− j)2 + j2)(1− z)d+1 + · · ·
=

=
1

(1− z)d
2− (2j(j + 1) + 1)(1− z) + · · ·

2dj!(d− j)!− 2d−1j!(d− j)!((d− j)2 + j2)(1− z) + · · ·
=

=
1

(1−z)d

(
1

2d−1j!(d−j)!
+

(−1)j

2d−1j!(d−j)!
(d+1)

(
1

2
d−j−1

2

)
(1−z)+ · · ·

)
.

Çâiäñè îäðàçó îòðèìó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè. ♦
Äîâåäåìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ ϕn. Íåîáõiäíiñòü ó äîâåäåííi íà-

ñòóïíî¨ ëåìè çóìîâëåíà òèì, ùî öÿ ëåìà, ÿê i ëåìà 2.1.1, íàâåäåíà â [103]

áåç äîâåäåííÿ.

Ëåìà 2.1.2.([103, ëåìà 3]) Ñïðàâåäëèâà òàêà ðiâíiñòü

ϕn

(
1

(1− z)h

)
=

h∑
k=0

αnk
(1− z)k

,

äå h ∈ N;

αnh = nh−1;

αn,h−1 = −nn−2(n− 1)
h

2
.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, ìàòèìåìî

ϕn

(
1

(1− z)h

)
=
ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
(1− z)h

.

Î÷åâèäíî, ùî êîåôiöi¹íò αnh ¹ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ

ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
íà (1 − z). Îá÷èñëèìî âèðàç

ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
, ñêîðèñòàâøèñü îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ϕn

ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
=

=
1

n

n−1∑
j=0

(
1 + ζjnz + (ζjn)

2z2 + · · ·+ (ζjn)
n−1z(n−1)

)h ∣∣∣
zn=z

,
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äå ζjn = e
2πij
n � êîðiíü ç 1. Îñòà÷à âiä äiëåííÿ öüîãî ìíîãî÷ëåíà íà (1 − z)

ðiâíà éîãî çíà÷åííþ ïðè z = 1. Âðàõóâàâøè òîé ôàêò, ùî ñóìà âñiõ êîðåíiâ

ç 1 äîðiâíþ¹ íóëþ, îòðèìà¹ìî

ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

) ∣∣∣
z=1

=

=
1

n

n−1∑
j=0

(
1 + ζjn + (ζjn)

2 + · · ·+ (ζjn)
n−1)h = nh−1.

Êîåôiöi¹íò αn,h−1 äîðiâíþ¹ êîåôiöi¹íòó ïðè (1− z) ðîçêëàäó â ðÿä Òåé-

ëîðà ôóíêöi¨ ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
â òî÷öi z = 1. Òîáòî

αn,h−1 = − lim
z→1

(ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
)′.

Ìà¹ìî (
1

n

n−1∑
j=0

(
1 + ζjnz + (ζjn)

2z2 + · · ·+ (ζjn)
n−1z(n−1)

)h)′
=

=
h

n

n−1∑
j=0

(1 + ζjnz + (ζjn)
2z2 + · · ·+ (ζjn)

n−1z(n−1))h−1×

×(ζjn + 2(ζjn)
2z + · · ·+ (n− 1)(ζjn)

n−1z(n−2)).

Çâiäñè

lim
z→1

(
1

n

n−1∑
j=0

(
1 + ζjnz + (ζjn)

2z2 + · · ·+ (ζjn)
n−1z(n−1)

)h)′
=

=
h

n

n−1∑
j=0

(1 + ζjn + (ζjn)
2 + · · ·+ (ζjn)

n−1)h−1×

×(ζjn + 2(ζjn)
2 + · · ·+ (n− 1)(ζjn)

n−1) =

=
h

n
nh−1(1 + 2 + . . .+ (n− 1)) =

1

2
h(n− 1)nh−1.

Âðàõóâàâøè î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
z→1

(f(zn)|zn=z)′ =
1

n
lim
z→1

f ′(zn),
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ìàòèìåìî

αn,h−1 = − lim
z→1

(ϕn
(
(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)h

)
)′ =

= −1

n
lim
z→1

(
1

n

n−1∑
j=0

(
1 + ζjnz + (ζjn)

2z2 + · · ·+ (ζjn)
n−1z(n−1)

)h)′
=

= −1

2
h(n− 1)nh−2.

♦
Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè deg(Cd), ψ(Cd).
Òåîðåìà 2.1.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi ôîðìóëè:

deg(Cd) = lim
z→1

(1− z)dP(Cd, z) =
1

d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

;

ψ(Cd) = lim
z→1

(
−(1− z)dP(Cd, z)

)′
z

=
1

2 d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî îçíà÷åííÿ ïîäàíîãî â ïiäðîçäiëi 1.2, ÷èñëà

deg(Cd), ψ(Cd) ¹ êîåôiöi¹íòàìè ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó ðÿäó Ïóàí-
êàðå P(Cd, z) â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ

ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨

ôîðìè ïîðÿäêó d îòðèìàíîþ òåîðåìi 1.2.4.

Çàñòîñóâàâøè ëåìè 2.1.1 i 2.1.2, îòðèìó¹ìî

P(Cd, z) =
∑

0≤j<d/2

ϕd−2j

(
(−1)jzj(j+1)(1 + z)

(z2, z2)j (z2, z2)d−j

)
=

=
∑

0≤j<d/2

ϕd−2j

(
(−1)j

2d−1j!(d− j)!
1

(1− z)d
+ · · ·

)
=

=
∑

0≤j<d/2

(−1)j

2d−1j!(d− j)!
ϕd−2j

(
1

(1− z)d

)
+

+
∑

0≤j<d/2

(−1)j

2d−1j!(d−j)!
(d+1)

(
1

2
d−j−1

2

)
ϕd−2j

(
1

(1−z)d−1

)
+ · · ·=



47

=
1

(1− z)d

∑
0≤j<d/2

(−1)j(d− 2j)d−1

2d−1j!(d− j)!
−

− 1

(1− z)d−1
1

2

∑
0≤j<d/2

(−1)j

2d−1j!(d− j)!
(d− 2j)d−2(d− 2j − 1)(d− 1)+

+
1

(1− z)d−1
1

2

∑
0≤j<d/2

(−1)j

2d−1j!(d− j)!
(d+ 1)(d− 2j − 1)(d− 2j)d−2 + · · · .

Îòæå, êîåôiöi¹íò áiëÿ
1

(1− z)d
äîðiâíþ¹

deg(Cd) =
∑

0≤j<d/2

(−1)j(d− 2j)d−1

2d−1j!(d− j)!
=

1

d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ çíàõîäèìî êîåôiöi¹íò áiëÿ
1

(1− z)d−1

ψ(Cd) =
1

2d!

∑
0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

.

♦
Àëãåáðà iíâàðiàíòiâ Cd ¹ ãîðåíøòåéíiâñüêîþ. Öå ðiâíîñèëüíå òîìó, äèâ.

[103], ùî ðÿä Ïóàíêàðå P(Cd, z) çàäîâîëüíÿ¹ òàêîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ðiâ-
íÿííþ

P(Cd, z−1) = (−1)dzqP(Cd, z),

äå q � ðiçíèöÿ ñòåïåíiâ çíàìåííèêà i ÷èñåëüíèêà ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨

P(Cd, z). Iç [96, òåîðåìà 2], âèïëèâà¹, ùî

2 deg(Cd)
ψ(Cd)

= q − d.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è äîâåäåíó òåîðåìó, îòðèìó¹ìî, ùî

q = d+ 1 = dimVd.
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2.2. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòåïåíÿ àëãåáðè êîâàði-

àíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè

Ïåðåä òèì, ÿê ðîçãëÿäàòè ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòèêó deg(Cd), âñòàíîâèìî
ôîðìóëó äëÿ éîãî iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

cd := deg(Cd) · d! =
∑

0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

.

Òåîðåìà 2.2.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) cd = 2π−1(d− 1)!

∞∫
0

sind x

xd
dx;

2) deg(Cd) > 0.

Äîâåäåííÿ. 1) Ìà¹ìî

2cd =
∑

0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

+
∑

0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

=

=
∑

0≤j<d/2

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
−j
)d−1

+
∑

d/2≤j<d

(−1)j
(
d

j

)
sign

(
d

2
−j
)(

d

2
−j
)d−1

=

=
d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)
sign

(
d

2
− j
)(

d

2
− j
)d−1

.

Äàëi äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 3.4.7 â [104]. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ

âiäîìîþ ôîðìóëîþ [13, c. 149] äëÿ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåíÿ ôóíêöi¨ sign

π

2
sign(a) =

∞∫
0

sin ax

x
dx.

Òîäi

πcd =
π

2

d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)
sign

(
d

2
− j
)(

d

2
− j
)d−1

=
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=
d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1 ∞∫

0

sin(d2 − j)x
x

dx =

=

∞∫
0

Im

(
d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

ei(
d
2−j)x

)
dx

x
.

Ç iíøîãî áîêó,

sind
x

2
=

(
e
ix
2 − e− ix2

2i

)d

=
1

2did

d∑
j=0

(
d

j

)(
e
ix
2

)d−j (
e−

ix
2

)j
=

=
1

2did

d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)
eix(

d
2−j).

Äèôåðåíöiþþ÷è d− 1 ðàç ïî x, îäåðæèìî(
sind

x

2

)(d−1)
=
id−1

2did

∑
0≤j≤d

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

eix(
d
2−j).

Çâiäñè çíàõîäèìî

Im

(
d∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)(
d

2
− j
)d−1

ei(
d
2−j)x

)
= 2d

(
sind

x

2

)(d−1)
.

Òîìó

cd =
1

π

∞∫
0

2d
(

sind
x

2

)(d−1) dx
x

=
2

π

∞∫
0

(
sind x

)(d−1) dx
x
.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè d− 1 ðàç, îòðèìà¹ìî

cd =
2(d− 1)!

π

∞∫
0

sind x

xd
dx.

2) Äîâåäåìî ñïî÷àòêó çáiæíiñòü iíòåãðàëà

∞∫
0

sind x

xd
dx
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ïðè ïàðíèõ p, ùî åêâiâàëåíòíî àáñîëþòíié çáiæíîñòi ïðè íåïàðíèõ p. Ïî-

äàìî éîãî ó âèãëÿäi ñóìè
∞∫
0

sind x

xd
dx =

1∫
0

sind x

xd
dx+

∞∫
1

sind x

xd
dx.

Îñêiëüêè

lim
x→0

sinx

x
= 1,

òî ôóíêöiÿ
(
sinx
x

)p
, äîîçíà÷åíà â òî÷öi x = 0, áóäå íåïåðåðâíà íà ïðîìåíi

x ≥ 0, à, îòæå, iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà âiäðiçêó [0, 1]. Êðiì òîãî,∣∣∣∣sind xxd

∣∣∣∣ ≤ 1

xd
.

Iíòåãðàë
∞∫
1

1

xd
dx

çáiæíèé ïðè d > 1. Òîìó çáiæíèì ïðè d ≥ 2 (à ïðè íåïàðíèõ d ùå é

àáñîëþòíî çáiæíèì) ¹ iíòåãðàë
∞∫
1

sind x

xd
dx,

îòæå, é iíòåãðàë
∞∫
0

sind x

xd
dx.

Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
∞∫
0

sind x

xd
dx > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïàðíèõ d ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç äîäàòíèé, òîìó çàëè-

øà¹òüñÿ äîâåñòè íåðiâíiñòü ïðè íåïàðíèõ d. Ó ñèëó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi

iíòåãðàëà, ìîæíà ïîäàòè öåé iíòåãðàë ó âèãëÿäi

∞∫
0

sind x

xd
dx =

∞∑
k=0

 (2k+1)π∫
2kπ

sind x

xd
dx+

4kπ∫
(2k+1)π

sind x

xd
dx

 =
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=
∞∑
k=0

 (2k+1)π∫
2kπ

sind x

xd
dx+

(2k+1)π∫
2kπ

sind(x+ π)

(x+ π)d
dx

 =

=
∞∑
k=0

(2k+1)π∫
2kπ

(
sind x

xd
− sind x

(x+ π)d

)
dx =

=
∞∑
k=0

(2k+1)π∫
2kπ

sind x

xd(x+ π)d
(
(x+ π)d − xd

)
dx > 0.

Ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

♦
Óìîâà deg(Cd) > 0 ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi ïîëÿ

÷àñòîê àëãåáðè Cd íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ d.

Öiêàâî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà Âîëñòåíãîëìà,
∞∫
0

sinp x

xs
=

(−1)
p−s
2

(s− 1)!

π

2p

∑
p−2j>0

(−1)j
(
p

j

)
(p− 2j)s−1,

ÿêùî p− s ïàðíå, äèâ. [47, Çàäà÷à 1033].
Â ñèëó ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ÷èñëà

deg(Cd) çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó iíòåãðàëó
∞∫
0

sind x

xd
dx.

Òåîðåìà 2.2.2. Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà

lim
d→∞

d
1
2

∞∫
0

sind x

xd
dx =

(6π)
1
2

2
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi ÷åðåç I. Ìà¹ìî

I = lim
d→∞

d
1
2

∞∫
0

sind x

xd
dx = lim

d→∞
d

1
2

π
2∫

0

sind x

xd
dx+ lim

d→∞
d

1
2

∞∫
π
2

sind x

xd
dx.
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Îñêiëüêè ∣∣∣∣∣∣∣
∞∫
π
2

sind x

xd
dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
π
2

x−ddx = lim
b→∞

x−d+1

1− d

∣∣∣∣b
π
2

=
1

(d− 1)xd−1

i

lim
d→∞

d
1
2

(d− 1)xd−1
= 0,

òî

I = lim
d→∞

d
1
2

π
2∫

0

sind x

xd
dx.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîñòàòíüî ìàëå ε > 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ sinx
x ìîíîòîííî

ñïàäà¹ ïðè 0 ≤ x ≤ π
2 , òî

sinx
x ≤

sinε
ε = 1 − ε2

3! + ε4

5! − · · · , ÿêùî ε ≤ x ≤ π
2 .

Òîäi iñíó¹ òàêà äîäàòíà êîíñòàíòà a, äëÿ ÿêî¨
π
2∫

ε

sind x

xd
dx = O

(
e−a·dε

2
)
.

Ïðè 0 ≤ x ≤ ε ìà¹ìî(
sinx

x

)d
=

(
1− 1

6
x2 +O

(
ε4
))d

= e−
1
6x

2+O(ε4).

Çâiäñè

ε∫
0

(
sinx

x

)d
dx = eO(dε4)

ε∫
0

(
−1

6
dx2
)
dx = eO(dε4)

εd
1
2∫

0

e−
1
6x

2

dx.

Íåõàé òåïåð ε = ln d√
d
. Òîäi iíòåãðàë çâîäèòüñÿ äî iíòåãðàëà Åéëåðà-Ïóàñîíà

I = lim
d→∞

d
1
2

π
2∫

0

sind x

xd
dx =

√
6

∞∫
0

e−x
2

dx =

√
6π

2
.

♦
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäó Ïóàíêàðå àë-

ãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d−ôîðìè. Çíàéäåíî êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äîäàí-
êiâ ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z = 1 ðÿäó Ïóàíêàðå P(Cd, z).
Äîâåäåíî, ùî öi êîåôiöi¹íòè ¹ äîäàòíèìè ÷èñëàìè. Ç äîâåäåíîãî ó öüîìó

ðîçäiëi âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè òàêå

deg(Cd) =
2

πd

∞∫
0

sind x

xd
dx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî àñèìïòîòèêà ñòåïåíÿ deg(Cd) ïðè d→∞ òàêà

deg(Cd) =
cd
d!
∼
√

6

π

1

d
3
2

,

äå ∼ ïîçíà÷à¹ àñèìïòîòè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [26].
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ÐÎÇÄIË 3

ÑÒÅÏÅÍI ÀËÃÅÁÐ ÑÏIËÜÍÈÕ IÍÂÀÐIÀÍÒIÂ ÒÀ

ÊÎÂÀÐIÀÍÒIÂ ÄÂÎÕ ÁIÍÀÐÍÈÕ ÔÎÐÌ

Ó öüîìó ðîçäiëi çíàéäåìî ñòåïåíi àëãåáð Id1, d2 òà Cd1, d2 äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü ïàðíîñòi ÷èñåë d1 òà d2. Âñi îá÷èñëåííÿ ïðîâåäåìî ó ðàìêàõ ïiäõîäó

Ñïðiíãåðà, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.

3.1. Ñòåïåíi àëãåáð Cd1,d2 i Id1,d2 ó âèïàäêó ðiçíî¨ ïàð-
íîñòi d1 i d2

Ó ìåæàõ öüîãî ïiðîçäiëó ââàæà¹ìî, ùî ÷èñëà d1 i d2 ìàþòü ðiçíó ïàð-

íiñòü, òà d1 < d2. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà

àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì âèêîðèñòà¹ìî ðÿä Ïóàíêà-

ðå öi¹¨ àëãåáðè ç òåîðåìè 1.2.5. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîçíà÷åíÿ:

Ak(z) =
(−1)

1
2 (d2−d1+1)z(d1−k)(d1−k+1)+ 1

4 (d1+d2−2k+1)2

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z, z
2)d2+d1+1

2 −k(z, z
2)d2−d1+1

2 +k

,

Bk(z) =



(−1)kzk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
ïðè 2k < d2−d1,

(−1)
d2−d1−1

2 zk(k+1)+1/4(d2−d1−1−2k)2

(z, z2)s+1(z, z2)d1−s(z
2, z2)k(z2, z2)d2−k

ïðè s=
2k−(d2−d1)−1

2
.

Ùîá îá÷èñëèòè ðàöiîíàëüíèé êîåôiöi¹íò deg(Cd1,d2), äîâåäåìî òàêó ëåìó.
Ëåìà 3.1.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:
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1) Ïî÷àòîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ (1 + z)Ak(z) â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1

ìà¹ âèãëÿä

1

(1− z)d2+d1+1
· (−1)

1
2 (d2−d1+1)

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
−

− 1

(1− z)d2+d1
· (−1)

1
2 (d2−d1+1) ((d1 − 2k + 1)(d1 + d2 + 2))

2d1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+ · · · ;

2) Ïî÷àòîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ (1 + z)Bk(z) â ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = 1

ìà¹ âèãëÿä

1

(1− z)d1+d2+1
· (−1)k

2d2−1k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+

+
(−1)k

(1− z)d2+d1
· (d1 + d2 + 2)(d2 − 2k − 1)

2d2k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+ · · · .

Äîâåäåííÿ. 1) Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ

(z2, z2)k(z
2, z2)d1−k(z, z

2)d2+d1+1
2 −k(z, z

2)d2−d1+1
2 +k

â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1− z).

Îñêiëüêè ïî÷àòîê ðÿäó Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1− z) ôóíêöi¨

(z, z2)k(z
2, z2)d−k

ìà¹ âèãëÿä

(z, z2)n = (1− z)(1− z3) · · · (1− z2n−1) =

= (1− z)(3(1− z)− 3(1− z)2 + · · · ) · · · ×

×((2n− 1)(1− z)− (n− 1)(2n− 1)(1− z)2 + · · · ) =

= (2n− 1)!!(1− z)n − (2n− 1)!!
n(n− 1)

2
(1− z)n+1 + · · · ,

òî

(z, z2)d2+d1+1
2 −k = (d2+d1−2k)!!(1− z)

d2+d1+1
2 −k−

−(d2+d1−2k)!!
1

8
((d2+d1−2k)2−1)(1− z)

d2+d1+1
2 −k+1 + · · · ,
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(z, z2)d2−d1+1
2 +k

= (d2−d1+2k)!!(1− z)
d2−d1+1

2 +k−

−(d2−d1+2k)!!
1

8
((d2−d1+2k)2−1)(1− z)

d2−d1+1
2 +k+1 + · · · .

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî, ùî

(z2, z2)k(z
2, z2)d−k =

= 2dk!(d− k)!(1− z)d − 2d−1k!(d− k)!((d− k)2 + k2)(1− z)d+1+

+O((1− z)d+2).

Îòæå, ìà¹ìî ïåðøi äîäàíêè ðîçêëàäó çíàìåííèêà äðîáó

z(d1−k)(d1−k+1)+ 1
4 (d1+d2−2k+1)2(1 + z)

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z, z
2)d2+d1+1

2 −k(z, z
2)d2−d1+1

2 +k

â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1− z)

(z2, z2)k(z
2, z2)d1−k(z, z

2)d2+d1+1
2 −k(z, z

2)d2−d1+1
2 +k

=

= 2d1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!(1−z)d2+d1+1−

−2d1−1(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!k!(d1 − k)!×

×
(

1

4

(
(d2−d1+2k)2 + (d2+d1−2k)2−2

)
+ (d1 − k)2 + k2

)
(1−z)d2+d1+2 + . . . .

Òåïåð ðîçêëàäåìî ÷èñåëüíèê öüîãî æ äðîáó â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè

(1− z). Ìà¹ìî

(1 + z)z(d1−k)(d1−k+1)+ 1
4 (d1+d2−2k+1)2 =

= 2− (2(d1 − k)(d1 − k + 1) +
1

2
(d1 + d2 − 2k + 1)2 + 1)(1− z) + · · · .

Ïåðøi äâà äîäàíêè ðÿäó Òåéëîðà äëÿ

a0 + a1x+ · · ·
b0 + b1x+ · · ·

,

ïðè b0 6= 0, ìàþòü âèãëÿä

a0
b0

+
a1b0 − a0b1

b20
x+ · · · .
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Òîìó

(1 + z)
(−1)

1
2 (d2−d1+1)z(d1−k)(d1−k+1)+ 1

4 (d1+d2−2k+1)2

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z, z
2)d2+d1+1

2 −k(z, z
2)d2−d1+1

2 +k

=

=
1

(1− z)d2+d1+1
· (−1)

1
2 (d2−d1+1)

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+

+
(−1)

1
2 (d2−d1+1)

(1− z)d2+d1
·

2(d1 − k)(d1 − k + 1) + 1
2(d1 + d2 − 2k + 1)2 + 1

2d1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
−

−(−1)
1
2 (d2−d1+1)

(1− z)d2+d1
×

×
1
4((d2 − d1 + 2k)2 + (d1 + d2 − 2k)2 − 2) + (d1 − k)2 + k2

2d1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+ · · · .

Çâiäêè îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ 1 ëåìè.

2) Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê 2k < d2 − d1. Ïîìiòèìî, ùî ïî÷àòîê

ðîçêëàäó ôóíêöi¨

(zd2−d1−2k, z2)d1+1

â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè 1− z ìà¹ âèãëÿä

(d1 + d2 − 2k)!!

(d2 − d1 − 2k − 2)!!
(1− z)d1+1−

−(d1 + d2 − 2k)!!(d1 + 1)(d2 − 2k − 1)

2(d2 − d1 − 2k − 2)!!
(1− z)d1+2 + · · · .

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi ïóíêòó 1 ëåìè, îòðèìó¹ìî ïî÷àòîê

ðîçêëàäó ôóíêöi¨

(−1)k(1 + z)zk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
,

â ðÿä Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè (1− z)

(−1)k(1 + z)zk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
=
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=
1

(1− z)d1+d2+1
· (−1)k(d2 − d1 − 2k − 2)!!

2d2−1k!(d2 − k)!(d1 + d2 − 2k)!!
−

−(−1)k
(2k2 + 2k + 1)2

d2k!(d2−k)!(d1+d2−2k)!!
(d2−d1−2k−2)!!(

2d2k!(d2−k)!(d1+d2−2k)!!
(d2−d1−2k−2)!!

)2
(1− z)d1+d2

+

+(−1)k
2
2d2−1k!(d2−k)!(d1+d2−2k)!!((d2−k)2+k2+(d1+1)(d2−2k−1))

(d2−d1−2k−2)!!(
2d2k!(d2−k)!(d1+d2−2k)!!

(d2−d1−2k−2)!!

)2
(1− z)d1+d2

+ · · · .

Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ïóíêòó 2 ëåìè äëÿ âèïàäêó 2k < d2 − d1.
Â iíøîìó âèïàäêó

Bk =
(−1)

d2−d1−1
2 (1 + z)zk(k+1)+1/4(d2−d1−1−2k)2

(z, z2)d1−d2+1
2 +k

(z, z2)d1+d2+1
2 −k(z

2, z2)k(z2, z2)d2−k
.

Ç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ïî÷àòîê ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà çà ñòå-

ïåíÿìè (1− z) çíàìåííèêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä

(z, z2)d1−d2+1
2 +k

(z, z2)d1+d2+1
2 −k(z

2, z2)k(z
2, z2)d2−k =

= 2d2k!(d− k)!(d1 − d2 + 2k)!!(d1 + d2 − 2k)!!(1− z)d1+d2+1−

−2d2−1k!(d− k)!(d1 − d2 + 2k)!!×

×(d1 + d2 − 2k)!!

(
1

2
(d1

2 + d2
2 − 1) + (d2 − 2k)2

)
(1− z)d1+d2+2 + · · · .

Ïî÷àòîê ðîçêëàäó ÷èñåëüíèêà â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1−z) ìà¹ òàêèé

âèãëÿä

(1 + z)zk(k+1)+1/4(d2−d1−1−2k)2 =

= 2− (2k(k + 1) +
1

2
(d2 − d1 − 2k − 1)2 + 1)(1− z) + · · · .

Àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi ïóíêòó 1 ëåìè, çíàõîäèìî

(1 + z)
(−1)

d2−d1−1
2 zk(k+1)+1/4(d2−d1−1−2k)2

(z, z2)d1−d2+1
2 +k

(z, z2)d1+d2+1
2 −k(z

2, z2)k(z2, z2)d2−k
=
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=
1

(1− z)d2+d1
· (−1)

1
2 (d2−d1−1)

2d2−1k!(d2−k)!(d2+d1−2k)!!(d1−d2+2k)!!
+

+
(−1)

1
2 (d2−d1−1)

(1− z)d2+d1−1
×

×
−2k(k + 1)− 1

2(d2 − d1 − 2k)2 − 1 + d1
2+d2

2−1
2 + (d2 − 2k)2

2d2k!(d2−k)!(d2+d1−2k)!!(d1−d2+2k)!!
+ · · · =

=
1

(1− z)d2+d1+1
· (−1)

1
2 (d2−d1−1)

2d2−1k!(d2−k)!(d2+d1−2k)!!(d1−d2+2k)!!
+

+
(−1)

1
2 (d2−d1)

(1−z)d2+d1−1
(d1+d2+2)(d2−2k−1)

2d2k!(d2−k)!(d2+d1−2k)!!(d1−d2+2k)!!
+O((1−z)d2+d1−2).

Âðàõóâàâøè, ùî ïðè 2k ≥ d2 − d1 ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü

(−1)
1
2 (d2−d1−1)

(d2+d1−2k)!!(d1−d2+2k)!!
=

(−1)k

d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

,

îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ 2 ëåìè. ♦
Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî òåîðåìè 1.2.5 ðÿäè Ïóàíêàðå P(Cd1,d2, z) i

P(Id1,d2, z) ¹ ñóìîþ ôóíêöié ϕn, äå n ∈ {2k − d1, d2 − 2m}, ïðè d1
2 ≤

k ≤ d1, 0 ≤ m ≤ d2
2 . Ó âèïàäêó ðiçíî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1 òà d2 ÷èñëà ç ìíî-

æèíè {2k − d1, d2 − 2m}− âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó çãiäíî ëåìè 1.3.2 ôóíêöi¨

P(Cd1,d2, z) i P(Id1,d2, z) ó öüîìó âèïàäêó ìàþòü ëèøå îäèí ïîëþñ ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîðÿäêó, à ñàìå z = 1.

Ïîçíà÷èìî

g(b, d, c, n) =
1

d!

c/2∑
k=0

(−1)k
(
d
k

)
(d2 − k)n

b∏
j=0

(d−b2 −k + j)

.

Çàçíà÷èìî, ùî â òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ ðåçóëüòàò Ñïðiíãåðà (äèâ. [103,

c. 42]) i Ãiëüáåðòà (äèâ. [61, c. 341]), ïîäàíèé â òåîðåìi 1.2.3, ìà¹ âèãëÿä

deg(Id) =


−1

4
g(0, d, d, d− 3), d � íåïàðíå,

−1

2
g(0, d, d, d− 3), d � ïàðíå.
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Îòðèìàíà â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ôîðìóëà ñòåïåíÿ àëãåáðè êîâàðiàíòiâ

áiíàðíî¨ d−ôîðìè ìàòèìå âèãëÿä

deg(Cd) = g(0, d, d, d− 1).

Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íò deg(Cd1,d2).
Òåîðåìà 3.1.1. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Cd1,d2) ó âèïàäêó ðiçíî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2 ïðè d1 < d2, îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ

deg(Cd1,d2) = g(d1, d2, d2, d1 + d2) + g(d2, d1, d1, d1 + d2).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî òåîðåìè 1.2.5 ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ êî-

âàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì äëÿ âèïàäêó, êîëè ÷èñëà d1 i d2 ìàþòü ðiçíó

ïàðíiñòü òà d1 < d2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

P(Cd1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1 ((1 + z)Ak(z)) +

[d2/2]∑
k=0

ϕd2−2k ((1 + z)Bk(z)) .

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìè 2.1.2 i 3.1.1, ìà¹ìî∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1 ((1 + z)Ak(z)) =

=

d1∑
k=

d1
2

ϕ2k−d1(
1

(1−z)d2+d1+1

(−1)
1
2 (d2−d1+1)

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+ · · · )=

=
∑

d1/2≤k≤d1

(−1)
1
2 (d2−d1+1)

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
×

×ϕ2k−d1

(
1

(1− z)d2+d1+1

)
+ · · · =

=
1

(1− z)d2+d1+1

∑
d1/2≤k≤d1

(−1)
1
2 (d2−d1−1)(2k − d1)d2+d1

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+ · · · .

Çàñòîñîâóþ÷è öi æ ëåìè äî äðóãî¨ ñóìè, îòðèìà¹ìî
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∑
0≤k<[d2/2]

ϕd2−2k ((1 + z)Bk(z)) =

=

[d2/2]∑
k=0

ϕd2−2k

 1

(1−z)d1+d2+1

(−1)k

2d2−1k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+ · · ·

=

=
1

(1− z)d2+d1+1

∑
0≤k≤d2/2

(−1)k(d2 − 2k)d2+d1

2d2−1k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+ · · · =

=
1

(1−z)d2+d1+1

[d2/2]∑
k=0

(−1)
1
2 (d2−d1−1)(d2−2k)d2+d1

2d2−1k!(d2−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+ · · · .

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 1.2.5, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî

òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ♦
Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îá÷èñëèìî ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ

äâîõ áiíàðíèõ ôîðì Id1,d2 ó âèïàäêó ðiçíî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2.
Òåîðåìà 3.1.2. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Id1,d2) ïðè d2 − d1 = 1 (mod 2) i ïðè d1 < d2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

òàêîþ ôîðìóëîþ

deg(Id1,d2) = −(g(d1, d2, d1, d1 + d2 − 2) + g(d2, d1, d2, d1 + d2 − 2)).

Äîâåäåííÿ. ßê çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.2, ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi

ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì äîðiâíþ¹

÷èñëó

tr degCId1,d2 = d1 + d2 − 1.

Çãiäíî òåîðåìè 1.2.5 ïîòðiáíî îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò áiëÿ 1
(1−z)d2+d1−1 âèðàçó

P(Id1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1− z)2Ak(z)

)
+

[d2/2]∑
k=0

ϕd2−2k
(
(1 + z)2Bk(z)

)
.
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Çàñòîñîâóþ÷è ëåìè 2.1.2 i 3.1.1, ìà¹ìî∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1− z2)Ak(z)

)
=

=
1

(1−z)d2+d1

∑
d1/2≤k≤d1

(−1)
1
2 (d2−d1−1)(2k−d1)d2+d1−1

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+

+
1

(1−z)d2+d1−1

∑
d1/2≤k≤d1

(−1)
1
2 (d2−d1−1)(2k−d1)d2+d1−2(2k−d1−1)

2d1−1k!(d1−k)!(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
· · · .

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî∑
0≤k<[d2/2]

ϕd2−2k
(
(1− z2)Bk(z)

)
=

=
1

(1− z)d2+d1

∑
0≤k≤d2/2

(−1)k(d2 − 2k)d2+d1−1

2d2−1k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+

+
1

(1− z)d2+d1−1

∑
0≤k≤d2/2

(−1)k(d2 − 2k)d2+d1−2(d2 − 2k − 1)

2d2−1k!(d2−k)!
d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+ · · · .

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.2.5, îäåðæèìî

P(Id1,d2, z)=

=
1

(1− z)d2+d1

 1

d1!2d1−1

∑
d1/2≤k≤d1

(
d1
k

)
(−1)

1
2 (d2−d1−1)(2k − d1)d2+d1−1

(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+

+
1

d2!2d2−1

∑
0≤k≤d2/2

(
d2
k

)
(−1)k(d2 − 2k)d2+d1−1

d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

+
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+
1

(1− z)d2+d1−1

 1

d1!2d1−1

∑
d1/2≤k≤d1

(
d1
k

)
(−1)

1
2 (d2−d1−1)(2k − d1)d2+d1−1

(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+

+
1

d2!2d2−1

∑
0≤k≤d2/2

(
d2
k

)
(−1)k(d2 − 2k)d2+d1−1

d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

−

− 1

d1!2d1−1

∑
d1/2≤k≤d1

(
d1
k

)
(−1)

1
2 (d2−d1−1)(2k − d1)d2+d1−1

(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
−

− 1

d2!2d2−1

∑
0≤k≤d2/2

(
d2
k

)
(−1)k(d2 − 2k)d2+d1−2

d1∏
j=0

(d2−d1−2k + 2j)

 .

Îñêiëüêè

tr degC Id1,d2 = d1 + d2 − 1,

òî

1

d1!2d1−1

∑
d1/2≤k≤d1

(
d1
k

)
(−1)

1
2 (d2−d1−1)(2k−d1)d2+d1−1

(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
+

+
1

d2!2d2−1

∑
0≤k≤d2/2

(
d2
k

)
(−1)k(d2−2k)d2+d1−1

d1∏
j=0

(d2−d1−2k+2j)

= 0.

Îòæå,

deg(Id1,d2) = − 1

2d1−1d1!

d1∑
k=[

d1
2 ]+1

(
d1
k

)
(−1)

d2−d1+1
2 (2k−d1)d2+d1−2

(d2+d1−2k)!!(d2−d1+2k)!!
−

− 1

2d2−1d2!

d2
2∑

k=0

(
d2
k

)
(−1)k(d2−2k)d2+d1−2

d1∏
j=0

(d2−d1−2k+2j)

.

Ùî äîâîäèòü òåîðåìó. ♦
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3.2. Ñòåïåíi àëãåáð Cd1,d2 i Id1,d2 ó âèïàäêó îäíàêîâî¨

ïàðíîñòi d1 i d2

Ó ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó ââàæà¹ìî, ùî ÷èñëà d1 i d2 ìàþòü îäíàêîâó

ïàðíiñòü òà d1 < d2. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ

òà iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì ó âèïàäêó îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1

i d2 çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü ðÿäàìè Ïóàíêàðå öèõ àëãåáð. Òîìó âèêîðèñòà¹ìî

ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 1.2.6, â ÿêié îá÷èñëåíî öi ðÿäè Ïóàíêàðå. Íåõàé

Āk(z) := − 1

zd2+d1−2k
lim

t→z2k−(d1+d2)

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tzd2+d1−2k)2
)′
t
;

B̄k(z) := lim
t→z2k−(d1+d2)

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tzd2+d1−2k)2
)

;

Sk(z) := lim
t→z−2k

(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tz2k)
)

;

äå fd1,d2(tz
d2, z) = 1

(tzd2−d1 ,z2)d1+1(t,z2)d2+1
.

Ïîäàìî êîåôiöi¹íòè Āk(z), B̄k(z), Sk ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïî÷íåìî ç Āk(z)

Îñêiëüêè

2d2 ≥ d1 + d2 ≥ d1 + d2 − 2k ≥ d2 − d1 ≥ 0,

ìà¹ìî(
fd1,d2(tz

d2, z)(1− tzd2+d1−2k)2
)′
t

=

(
zd1+d2

1− tzd1+d2
+ . . .+

zd1+d2−2k+2

1− tzd1+d2−2k+2
+

+
zd1+d2−2k−2

1− tzd1+d2−2k−2
+ . . .+

zd2−d1

1− tzd2−d1
+

z2d2

1− tz2d2
+ . . .+

zd1+d2−2k+2

1− tzd1+d2−2k+2
+

+
zd1+d2−2k−2

1− tzd1+d2−2k−2
+ . . .+

1

1− t

)
×

× 1

(1− tzd1+d2) · · · (1− tzd1+d2−2k+2)(1− tzd1+d2−2k−2) · · · (1− tzd2−d1)
×

× 1

(1− tz2d2) · · · (1− tzd1+d2−2k+2)(1− tzd1+d2−2k−2) · · · (1− t)
.
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Âðàõóâàâøè äàëi î÷åâèäíi òîòîæíîñòi

z−n

1− z−n
+

zn

1− zn
= −1

i

(−1)
3∗d1+d2

2 = (−1)
d1−d2

2 ,

îòðèìà¹ìî

Āk(z) = (−1)
d1−d2

2 z(1+d1−k)(d1−k)+(1+
d1+d2

2 −k)(d1+d22 −k)×

×
2k − d1−d2

2 −
k∑

j=d1−k+1

(
1

1−z2j + 1
1−z2j−d1+d2

)
(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z

2, z2)
k−d1−d22

(z2, z2)d1+d2
2 −k

.

Ïåðåéøîâøè ó ôóíêöi¨ B̄k(z) äî ãðàíèöi, ìà¹ìî

B̄k(z) =

= lim
t→z2k−(d1+d2)

1

(1−tzd2+d1) · · · (1−tzd2+d1−2(k−1))
×

× 1

(1−tzd2+d1−2(k+1)) · · · (1−tzd2−d1)
×

× 1

(1−t) · · · (1−tzd2+d1−2(k−1))(1−tzd2+d1−2(k+1)) · · · (1−tz2d2)
=

=
1

(1− z2k) · · · (1− z2)(1− z−2) · · · (1− z−2(d1−k))
×

× 1

(1− z2k+d2−d1) · · · (1− z2)(1− z−2) · · · (1− z−(d1+d2−2k))
.

Ó âèïàäêó, êîëè

2k ≤ d2 − d1 − 2,

ó [19] âñòàíîâëåíî òàêèé ÿâíèé âèðàç äëÿ Sk(z)

Sk(z) =
(−1)kzk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
.

Çàçíà÷èìî, ùî d2 − 2k < 0 ïðè d1+d2
2 + 2 ≤ k ≤ d2.
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Çãiäíî òåîðåìè 1.2.6 ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ

áiíàðíèõ ôîðì Cd1,d2 ó âèïàäêó îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2 ìà¹ âèãëÿä

P(Cd1,d2, z)=
=

∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1+z)Āk(z)

)
+

∑
d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1+z)B̄k(z)

))′
z

+

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k ((1 + z)Sk(z)) +
∑

d1+d2+2≤2k≤2d2

ϕd2−2k ((1 + z)Sk(z)) ,

à ôîðìóëà ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì

Id1,d2 äëÿ öüîãî æ âèïàäêó òàêà

P(Id1,d2, z)=
=

∑
d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1
(
(1−z2)Āk(z)

)
+

∑
d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1−z2)B̄k(z)

))′
z

+

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k
(
(1− z2)Sk(z)

)
+

∑
d1+d2+2≤2k≤2d2

ϕd2−2k
(
(1− z)2Sk(z)

)
.

Ç öèõ ìiðêóâàíü îòðèìà¹ìî ùå îäèí âèðàç äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïðè d2 − d1 = 0 (mod 2) i d2 > d1 ðÿäè Ïóàíêàðå

P(Cd1,d2, z) i P(Id1,d2, z) îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

P(Cd1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1

(
(1 + z)Ăk(z)

)
+

+
∑

d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1 + z)B̆k(z)

))′
z

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k

(
(1 + z)S̆k(z)

)
;

P(Id1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1

(
(1− z2)Ăk(z)

)
+

+
∑

d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1− z2)B̆k(z)

))′
z

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k

(
(1− z2)S̆k(z)

)
,



67

äå
Ăk(z) = (−1)

d1−d2
2 z(1+d1−k)(d1−k)+(1+

d1+d2
2 −k)(d1+d22 −k)×

×
2k − d1−d2

2 −
k∑

j=d1−k+1

(
1

1−z2j + 1
1−z2j−d1+d2

)
(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z

2, z2)
k−d1−d22

(z2, z2)d1+d2
2 −k

;

B̆k(z) =
(−1)

d1−d2
2 z(1+d1−k)(d1−k)+(1+

d1+d2
2 −k)(d1+d22 −k)

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z
2, z2)d2

2 +k−d12
(z2, z2)d2

2 −(k−
d1
2 )

;

S̆k(z) =
(−1)kzk(k+1)

(zd2−d1−2k, z2)d1+1(z2, z2)k(z2, z2)d2−k
.

Ïåðåä òèì ÿê îá÷èñëèòè ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ, äîâåäåìî

äåêiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 3.2.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) Ïî÷àòîê ðÿäó Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè 1 − z ôóíêöi¨ (1 + z)B̆k(z) ìà¹

âèãëÿä

(−1)
d1−d2

2

(1− z)d1+d2
· 1

2d1+d2−1k!(d1 − k)!
(
d2−d1

2 + k
)
!
(
d2+d1

2 − k
)
!
+

+
(−1)

d1−d2
2

(1− z)d1+d2−1
· (d1 + d2 + 2)(2k − d1 − 1) + 1

2d1+d2k!(d1 − k)!
(
d2−d1

2 + k
)
!
(
d2+d1

2 − k
)
!

+ . . . ;

2) Ïî÷àòîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ (1 + z)Ăk(z) â ðÿä Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè

1− z ìà¹ âèãëÿä

−

k∑
j=d1−k+1

1
j +

k+
d2−d1

2∑
j=

d1+d2
2 −k+1

1
j

(−1)
d2−d1

2 2d1+d2k!(d1−k)!
(
d2−d1

2 +k
)
!
(
d2+d1

2 −k
)
!(1−z)d1+d2+1

+

+
(−1)

d2−d1
2 (d1 + d2)

(1− z)d1+d2 · 2d1+d2−1k!(d1 − k)!
(
d2−d1

2 + k
)
!
(
d2+d1

2 − k
)
!
−
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−

(−1)
d2−d1

2 (d1+d2+2)(d1−2k+1)

 k∑
j=d1−k+1

1
j+

k+
d2−d1

2∑
j=

d1+d2
2 −k+1

1
j


(1−z)d1+d2 · 2d1+d2+1k!(d1−k)!

(
d2−d1

2 +k
)
!
(
d2+d1

2 −k
)
!

+ . . . .

Äîâåäåííÿ. 1) Îá÷èñëþþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê ó ëåìàõ 2.1.1 i 3.1.1, îòðè-

ìà¹ìî ïî÷àòîê ðîçêëàäó çíàìåííèêà ôóíêöi¨

(z + 1)z(1+d1−k)(d1−k)+(1+
d1+d2

2 −k)(d1+d22 −k)

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z
2, z2)d2

2 +k−d12
(z2, z2)d2

2 −(k−
d1
2 )

â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1− z)

(z2, z2)k(z
2, z2)d1−k(z

2, z2)d2
2 +k−d12

(z2, z2)d2
2 −(k−

d1
2 )

=

= 2d1+d2k!(d1 − k)!

(
d2 − d1

2
+ k

)
!

(
d2 + d1

2
− k
)

!(1− z)d1+d2−

−2d1+d2−1k!(d1 − k)!

(
d2 − d1

2
+ k

)
!

(
d2 + d1

2
− k
)

!×

×
(

(d1 − k)2 + k2 + (
d2 − d1

2
+ k)2 + (

d2 + d1
2

− k)2
)

(1− z)d1+d2+1 + · · · .

Ïîìiòèìî, ùî ïî÷àòîê òàêîãî ðîçêëàäó ÷èñåëüíèêà öi¹¨ æ ôóíêöi¨ ìà¹ âè-

ãëÿä

(1 + z)z(k−d1)(k−d1−1)+
(d1+d2−2k)(d1+d2−2k+2)

4 =

= 2−
(

2(k−d1)(k−d1−1)+
(d1+d2−2k)(d1+d2−2k+2)

2
+1

)
(1−z)+ · · · .

Îòæå, ïî÷àòîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ (1 + z)B̆k(z) â ðÿä Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè

(1− z) ìà¹ âèãëÿä

(−1)
d1−d2

2 z(k−d1)(k−d1−1)+
(d1+d2−2k)(d1+d2−2k+2)

4 (1 + z)

(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z
2, z2)d2

2 +k−d12
(z2, z2)d2

2 −(k−
d1
2 )

=
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=
(−1)

d1−d2
2

(1− z)d1+d2
· 1

2d1+d2−1k!(d1 − k)!
(
d2−d1

2 + k
)
!
(
d2+d1

2 − k
)
!
+

+
(−1)

d1−d2
2

(1− z)d1+d2−1

(
(d1−k)2+k2+(d2−d12 +k)2+(d2+d12 −k)2

2d1+d2k!(d1−k)!
(
d2−d1

2 +k
)
!
(
d2+d1

2 −k
)
!
−

−
2(k−d1)(k−d1−1)+ (d1+d2−2k)(d1+d2−2k+2)

2 +1

2d1+d2k!(d1−k)!
(
d2−d1

2 +k
)
!
(
d2+d1

2 −k
)
!

)
+ . . . .

Ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ïóíêòó 1 ëåìè.

2) Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ 1 − z2j â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1 − z).

Ìà¹ìî

1− z2j = 2j(1− z)− j(2j − 1)(1− z)2 +O((1− z)3).

Âðàõóâàâøè äîâåäåíå â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ëåìè, îòðèìà¹ìî

(1− z2j)(z2, z2)k(z2, z2)d1−k(z2, z2)d2
2 +k−d12

(z2, z2)d2
2 −(k−

d1
2 )

=

= 2d1+d2+1jk!(d1 − k)!

(
d2 − d1

2
+ k

)
!

(
d2 + d1

2
− k
)

!(1− z)d1+d2+1−

−2d1+d2jk!(d1−k)!

(
d2−d1

2
+k

)
!

(
d2+d1

2
−k
)

!×

×
(

2j−1+(d1−k)2+k2+(
d2+d1

2
−k)2+(

d2−d1
2

+k)2
)

(1−z)d1+d2+2+ · · · .

Çâiäñè ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ 2 ëåìè. ♦
Äëÿ îá÷èñëåíÿ ñòåïåíiâ àëãåáð Cd1,d2 i Id1,d2 ó âèïàäêó îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi

d1 i d2 ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ ëåìîþ.

Ëåìà 3.2.2. Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ

zϕn

(
1

(1− z)h

)
=

h∑
k=0

βnk
(1− z)k

, h ∈ N,

äå βnh = nh−1, βn,h−1 = −nh−2
(

(n− 1)
h

2
+ n

)
.

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî z = 1− (1− z) i ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 2.1.2.
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Îòðèìà¹ìî

zϕn

(
1

(1− z)h

)
= ϕn

(
1

(1− z)h

)
− (1− z)ϕn

(
1

(1− z)h

)
=

=
h∑
k=0

αnk
(1− z)k

−
h∑
k=0

αnk
(1− z)k−1

.

Âðàõóâàâøè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ

αnh = nh−1,

αn,h−1 = −nh−2(n− 1)
h

2

â ëåìi 2.1.2, ìàòèìåìî

βnh = αnh = nh−1,

βn,h−1 = αn,h−1 − αn,h = −nh−2(n− 1)
h

2
− nh−1 = −nh−2

(
(n− 1)

h

2
+ n

)
.

Ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè. ♦
Òåïåð îá÷èñëèìî ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Cd1,d2), ó âèïàäêó êîëè ÷èñëà d1 i d2 ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü i d1 <
d2.

Äëÿ öüîãî ââåäåìî ùå îäíó ôóíêöiþ

h(b, d, n) :=

=
(−1)

d−b
2

b!d!

b/2∑
k=0

(
b

2
−k)n

(
b

k

)(
d

d+b
2 −k

)(
Hk−Hb−k+Hk+d−b

2
−H b+d

2 −k
+

n

k− b
2

)
,

äå b, d, n ∈ N; b ≤ d;

Hn =
n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n

� n-íå ãàðìîíi÷íå ÷èñëî

Òåîðåìà 3.2.2. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Cd1,d2) ó âèïàäêó îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2, ïðè d1 < d2

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

deg(Cd1,d2) = h(d1, d2, d2 + d1) + g(d2, d1, d2 − d1 − 2, d2 + d1).
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Äîâåäåííÿ. ßê çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.2

tr degC d1,d2 = d1 + d2 + 1.

Òîìó çãiäíî òåîðåìè 3.2.1 òà îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè, ïîòðiáíî îá÷èñëè-

òè êîåôiöi¹íò áiëÿ 1
(1−z)d2+d1+1 âèðàçó

P(Cd1,d2, z)=
∑

d1/2≤k≤d1

ϕ2k−d1

(
(1 + z)Ăk(z)

)
+

+
∑

d1/2≤k≤d1

(
z ϕ2k−d1

(
(1 + z)B̆k(z)

))′
z

+
∑

0≤2k≤d2−d1−2

ϕd2−2k

(
(1 + z)S̆k(z)

)
.

Çíàéäåìî ïî÷àòîê ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè (1−z) ïåðøî¨ ñóìè.

Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìàìè 2.1.2 òà 3.2.1. Îòðèìà¹ìî

∑
d1
2 ≤k≤d1

ϕ2k−d1

(
(1 + z)Ăk(z)

)
= − (−1)

d2−d1
2

(1− z)d1+d2+1d1!d2!
×

×
∑

d1
2 ≤k≤d1

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 −k

) k∑
j=d1−k+1

1

j
+

k+
d2−d1

2∑
j=

d1+d2
2 −k+1

1

j

 (k−d1
2

)d1+d2+

+O((1− z)−d1−d2).

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ëåì 3.2.1 i 3.2.2, ìà¹ìî∑
d1
2 ≤k≤d1

(
zϕ2k−d1

(
1 + z)B̆k(z)

))′
z

=
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=
∑

d1
2 ≤k≤d1

(
(−1)

d1−d2
2

2d1+d2−1k!(d1 − k)!
(
d2−d1

2 + k
)
!
(
d2+d1

2 − k
)
!
×

× zϕ2k−d1

(
1

(1− z)d1+d2

))′
z

+
(
O((1− z)−d1−d2+1)

)′
z

=

=
(−1)

d1−d2
2 (d1 + d2)

2d1+d2−1d1!d2!(1− z)d1+d2+1

∑
d1
2 ≤k≤d1

(
(2k − d1)d1+d2−1

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 − k

))
+

+O((1− z)−d1−d2).

Âðàõîâóþ÷è ëåìè 3.1.1 òà 2.1.2, ìà¹ìî∑
d1+d2

2 +1≤k≤d2

ϕd2−2k

(
(1 + z)S̆k(z)

)
=

=
1

2d2−1d2!(1− z)d1+d2+1
×

×
∑

d1+d2
2 +1≤k≤d2

(
d2
k

)
(−1)k+d1(d2 − 2k)d1+d2

d1∏
j=0

(d2 − d1 − 2k + 2j)

+O((1− z)−d1−d2).

Äîäàâøè âiäïîâiäíi ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé òà ñêîðèñòàâøèñü òåîðå-

ìîþ 3.2.1 ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü, îäåðæèìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü. ♦
Çàóâàæèìî, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë âèäó 2k−d1 i d2−2m

áóäå ðiâíèì 2 òîäi, êîëè îáèäâà ÷èñëà d1 i d2 � ïàðíi. Ó öüîìó âèïàä-

êó, îñêiëüêè ðÿäè Ïóàíêàðå P(Id1,d2, z) òà P(Cd1,d2, z) ìàþòü ïîëþñ ó òî÷öi
z = 1, òî çãiäíî ëåìè 1.3.2, ïîëþñè ôóíêöié (1 + z)Ăk(z), (1 − z2)Ăk(z),

(1+z)B̆k(z), (1−z2)B̆k(z), (1+z)S̆k(z) òà (1−z2)S̆k(z) ìàþòü âèãëÿä z = ±1.

Ó ñèëó ïàðíîñòi ôóíêöié (1−z2)Ăk(z), (1−z2)B̆k(z), òà (1−z2)S̆k(z), ìîæíà

ñòâåðäæóâàòè, ùî âîíè ìàþòü ïîëþñ â òî÷öi z = −1 òîãî æ ïîðÿäêó, ùî i â

òî÷öi z = 1. Ç'ÿñó¹ìî òåïåð, ÿêèì ¹ ïîðÿäîê ïîëþñó ôóíêöié (1 + z)Ăk(z),

(1 + z)B̆k(z) òà (1 + z)S̆k(z) â òî÷öi z = −1. Ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ àíàëî-

ãi÷íi äî òèõ, ÿêi íàâîäèëèñü â ëåìi 3.2.1, ðîçêëàäàþ÷è âiäïîâiäíi ôóíêöi¨

â ðÿäè Òåéëîðà i Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z = −1, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,

ùî ïîðÿäîê ïîëþñó â òî÷öi z = −1 öèõ ôóíêöié íà 1 ìåíøèé, íiæ ïî-
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ðÿäîê ïîëþñó â òî÷öi z = 1. Îòæå, çãiäíî ëåìè 1.3.2, êîæíà ç ôóíêöié

ϕ2k−d1((1 + z)Ăk(z)), ϕ2k−d1((1 + z)B̆k(z)) òà ϕd2−2k((1 + z)S̆k(z)) ìà¹ ëèøå

îäèí ïîëþñ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó z = 1, ùî ñïiâïàäà¹ ç ïîðÿäêîì ïî-

ëþñiâ âiäïîâiäíî ôóíêöié (1 + z)Ăk(z), (1 + z)B̆k(z) òà (1 + z)S̆k(z) ó öié

òî÷öi.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé d1 i d2 íåïàðíi i d2 > d1; òîäi ñòåïiíü àëãå-

áðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì deg(Id1,d2) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ

deg(Id1,d2)=−
1

4
(h(d1, d2, d2+d1−2)+g(d2, d1, d2−d1−2, d2+d1−2)) .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 2.1.2 i 3.2.1, ìà¹ìî∑
d1
2 ≤k≤d1

ϕ2k−d1

(
(1− z2)Ăk(z)

)
=

= −

d1∑
k=

d1
2

(
d1
k

)( d2
d2+d1

2 −k

) (
Hk−Hd1−k+Hk+

d2−d1
2
−Hd1+d2

2 −k

)
(k−d1

2 )d1+d2−1

(−1)
d2−d1

2 2(1−z)d1+d2d1!d2!
+

+

∑
d1
2 ≤k≤d1

(
d1
k

)( d2
d2+d1

2 −k

) (
Hk−Hd1−k+Hk+

d2−d1
2
−Hd1+d2

2 −k

)
(2k − d1)d1+d2−2

(−1)
d2−d1

2 2d1+d2(1− z)d1+d2−1d1!d2!
×

×((2k − d1 − 1)(d1 + d2) + (d1 + d2 + 2)(d1 − 2k + 1))+

+
∑

d1
2 ≤k≤d1

(−1)
d2−d1

2 (2k−d1)d1+d2−2(d1+d2)
(1−z)d1+d2−1 · 2d1+d2−1k!(d1−k)!

(
d2−d1

2 +k
)
!
(
d2+d1

2 −k
)
!
+

+O((1−z)−d1−d2+1).

Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3.2.1, îòðèìà¹ìî∑
d1
2 ≤k≤d1

(
zϕ2k−d1

(
1− z2)B̆k(z)

))′
z

=
1

(1− z)d1+d2
· (−1)

d1−d2
2 (d1 + d2 − 1)

2d1+d2−1d1!d2!
×

×
∑

d1
2 ≤k≤d1

(2k − d1)d1+d2−2
(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 − k

)
−
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− 1

(1−z)d1+d2−1
· (−1)

d1−d2
2 (d1+d2−2)

2d1+d2d1!d2!
×

×
∑

d1
2 ≤k≤d1

(
(2k−d1)d1+d2−2+2(2k−d1)d1+d2−3

)(d1
k

)(
d2

d2+d1
2 −k

)
+

+O((1− z)−d1−d2+2).

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.2.6. ßê çàçàíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.2

tr degC Id1,d2 = d1 + d2 − 1.

Òîìó êîåôiöi¹íò ïåðåä 1
(1−z)d2+d1 ðîçêëàäó ðÿäó Ïóàíêàðå P(Id1,d2, z) â ðÿä

Ëîðàíà â z = 1 äîðiâíþ¹ 0. Ïîçíà÷èìî öåé êîåôiöi¹íò ÷åðåç y. Ìà¹ìî

y = −(−1)
d2−d1

2

d1!d2!
×

×
∑

d1
2 ≤k≤d1

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 −k

)(
Hk−Hd1−k+Hk+

d2−d1
2
−Hd1+d2

2 −k

)
(k−d1

2
)d1+d2−1+

+
(−1)

d2−d1
2 (d1 + d2 − 1)

2d1+d2−1d1!d2!

∑
d1
2 ≤k≤d1

(
(2k − d1)d1+d2−2

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 − k

))
+

+
1

2d2−1d2!

d2−d1
2 −1∑
k=0

(
d2
k

)
(−1)k+d1+1(d2−2k)d1+d2−1

d1∏
j=0

(2k−d1−d2+2j)

= 0.

Çâiâøè êîåôiöi¹íòè ïåðåä 1
(1−z)d2+d1−1 , îòðèìà¹ìî

deg(Id1,d2) = lim
z→1

(1− z)d2+d1−1P(Id1,d2, z) =

= y +
1

4d1!d2!

∑
d1
2 ≤k≤d1

(−1)
d2−d1

2

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 − k

)
×

×
(
Hk−Hd1−k+Hk+

d2−d1
2
−Hd1+d2

2 −k

)
(k − d1

2
)d1+d2−2−

−(−1)
d2−d1

2 (d1 + d2 − 2)

2d1+d2−1d1!d2!

∑
d1
2 ≤k≤d1

(
(2k − d1)d1+d2−3

(
d1
k

)(
d2

d2+d1
2 − k

))
−
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− 1

2d2−1d2!

∑
0≤2k≤d2−d1−2

(
d2
k

)
(−1)k+d1+1(d2 − 2k)d1+d2−2

d1∏
j=0

(2k − d1 − d2 + 2j)

.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íàãàäà¹ìî, ùî y = 0. ♦
Çãiäíî ëåìè 1.3.2 ïîëþñè ôóíêöié (1 − z2)Ăk(z), (1 − z2)B̆k(z) òà

(1 − z2)S̆k(z) â òî÷öi z = −1 äàþòü âiäïîâiäíî ïîëþñè ôóíêöié

ϕ2k−d1

(
(1− z2)Ăk(z)

)
, ϕ2k−d1

(
(1− z2)B̆k(z)

)
òà ϕd2−2k

(
(1− z2)S̆k(z)

)
â

òî÷öi z = 1. Òàêèì ÷èíîì ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.4. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Id1,d2) ó âèïàäêó ïàðíîñòi ÷èñåë d1 i d2 ïðè d1 < d2 îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà òàêîþ ôîðìóëîþ

deg(Id1,d2)=−
1

2
(h(d1, d2, d2+d1−2)+g(d2, d1, d2−d1−2, d2+d1−2)) .

3.3. Ñòåïåíi àëãåáð Cd,d i Id,d

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè d1 = d2 = d.

Íåõàé

B̃k(z) = lim
t→zd−2k

(
fd,d(tz

d, z)(1− tz2k)2
)

=

(
zk(k+1)

(z2, z2)k(z2, z2)d−k

)2

,

Ãk(z) = − 1

z2k
lim

t→z−2k

(
fd,d(tz

d, z)(1− tz2k)2
)′
t

=

= 2 B̃k(z)

(
s+

z2(s+1)

1− z2(s+1)
+ · · ·+ z2s

′

1− z2s′
)
,

s = min(k, d− k),

s′ = max(k, d− k).

Äîâåäåìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.3.1. Ïî÷àòîê ðÿäó Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè 1− z



76

1) ôóíêöi¨ (1 + z)B̃k(z) ìà¹ âèãëÿä

1

(1−z)2d

(
1

22d−1k!2(d−k)!2
+

2d2 − 4dk − 4k − 1

22dk!2(d−k)!2
(1−z)+ · · ·

)
;

2) ôóíêöi¨ (1 + z)Ãk(z) ìà¹ âèãëÿä

1

(1−z)2d+1

(
Hd−k−Hk

22d−1k!2(d−k)!2
+

3k−d+ 2 + 2(Hd−k−Hk)(d+1)(d−2k−1)

22dk!2(d−k)!2
(1−z)+ . . .

)
.

Äîâåäåííÿ. 1) Ñêîðèñòà¹ìîñü äîâåäåííÿì ëåì 2.1.1 i 3.2.1, ùîá çíàéòè

ïåðøi äîäàíêè ðîçêëàäó âèðàçó

z2k(k+1)(1 + z)

(z2, z2)2k (z2, z2)2d−k
.

Ñïî÷àòêó ðîçêëàäåìî ÷èñåëüíèê â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè (1−z). Ìà¹ìî

1 + z = 2− (1− z),

z2k(k+1) = 1− 2k(k + 1)(1− z) + · · · ,

(1 + z)z2k(k+1) = 2− (4k(k + 1) + 1)(1− z) + · · · .

Ç äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.1 ñëiäó¹

(z2, z2)2k(z
2, z2)2d−k = 22dk!2(d− k)!2(1− z)2d−

−22dk!2(d− k)!2
(
(d− k)2 + k2

)
(1− z)2d+1 + · · · .

Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü, çíàõîäèìî

z2k(k+1)(1 + z)

(z2, z2)2k (z2, z2)2d−k
=

=
2−(4k(k + 1) + 1)(1− z) + · · ·

22dk!2(d−k)!2(1−z)2d−22dk!2(d−k)!2 ((d−k)2+k2) (1−z)2d+1+ · · ·
=

=
1

(1−z)2d

(
1

22d−1k!2(d−k)!2
+

2d2 − 4dk − 4k − 1

22dk!2(d−k)!2
(1−z)+ · · ·

)
.

Çâiäñè îäðàçó îòðèìó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1 ëåìè.
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2) Çàçíà÷èìî, ùî âèðàç äëÿ Ãk â òåîðåìi 1.2.7 çóñòði÷à¹òüñÿ ëèøå äëÿ

0 ≤ k ≤ d/2. Òîìó â ïîçíà÷åííÿõ öi¹¨ òåîðåìè s = k i s′ = d − k. Çàóâà-
æèâøè òàêîæ, ùî

z2j

1− z2j
=

1

1− z2j
− 1,

ìàòèìåìî

Ãk(z) = 2 B̃k(z)

3k − d+
d−k∑
j=k+1

1

1− z2j

 =

=
2(3k − d)z2k(k+1)(1 + z)

(z2, z2)2k(z
2, z2)2d−k

+
d−k∑
j=k+1

2z2k(k+1)(1 + z)

(1− z2j)(z2, z2)2k(z2, z2)2d−k
.

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñåëüíèê ïåðøîãî äðîáó âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ÷èñåëüíèêà

äðîáó

(1 + z)B̃k =
z2k(k+1)(1 + z)

(z2, z2)2k(z
2, z2)2d−k

ëèøå ëiíiéíèì ìíîæíèêîì 2(3k − d). Êðiì öüîãî, ç äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.1

âèïëèâà¹, ùî

(1− z2j)(z2, z2)2k(z2, z2)2d−k = 22d+1jk!2(d− k)!2(1− z)2d+1−

−22djk!2(d− k)!2
(
2k2 + 2(d− k)2 + 2j − 1

)
(1− z)2d+2 + . . . .

Îòæå, ïî÷àòîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ Ãk â ðÿä Ëîðàíà çà ñòåïåíÿìè (1−z) ìà¹

âèãëÿä

Ăk =
3k − d

22dk!2(d− k)!2(1− z)2d
+

d−k∑
j=k+1

1
j

22d−1k!2(d− k)!2
1

(1− z)2d+1
+

+
d−k∑
j=k+1

d2 − 2dk − 2k − 1 + j

j22d−1k!2(d− k)!2(1− z)2d
+ . . . . =

=
Hd−k −Hk

22d−1k!2(d− k)!2
1

(1− z)2d+1
+

3k − d
22dk!2(d− k)!2(1− z)2d

+

+
d−k∑
j=k+1

(d+ 1)(d− 2k − 1)
∑d−k

j=k+1
1
j

22d−1k!2(d− k)!2(1− z)2d
+

1

22d−1k!2(d− k)!2(1− z)2d
. . . .
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Çiáðàâøè êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ (1−z)−2d, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíèé âèðàç.

♦
Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi âèðàçè äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó (1 + z)Ãk i (1 +

z)B̃k ¹ îêðåìèì âèïàäêîì âèðàçiâ, îòðèìàíèõ â ëåìi 3.2.1 ïðè d1 = d2 =

d. Çãiäíî òåîðåìè 1.2.7 ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ

áiíàðíèõ ôîðì ïîðÿäêó d ìà¹ òàêèé âèãëÿä

P(Id,d, z)=
∑

0≤k≤d/2

ϕd−2k

(
(1−z2)Ãk(z)

)
+

∑
0≤k≤d/2

(
z ϕd−2k

(
(1−z2)B̃k(z)

))′
z
.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.2 îòðèìà¹ìî òàêå òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

d−ôîðì äîðiâíþ¹

deg(Cd,d) = h(d, d, 2d).

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî âèðàçè äëÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè iíâàðiàíòiâ äâîõ ái-

íàðíèõ d−ôîðì.
Òåîðåìà 3.3.2. Ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

d−ôîðì äîðiâíþ¹

deg(Id,d) =


−1

4
h(d, d, 2d− 2), ÿêùî d− íåïàðíå,

−1

2
h(d, d, 2d− 2), ÿêùî d− ïàðíå.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäiâ Ïóàíêàðå

àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì.

Çîêðåìà, îá÷èñëåíî ñòåïiíü àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ

ôîðì deg(Cd1,d2). Îòðèìàíî ðiçíi âèðàçè äëÿ deg(Cd1,d2) äëÿ òàêèõ âèïàäêiâ:
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1. ÷èñëà d1 òà d2 ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü;

2. ÷èñëà d1 òà d2 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü i d1 < d2;

3. ÷èñëà d1 òà d2 ðiâíi.

Òàêîæ â öüîìó ðîçäiëi îòðèìàíî ðiçíi âèðàçè äëÿ ñòåïåíÿ àëãåáðè ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ áiíàðíèõ ôîðì deg(Id1,d2) òàêèõ âèïàäêiâ:

1. ÷èñëà d1 òà d2 ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü;

2. îáèäâà ÷èñëà d1 òà d2 íåïàðíi i d1 < d2;

3. îáèäâà ÷èñëà d1 òà d2 ïàðíi i d1 < d2;

4. ÷èñëà d1 òà d2 ðiâíi i íåïàðíi;

5. ÷èñëà d1 òà d2 ðiâíi i ïàðíi.

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [65] òà [10].
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ÐÎÇÄIË 4

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÐßÄIÂ

ÏÓÀÍÊÀÐÅ ÀËÃÅÁÐ ÑÏIËÜÍÈÕ IÍÂÀÐIÀÍÒIÂ

ÒÀ ÊÎÂÀÐIÀÍÒIÂ n ËIÍIÉÍÈÕ ÒÀ n

ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÈÕ ÔÎÐÌ

Â öüîìó ðîçäiëi ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàí-

òiâ n ëiíiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âèðàæåíî ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà,

çíàéäåíî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ öèõ ðÿäiâ Ïóàíêàðå, îá÷èñëåíî

ïåðøi äâà êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ðÿäiâ Ïóàíêàðå öèõ àëãåáð â ðÿä Ëîðà-

íà â îêîëi òî÷êè z = 1 . Êðiì öüîãî, òóò îá÷èñëåíî ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà

àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì.

4.1. Êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi ç ÷èñëàìè òà ìíîãî÷ëå-

íàìè Íàðàÿíà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi, íåîáõiäíi äëÿ äî-

âåäåííÿ îñíîâíèõ òâåðäæåíü â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.

Ëåìà 4.1.1. ([120]) Äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ m, k, s cïðàâåäëè-

âà òîòîæíiñòü
min{k,m}∑

t=0

(
m

t

)(
m+ 2s

t+ s

)(
k − t+ 2m+ 2s

2m+ 2s

)
=

(
m+ k + s

m+ s

)(
m+ k + 2s

m+ s

)
.

Ó âèïàäêó s = 0, îòðèìà¹ìî âiäîìó [9, c. 51] òîòîæíiñòü Ëi Æåíü-÷ó
m∑
t=0

(
m

t

)2(
k + 2m− t

2m

)
=

(
m+ k

k

)
.

Ó íàñòóïíié ëåìi çíàéäåíî ùå îäèí âèðàç äëÿ ÷ècëà Íàðàÿíà, íåîáõiäíèé

äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òâåðäæåíü ðîçäiëó.
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Ëåìà 4.1.2. ×èñëî Íàðàÿíà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Nn+k−1, k+1 =

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
n+k−2

k−t

)(
n+2k−t−1

2k

)
,

ïðè n > 1, k > 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 2

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
=

=
n−1∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 2

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
=

=
k∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 2

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
.

Îñêiëüêè(
n+t−1

t

)(
n+k−2

k−t

)
=
n+t−1

n−1

(
n+k−2

n+t−2

)(
n+t−2

n−2

)
=
n+t−1

n−1

(
n+k−2

n−2

)(
k

t

)
i

n− 1

k + 1

(
n+ k − 1

k

)
=

(
n+ k − 1

k + 1

)
,

òî çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî

k∑
t=0

(−1)t(n− 1 + t)

(
k

t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
=

(
n+ k − 1

k + 1

)
.

Ïîçíà÷èìî

S1 =
k∑
t=0

(−1)t(n− 1 + t)

(
k

t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
.

Ìà¹ìî

S1=(n−1)
k∑
t=0

(−1)t
(
k

t

)(
n+2k−t−1

2k

)
+

k∑
t=0

(−1)tt

(
k

t

)(
n+2k−t−1

2k

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü∑
t

(−1)t
(
n− t
m− t

)(
p

t

)
=

(
n− p
m

)
,
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äèâ. [14, c. 18], îäåðæèìî

S1 = (n− 1)

(
n+ k − 1

k

)
− k

k∑
t=1

(−1)t−1
(
k − 1

t− 1

)(
n+ 2k − (t− 1)− 2

2k

)
=

= (n− 1)

(
n+ k − 1

k

)
− k

k−1∑
t=0

(−1)t
(
k − 1

t

)(
n+ 2k − 2− t
n− 2− t

)
=

= (n− 1)

(
n+ k − 1

k

)
− k
(
n+ k − 1

n− 2

)
=

= (n− 1)

(
(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!
− (n+ k − 1)!k

(k + 1)!(n− 1)!

)
=
n− 1

k + 1

(n+ k − 1)!

(k + 1)!(n− 2)!
=

=

(
n+ k − 1

k + 1

)
.

Ùî i âèìàãàëîñü äîâåñòè. ♦
Ïiäêëàäàþ÷è m = n− 3 i s = 1 â ëåìó 4.1.1, ìà¹ìî∑

t

(
n− 3

t

)(
n− 1

t+ 1

)(
2n+ k − t− 4

k − t

)
=

(
n+ k − 1

n− 2

)(
n− 2 + k

n− 2

)
.

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íà
1

n− 1
(íàãàäà¹ìî, ùî n > 2) i âèêîðèñòàâ-

øè îñòàííþ ëåìó, îòðèìà¹ìî òàêó êîìáiíàòîðíó òîòîæíiñòü.

Íàñëiäîê 4.1.1. Ñïðàâåäëèâà òàêà òîòîæíiñòü

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 2

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
=

=

min{k,n−3}∑
t=0

(
n− 3

t

)(
n− 2

t

)(
2n+ k − t− 4

k − t

)
1

t+ 1
.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ íå ëèøå äîïîìiæíèì äëÿ îá÷èñëåíü, àëå é

ñòàíîâèòü ïåâíèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Òåîðåìà 4.1.1. Äëÿ íåâiä'¹ìíîãî a i íàòóðàëüíèõ n, k ñïðàâåäëèâi
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òàêi òîòîæíîñòi:

1) Wn−1(z
2) =

=
(1−z)a(1−z2)2n−1

(n− 1)!

n∑
k=1

(
n−1

k−1

)
dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+a

(1−z)2n−k+a
dn−k

dzn−k
1

za(1+z)n

)
;

2) Nn−1(z
2) =

=
(1−z)a(1−z2)2n−1

n!z

n∑
k=1

(
n−1

k−1

)
dk−1

dzk−1

(
z2n−k+a

(1−z)2n−k+a
dn−k

dzn−k
1

za(1 + z)n

)
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ îáîõ òîòîæíîñòåé ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî a.

1) Çàóâàæèìî, ùî ïðè a = 0 ïîòðiáíà òîòîæíiñòü ìàòèìå âèãëÿä
n−1∑
k=0

(
n−1
k

)2
z2k

(1− z2)2n−1
=

n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1

(1− z2)2n−k

)
.

Ðîçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z = 0
n−1∑
k=0

(
n−1
k

)2
z2k

(1− z2)2n−1
=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

z2k
∞∑
k=0

(
(2n− 1) + t− 1

t

)
z2t =

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
t=0

(
n− 1

t

)2(
2n+ k − t− 2

k − t

)
z2k.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü Ëi Æåíü-÷ó, îòðèìà¹ìî
n−1∑
k=0

(
n−1
k

)2
z2k

(1− z2)2n−1
=

=
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
z2k

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
k

t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
=

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 1

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
z2k.

Ç iíøîãî áîêó, îòðèìàíèé ðÿä ¹ ðîçêëàäîì â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè

z = 0 ôóíêöi¨
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1

(1− z2)2n−k

)
.
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Ïðèïóñòèìî, ùî òîòîæíiñòü ñïðàâåäëèâà ïðè äåÿêîìó íåâiä'¹ìíîìó a =

m
n∑
k=1

1

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+m

(1−z)2n−k+m
dn−k

dzn−k

(
1

zm(1+z)n

))
=

=

n−1∑
t=0

(
n−1
t

)2
z2t

(1−z)m(1−z2)2n−1
.

Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî âîíà ñïðàâåäëèâà i ïðè a = m+ 1

n∑
k=1

1

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k+m

(1−z)2n−k+m
dn−k

dzn−k

(
1

zm+1(1+z)n

))
=

=

n−1∑
t=0

(
n−1
t

)2
z2t

(1−z)m+1(1−z2)2n−1
.

Òîáòî íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

(1− z)
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+(m+1)

(1− z)2n−k+(m+1)

dn−k

dzn−k
1

zm+1(1 + z)n

)
=

=
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+m

(1− z)2n−k+m
dn−k

dzn−k
1

zm(1 + z)n

)
.

Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ òîòîæíîñòi ÷åðåç C(z), à ïðàâó � ÷åðåç

D(z). ßê i ïðè äîâåäåííi áàçèñíîãî âèïàäêó, ðîçêëàäåìî îáèäâi ÷àñòèíè

ïîòðiáíî¨ òîòîæíîñòi â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z = 0. Ìà¹ìî

C(z)=(1−z)
n∑
k=1

1

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+m+1

(1−z)2n−k+m+1

dn−k

dzn−k
1

zm+1(1+z)n

)
=

= (1−z)
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
(−1)t×

×
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j

)
zk=

∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

((
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
−

−
(
n+k−j−2

k−1

)(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

))
(−1)t

(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j

)
zk.
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Çðîáèìî òå æ ñàìå äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

D(z) =
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1+m

(1− z)2n−k+m
dn−k

dzn−k

(
1

zm(1 + z)n

))
=

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t

)
(−1)t

(
n+t−1

t

)(
t−m
j

)
zk.

Îòæå, òåïåð íàøà çàäà÷à çâåëàñü äî òîãî, ùîá äîâåñòè òàêó òîòîæíiñòü

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t

)
(−1)t

(
n+t−1

t

)(
t−m
j

)
=

=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

((
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
−

−
(
n+k−j−2

k−1

)(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

))
(−1)t

(
n+ t− 1

t

)(
t−m− 1

j

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíîñòi(
n

m

)
=
n

m

(
n− 1

m− 1

)
,

(
n

m

)
=

(
n− 1

m

)
+

(
n− 1

m− 1

)
,

îòðèìà¹ìî

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t

)
(−1)t

(
n+t−1

t

)(
t−m
j

)
=

=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m
j

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
−

−
min{k,n−1}∑

j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m
j

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

)
=
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=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

t−m−j−1

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
×

× t−m
t−m−j

−
min{k,n−1}∑

j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

t−m−j−1

)(
n+k−j−2

k−1

)
×

×
(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

)
t−m

t−m− j
n+ k − j − 1

k
.

Ïîçíà÷èìî

Q=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

t−m−j−1

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
×

× j

t−m−j
−

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

t−m−j−1

)(
n+k−j−2

k−1

)
×

×
(
n+m+ k − t− 1

k − j − t− 1

)(
j

t−m− j
+
n− j − 1

k
+

j

t−m− j
n− j − 1

k

)
.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî Q = 0.

Q=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j−1

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t
k−j−t

)
−

−
min{k,n−1}∑

j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j

)(
n+k−j−2

k−1

)(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

)
×

×n−j−1

k
−

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j−1

)(
n+k−j−2

k−1

)
×

×
(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

)
n−j−1

k
=

=

min{k,n−1}∑
j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j−1

)(
n+k−j−1

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t

)
−

−
min{k,n−1}∑

j=0

k−j∑
t=0

(−1)t
(
n+t−1

t

)(
t−m−1

j

)(
n+k−j−2

k

)(
n+m+k−t−1

k−j−t−1

)
.
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Çàóâàæèìî, ùî (
n+ k − j − 2

k

)
= 0, ïðè j = n− 1,(

n+m+ k − t− 1

k − j − t− 1

)
= 0, ïðè t = k − j,(

t−m− 1

j − 1

)
= 0, êîëè j = 0.

Òîìó Q = 0. Ùî ïîâíiñòþ äîâîäèòü òîòîæíiñòü 1.

2) Äîâåäåìî òiëüêè áàçó iíäóêöi¨. Ó âèïàäêó a = m+ 1 äîâåäåííÿ òîòî-

æíîñòi öiëêîì àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó òåîðåìè. Çàóâà-

æèìî, ùî ïðè a = 0 ïîòðiáíà òîòîæíiñòü ìàòèìå âèãëÿä
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k

(1− z2)2n−k

)
=

∑n−2
k=0

(
n−2
k

)(
n
k+1

)
z2k+1

(1− z2)2n−1
.

Äàëi äi¹ìî àíàëîãi÷íî, ÿê â ïóíêòi 1. Ðîçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó â ðÿä Òåé-

ëîðà â îêîëi òî÷êè z = 0. Ìà¹ìî

Bn(z) =
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k

(1− z2)2n−k

)
=

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 1

k − t

)(
n+ 2k − t

2k + 1

)
z2k+1 =

=
∞∑
k=0

(
n+k−1

k

)
z2k+1

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
k

t

)(
n+2k−t
n−1−t

)
=

=
∞∑
k=0

(
n+k−1

n−1

)(
n+k

n−1

)
z2k+1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.1.1 (m = n− 2, s = 1), îòðèìà¹ìî

Bn(z) =
∞∑
k=0

min{k,n−2}∑
t=0

(
n− 2

t

)(
n

t+ 1

)(
k − t+ 2n− 2

2n− 2

)
z2k+1 =

=
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)(
n

k + 1

)
z2k+1

∞∑
k=0

(
(2n− 1) + t− 1

t

)
z2t =
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=

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)(
n

k + 1

)
z2k+1

(1− z2)2n−1
.

Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê â ïîïåðäíüîìó ïóíêòi. ♦

4.2. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð

ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì

Êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi, îòðèìàíi â ëåìi 4.1.4, äîçâîëÿþòü çíà÷íî

ñïðîñòèòè ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ ôîðì

I(n)1 = C[V1 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

]SL2

òà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì

C(n)1 = C[V1 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

⊕C2]SL2,

îòðèìàíi â òåîðåìi 1.2.8.

Âèðàçèìî ðÿäè Ïóàíêàðå öèõ àëãåáð ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà.

Òåîðåìà 4.2.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi ðiâíîñòi:

1) P(I(n)1 , z) =
Nn−2(z

2)

(1− z2)2n−3
;

2) P(C(n)1 , z) =
Wn−1(z

2) + nzNn−1(z
2)

(1− z2)2n−1
.

Äîâåäåííÿ. 1) Äîâåäåííÿ öi¹¨ ÷àñòèíè òåîðåìè àíàëîãi÷íå äî äîâåäå-

ííÿ òåîðåìè 4.1.1.

Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ

n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

((
z

1− z2

)2n−k−1
)
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â ðÿä Òåéëîðà. Çãiäíî òåîðåìè 4.1.8, öÿ ôóíêöiÿ äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ðÿä

Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì, òîìó

P(I(n)1 , z) =
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1

∞∑
t=0

(
2n− k + t− 2

t

)
z2t

)
=

=
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

( ∞∑
t=0

(
2n− k + t− 2

t

)
z2t+2n−k−1

)
=

=
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

∞∑
t=0

(
2n− k + t− 2

t

)
(2t+ 2n− k − 1)!

(2t+ 2n− 2k)!
z2t+2n−2k.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè j = n− k, ìàòèìåìî

P(I(n)1 , z) =
n−1∑
j=0

(−1)j(n)j
(n− j − 1)!j!

∞∑
t=0

(
n+ j + t− 2

t

)
(2t+ n+ j − 1)!

(2t+ 2j)!
z2t+2j =

=
n−1∑
j=0

(−1)j(n+j−1)!

(n−j−1)!j!(n−1)!

∞∑
t=0

(
n+t+j−2

t

)
(n+2t+2j−j−1)!

(2t+2j)!
z2t+2j=

=
n−1∑
j=0

(−1)j
(
n+ j − 1

j

) ∞∑
t=0

(
n+ t+ j − 2

t

)(
2t+ n+ j − 1

2t+ 2j

)
z2t+2j =

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
t=0

(−1)t
(
n+ t− 1

t

)(
n+ k − 2

k − t

)(
n+ 2k − t− 1

2k

)
z2k.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 4.1.1, îäåðæèìî

P(I(n)1 , z) =
∞∑
k=0

min{k,n−3}∑
t=0

(
n− 3

t

)(
n− 2

t

)(
2n+ k − t− 4

k − t

)
1

t+ 1
z2k =

=
n−3∑
k=0

(
n− 3

k

)(
n− 2

k

)
z2k

k + 1

∞∑
t=0

(
(2n− 3) + t− 1

t

)
z2t.

Çàçíà÷èìî, ùî
1

(1− z2)2n−3
=

∞∑
t=0

(
2n− 4 + t

t

)
z2t.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ öi¹¨ ÷àñòèíè òåîðåìè.
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2) Çãiäíî òåîðåìè 1.2.8

P(C(n)1 , z) =
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k−1

(1− z2)2n−k

)
+

+
n∑
k=1

(−1)n−k(n)n−k
(k − 1)!(n− k)!

dk−1

dzk−1

(
z2n−k

(1− z2)2n−k

)
.

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 4.1.1 ïðè a = 0, îòðèìà¹ìî

P(C(n)1 , z) =
Wn−1(z

2)

(1− z2)2n−1
+
nzNn−1(z

2)

(1− z2)2n−1
.

Ùî ïîâíiñòþ äîâîäèòü òåîðåìó. ♦
Çàóâàæèìî, ùî ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi íàä C ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáð

I(n)1 , C(n)1 ðiâíèé ïîðÿäêó ïîëþñiâ P(I(n)1 , z), P(C(n)1 , z) â òî÷öi z = 1 âiäïî-

âiäíî. Çàçíà÷èìî, ùî Nn(1) 6= 0 i Wn(1) 6= 0 äëÿ êîæíîãî n. Âèêîðèñòàâøè

ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå, îòðèìàíi â òåîðåìi 4.2.1, îòðèìà¹ìî òàêó

ëåìó.

Ëåìà 4.2.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) tr degC I
(n)
1 = 2n− 3;

2) tr degC C
(n)
1 = 2n− 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè, îòðèìàíi â öié ëåìi, ìîæíà áóëî îäåðæàòè

òàêîæ ç ôîðìóë ó ïiäðîçäiëi 1.2.

Çãiäíî îçíà÷åííÿ, äàíîãî â ïiäðîçäiëi 1.2, ñòåïiíü ãðàäóéîâàíî¨ àëãåáðè

R ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

deg(R) = lim
z→1

(1− z)tr degCRP(R, z).

Ñêîðèñòà¹ìîñü öèì äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð I(n)1 òà C(n)1 .

Òåîðåìà 4.2.2. Ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i êîâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ ôîðì äîðiâíþþòü:

1) deg(I(n)1 , z) =
Nn−2(1)

22n−3
=

(
2n−4
n−2
)

(n− 1)22n−3
;
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2) deg(C(n)1 , z) =

(
2n−2
n−1
)

22n−2
.

Äîâåäåííÿ. 1) Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíi â öüîìó ïiäðîçäiëi òâåðäæå-

ííÿ, ìà¹ìî

deg(I(n)1 ) = lim
z=1

(1− z)2n−3P(In, z) =

= lim
z→1

(1− z)2n−3

n−2∑
k=1

1

k

(
n− 3

k − 1

)(
n− 2

k − 1

)
z2k−2

(1− z2)2n−3
=
Nn−2(1)

22n−3
.

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó çãîðòêè Âàíäåðìîíäà äî ñóìè â ÷èñåëüíèêó, îòðè-

ìà¹ìî ùî Nn−2(1) äîðiâíþ¹ ÷èñëó Êàòàëàíà. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

deg(I(n)1 ) =

(
2n−4
n−2
)

(n− 1)22n−3
.

2)Àíàëîãi÷íî

deg(C(n)1 ) = lim
z→1

(1− z)2n−1P(C(n)1 , z) =

= lim
z→1

(1− z)2n−1

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

z2k +
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)(
n

k + 1

)
z2k+1

(1− z2)2n−1
=

=

(
2n−2
n−1
)

+ n
(2n−2
n−1 )
n

22n−1
=

(
2n−2
n−1
)

+ nNn−1(1)

22n−1
=

(
2n−2
n−1
)

22n−2
.

♦
Ó [93] çíàéäåíî àñèìïòîòèêó òà iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ÷èñëà Êàòàëà-

íà:

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
=

1

2π

4∫
0

xn
√

4− x
x

dx ∼ 4n

n3/2
√
π
.

Âèêîðèñòîâøè öi ôàêòè, îòðèìà¹ìî àñèìïòîòèêó òà iíòåãðàëüíå çîáðàæå-

ííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð I(n)1 òà C(n)1 .
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Íàñëiäîê 4.2.1. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì òàêà:

deg(I(n)1 ) ∼ 1

2
√
πn3

;

deg(C(n)1 ) ∼ 1√
πn
.

Íàñëiäîê 4.2.2. Iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì òàêå:

deg(I(n)1 ) =
1

22n−2π

4∫
0

xn−2
√

4− x
x

dx;

deg(C(n)1 ) =
n

22n−1π

4∫
0

xn−1
√

4− x
x

dx.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîìi é iíøi iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ÷èñëà Êàòàëàíà,

äèâ. [101]. Ïðîòå âîíè âèðàæàþòüñÿ äîñèòü ãðîìiçäêèìè ôîðìóëàìè.

Îá÷èñëèìî ÷èñëà ψ(C(n)1 ), ψ(I(n)1 ), îçíà÷åíi â ïiäðîçäiëi 1.2. Çàóâàæè-

ìî, ùî íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ðåçóëüòàòó, ùî áóâ îòðèìà-

íèé Ïîïîâèì çîâñiì iíøèì ñïîñîáîì. Íàâåäåìî ïðîñòiøå äîâåäåííÿ öüîãî

ðåçóëüòàòó, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè iíâàðiàíòiâ

îòðèìàíó â òåîðåìi 4.2.1.

Òåîðåìà 4.2.3.(Â.Ïîïîâ, [97, c. 50]).Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà

ψ(I(n)1 ) =
3 deg(I(n)1 )

2
.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ïîõiäíó ìíîãî÷ëåíà Íàðàÿíà â òî÷öi

z = 1. Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó çãîðòêè Âàíäåðìîíäà, ìà¹ìî

N ′n(z
2)
∣∣
z=1

= 2
n∑
k=2

k − 1

k

(
n− 1

k − 1

)(
n

k − 1

)
= 2

n−2∑
k=0

(
n− 1

k

)(
n

k + 2

)
=

= 2

(
2n− 1

n+ 1

)
.
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Ç îçíà÷åííÿ ÷èñëà ψ âèïëèâà¹

ψ(I(n)1 ) = lim
z→1

(
−(1− z)2n−3P(I

(n)
1 , z)

)′
z
.

Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ ôîðì, îòðèìàíó â òåîðåìi 4.2.1. Îòðèìà¹ìî

ψ(I(n)1 ) = − lim
z→1

(
Nn−2(z

2)

(1 + z)2n−3

)′
z

=

= lim
z→1

(2n− 3)Nn−2(z
2)− (1 + z)N ′n−2(z

2)

(1 + z)2n−2
=

2n−3
n−2
(
2n−4
n−3
)
− 4
(
2n−5
n−1
)

22n−2
=

=
3
(
2n−4
n−2
)

22n−2(n− 1)
.

♦
Òåîðåìà 4.2.4. Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà

ψ(C(n)1 ) =
deg(C(n)1 )

2
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ îá÷èñëèìî ïîõiäíó ìíîãî÷ëå-

íà Íàðàÿíà òèïó B òî÷öi z = 1. Îòðèìà¹ìî

W ′
n(z

2)
∣∣
z=1

= 2
n∑
k=1

k

(
n

k

)(
n

k

)
= 2n

n−1∑
k=0

(
n− 1

n− 1− k

)(
n

k + 1

)
=

= 2n

(
2n− 1

n

)
= n

(
2n

n

)
.

Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì ÷èñëà ψ òà ôîðìóëîþ äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àë-

ãåáðè C(n)1 , îòðèìàíîþ â òåîðåìi 4.2.1. Ìà¹ìî

ψ(C(n)1 ) = − lim
z→1

(
Wn−1(z

2) + nzNn−1(z
2)

(1 + z)2n−1

)′
z

=

= lim
z→1

(2n−1)
(
Wn−1(z

2)+nzNn−1(z
2)
)
−(1+z)

(
Wn−1(z

2)+nzNn−1(z
2)
)′
z

(1+z)2n
=

=
2(2n− 1)

(
2n−2
n−1
)
− 2(n− 1)

(
2n−2
n−1
)

22n
=

(
2n−2
n−1
)

22n−1
.

♦
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4.3. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð

ñïiëüíèõ SL2 iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Äiþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi âèðàçèìî ðÿä Ïóàí-

êàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òà ðÿä Ïóàíêàðå

àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Íà-

ðàÿíà.

Òåîðåìà 4.3.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi ðiâíîñòi:

1) P(C(n)2 , z)=
Wn−1(z

2)

(1−z)3n−1(1+z)2n−1
;

2) P(I(n)2 , z) =
Wn−1(z

2)− nzNn−1(z
2)

(1− z)3n−1(1 + z)2n−1
.

Äîâåäåííÿ. 1) Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè

ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ, îá÷èñëåíîþ â òåîðåìi 1.2.9. Ìà¹ìî

P(C(n)2 , z)=
n∑
k=1

(−1)n−k

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
n−k∑
j=0

(
n−k
j

)
(n)j(n)n−k−jz

2n−k−j−1

(1−z)n+j(1−z2)2n−k−j

)
=

=
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z3n−k−1

(1− z)3n−k
dn−k

dzn−k

(
1

(z(1 + z))n

))
.

Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 4.1.1 ïðè a = n, îòðèìà¹ìî

n∑
k=1

1

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
z3n−k−1

(1−z)3n−k
dn−k

dzn−k

(
1

(z(1+z))n

))
=

=
Wn−1(z

2)

(1−z)n(1−z2)2n−1
.

2) Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ âèðàçó äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îòðèìàíîãî â òåîðåìi 1.2.9. Îòðèìà¹ìî

P(I(n)2 , z) =

=
n∑
k=1

(−1)n−k

(n−k)!(k−1)!

dk−1

dzk−1

(
n−k∑
j=0

(
n−k
j

)
(n)j(n)n−k−jz

2n−k−j−1

(1−z)n+j−1(1−z2)2n−k−j

)
=
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=
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z3n−k−1

(1− z)3n−k−1
dn−k

dzn−k

(
1

(z(1 + z))n

))
=

=
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z3n−k−1

(1− z)3n−k
dn−k

dzn−k

(
1

(z(1 + z))n

))
−

−
n∑
k=1

1

(n− k)!(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
z3n−k

(1− z)3n−k
dn−k

dzn−k

(
1

(z(1 + z))n

))
.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 4.1.1, âçÿâøè n çà-

ìiñòü a. Îòðèìà¹ìî

P(I(n)2 , z) =
Wn−1(z

2)

(1− z)n(1− z2)2n−1
− nzNn−1(z

2)

(1− z)n(1− z2)2n−1
.

Ùî ïîâíiñòþ äîâîäèòü òåîðåìó. ♦
Îá÷èñëèìî ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi ïîëÿ ÷àñòîê àëãåáð ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä C.
Ëåìà 4.3.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) tr degC C
(n)
2 = 3n− 1;

2) tr degC I
(n)
2 = 3n− 3.

Äîâåäåííÿ. Ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi íàä C àëãåáð I(n)2 , C(n)2 äîðiâ-

íþ¹ ïîðÿäêó ïîëþñiâ P(I(n)2 , z),P(C(n)2 , z) âiäïîâiäíî â òî÷öi z = 1. Îñêiëü-

êè
Wn−1(1)

22n−1
6= 0

äëÿ âñiõ n, òî

tr degC C
(n)
2 = 3n− 1.

Çàçíà÷èìî, ùî

(Wn−1(z
2)−nzNn−1(z

2)) |z=1=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

−n
n−1∑
k=1

1

k

(
n−2

k−1

)(
n−1

k−1

)
=0,

(Wn−1(z
2)−nzNn−1(z

2))′ |z=1 =

= 2
n−1∑
k=1

k

(
n−1

k

)2

−n
n−1∑
k=1

2k−1

k

(
n−2

k−1

)(
n−1

k−1

)
=0,
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(Wn−1(z
2)−nzNn−1(z

2))′′ |z=1 =
n−1∑
k=1

2k(2k − 1)

(
n− 1

k

)2

−

−n
n−1∑
k=2

1

k
(2k − 1)(2k − 2)

(
n− 1

k − 1

)(
n− 2

k − 1

)
=

(
2n− 4

n− 2

)
6= 0.

Îòæå, ôóíêöiÿ (Wn−1(z
2) − nzNn−1(z

2)) ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó 2 â òî÷öi

z = 1. Îñêiëüêè

P(I2n, z) =
Wn−1(z

2)− nzNn−1(z
2)

(1− z)3n−1(1 + z)2n−1
,

òî

tr degC I2n = 3n− 3.

♦
Çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè ïðÿìå. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 íà-

âåäåíî ôîðìóëè äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó.

Îá÷èñëèìî ñòåïåíi àëãåáð C(n)2 òà I(n)2 .

Òåîðåìà 4.3.2. Ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ òà iíâàðiàíòiâ

n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

1) deg
(
C(n)2

)
=

(
2n−2
n−1
)

22n−1
;

2) deg
(
I(n)2

)
=

(
2n−4
n−2
)

(n− 1)22n−1
.

Äîâåäåííÿ. 1) Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1 i ëåìó 4.3.1, îòðèìà¹ìî

deg(C(n)2 ) = lim
z=1

(1− z)3n−1P(C(n)2 , z) =

= lim
z=1

(1− z)3n−1

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

z2k

(1− z)n(1− z2)2n−1
=

(
2n−2
n−1
)

22n−1
.

2) Àíàëîãi÷íî, äëÿ àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

deg(I(n)2 )= lim
z=1

(1−z)3n−3P(I(n)2 , z) =

= lim
z=1

Wn−1(z
2)−nzNn−1(z

2)

(1−z)2(1+z)2n−1
= lim

z=1

(
Wn−1(z

2)−nzNn−1(z
2)
)′′

((1−z)2(1+z)2n−1)′′
=

(
2n−4
n−2
)

(n−1)22n−1
.
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♦
Âçÿâøè äî óâàãè àñèìïòîòèêó ÷èñåë Êàòàëàíà (äèâ. [93]) îòðèìà¹ìî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñòåïåíiâ àëãåáð I(n)2 i C(n)2 .

Íàñëiäîê 4.3.1. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òàêà:

deg(I(n)2 ) ∼ 1

8
√
πn3

;

deg(C(n)2 ) ∼ 1

2
√
πn
.

Ñêîðèñòàâøèñü iíòåãðàëüíèì çîáðàæåííÿì ÷èñåë Êàòàëàíà, îá÷èñëåíèì

â [93], îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð I(n)2 i C(n)2 .

Íàñëiäîê 4.3.2. Iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òàêå:

deg(I(n)2 ) =
1

22nπ

4∫
0

xn−2
√

4− x
x

dx;

deg(C(n)2 ) =
n

22nπ

4∫
0

xn−1
√

4− x
x

dx.

Îá÷èñëèìî ÷èñëî ψ(C(n)2 ) îçíà÷åíå â ïiäðîçäiëi 1.2. Áåðó÷è äî óâàãè ëåìó

4.3.1, ìà¹ìî

ψ(C(n)2 ) = lim
z→1

(
−(1− z)3n−3P(C(n)2 , z)

)′
z

= − lim
z→1

(
Wn−1(z

2)

(1 + z)2n−1

)′
z

=

= lim
z→1

(2n− 1)Wn−1(z
2)− (1 + z)W ′

n−1(z
2)

(1 + z)2n
=

=
(2n− 1)

(
2n−2
n−1
)
− 2(n− 1)

(
2n−2
n−1
)

22n
=

(
2n−2
n−1
)

22n
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà

Òåîðåìà 4.3.3. Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà

ψ(C(n)2 ) =
deg(C(n)2 )

2
.
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4.4. Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå

àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ

òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Ùîá îòðèìàòè ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð

ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,

ñêîðèñòà¹ìîñü òèì ôàêòîì, ùî ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà ìîæíà âèðàçèòè [54]

÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî ìîæíà îòðèìàòè áàãàòî

êîìáiíàòîðíèõ òîòîæíîñòåé, â òîìó ÷èñëi i ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà, ôîðìóëè òèïó Ðîäðiãà i ò.ï.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåíîì Ëåæàíäðà Ln(x) [6, c. 125] íàçèâà¹òüñÿ

ðîçâ'ÿçîê òàêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

d

dx

(
(1− x2) d

dx
Ln(x)

)
+ n(n+ 1)Ln(x) = 0.

Äîâåäåíî [6, c. 151], ùî âií ìà¹ âèãëÿä

Ln =
1

2nn!

dn

dxn
[(
x2 − 1

)n]
.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ ôîðìóëîþ Ðîäðiãà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà.

Âiäîìà [6, c. 141] òàêîæ ðåêóðåíòíà ôîðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1)xLn(x)− nLn−1(x).

Ïðè¹äíàíi ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà âèçíà÷àþòüñÿ [6, c. 149] çà íàñòóïíîþ

ôîðìóëîþ Ðîäðiãà

Lmn = (1− x2)m/2 d
m

dxm
Ln(x)

i ¹ ðîçâ'ÿçêîì [6, c. 149] òàêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

d

dx

(
(1− x2) d

dx
y(x)

)
+

(
n(n+ 1)

m2

1− x2

)
y(x) = 0.
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Âiäîìî [6, c. 162], ùî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïðè¹äíàíèõ ìíî-

ãî÷ëåíiâ Ëåæàíäðà ïðè m = −1 ìà¹ âèãëÿä

(n+ 1)L−1n (z) = z(2n− 1)L−1n−1(z)− (n− 2)L−1n−2(z).

Ëåìà 4.4.1.([54])Ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà òèïó Â âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ìíî-

ãî÷ëåí Ëåæàíäðà

Wn(z) = (1− z)nLn

(
1 + z

1− z

)
.

Äîâåäåìî, ùî ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà Nn(z) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïðè¹ä-

íàíi ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà.

Ëåìà 4.4.2. Ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè Ëå-

æàíäðà

Nn(z) =
1√
z

(1− z)n L−1n

(
z + 1

1− z

)
.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî [6, c. 149], ùî ïðè m = −1 ïðè¹äíàíèé ìíîãî÷ëåí

Ëåæàíäðà ìîæíà âèðàçèòè òàêèì ÷èíîì

L−1n (z) =
1√
z2 − 1

z∫
1

Ln(x)dx.

Ìà¹ìî

1√
z

(1− z)n L−1n

(
z + 1

1− z

)
=

1√
z

(1− z)n
1√(

z+1
1−z
)2 − 1

z+1
1−z∫
1

Ln(x)dx =

=
(1− z)n+1

2z

z+1
1−z∫
1

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n− k
n

)
(
x− 1

2
)n−kdx =

=
(1− z)n+1

2z

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n− k
n

)
(z+1
1−z − 1)n−k+1

2n−k(n− k + 1)
=

=
1

n+ 1

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)(
2n− k
n

)
zn−k(1− z)k.
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Âiäîìî [43], ùî ìíîãî÷ëåí Íàðàÿíà ìîæíà îá÷èñëèòè çãiäíî òàêî¨ ôîðìóëè

Nn(z) =
1

n+ 1

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)(
2n− k
n

)
zn−k(1− z)k.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè. ♦
Âèêîðèñòàâøè âiäîìi âèðàçè (äèâ., íàïðèêëàä [54]) äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ëå-

æàíäðà

Ln(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
2n− 2k

n

)
xn−2k

2n
=

2n
n∑
k=0

(
n

k

)(n+k−1
2

n

)
xk,

îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà.

Íàñëiäîê 4.4.1. Ìíîãî÷ëåíè Íàðàÿíà ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âè-

ãëÿäi

Nn(z) =

=
1

2n+1n

[n2 ]∑
k=0

n−2k+1∑
j=0

(−1)k
(
1−(−1)j

)(n
k

)(
2n−2k

n−1

)(
n−2k+1

j

)
(1−z)2kzj−1=

=
2n−1

n+ 1

n∑
k=0

k+1∑
j=0

(
1− (−1)j

)(n+ 1

k + 1

)(n+k−1
2

n

)(
k + 1

j

)
(1− z)n−kzj−1.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ðîäðiãà äëÿ ïðè¹äíàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ Ëåæàí-

äðà, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.4.2. Ôîðìóëà òèïó Ðîäðiãà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Íàðàÿíà ìà¹

âèãëÿä

Nn(z) =
(−1)n(z − 1)2n+1

z(n+ 1)!

dn

dzn

(
z

z − 1

)n+1

.

Ó ðîáîòi [109] Ð. À. Ñóëàíêå îòðèìàâ òàêå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà

(n+ 1)Nn(z) = (2n− 1)(1 + z)Nn−1(z)− (n− 2)(1− z)2Nn−2.
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Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëåæàí-

äðà, ùîá îòðèìàòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà

òèïó B.

Òåîðåìà 4.4.1. Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà

òèïó B

(n+ 1)Wn+1(z) = (2n+ 1)(1 + z)Wn(z)− n(1− z)2Wn−1(z).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëåæàí-

äðà

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1)xLn(x)− nLn−1(x)

ó âèãëÿäi

(n+ 1)Ln+1

(
1 + z

1− z

)
= (2n+ 1)

1 + z

1− z
Pn

(
1 + z

1− z

)
− nPn−1

(
1 + z

1− z

)
.

Ôîðìó¹ìî ïîòðiáíi âèðàçè, äîìíîæèâøè íà (1− z)n+1

(n+ 1)(1− z)n+1Ln+1

(
1 + z

1− z

)
=

= (2n+ 1)(1− z)n+11 + z

1− z
Pn

(
1 + z

1− z

)
− n(1− z)n+1Pn−1

(
1 + z

1− z

)
.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ îòðèìà¹ìî

(n+ 1)Wn+1(z) = (2n+ 1)(1 + z)Wn(z)− n(1− z)2Wn−1(z).

♦
Ó òåîðåìàõ 4.2.1 i 4.3.1 ðÿäè Ïóàíêàðå P(C(n)1 , z) i P(I(n)2 , z) âèðàæàþ-

òüñÿ ÷åðåç òàêi ìíîãî÷ëåíè:

Rn(z
2) := Wn−1(z

2) + nzNn−1(z
2) i

R∗n(z
2) := Wn−1(z

2)− nzNn−1(z
2).

Îá÷èñëèìî ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Rn(z
2) i R∗n(z

2), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà.
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Ëåìà 4.4.3. Ñïðàâåäëèâi òàêi ôîðìóëè:

(n− 1)(n− 2)Rn(z
2) = 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)Rn−1(z

2)−

−2(3(n− 3)2(1 + z4) + 2(n− 2)(n− 4)z2)Rn−2(z
2)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

) (
1− z2

)2
Rn−3(z

2)−

− (n− 5) (n− 4)
(
1− z2

)4
Rn−4(z

2);

(n− 1)(n− 2)R∗n(z
2) = 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)R∗n−1(z

2)−

−2(3(n− 3)2(1 + z4) + 2(n− 2)(n− 4)z2)R∗n−2(z
2)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

) (
1− z2

)2
R∗n−3(z

2)−

− (n− 5) (n− 4)
(
1− z2

)4
R∗n−4(z

2).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äåêiëüêà ðàçiâ ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Íà-

ðàÿíà îáîõ òèïiâ, ùîá âèðàçèòè Rn(z
2) ÷åðåç Nn−4(z

2),Wn−4(z
2), Nn−5(z

2)

òà Wn−5(z
2). Îòðèìà¹ìî

(n− 1)(n− 2)Rn(z
2) = (2n− 3)(n− 2)(1 + z2)Wn−2(z

2)−

−(n−2)2(1−z2)2Wn−3(z
2)+(n−1)(n−2)(2n−3)(1+z2)zNn−2(z

2)−

−(n− 1)(n− 2)(n− 3)(1− z2)2zNn−3(z
2) =

=
(
(2n− 3)(2n− 5)(2n− 7)(1 + z2)3 −

− ((n− 2)2(2n− 7) + (n− 3)2(2n− 3))(1− z2)2(1 + z2)
)
Wn−4(z

2)+

+
(
(n−2)2(n−4)(1−z2)4−(2n−3)(2n−5)(n−4)(1+z2)2(1−z2)2

)
Wn−5(z

2)+

+

(
(2n− 3)(2n− 5)(2n− 7)

(n− 1)(n− 2)
(1 + z2)3 −

(
(n− 3)(2n− 7)

n− 2
+

+
(n− 4)(2n− 3)

n− 1

)
(1− z2)2(1 + z2)

)
(n− 1)(n− 2)nNn−4(z

2)+

+
(
(n− 1)(n− 3)(n− 5)(1− z2)4 −

− (2n− 3)(2n− 5)(n− 5)(1 + z2)2(1− z2)2
)
nNn−5(z

2).

Äàëi çãðóïó¹ìî äîäàíêè, âiäïîâiäíî äî êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi ïîòðiáíî îòðèìà-

òè ïåðåä Rn−1(z
2), Rn−2(z

2), Rn−3(z
2) òà Rn−4(z

2). Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷è-



103

ñëåíü îòðèìà¹ìî

(n− 1)(n− 2)Rn(z
2) =

= 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)
(
Wn−2(z

2) + (n− 1)zNn−2(z
2)
)
−

−((2n−5)(2n−7)(1+z2)2+(2n2−12n+19)(1−z2)2)×

×
(
Wn−3(z

2)+(n−2)zNn−3(z
2)
)

+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

) (
1− z2

)2 (
Wn−4(z

2) + (n− 3)zNn−4(z
2)
)
−

− (n− 5) (n− 4)
(
1− z2

)4 (
Wn−5(z

2) + (n− 4)zNn−5(z
2)
)

2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)Rn−1(z
2)− 2(3(n− 3)2(1 + z4)+

+2(n− 2)(n− 4)z2)Rn−2(z
2)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

) (
1− z2

)2
Rn−3(z

2)−

− (n− 5) (n− 4)
(
1− z2

)4
Rn−4(z

2).

Äîâåäåííÿ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìè äëÿ R∗n(z
2) ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íå. ♦

Òåîðåìà 4.4.2. Ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i êîâàði-

àíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿþòü òàêèì ðåêó-

ðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

1) (n+1)(1−z2)2P(I(n+2)
1 , z)=(2n−1)(1+z2)P(I(n+1)

1 , z)−(n−2)P(I(n)1 , z);

2) (n− 1)(n− 2)(1− z2)4P(C(n)1 , z) =

= 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)(1− z2)2P(C(n−1)1 , z)−
−2(3(n− 3)2(1 + z4) + 2(n− 2)(n− 4)z2)P(C(n−2)1 , z)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

)
P(C(n−3)1 , z)−

− (n− 5) (n− 4)P(C(n−4)1 , z);

3) (n− 1)(1− z2)2(1− z)2P(C(n)2 , z) =

= (2n− 3)(1 + z2)(1− z)P(C(n−1)2 , z)− (n− 2)P(C(n−2)2 , z);
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4) (n− 1)(n− 2)(1− z2)4(1− z)4P(I(n)2 , z) =

= 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)(1− z2)2(1− z)3P(I(n−1)2 , z)−
−2(3(n− 3)2(1 + z4) + 2(n− 2)(n− 4)z2)(1− z)2P(I(n−2)2 , z)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

)
(1− z)P(I(n−3)2 , z)−

− (n− 5) (n− 4)P(I(n−4)2 , z).

Äîâåäåííÿ. 1) Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ äëÿ ìíîãî÷ëå-

íiâ Íàðàÿíà

(n+ 1)Nn(z
2) = (2n− 1)(1 + z2)Nn−1(z

2)− (n− 2)(1− z2)2Nn−2(z
2).

Âðàõóâàâøè, ùî

Nn(z
2) = (1− z2)2n+1P(I(n+2)

1 , z),

îòðèìà¹ìî

(n+ 1)(1− z2)2n+1P(I(n+2)
1 , z) = (2n− 1)(1 + z2)(1− z2)2n−1P(I(n+1)

1 , z)−

−(n− 2)(1− z2)2(1− z2)2n−3P(I(n)1 , z).

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà 1
(1−z)2n−1 , îòðèìà¹ìî

òâåðäæåííÿ 1 òåîðåìè.

2) Âèêîðèñòà¹ìî çíàéäåíó âèùå ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà

Rn(z)

(n− 1)(n− 2)(1− z2)4P(C(n)1 , z) = (n− 1)(n− 2)(1− z2)4 Rn(z
2)

(1− z2)2n−1
=

= 2(2n− 5)(n− 2)(1 + z2)(1− z2)2P(C(n−1)1 , z)−

−2(3(n− 3)2(1 + z4) + 2(n− 2)(n− 4)z2)P(C(n−2)1 , z)+

+2 (2n− 7) (n− 4)
(
1 + z2

)
P(C(n−3)1 , z)−

− (n− 5) (n− 4)P(C(n−4)1 , z).

3) Âèùå ïîêàçàíî, ùî

Wn−1(z
2) = (1− z2)2n−1(1− z)nP(C(n)2 , z).
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Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ Wn−1(z
2),Wn−2(z

2) i Wn−3(z
2) â ðåêóðåíòíó ôîð-

ìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà òèïó Â, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü, îòðè-

ìà¹ìî

(n− 1)(1− z2)2(1− z)2P(C(n)2 , z) =

= (2n− 3)(1 + z2)(1− z)P(C(n−1)2 , z)− (n− 2)P(C(n−2)2 , z).

4) Ó òåîðåìi 4.3.1 äîâåäåíî, ùî

P(I(n)2 , z) =
R∗n(z

2)

(1− z)3n−1(1 + z)2n−1
.

Âèðàçèâøè çâiäñè R∗n(z
2) i ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé âèðàç â ðåêóðåíòíó

ôîðìóëó äëÿ R∗n(z
2), îòðèìà¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ ðÿäó Ïóàíêà-

ðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. ♦
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíàîáîõ òè-

ïiâ, îòðèìà¹ìî ùå îäèí âèðàç äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå P(I(n)2 , z).

Íàñëiäîê 4.4.3. Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðà-

òè÷íèõ ôîðì îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

P(I(n)2 , z) =
Wn−2(z

2)− (n− 2)zNn−2(z
2)

(1− z)3n−3(1 + z)2n−1
.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåíi ëåìè 4.4.3, îòðè-

ìà¹ìî

Wn−1(z
2)− nzNn−1(z

2) = (1− z)2(Wn−2(z
2)− (n− 2)zNn−2(z

2)).

Çàñòîñóâàâøè öþ òîòîæíiñòü äî ôîðìóëè ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îòðèìàíî¨ â òåîðåìi 4.3.1, îòðèìà¹ìî

òâåðäæåííÿ íàñëiäêó. ♦
Îòðèìàíèé âèðàç äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå P(I(n)2 , z) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ÷è-

ñëî ψ(I(n)2 ) äëÿ àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

Çàóâàæèìî, ùî íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ðåçóëüòàòó, ùî

áóâ îòðèìàíèé Ïîïîâèì çîâñiì iíøèì ñïîñîáîì. Íàâåäåìî ïðîñòiøå äîâå-
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äåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè

iíâàðiàíòiâ îòðèìàíó â íàñëiäêó 4.4.3.

Òåîðåìà 4.4.3.[97, c. 50].Ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà

ψ(I(n)2 ) =
3

2
deg(I(n)2 ).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå ñïiëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îòðèìàíîþ â íàñëiäêó 4.4.3. Ìiðêóþ÷è

àíàëîãi÷íî, ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.4, ìà¹ìî

ψ(I(n)2 ) = − lim
z→1

(
Wn−2(z

2)− (n− 2)zNn−2(z
2)

(1 + z)2n−1

)′
z

=

=
(Wn−2(1)−(n−2)Nn−2(1)) (2n−1)

22n
−

−2
W ′

n−2(1)−(n−2)Nn−2(1)−(n−2)N ′n−2(1)

22n
.

Âðàõóâàâøè êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi

Nn(1) =

(
2n
n

)
n+ 1

,

Wn(1) =

(
2n

n

)
,

N ′n(z
2)
∣∣
z=1

= 2

(
2n− 1

n+ 1

)
,

W ′
n(z

2)
∣∣
z=1

= n

(
2n

n

)
,

äî ÿêèõ ìè çâåðòàëèñü â ïiäðîçäiëi 4.2, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ äié ç áiíîìiàëü-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíèé âèðàç. ♦
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4.5. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàí-

òiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì

ßê çàçàíà÷åíî âèùå, àëãåáðè I(n)1 ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì

òà C(n)1 ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì ãðàäóéîâàíi

I(n)1 = (I(n)1 )0 + (I(n)1 )1 + · · ·+ (I(n)1 )m + · · · ,

C(n)1 = (C(n)1 )0 + (C(n)1 )1 + · · ·+ (C(n)1 )m + · · · ,

äå êîæåí ç ïiäïðîñòîðiâ (C(n)1 )m, (I(n)1 )m ¹ ñêií÷åííî âèìiðíèì. Ôóíêöi¨

H(I(n)1 ,m) = dim(I(n)1 )m,

H(C(n)1 ,m) = dim(C(n)1 )m

íàçèâàþòüñÿ [20] ìíîãî÷ëåíàìè Ãiëüáåðòà àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ ôîðì òà ìíîãî÷ëåíàìè Ãiëüáåðòà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n

ëiíiéíèõ ôîðì âiäïîâiäíî. Çãiäíî îçíà÷åííÿ ðÿäó Ïóàíêàðå òà ìíîãî÷ëåíà

Ãiëüáåðòà ìà¹ìî

P(I(n)1 , z) =
∞∑
m=0

H(I(n)1 ,m) zm,

P(C(n)1 , z) =
∞∑
m=0

H(C(n)1 ,m) zm.

Òåîðåìà 4.5.1. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà

êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

1) H(I(n)1 ,m) =

{
Nn+k−1, k+1, ïðè m = 2k,

0, ïðè m = 2k + 1;

2) H(C(n)1 ,m)=

{ (
n+k−1

k

)2
, ïðè m=2k,

nNn+k, k+1, ïðè m=2k+1.

Äîâåäåííÿ. 1) Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi ñêîðèñòà¹ìîñü âèðàçîì äëÿ

ðÿäó Ïóàíêàðå P(I(n)1 , z) àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì
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îòðèìàíèì â òåîðåìi 4.2.1. Ðîçêëàäåìî éîãî â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè

z = 0

P(I(n)1 , z) =
n−3∑
k=0

(
n− 3

k

)(
n− 2

k

)
z2k

k + 1

∞∑
m=0

(
(2n− 3) +m− 1

m

)
z2m =

=
∞∑
k=0

min{k,n−3}∑
m=0

(
n− 3

m

)(
n− 2

m

)(
2n+ k −m− 4

k −m

)
1

m+ 1
z2k =

=
∞∑
k=0

z2k

n− 1

min{k,n−3}∑
m=0

(
n− 3

m

)(
n− 1

m+ 1

)(
2n+ k −m− 4

k −m

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.1.1 (m = n− 3 i s = 1), îòðèìà¹ìî

P(I(n)1 , z) =
∞∑
k=0

1

n− 1

(
n+ k − 2

n− 2

)(
n+ k − 1

n− 2

)
z2k.

Ç îçíà÷åíü ðÿäó Ïóàíêàðå, ìíîãî÷ëåíà Ãiëüáåðòà òà ÷èñåë Íàðàÿíà ñëiäó¹

òâåðäæåííÿ 1 òåîðåìè.

Çàóâàæèìî, ùî â õîäi äîâåäåííÿ öi¹¨ ÷àñòèíè òåîðåìè ìè ñïèðàëèñü íà

òîòîæíîñòi, ÿêi ñïðàâåäëèâi ïðè n ≥ 3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 2. Îñêiëü-

êè ïîðîäæóþ÷èì iíâàðiàíòîì àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ ëiíiéíèõ

ôîðì ¹ êâàäðàòè÷íèé iíâàðiàíò, òî ¨¨ ðÿä Ïóàíêàðå ìà¹ âèãëÿä

P(I(2)1 , z) =
1

1− z2
= 1 + z2 + z4 + z6 + . . . .

Çâiäñè, çãiäíî îçíà÷åííÿ

H(I(2)1 ,m) = cos2
πm

2
= N2+[m2 ]−1, 2−1 cos2

mπ

2
.

Öå äîâîäèòü, ùî òâåðäæåííÿ 1 ñïðàâåäëèâå äëÿ n ≥ 2.

2) Äëÿ îá÷èñëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ

n ëiíiéíèõ ôîðì çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå öi¹¨

àëãåáðè, îòðèìàíîþ â òåîðåìi 4.2.1 (ïðè n > 1)
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P(C(n)1 , z) =
Wn−1(z

2)

(1− z2)2n−1
+ nz

Nn−1(z
2)

(1− z2)2n−1
=

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

z2k

(1− z2)2n−1
+

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)(
n

k + 1

)
z2k+1

(1− z2)2n−1
=

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)2

z2k
∞∑
k=0

(
(2n− 1) +m− 1

m

)
z2m+

+
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)(
n

k + 1

)
z2k+1

∞∑
k=0

(
(2n− 1) +m− 1

m

)
z2m =

=
∞∑
k=0

min{k,n−1}∑
m=0

(
n− 1

m

)2(
2n+ k −m− 2

k −m

)
z2k+

+
∞∑
k=0

min{k,n−2}∑
m=0

(
n− 2

m

)(
n

m+ 1

)(
k −m+ 2n− 2

2n− 2

)
z2k+1.

Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 4.1.1, îòðèìà¹ìî

P(C(n)1 , z) =
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2

z2k +
∞∑
k=0

(
n+k−1

n−1

)(
n+k

n−1

)
z2k+1.

Ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ 2 òåîðåìè ïðè n > 1.

Ñêîðèñòàâøèñü ïðîöåäóðàìè [27] äëÿ îá÷èñëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà

àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ áiíàðíèõ ôîðì, îòðèìà¹ìî H(C(1)1 ,m) = 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëà, ÿêó ìè äîâåëè äëÿ n > 1 äà¹ òîé æå ðåçóëüòàò.

Îòæå òâåðäæåííÿ 1 ëåìè ñïðàâåäëèâå äëÿ n ≥ 1. ♦
Ïîäàìî çíàéäåíi ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà

êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì áåçïîñåðåäíüî ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà.

Íàñëiäîê 4.5.1. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ

òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:
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1) H(I(n)1 ,m) =

=
1

(n−1)!(n−2)!

n−1∑
t=1

[
n−1

t

] [m
2

]t−1 n−1∑
j=1

[
n−1

j

]([m
2

]
+1
)j−1

, ïðè n > 1;

2) H(C(n)1 ,m) =
1

(n− 1)!2
×

×
n∑
t=1

n∑
j=1

[
n

t

][
n

j

]mt+j−2 cos2
mπ

2
+ (m+ 1)t−1(m− 1)j−1 sin2 mπ

2
2t+j−2

,

äå

[
n

t

]
� ÷èñëà Ñòiðëiíãà ïåðøîãî ðîäó áåç çíàêó.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïîäàìî ÷èñëî Íàðàÿíà ç ôîðìóëè â ïîïåðåäíié òåîðåìi

â òåðìiíàõ ÷èñåë Ñòiðëiíãà ïåðøîãî ðîäó áåç çíàêó

Nn+[m2 ]−1, n−1 =
1

n− 1

(
n+ [m2 ]− 2

n− 2

)(
n+ [m2 ]− 1

n− 2

)
=

=

(
[m2 ]
)
n−1

(
[m2 ] + 1

)
n−1

(n− 1)!(n− 2)![m2 ]([m2 ] + 1)
=

=
1

(n− 1)!(n− 2)!

n−1∑
t=1

[
n− 1

t

] [m
2

]t−1 n−1∑
j=1

[
n− 1

j

]([m
2

]
+ 1
)j−1

.

òóò (x)n = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1) � ñèìâîë Ïîõãàììåðà.

Çãiäíî äîâåäåíîãî â ïîïåðåäíié òåîðåìi

H(I(n)1 ,m) = Nn+[m2 ]−1, n−1 cos2
mπ

2
ïðè n > 1.

Îñêiëüêè cos2 mπ2 = 0 ïðè íåïàðíîìó m, ïðè n > 1 îäåðæèìî

H(I(n)1 ,m) =

=
1

(n− 1)!(n− 2)!

n−1∑
t=1

n−1∑
j=1

[
n− 1

t

][
n− 1

j

]([m
2

]
+ 1
)j−1 [m

2

]t−1
cos2

mπ

2
=

=
1

(n− 1)!(n− 2)!

n−1∑
t=1

n−1∑
j=1

[
n− 1

t

][
n− 1

j

]
mt−1(m+ 2)j−1

2t+j−2
cos2

mπ

2
.
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2) Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ïîïåðåäíüîãî

ïóíêòó òåîðåìè. ♦

4.6. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàí-

òiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì I(n)2 òà ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì C(n)2 ãðàäóéîâà-

íi

I(n)2 = (I(n)2 )0 + (I(n)2 )1 + · · ·+ (I(n)2 )m + · · · ,

C(n)2 = (C(n)2 )0 + (C(n)2 )1 + · · ·+ (C(n)2 )m + · · · ,

äå êîæåí ç ïiäïðîñòîðiâ (C(n)2 )m i (I(n)2 )m � ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé. Ôóíêöi¨

H(I(n)2 ,m) = dim(I(n)2 )m, H(C(n)2 ,m) = dim(C(n)2 )m

íàçèâàþòüñÿ [20] ìíîãî÷ëåíàìè Ãiëüáåðòà àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ n

êâàäðàòè÷íèõ ôîðì I(n)2 òà àëãåáðè ñïiëüíèõ êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì âiäïîâiäíî. Çãiäíî îçíà÷åííÿ

P(I(n)2 , z) =
∞∑
m=0

H(I(n)2 ,m) zm, P(C(n)2 , z) =
∞∑
m=0

H(C(n)2 ,m) zm.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè ðÿäiâ Ïóàíêàðå

àëãåáð I(n)2 i C(n)2 , ùîá îòðèìàòè ÿâíèé âèãëÿä ¨õ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà.

Òåîðåìà 4.6.1.Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà

êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

1) H(I(n)2 ,m)=

[m2 ]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−2

n−2

)
3k−m+1

k+1
, ïðè m>1, n>1;

2) H(C(n)2 ,m) =

[m2 ]∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

n− 1

)
.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè

4.5.1. Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëàìè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îòðèìàíèìè â

òåîðåìi 4.3.1. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òâåðäæåííÿ 2.

2) Ðîçêëàäåìî âèðàç äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè C(n)2 â ðÿä Òåéëîðà â

îêîëi òî÷êè z = 0. Çãiäíî ç äîâåäåíèì â ïóíêòi 2 òåîðåìè 4.5.1 ìà¹ìî

P(C(n)2 , z) =
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2

z2k
∞∑
m=0

(
n+m− 1

m

)
zm =

=
∞∑
m=0

[m2 ]∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
zm.

1) Àíàëîãi÷íi äi¨ ïðîâåäåìî äëÿ ôîðìóëè ðÿäó Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1, îòðèìà-

¹ìî

P(I(n)2 , z)=

( ∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2

z2k −
∞∑
k=0

(
n+k−1

n−1

)(
n+k

n−1

)
z2k+1

)
×

×
∞∑
m=0

(
n+m− 1

m

)
zm=

∞∑
m=0

[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−1

n− 1

)
zm−

−
∞∑
m=0

[m/2]∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)(
n+ k

n− 1

)(
n+m− 2k − 1

n− 1

)
zm+1 =

=
∞∑
m=0

[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−1

n−1

)
−

=

[(m−1)/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)(
n+k

n−1

)(
n+m−2k−2

n−1

) zm.

Çãiäíî îçíà÷åíü ðÿäó Ïóàíêàðå òà ìíîãî÷ëåíà Ãiëüáåðòà ìà¹ìî
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H(I(n)2 ,m)=

[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−1

n−1

)
−

−
[(m−1)/2]∑

k=0

(
n+k−1

k

)(
n+k

n−1

)(
n+m−2k−2

n−1

)
.

Îñêiëüêè (
n+m−2k−2

n−1

)
= 0,

ïðè k >
[
m−1
2

]
, îäåðæèìî

H(I(n)2 ,m)=

[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−1

n−1

)
−

−
[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)(
n+k

n−1

)(
n+m−2k−2

n−1

)
=

=

[m/2]∑
k=0

(
n+k−1

k

)2(
n+m−2k−2

n−2

)
3k −m+ 1

k + 1
.

Ìè âèêîðèñòîâóâàëè ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå I(n)2 i C(n)2 , ùî áóëè

ñïðàâåäëèâi äëÿ n > 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìíî-

ãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà öèõ àëãåáð (äèâ. [27]), îòðèìà¹ìî

H(I(1)2 ,m) =
1

2
cos(πm) +

1

2
= cos

(πm
2

)
,

H(C(1)2 ,m) =
m

2
+

1

4
cos(πm) +

3

4
=
[m

2

]
+ 1.

Ôîðìóëà äëÿ H(C(n)2 ,m), ÿêó ìè äîâåëè äëÿ n > 1, äà¹ òîé æå ðåçóëüòàò,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó ïîâíiñòþ. ♦
Ïîäàìî îòðèìàíèé âèðàç äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáðè ñïiëüíèõ

êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà.

Íàñëiäîê 4.6.1. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ
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òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

1) H(C(n)2 ,m) =
1

(n−1)!

[m2 ]∑
k=0

n−1∑
t=1

(
n+k−1

k

)2[
n−1

t

]
(m− 2k)t−1;

2) H(I(n)2 ,m) =

=
1

(n−1)!

[m2 ]∑
k=0

n−2∑
t=1

(
n+k−1

k

)(
n+k−1

k+1

)[
n−2

t

]
(m−2k)t−1(3k−m+1).

Äîâåäåííÿ. 1) Çãiäíî äîâåäåíîãî âèùå

H(C(n)2 ,m) =

[m2 ]∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi íàñëiäêó 4.5.1, îòðèìà¹ìî

(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
=

n−1∑
t=1

[
n−1
t

]
(m− 2k)t−1

(n− 1)!
.

2) Äîâåäåííÿ öüîãî ïóíêòó àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî ïóí-

êòó òåîðåìè. ♦
Âèðàçèìî ôîðìóëè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ êîâàði-

àíòiâ òà iíâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíî¨ ãiïåðãåî-

ìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî óçàãàëüíåíà ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ

[56, c. 232]. ¹ ñòåïåíåâèì ðÿäîì âiäíîñíî z ç (p + q) ïàðàìåòðàìè, ÿêèé

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèìâîë Ïîõãàììåðà (a)k = a(a+ 1) . . . (a+ k− 1) òàêèì

÷èíîì

pFq

[
a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

∣∣∣∣ z] =
∞∑
k=0

p∏
h=1

(ah)kz
k

q∏
j=1

(bj)kk!

.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè õî÷à á îäèí ç ai âiä'¹ìíå öiëå àáî íóëü, òî ãiïåðãåîìå-

òðè÷íèé ðÿä âèðîäæó¹òüñÿ â ìíîãî÷ëåí.
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Íàñëiäîê 4.6.2. Ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ

òà êîâàðiàíòiâ n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

1) H(C(n)2 ,m) =

(
n+m− 1

m

)
4F3

[
n, n,−m

2 ,−
m−1
2 ,−n

3

1,−n+m−1
2 ,−n+m−2

2

∣∣∣∣∣ 1
]
, ïðè n > 2;

2) H(I(n)2 ,m) = (1− n)

(
n+m− 2

m

)
5F4

[
n, n,−m

2 ,−
m−1
2 ,−m

3 + 4
3

1,−n+m−2
2 ,−n+m−3

2 ,−m
3 + 1

3

∣∣∣∣∣ 1
]
,

ïðè n > 3 i m > 1.

Äîâåäåííÿ. 1) Çãiäíî ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè

H(C(n)2 ,m) =

[m2 ]∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
.

Îñêiëüêè (
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
= 0

ïðè 2k > m, òî âåðõíþ ìåæó öi¹¨ ñóìè ìîæíà çàìiíèòè íåñêií÷åííiñòþ

H(C(n)2 ,m) =
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
.

Âèðàçèìî
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå

çðîáëåíî â [56, c. 235�236]. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîçíà÷èìî âèðàç ïiä ñóìîþ

÷åðåç ak

ak =

(
n+ k − 1

k

)2(
n+m− 2k − 1

m− 2k

)
.

Ìà¹ìî

a0 =

(
n+m− 1

m

)
,

ak+1

ak
=

(k + n)2(k − m
2 )(k − m−1

2 )

(k + 1)2(k − n+m−1
2 )(k − n+m−2

2 )
.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

H(C(n)2 ,m) =

(
n+m− 1

m

)
4F3

[
n, n,−m

2 ,−
m−1
2

1,−n+m−1
2 ,−n+m−2

2

∣∣∣∣∣ 1
]
.

2) Çàñòîñóâàâøè öåé æå ïiäõiä äî ôîðìóëè äëÿ H(I(n)2 ,m), îòðèìàíî¨ â

îñòàííié òåîðåìi, îäåðæèìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. ♦

4.7. Îñîáëèâi âèïàäêè

Îòðèìàíi ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå òà ñòåïåíiâ àëãåáð SL2-

iíâàðiàíòiâ íå âèçíà÷åíi äëÿ òàêèõ òðèâiàëüíèõ âèïàäêiâ:

• àëãåáðà êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d ôîðìè äëÿ âèïàäêó d = 1, îñêiëüêè

ôîðìóëè äëÿ ðÿäó Ïóàíêàðå (äèâ. òåîðåìó 2.1.1 òà òåîðåìó 4.2.2) òà

ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíÿ öi¹¨ àëãåáðè (äèâ. òåîðåìó 2.2.2 òà

òåîðåìó 4.2.3) ìiñòÿòü ôóíêöi¨, ùî íå ¹ âèçíà÷åíèìè ïðè d = 1;

• àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ îäíî¨ òà äâîõ ëiíiéíèõ ôîðì (òåîðåìà

4.2.2 òà òåîðåìà 4.2.3);

• àëãåáðà iíâàðiàíòiâ îäíi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (òåîðåìà 4.3.2 òà òåî-

ðåìà 4.3.3).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî ðÿäè Ïóàíêàðå òà ñòåïåíi âêàçàíèõ àëãåáð.

Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðè ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ äâîõ ëiíiéíèõ ôîðì îá÷è-

ñëåíî ó äîâåäåíi òåîðåìè 4.5.1:

P(I(2)1 , z) =
1

1− z2
.

Ïîðîäæóþ÷èì iíâàðiàíòîì àëãåáðè iíâàðiàíòiâ îäíi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

òàêîæ ¹ êâàäðàòè÷íèé iíâàðiàíò, òîìó

P(I2, z) = P(I(2)1 , z) = 1 + z2 + z4 + z6 + . . . =
1

1− z2
.
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Êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó âêàçàíî¨ ôóíêöi¨ â ðÿä Ëîðàíà â

îêîëi òî÷êè z = 1 òàêi:

deg(I(2)1 ) = deg(I2) =
1

2
,

ψ(I(2)1 ) = deg(I2) =
1

4
.

Cêîðèñòàâøèñü [28], îòðèìà¹ìî

P(C1, z) =
1

1− z
,

P(I1, z) = 1.

Çâiäñè, çà îçíà÷åííÿì ñòåïåíÿ àëãåáðè, ìà¹ìî

deg(C1) = 1, ψ(C1) = 0,

deg(I1) = 1, ψ(I1) = 0.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ðÿäè Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàði-

àíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

Çîêðåìà, ñóòò¹âî ñïðîùåíî ôîðìóëè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå öèõ àëãåáð.

Çíàéäåíî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ

iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Îá÷èñëåíî

êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì â ðÿä

Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z = 1. Çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ òà àñèìïòî-

òè÷íó ïîâåäiíêó öèõ êîåôiöi¹íòiâ.

Îá÷èñëåíî ìíîãî÷ëåíè Ãiëüáåðòà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàði-

àíòiâ n ëiíiéíèõ ôîðì i àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ n êâà-

äðàòè÷íèõ ôîðì â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Êðiì òîãî, îòðèìàíî òîòîæíîñòi ç ìíîãî÷ëåíàìè Íàðàÿíà îáîõ òèïiâ .

Çîêðåìà, çíàéäåíî ôîðìóëó òèïó Ðîäðiãà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Íàðàÿíà.
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Ðåçóëüòàòè íàâåäåíi ó öüîìó ðîçäiëi îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ: [64],

[66], [67].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àëãåáð SLn−iíâàðiàíòiâ,
çîêðåìà, îá÷èñëåííþ ñòåïåíiâ öèõ àëãåáð òà äîñëiäæåííþ ¨õ ðÿäiâ Ïóàíêà-

ðå.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

1. Îá÷èñëåíî êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó ðÿäó Ïóàí-

êàðå àëãåáðè êîâàðiàíòiâ áiíàðíî¨ d-ôîðìè P(Cd, z) â ðÿä Ëîðàíà â îêîëi

òî÷êè z = 1; çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ òà àñèìïòîòèêó öèõ êîåôi-

öi¹íòiâ.

2. Îá÷èñëåíî ñòåïåíi àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà êîâàðiàíòiâ äâîõ

áiíàðíèõ ôîðì.

3. Îá÷èñëåíî êîåôiöi¹íòè ïåðøèõ äîäàíêiâ ðîçêëàäó â ðÿä Ëîðàíà â

îêîëi òî÷êè z = 1 ðÿäiâ Ïóàíêàðå àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i ñïiëüíèõ

êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì; çíàéäåíî àñèìïòîòèêó

öèõ êîåôiöi¹íòiâ; êðiì öüîãî, äëÿ àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ i ñïiëüíèõ

êîâàðiàíòiâ n ëiíiéíèõ òà n êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îòðèìàíî ÿâíi ôîðìóëè

ìíîãî÷ëåíiâ Ãiëüáåðòà òà ñóòò¹âî ñïðîùåíî âèðàçè äëÿ ðÿäiâ Ïóàíêàðå öèõ

àëãåáð.

4. Îòðèìàíî íîâi êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Íàðàÿíà

îáîõ òèïiâ âiä àðãóìåíòó ïàðíîãî ñòåïåíÿ.

Âiäêðèòèìè çàëèøèëèñü çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ àëãåáð iíâàðiàíòiâ

òåðíàðíî¨ òà êâàòåðíàðíî¨ ôîðì, òà àëãåáð ñïiëüíèõ iíâàðiàíòiâ áiëüø íiæ

äâîõ áiíàðíèõ ôîðì, ïîðÿäêèõ ÿêèõ áiëüøi, íiæ 2. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè ìîæíà çàñòîñóâàòè â òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, êîìóòàòèâíié àëãåáði,

àëãåáðà¨÷íié ãåîìåòði¨, òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï òà êîìáiíàòîðèöi.
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