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АНОТАЦIЯ

Терлич Н. I. Прямi та оберненi спектральнi задачi для рiвнянь Штурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами. — Квалiфiкацiйна наукова пра-

ця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико–матема-

тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 “Математичний аналiз”. — Iнститут

прикладних проблем механiки та математики iменi Я. C. Пiдстригача НАН

України. — ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника”, Iвано–Франкiвськ, 2018.

Останнiми роками оберненi задачi привертають дедалi бiльшу увагу на-

уковцiв, а їх дослiдження стають особливо актуальними. Це пов’язано з

тим, що такi задачi природним чином виникають при розв’язуваннi бага-

тьох практичних завдань сучасного свiту — наприклад, в медичнiй дiаг-

ностицi, неруйнiвному контролi, геологорозвiдуваннi, в класичнiй та кван-

товiй механiцi. До таких також належать задачi, де певнi характеристики

моделi намагаються вiдновити за спектральними даними, тобто оберненi

спектральнi задачi.

Наприклад, для рiвнянь Штурма–Лiувiлля класичною оберненою спек-

тральною задачею є задача вiдновлення потенцiалу за власними значення-

ми. Першi вагомi результати тут отримав Ґ. Борг у 1946. Вiн показав, що за

одним спектром вiдновити потенцiал рiвняння Штурма–Лiувiлля немож-

ливо, але ще один спектр (для iнших крайових умов) визначає потенцiал

однозначно. У 50-х роках минулого столiття I. Гельфанд, М. Крейн, Б. Левi-

тан та В. Марченко розвинули обернену спектральну теорiю для операторiв

Штурма–Лiувiлля з регулярними потенцiалами. Наступним етапом розвит-

ку спектральної теорiї операторiв Штурма–Лiувiлля стало вивчення пря-

мих та обернених спектральних задач у випадку сингулярних потенцiалiв,

що можуть мiстити узагальненi функцiї, зокрема, дельта-функцiї Дiрака.

У 1999 роцi А. Савчук та А. Шкалiков запропонували метод регуляризацiї
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вiдповiдних диференцiальних виразiв, що дозволило детально дослiдити

спектральнi властивостi операторiв Штурма–Лiувiлля iз сингулярними по-

тенцiалами. Обернену спектральну теорiю для таких операторiв розвинули

Р. Гринiв та Я. Микитюк.

Рiвняння Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами є уза-

гальненнями класичних рiвнянь Штурма–Лiувiлля i теж часто виника-

ють у практичних задачах класичної та квантової механiки — наприклад,

при моделюваннi коливань механiчних систем у середовищi з тертям, при

розв’язування рiвнянь Кляйна–Ґордона та iн. Ранiше такi рiвняння з’явля-

лися в контекстi теорiї розсiювання у роботах С. Жина, М. Жилена, В. Пи-

воварчика, К. ван дер Мей. Проте оберненi спектральнi задачi для рiвнянь

Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами майже не вивчались.

Опублiкованi лише деякi результати для досить часткового випадку (за

сильнiших припущень про гладкiсть потенцiалiв) в короткiй статтi М. Га-

симова i Г. Гусейнова 1981 року, яка не мiстить доведень, та результати що-

до єдиностi вiдновлення в такому ж частковому випадку i для перiодичних

граничних умов. Тому виникає природна потреба продовження дослiджень

рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами та розвитку

оберненої спектральної теорiї, яка б охоплювала якнайширший клас таких

рiвнянь.

У цiй дисертацiйнiй роботi вперше повнiстю дослiджено прямi та обер-

ненi спектральнi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними

потенцiалами за якнайслабших припущень про гладкiсть потенцiалiв. На

вiдмiну вiд класичних рiвнянь Штурма–Лiувiлля, розглядуванi рiвняння

мають два дiйснозначнi потенцiали i значно складнiшi спектральнi власти-

востi. А саме, вони можуть мати недiйснi та непростi власнi значення, i це

робить дослiдження вiдповiдних обернених задач набагато складнiшим.

У першому роздiлi дисертацiї описано головний об’єкт дослiдження.

Спектральнi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними по-
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тенцiалами подано як вiдповiднi задачi для квадратичних операторних в’я-

зок. Це дозволило дати строге означення дослiджуваних спектральних за-

дач. Також тут наведенi основнi означення зi спектральної теорiї оператор-

них в’язок, якi використовуються в роботi.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджено спектральнi властивостi рiв-

нянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами. Доведено твер-

дження про дискретнiсть та геометричну простоту спектрiв, про симетрич-

нiсть спектрiв вiдносно дiйсної осi; отримано оцiнки на кiлькiсть недiйсних

та непростих власних значень та їх алгебраїчну кратнiсть. Виведено асим-

птотики власних значень та власних функцiй рiвнянь Штурма–Лiувiлля з

енергозалежними потенцiалами.

У третьому роздiлi введено означення нормiвних множникiв для розгля-

дуваних рiвнянь, що є узагальненням вiдповiдного поняття для звичайних

рiвнянь Штурма–Лiувiлля. Це означення досить загальне i охоплює випа-

док як дiйсних i простих власних значень, так i комплексних i не простих.

У роботi дослiджено властивостi нормiвних множникiв. Зокрема, отрима-

но їхнi асимптотики та виведено формулу, яка дозволяє визначити цi ве-

личини за двома спектрами. Вивчення властивостей нормiвних множникiв

дозволило отримати достатнi умови простоти та дiйсностi власних значень

розглядуваних задач.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiдженi оберненi спектральнi задачi

вiдновлення енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля за їхнiм спектром

Дiрiхле та послiдовнiстю нормiвних множникiв. Для класу розглядуваних

задач подано повний опис вiдповiдних спектральних даних, запропоновано

алгоритм вiдновлення i встановлено єдинiсть вiдновлення. Пiдхiд базова-

ний на зв’язку мiж спектральними задачами для енергозалежних рiвнянь

Штурма–Лiувiлля та операторами Дiрака спецiального вигляду.

У п’ятому роздiлi дослiдженi задачi вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiу-

вiлля з енергозалежними потенцiалами за двома спектрами (спектром Дiрi-
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хле та спектром змiшаного типу). Запропоновано два пiдходи до їх розв’я-

зування. Перший аналогiчний до використаного у четвертому роздiлi i по-

лягає у зведеннi розглядуваних спектральних задач до вiдповiдних задач

для операторiв Дiрака. Другий пiдхiд використовує можливiсть визначити

нормiвнi множники з двох спектрiв. Тодi за одним спектром та отрима-

ним набором нормiвних множникiв ми можемо вiдновити енергозалежне

рiвняння Штурма–Лiувiлля, користуючись результатами четвертого роздi-

лу. За запропонованими пiдходами двома способами доведено теорему про

iснування та єдинiсть розв’язку дослiджуваної оберненої задачi та описано

i обґрунтовано два алгоритми вiдновлення.

Результати цього дисертацiйного дослiдження мають теоретичний ха-

рактер. Вони є внеском в обернену спектральну теорiю диференцiальних

рiвнянь. Методи, запропонованi в роботi, можна використати для дослi-

дження прямих та обернених спектральних задач для рiвнянь Штурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами в iнших постановках (за iнших

припущень про гладкiсть потенцiалiв чи з iншими граничними умовами).

Ключовi слова: рiвняння Штурма–Лiувiлля, енергозалежнi потенцiали,

оберненi задачi, спектральнi задачi, спектральнi властивостi, асимптотики.

ABSTRACT

Terlych N. I. Direct and inverse spectral problems for energy-dependent Sturm–

Liouville equations. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.01 “Mathematical analysis”. — Pidstrygach

Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of NAS of Ukrai-

ne. — Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2018.

During the last few decades, inverse problems have been attracting consi-

derable interest of scientists, and their study has become especially relevant.

This is due to the fact that such problems arise in solving of many practi-

cal tasks of modern life, e. g., in medical diagnostics, non-destructive testing,
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geology exploration, in classical and quantum mechanics. Among such problems

there are the ones aiming at reconstructing some characteristics of a given model

from its spectral data, i. e., inverse spectral problems.

For example, the classical inverse spectral problem for Sturm–Liouville equa-

tions consists in reconstructing the potential from the corresponding eigenvalues

or norming constants. The first important results here were obtained by G. Borg

in 1946, who proved that it is impossible to reconstruct the potential from one

spectrum only. However, one more spectrum (for other boundary conditions)

already allows to determine the potential uniquely. In the 1950-ies, I. Gelfand,

M. Krein, B. Levitan and V. Marchenko developed the inverse spectral theory

for Sturm–Liouville operators with regular potentials. The next stage in the

development of spectral theory for the Sturm–Liouville operators was the study

of direct and inverse spectral problems in the case of singular potentials that

may contain distributions, in particular Dirac delta–functions. In 1999, A. Sav-

chuk and A. Shkalikov suggested a regularization method for the corresponding

differential expressions, which facilitated a detailed study of the spectral pro-

perties of the corresponding operators. The inverse spectral theory for Sturm–

Liouville equations with singular potentials was developed by R. Hryniv and

Ya. Mykytyuk.

Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials are generali-

zations of standard Sturm–Liouville equations. They often arise in practical

problems of classical and quantum mechanics, e. g., in modeling of mechani-

cal system vibrations in viscous media, in solving Klein–Gordon equations etc.

Previously, such equations appeared in the context of the inverse scattering

theory in the papers of M. Jaulent and C. Jean, V. Pivovarchyk and C. van der

Mee. However, inverse spectral problems for Sturm–Liouville equations with

energy-dependent potentials have barely been studied. There were only a few

results for very particular case (under stronger assumptions on the regularity of

potentials) in a short 1981 paper of M. Gasymov and G. Guseinov containing no
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proofs, and some results on uniqueness of reconstruction in a similar particular

case for periodic boundary conditions. That is why there is a natural necessi-

ty to continue the study of Sturm–Liouville equations with energy-dependent

potentials and to develop an inverse spectral theory covering the widest possible

class of such equations.

In this thesis work, the direct and inverse spectral problems for Sturm–

Liouville equations with energy-dependent potentials are studied completely

for the first time under weak assumptions on the smoothness of potentials.

Unlike the classical Sturm–Liouville equations, the equations under considera-

tion contain two real-valued potentials and have more involved spectral proper-

ties. In particular, they may have non-real and/or non-simple eigenvalues. This

makes the study of the corresponding inverse problems more complicated.

In the first chapter, the main object of the research is described. The spectral

problems for Sturm–Liouville equations with energy–dependent potentials are

formulated as those for the corresponding quadratic operator pencils. Also main

definitions from the spectral theory for operator pencils are recalled here.

In the second chapter, spectral properties of Sturm–Liouville equations with

energy-dependent potentials are studied. It is proved that the spectrum is di-

screte, geometrically simple, symmetric with respect to the real axis. Estimates

on the numbers of non-real and non-simple eigenvalues and their algebraic

multiplicities are obtained. Asymptotics of eigenvalues and eigenfunctions of

Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials are derived.

In the third chapter, the definition of the norming constants for energy-

dependent Sturm–Liouville equations is introduced for the first time. It is shown

that this definition is a generalization of the corresponding notion for classical

Sturm–Liouville equations. Properties of norming constants are studied, and,

in particular, their asymptotics are established and the formula determining

them from two spectra is derived. Further analysis of the properties of norming

constants allowed us to obtain sufficient conditions for the eigenvalues to be
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simple and real.

In the forth chapter, the inverse spectral problems of reconstructing energy-

dependent Sturm–Liouville equations from the spectrum and the set of norming

constants are studied. For the class of considered problems the complete descri-

ption of the spectral data is given; the reconstruction algorithm is suggested and

uniqueness of reconstruction is established. The approach is based on connection

between the spectral problems for energy-dependent Sturm–Liouville equations

and the Dirac operators of a special form.

In the fifth chapter, the inverse problems of reconstructing energy-dependent

Sturm–Liouville equations from two spectra are studied. Two approaches to

solving such problems are suggested. The first one uses reduction of considered

spectral problems to those for Dirac operators. The second one uses connection

of inverse problems under study and those of reconstruction from one spectrum

and the set of norming constants. We proved the theorem on existence and

uniqueness of the solution of considered inverse problem by two methods and

also gave and justified two algorithms reconstructing the considered equation.

The results of this thesis are theoretical. They are a contribution to the

inverse spectral theory for differential equations. Methods suggested in the

research may be used for studying the direct and inverse spectral problems for

Sturm–Liouville equations with energy-dependent potentials in different set-

tings (under other assumptions on the smoothness of potentials or with other

boundary conditions).

Key words: Sturm–Liouville equations, energy-dependent potentials, inverse

problems, spectral problems, spectral properties, asymptotics.

Список опублiкованих праць за темою дисертацiї

Науковi статтi у фахових виданнях

1. Hryniv R. and Pronska N. Inverse spectral problems for energy-depen-

dent Sturm–Liouville equations // Inverse Probl. – 2012. – Vol. 28, №8.

– P. 085008.



9

2. Pronska N. Asymptotics of eigenvalues and eigenfunctions of energy-

dependent Sturm–Liouville equations // Mat. Stud. – 2013. – Vol. 40,

№1. – P. 38–52.

3. Pronska N. Reconstruction of energy-dependent Sturm–Liouville equa-

tions from two spectra // Integr. Equ. Oper. Theory. – 2013. – Vol. 76,

№3. – P. 403–419.

4. Pronska N. Reconstruction of energy-dependent Sturm–Liouville equa-

tions from two spectra. II // Carpathian Math. Publ. – 2013. – Vol. 5,

№2. – P. 315–325.

5. Pronska N. Spectral properties of Sturm–Liouville equations with sin-

gular energy-dependent potentials // Methods Funct. Anal. Topol. –

2013. – Vol. 19, №4 – P. 327–345.

Матерiали та тези конференцiй

6. Pronska N. On reconstruction of energy-dependent Sturm–Liouville equ-

ations from two spectra // Spectral Theory and Differential Equations.

International Сonference in honor of Vladimir A. Marchenko’s 90th bi-

rthday, August 20–24, 2012, Kharkiv: book of abstracts. – Kharkiv,

2012. – P. 86–87.

7. Terlych N. On reconstruction of energy-dependent Sturm–Liouville equ-

ations // Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми ме-

ханiки та математики”, 21–25 травня 2013 р., Львiв: тези доповiдей.

– Т. 3. – Львiв, 2013. – С. 103–104.

8. Terlych N. Spectral properties of Sturm–Liouville equations with si-

ngular energy-dependent potentials // International Conference in Fun-

ctional Analysis dedicated to the 125th anniversary of Stefan Banach,

September 18–23, 2017, Lviv: book of abstracts. – Lviv, 2017. – P. 55–

56.



10

ЗМIСТ

Перелiк умовних позначень 12

Вступ 13

Роздiл 1. Початковi вiдомостi 20

1.1. Головний об’єкт дослiдження . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2. Початковi вiдомостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Роздiл 2. Спектральнi властивостi енергозалежних рiвнянь

Штурма–Лiувiлля 32

2.1. Спектральнi властивостi операторної в’язки . . . . . . . . . 32

2.2. Лiнеаризацiя та її властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.1. Лiнеаризацiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.2. Деякi факти з теорiї просторiв Понтряґiна . . . . . . 40

2.2.3. Властивостi лiнеаризацiї у просторi Понтряґiна та до-

датковi властивостi операторної в’язки . . . . . . . . 43

2.3. Зведення до системи Дiрака . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.4. Асимптотика власних значень i власних функцiй енергоза-

лежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4.1. Оператор перетворення . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4.2. Асимптотика власних значень та власних функцiй . . 53

2.4.3. Факторизацiя характеристичних функцiй . . . . . . . 57

2.4.4. Результати для крайових умов змiшаного типу . . . . 61

Роздiл 3. Нормiвнi множники 64

3.1. Поняття нормiвних множникiв . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2. Асимптотики нормiвних множникiв . . . . . . . . . . . . . . 70



11

3.3. Визначення нормiвних множникiв за двома спектрами . . . 72

3.3.1. Деякi додатковi формули для нормiвних множникiв . 72

3.3.2. Визначення нормiвних множникiв за двома спектрами 75

3.4. Умови простоти i дiйсностi власних значень . . . . . . . . . 77

Роздiл 4. Вiдновлення рiвняньШтурма–Лiувiлля з енергоза-

лежними потенцiалами за спектром та нормiвними

множниками 80

4.1. Постановка задачi та основнi результати . . . . . . . . . . . 80

4.2. Зведення до системи Дiрака . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3. Оператори перетворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.4. Вiдновлення в’язки: iснування . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.5. Вiдновлення в’язки: єдинiсть . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.6. Алгоритм вiдновлення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

Роздiл 5. Вiдновлення енергозалежних рiвняньШтурма–Лiувiлля

за двома спектрами 109

5.1. Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.2. Зведення до системи Дiрака. Оператори перетворення . . . . 113

5.3. Вiдновлення енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля за

двома спектрами. I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.4. Алгоритм вiдновлення. I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.5. Зв’язок мiж двома задачами вiдновлення . . . . . . . . . . . 124

5.6. Вiдновлення рiвняння Штурма–Лiувiлля з енергозалежним

потенцiалом за двома спектрами. II . . . . . . . . . . . . . . 129

5.7. Алгоритм вiдновлення. II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

Висновки 135

Список використаних джерел 137

Додатки 147



12

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

ρ(T ) — резольвентна множина лiнiйного оператора чи

квадратичної операторної в’язки T ;

σ(T ) — спектр лiнiйного оператора чи квадратичної опе-

раторної в’язки T ;

σp(T ) — точковий спектр лiнiйного оператора чи квадра-

тичної операторної в’язки T ;

Z∗ — множина цiлих чисел без нуля;

(·, ·)L2
— скалярний добуток в L2(0, 1);

L2,R(0, 1) — множина дiйснозначних функцiй в L2(0, 1);

Mn =Mn(C) — лiнiйний простiр матриць розмiру n × n з ком-

плексними елементами з евклiдовою операторною

нормою.
Верхнiй iндекс t — транспонування векторiв та матриць, наприклад, (c1, c2)

t

— це вектор-стовпець
(
c1
c2

)
.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Багато важливих задач у сучасному свiтi при-

родно приводять до обернених задач. Вони виникають, наприклад, в медич-

нiй дiагностицi, неруйнiвному контролi, геологорозвiдуваннi, в класичнiй

та квантовiй механiцi. Цим пояснюється пiдвищене зацiкавлення теорiєю

обернених задач та їх практичними застосуваннями. У найзагальнiшому

сенсi оберненi задачi полягають у вiдновленнi внутрiшньої структури до-

слiджуваного об’єкта за даними зовнiшнiх вимiрювань. Математично це

означає, що за множиною даних, якi вiдображають поведiнку розв’язку,

потрiбно визначити невiдомi параметри моделi.

Серед розмаїття обернених задач можна видiлити клас обернених спек-

тральних задач, у яких внутрiшню структуру моделi пробують вiдновити

за спектральними даними. Наприклад, природним є питання, чи визнача-

ють власнi значення λ2 задачi Штурма–Лiувiлля

−y′′ + qy = λ2y

з умовами Дiрiхле y(0) = y(1) = 0 потенцiал q. Ще у 1946 р. Г. Борг отри-

мав першi важливi результати з оберненої спектральної теорiї для таких

рiвнянь. Вiн довiв, що для однозначного вiдновлення потенцiалу q потрiб-

на додаткова iнформацiя (наприклад, ще один спектр) [39]. Основи обер-

неної спектральної теорiї для операторiв Штурма–Лiувiлля, Шрединґера

та Дiрака заклали у 50-их роках минулого столiття I. Гельфанд, М. Крейн,

Б. Левiтан та В. Марченко [6,14,15,19,20]. Досить детально вивченi також

оберненi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля iз сингулярними потенцiа-

лами, якi включають випадок, коли q — узагальнена функцiя, що, зокрема,

може мiстити дельта-функцiю Дiрака. Такi задачi дослiджували А. Савчук
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i А. Шкалiков [83] та Р. Гринiв i Я. Микитюк [44–47]. Останнi автори у своїх

роботах повнiстю розв’язали оберненi задачi для рiвняньШтурма–Лiувiлля

iз сингулярними потенцiалами у рiзних постановках (вiдновлення за дво-

ма спектрами, за спектром та нормiвними множниками та iн.), зокрема,

надали повний опис спектральних даних у кожнiй з таких задач, довели

вiдповiднi теореми про iснування та єдинiсть розв’язкiв, побудували та об-

ґрунтували вiдповiднi алгоритми вiдновлення.

Проте у фiзицi та механiцi часто виникають оберненi задачi для iнших

класiв рiвнянь — наприклад, для рiвянянь Штурма–Лiувiлля з потенцiа-

лами, що залежать вiд частоти коливань, або, iншими словами, з енерго-

залежними потенцiалами. Мова йде про узагальнення спектральної задачi

Штурма–Лiувiлля вигляду

−y′′ + 2λpy + qy = λ2y

з додатковим потенцiалом p. Такi рiвняння виникають, наприклад, у некон-

сервативних системах (i тодi p описує сили тертя), чи у рiвняннi Кляйна–

Ґордона (коли p описує безспiновий пiон). Спектральнi властивостi рiвнянь

Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами з умовами Дiрiхле (чи

iншими крайовими умовами) є набагато складнiшими, нiж такi власти-

востi класичних рiвнянь Штурма–Лiувiлля. Зокрема, у першому випад-

ку можуть виникати недiйснi та/або кратнi власнi значення, а тому задача

вiдновлення потенцiалiв p та q за спектральними даними стає зовсiм нетри-

вiальною. Зазначимо, що хоча обернену задачу розсiювання для рiвняння

Штурма–Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом дослiджували починаю-

чи з 70-х рокiв минулого столiття М. Жолен, C. Жин [51–54], Д. Сатинґер,

Я. Шмiґельський [82], К. ван дер Мей, В. Пивоварчик [63] та iн., обернену

спектральну задачу майже не вивчали — схоже, єдинi змiстовнi результати

анонсували М. Ґасимов та Г. Гусейнов у короткiй статтi [3] 1981 року без

доведень, причому у дуже частковому випадку.
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Тому предметом цього дисертацiйного дослiдження стали прямi та обер-

ненi спектральнi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежни-

ми потенцiалами за якнайслабших припущень про гладкiсть потенцiалiв p

та q. А саме, нашi дослiдження охоплюють випадок, коли дiйснозначний

потенцiал p належить до простору L2(0, 1), а q може бути дiйснозначною

узагальненою функцiєю. Зауважимо, що тодi вираз −y′′+qy потребує регу-

ляризацiї. Для цього ми застосували метод, запропонований А. Савчуком

та А.Шкалiковим [28,29], який використовує квазiпохiднi y[1] := y′−ry, де r
— первiсна потенцiала q. Також ми розглянули крайовi умови, що мiстять

квазiпохiдну. Зауважимо, що тодi в оберненiй задачi для рiвнянь Штурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами з такими крайовими умовами

треба вiдновити не тiльки потенцiал q, а i його первiсну r. У роботi про-

веденi вiдповiднi дослiдження i отриманi результати, якi дають розв’язки

таких задач.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Результати дисертацiї отриманi в рамках виконання держбюджетних тем

Iнституту прикладних проблем механiки i математики iменi Я. С. Пiдстри-

гача “Прямi та оберненi задачi спектральної теорiї операторiв та функцiо-

нальних алгебр на банахових просторах” (державний реєстрацiйний но-

мер 0111U008862), ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iме-

нi Василя Стефаника” “Розробка аналiтичних методiв у нескiнченновимiр-

ному комплексному аналiзi та теорiї операторiв” (державний реєстрацiй-

ний номер 0113U000184) та Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi

М. П. Драгоманова “Спектральнi проблеми теорiї диференцiальних i рiзни-

цевих операторiв” (номер держреєстрацiї 0115U000556).

Мета i задачi дослiдження. Мета роботи — дослiдити прямi та

оберненi спектральнi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозале-

жними потенцiалами.
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Задачi дослiдження:

- вивчити спектральнi властивостi рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енер-

гозалежними потенцiалами;

- дати повний опис спектральних даних, за якими можна однозначно

вiдновити потенцiали енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля;

- розв’язати обернену задачу вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiувiлля

з енергозалежними потенцiалами за двома спектрами, а саме: до-

слiдити iснування та єдинiсть такого вiдновлення, запропонувати

та обґрунтувати алгоритм вiдновлення;

- розв’язати обернену задачу вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiувiлля

з енергозалежними потенцiалами за спектром та нормiвними мно-

жниками, а саме: дослiдити iснування та єдинiсть такого вiдновле-

ння, запропонувати та обґрунтувати алгоритм вiдновлення.

Об’єктом дисертацiйного дослiдження є рiвняння Штурма–Лiувiлля з

енергозалежними потенцiалами.

Предмет дослiдження — прямi спектральнi задачi для рiвняньШтурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами та оберненi задачi вiдновлення

потенцiалiв таких рiвнянь за спектральними даними.

Методи дослiдження. У дослiдженнi використанi методи теорiї опе-

раторних в’язок, спектральної теорiї диференцiальних операторiв та дифе-

ренцiальних рiвнянь, теорiї аналiтичних функцiй, теорiї просторiв Понтря-

ґiна, асимптотичнi методи.

Наукова новизна отриманих результатiв. У роботi вперше отри-

мано такi результати:

— дослiджено загальнi властивостi спектрiв рiвняньШтурма–Лiувiлля

з енергозалежними потенцiалами (дискретнiсть та геометрична прос-

тота власних значень, їх розташування вiдносно дiйсної осi, оцiн-

ка зверху кiлькостi непростих або комплексних власних значень та
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їхнiх алгебраїчних кратностей);

— виведено асимптотики власних значень та власних функцiй рiвнянь

Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами;

— введено означення нормiвних множникiв для рiвнянь Штурма–Лiу-

вiлля з енегозалежними потенцiалами, яке є узагальненням вiдпо-

вiдного означення для звичайних рiвнянь Штурма–Лiувiлля, i пояс-

нено його змiстовнiсть. Дослiджено властивостi нормiвних множни-

кiв, їхнi асимптотики;

— повнiстю розв’язана обернена задача вiдновлення потенцiалiв енер-

гозалежного рiвняння Штурма–Лiувiлля за спектром та вiдповiд-

ним набором нормiвних множникiв. Зокрема, подано повний опис

спектральних даних, доведено теореми про iснування та єдинiсть

розв’язку, запропоновано та обґрунтовано алгоритм вiдновлення рiв-

няння Штурма–Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом за спек-

тром та нормiвними множниками;

— повнiстю розв’язана обернена задача вiдновлення рiвнянняШтурма–

Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом за двома спектрами. По-

дано повний опис спектральних даних. Запропоновано два методи

розв’язування такої задачi. Двома способами доведено теорему про

iснування та єдинiсть розв’язку, описано та обґрунтовано два алго-

ритми вiдновлення потенцiалу p та первiсної r потенцiала q енерго-

залежного рiвняння Штурма–Лiувiлля

−y′′ + 2λpy + qy = λ2y.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати цiєї ди-

сертацiйної роботи мають теоретичний характер i є внеском в теорiю пря-

мих та обернених спектральних задач. Запропонованi у роботi методи мож-

на використати для дослiдження обернених задач для рiвнянь Штурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами в iнших постановках (за iнших



18

припущень на гладкiсть потенцiалiв, з iншими крайовими умовами чи при

вивченнi вiдновлення за iншими наборами спектральних даних).

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi в ди-

сертацiї, отриманi автором самостiйно. У спiльнiй з науковим керiвником

працi [42] Р. О. Гринiву належать постановка задачi, аналiз та передбачен-

ня отриманих результатiв.

Апробацiя роботи. Результати дисертацiйної роботи автор доповi-

дала на таких наукових семiнарах та конференцiях: семiнарi вiддiлу функ-

цiонального аналiзу Iнституту прикладних проблем механiки та матема-

тики iменi Я. С. Пiдстригача (м. Львiв, 2012 р., 2013 p.); Львiвському

мiжвузiвському семiнарi з функцiонального аналiзу (м. Львiв, 2013 р.);

семiнарi кафедри математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ “При-

карпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” (м. Iвано-

Франкiвськ, 2017 р.); Мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу,

присвяченiй 90-рiччю В. Е. Лянце, (м. Львiв, 17–21 листопада 2010 р.); IV

Конференцiї молодих учених iз сучасних проблем механiки i математики

iменi академiка Я. С. Пiдстригача (м. Львiв, 24–27 травня 2011 р.); Лiтнiй

школi “Алгебра, Топологiя, Аналiз та Застосування” (м. Херсон-Лазурне,

5–15 липня 2011 р.); Вступному Воркшопi до програми “Оберненi задачi”

(м. Кембридж, Великобританiя, 25–29 липня 2011 р., постерна доповiдь);

Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi В. Я. Скоробогатька (м. Дро-

гобич, 19–23 вересня 2011 р.); Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучас-

нi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (смт. Ворохта,

20–26 лютого 2012 р.); Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї

iменi академiка М. Кравчука (м. Київ, 19–21 квiтня 2012 р.); Конференцiї

молодих учених “Пiдстригачiвськi читання – 2012” (м. Львiв, 23–25 трав-

ня 2012 р.); Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 90-рiччю Володими-

ра Марченка, “Спектральна теорiя i диференцiальнi рiвняння” (м. Харкiв,
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28–30 серпня 2012 р.); Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю

Стефана Банаха, (м. Львiв, 17–21 вересня 2012 р.); Мiжнароднiй науковiй

конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та математики” (м. Львiв, 21–25

травня 2013 р.); Конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання –

2017” (м. Львiв, 23–25 травня 2017 р.); Мiжнароднiй конференцiї, присвя-

ченiй 125-рiччю Стефана Банаха, (м. Львiв, 18–23 вересня 2017 р.).

Структура та обсяг дисертацiї. Робота складається зi вступу, п’я-

ти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв. Загальний

обсяг дисертацiї — 124 сторiнки. Список використаних джерел займає 10

сторiнок та мiстить 96 найменувань. Додатки займають 4 сторiнки i мi-

стять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю

результатiв дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1

ПОЧАТКОВI ВIДОМОСТI

1.1. Головний об’єкт дослiдження

Головним об’єктом цього дисертацiйного дослiдження є задачiШтурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами, заданi диференцiальними рiв-

няннями

−y′′ + qy + 2λpy = λ2y (1.1)

на (0,1) i крайовими умовами Дiрiхле

y(0) = y(1) = 0. (1.2)

Тут i надалi λ ∈ C — спектральний параметр, p — дiйснозначна функцiя

з L2(0, 1), q — дiйснозначний розподiл з простору Соболєва W−1
2 (0, 1), тоб-

то q = r′ з дiйснозначною функцiєю r ∈ L2(0, 1). Строге означення задачi

подано далi у цьому роздiлi. Зауважимо, що так само можна працювати

з iншими вiдокремленими крайовими умовами; наприклад, з так званими

крайовими умовами змiшаного типу

y(0) = y[1](1) + hy(1) = 0,

де h ∈ R — деяка стала, а y[1] := y′ − ry — квазiпохiдна функцiї y, яка

використовується у процедурi регуляризацiї виразу −y′′ + qy, запропоно-

ванiй А. Савчуком та А. Шкалiковим (див. [28, 29] i поданi нижче деталi).

Оскiльки первiсна r потенцiалу q визначена лише з точнiстю до адитивної

сталої, замiною r на r − h наведенi вище крайовi умови змiшаного типу

можна звести до таких:

y(0) = y[1](1) = 0. (1.3)
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У роботi ми також дослiджуватимемо задачу (1.1), (1.3), проте здебiль-

шого зосередимо свою увагу на (1.1), (1.2) для того, щоб висвiтлити iдею

та уникнути зайвих технiчних ускладнень.

Основна мета нашого дослiдження — вивчити прямi та оберненi спек-

тральнi задачi для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiа-

лами. Прямi задачi полягають у вивченнi спектральних властивостей таких

рiвнянь. При вивченнi обернених задач ми дослiджуємо можливiсть i мето-

ди вiдновлення потенцiалiв p та q рiвняння (1.1) за вiдповiдними наборами

спектральних даних.

Спектральнi задачi Штурма–Лiувiлля з потенцiалами, залежними вiд

спектрального параметра, виникають у рiзноманiтних моделях квантової i

класичної механiки. Наприклад, до цього вигляду можна звести вiдповiднi

еволюцiйнi рiвняння (такi як рiвняння Кляйна–Ґордона [55, 67]), якi ви-

користовують для моделювання взаємодiї релятивiстських частинок. Тодi

множник λ2 пов’язаний з енергiєю системи, i це пояснює термiн “енерго-

залежний” у назвi задач. Ще один типовий приклад, де виникають такi

рiвняння, — це моделювання коливань механiчних систем у середовищi з

тертям, див. [94].

Задачi вигляду (1.1) також з’являлися у фiзичнiй лiтературi у контекстi

розсiяння хвиль i частинок. Зокрема, М.Жилен та С.Жин у працях [51–54]

вивчали обернену задачу розсiяння для енергозалежних операторiв Шре-

динґера на прямiй; див. також статтi [9, 10, 33, 56, 63, 65, 66, 82, 90]. Деякi зi

спектральних властивостей таких задач на прямiй були встановленi у [64].

Нелiнiйна залежнiсть рiвняння (1.1) вiд спектрального параметра λ вка-

зує на те, що розглядувану задачу слiд трактувати як спектральну задачу

для квадратичної операторної в’язки. Хоча деякi спектральнi властивостi

такої задачi можна легко вивести iз загальної спектральної теорiї полiномi-

альних операторних в’язок [18], було небагато дослiджень оберненої задачi

вiдновлення потенцiалiв p та q за вiдповiдно визначеними спектральними
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даними. Задачу з p ∈ W 1
2 (0, 1), q ∈ L2(0, 1) та крайовими умовами третьо-

го типу розглядали М. Гасимов та Ґ. Гусейнов у їхнiй короткiй статтi [3]

1981 року, що не мiстить доведень. Такi задачi для (квазi-) пеpiодичних

крайових умов розглядали, напр., в [8, 11, 23, 24, 95], проте зазвичай там

встановлювали тiльки результати типу Борґа про єдинiсть. Деякi некласи-

чнi постановки оберненої спектральної задачi (напр., задачi зi змiшаними

вихiдними даними, задачi типу Гохштадта чи оберненi вузловi задачi) роз-

глянутi в [59–61].

Головна мета нашого дослiдження — вивчити спектральнi властивостi

задачi для рiвняння (1.1) з деякими крайовими умовами та вiдповiднi обер-

ненi спектральнi задачi за мiнiмальних припущень про гладкiсть дiйснозна-

чних потенцiалiв p та q. Зокрема, розподiл q може, наприклад, включати

дельта-функцiї Дiрака з кулонiвськими сингулярностями, що широко ви-

користовуються у квантовiй механiцi при моделюваннi взаємодiй у моле-

кулах та атомах; див. монографiї С. Альбеверiо та iн. [34], С. Альбеверiо

та П. Курасова [37] та розгорнуту бiблiографiю, подану в цих працях.

1.2. Початковi вiдомостi

Рiвняння (1.1) залежить вiд спектрального параметру λ нелiнiйно. Тому

для того, щоб дати строге означення спектральної задачi, яку ми вивчає-

мо, слiд подати (1.1) як спектральну задачу для операторної в’язки. Для

початку розглянемо диференцiальний вираз

`(y) := −y′′ + qy.

Оскiльки q — це дiйснозначний розподiл з W−1
2 (0, 1), необхiдно пояснити,

як дiє вираз `(y). Для цього ми використовуємо метод регуляризацiї за

допомогою квазiпохiдних (див., напр., [28, 29]), який полягає в наступно-

му. Вiзьмемо дiйснозначну функцiю r ∈ L2(0, 1) таку, що q = r′ у сенсi
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розподiлiв i для кожної абсолютно неперервної функцiї y позначимо че-

рез y[1] := y′ − ry її квазiпохiдну. Тодi визначимо ` як

`(y) = −
(
y[1]
)′ − ry[1] − r2y

на областi

dom ` = {y ∈ AC(0, 1) | y[1] ∈ AC(0, 1), `(y) ∈ L2(0, 1)}.

Пряма перевiрка показує, що за такого означення `(y) збiгається з −y′′+qy
у сенсi розподiлiв. Зазначимо також, що для будь-якої f з L2(0, 1), довiль-

них комплексних a, b, µ та будь-якого x0 з [0, 1] рiвняння `(y) = µy+ f має

єдиний розв’язок, що задовольняє початковi умови y(x0) = a i y[1](x0) = b

(див., напр., [28]).

Позначимо через A оператор, що дiє за формулою

Ay := `(y)

на областi визначення

domA := {y ∈ dom ` | y(0) = y(1) = 0}.

Для регулярного q ∈ L1(0, 1) оператор A — це звичайний оператор

Штурма–Лiувiлля з потенцiалом q та крайовими умовами Дiрiхле. В [28,

29] було показано, що якщо q ∈ W−1
2 (0, 1) дiйснозначний, то оператор A

самоспряжений, обмежений знизу i має простий дискретний спектр.

Зауваження 1.1. Нагадаємо, що оператор S має дискретний спектр,

якщо σ(S) складається з iзольованих точок, кожна з яких є власним зна-

ченням скiнченної алгебраїчної кратностi. За теоремою III.6.29 з [58], S має

дискретний спектр, якщо його резольвента є компактною хоча б для одного

(а тодi i для всiх) λ ∈ ρ(S).
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Далi позначимо через B оператор множення на функцiю 2p ∈ L2(0, 1),

через I — тотожний оператор i визначимо квадратичну операторну в’яз-

ку T як

T (λ) := λ2I − λB − A, λ ∈ C, (1.4)

на λ-незалежнiй областi визначення domT := domA. Тодi спектральну за-

дачу (1.1), (1.2) можна розглядати як спектральну задачу для операторної

в’язки T .

Для задачi (1.1) з крайовими умовами змiшаного типу (1.3) позначимо

через AM оператор, що дiє за формулою

AMy := `(y)

на областi визначення

domAM := {y ∈ dom ` | y(0) = y[1](1) = 0}.

Визначимо операторну в’язку TM формулою (1.4) з AM замiсть A. Тобто

TM(λ) := λ2I − λB − AM , λ ∈ C, (1.5)

на λ-незалежнiй областi визначення domTM := domAM . Тодi спектральну

задачу (1.1), (1.3) можна розглядати як задачу для TM .

Нагадаємо деякi поняття зi спектральної теорiї для операторних в’язок

(див. [18]), якi використовуються у цьому дисертацiйному дослiдженнi.

Операторна в’язка T — це операторнозначна функцiя на C. Спектром

операторної в’язки T називаємо множину σ(T ) всiх λ ∈ C таких, що опе-

ратор T (λ) не є обмежено оборотним, тобто

σ(T ) = {λ ∈ C | 0 ∈ σ(T (λ))}.

Число λ ∈ C називаємо власним значенням T , якщо T (λ)y = 0 для деякої

ненульової функцiї y ∈ domT , яку тодi називаємо вiдповiдною власною
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функцiєю. Власнi значення T складають її точковий спектр σp(T ), тобто

σp(T ) = {λ ∈ C | 0 ∈ σp(T (λ))}.

Множину

ρ(T ) := C \ σ(T )

називаємо резольвентною множиною операторної в’язки T .

Кажуть, що вектори y1, ..., ym−1 є приєднаними до власного вектора y0,

що вiдповiдає власному значенню λ, якщо вони задовольняють рiвностi

j∑
k=0

1

k!
T (k)(λ)yj−k = 0, j = 1, ...,m− 1. (1.6)

Тут T (k) позначає k -у похiдну T по λ. Число m називається довжиною

ланцюжка y0, . . . , ym−1 власного i приєднаних векторiв. Максимальну дов-

жину ланцюжка, що починається з y0, називаємо алгебраїчною кратнiстю

власного вектора y0.

Для власного значення λ в’язки T вимiрнiсть ядра оператора T (λ) нази-

ваємо геометричною кратнiстю λ. Кажуть, що власне значення геомет-

рично просте, якщо його геометрична кратнiсть дорiвнює одиницi. Для

геометрично простого власного значення його алгебраїчна кратнiсть до-

рiвнює алгебраїчнiй кратностi вiдповiдного власного вектора. (Якщо вла-

сне значення λ не є геометрично простим, його алгебраїчна кратнiсть дорiв-

нює кiлькостi векторiв у вiдповiднiй канонiчнiй системi, див. [13, 18]). Ка-

жуть, що власне значення є алгебраїчно простим (або коротко простим),

якщо його алгебраїчна кратнiсть дорiвнює одиницi.

Мета цього дослiдження — вивчити оберненi задачi вiдновлення потен-

цiалiв p та q = r′ рiвняння (1.1) за спектральними даними задач (1.1), (1.2)

та (1.1), (1.3), що еквiвалентно вiдновленню вiдповiдних операторних в’я-

зок T та TM . При вивченнi таких задач нам важливо вiдрiзняти операторнi

в’язки, що вiдповiдають енергозалежним рiвнянням Штурма–Лiувiлля з
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рiзними парами потенцiалiв p та q = r′. Для цього там, де це важливо, ми

будемо вказувати вiдповiднi символи бiля назви в’язки. Наприклад, T (p, r)

буде позначати операторну в’язку (1.4), побудовану за рiвнянням (1.1) з

потенцiалами p та q = r′.

У роздiлi 5 ми вивчаємо вiдновлення рiвняння (1.1) за двома спектрами:

спектром Дiрiхле та спектром змiшаного типу. Крайовi умови змiшаного

типу (1.3) мiстять регуляризований потенцiал r, i спектр операторної в’яз-

ки TM(p, r) залежить вiд конкретної первiсної r потенцiала q. Тому щоб

знайти операторну в’язку TM(p, r) i вiдповiднi крайовi умови змiшаного

типу, в оберненiй задачi нам потрiбно вiдновити потенцiал p та первiсну r

потенцiала q рiвняння (1.1). У роздiлi 4 ми вивчаємо обернену задачу вiд-

новлення рiвняння (1.1) за спектром Дiрiхле та вiдповiдно визначеними

нормiвними множниками. Зауважимо, що нi крайовi умови Дiрiхле (1.2),

нi спектральнi данi (спектр та вiдповiдно визначенi нормiвнi множники)

в’язки T не залежать вiд первiсної r потенцiала q. Зрозумiло, за такими

спектральними даними ми не можемо однозначно вiдновити регуляризо-

ваний потенцiал r. Проте у роздiлi 4 показано, що у цiй оберненiй задачi

за вiдповiдними спектральними даними ми можемо однозначно вiдновити

потенцiали p та q операторної в’язки T , а отже i саму в’язку T . Врахо-

вуючи сказане, коли будемо говорити про однозначнiсть вiдновлення в’яз-

ки T (p, r) за спектром i нормiвними множниками, будемо розумiти, що

потенцiал r вiдновлюється однозначно з точнiстю до адитивної сталої.

Всi доведення в роботi наведенi для операторної в’язки T , щоб уникнути

зайвих технiчних ускладнень. Проте для в’язки TM можна отримати ана-

логiчнi результати. У випадках, де це важливо, ми сформулюємо вiдповiднi

твердження для TM без доведень.

Властивостi операторiв A та B гарантують, що в’язка T визначена ко-

ректно; точнiше, справедливе наступне твердження.
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Твердження 1.1. Для кожного фiксованого λ0 ∈ C оператор T (λ0) є

замкнутим на областi domT i має дискретний спектр.

Доведення. Оскiльки область визначення оператора A складається ли-

ше з обмежених функцiй, то domB ⊃ domA. Звiдси вiдразу випливає, що

оператор T (λ0) визначений коректно для кожного λ0 ∈ C.

Зафiксуємо λ0 ∈ C. Вiзьмемо довiльне µ ∈ ρ(A) i позначимо через ϕ−
i ϕ+ розв’язки рiвняння `(y) = µy, що задовольняють крайовi умови ϕ−(0) =

0, ϕ[1]
− (0) = 1 та ϕ+(1) = 0, ϕ[1]

+ (1) = 1. Тодi функцiя Ґрiна для A−µI, тобто
ядро резольвенти (A− µI)−1, дорiвнює

k0(x, s) :=

 ϕ+(x)ϕ−(s)/W, коли x > s,

ϕ−(x)ϕ+(s)/W, коли x 6 s,

деW = ϕ+(x)ϕ
[1]
− (x)−ϕ−(x)ϕ

[1]
+ (x) — вронскiан розв’язкiв ϕ+ та ϕ−. Зокре-

ма, функцiя Ґрiна є неперервною на квадратi Ω := [0, 1] × [0, 1]. Звiдси

випливає, що оператор (λ2
0I − λ0B)(A− µI)−1 є iнтегральним з ядром

k(x, s) = (λ2
0 − 2λ0p(x))k0(x, s).

Оскiльки ядро k є iнтегровним з квадратом на Ω, то iнтегральний опера-

тор (λ2
0I − λ0B)(A− µI)−1 є з класу Гiльберта–Шмiдта, а отже, λ2

0I − λ0B

єA–компактним (див. [58, Р. IV]). За теоремою IV.1.11 з [58], оператор T (λ0)

є замкнутим на domA. Бiльше того, з теореми IV.5.35 з [58] слiдує, що iстот-

нi спектри операторiв A та T (λ0) збiгаються. Оскiльки A має дискретний

спектр, то його iстотний спектр порожнiй, а отже спектр T (λ0) є дискрет-

ним.

Для в’язки T з (1.4) оператор −T (λ0) є оператором Штурма–Лiувiлля з

потенцiалом q+ 2λ0p−λ2
0 з крайовими умовами Дiрiхле, а тому вимiрнiсть

його ядра є щонайбiльше один. Звiдси випливає, що усi власнi значення

в’язки T , яку ми вивчаємо, є геометрично простими.
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Проте загалом спектр операторної в’язки T не обов’язково дiйсний чи

алгебраїчно простий, що показано у наступному прикладi.

Приклад 1.1. Розглянемо операторну в’язку, визначену у просторi

L2(0, 1) як

T (λ) := λ2 − 2λπ +
d2

dx2
+ 5π2 = (λ− π)2 + 4π2 +

d2

dx2
,

з умовами Дiрiхле (1.2), тобто в’язку T з p ≡ π та q = r′ ≡ −5π2. То-

дi λ±1 = (1± i
√

3)π — комплексно спряженi власнi значення цiєї оператор-

ної в’язки, а λ2 = π — її власне значення алгебраїчної кратностi щонаймен-

ше 2, оскiльки y0 = sin 2πx та y1 ≡ 0 утворюють вiдповiдний ланцюжок

власного i приєднаного векторiв.

Нехай y(x, z) — розв’язок (1.1) з z замiсть λ, який задовольняє почат-

ковi умови y(0) = 0, y[1](0) = 1. Цей розв’язок iснує i єдиний [28], тому λ

є власним значенням задачi (1.1), (1.2) тодi i лише тодi, коли воно є ну-

лем характеристичної функцiї ϕ(z) := y(1, z). Вiдповiдна власна функцiя

збiгається з точнiстю до сталого множника з y(·, λ).

У наступному твердженнi ми показуємо, що порядок λ як нуля харак-

теристичної функцiї ϕ збiгається з алгебраїчною кратнiстю λ як власного

значення операторної в’язки T , визначеної формулою (1.4).

Твердження 1.2. Нехай λ — власне значення спектральної задачi

(1.1), (1.2). Тодi λ є нулем характеристичної функцiї ϕ порядку m тодi

i лише тодi, коли λ є власним значенням операторної в’язки T , заданої

в (1.4), алгебраїчної кратностi m.

Доведення. Припустимо, що y(x, z) — розв’язок рiвняння (1.1), який за-

довольняє початковi умови y(0, z) = 0, y[1](0, z) = 1, i що λ є нулем ϕ(z) =

y(1, z) порядку m. Тодi y(x, λ) є власною функцiєю задачi (1.1), (1.2), що

вiдповiдає λ. Очевидно, y(x, λ) також є власною функцiєю операторної

в’язки T , що вiдповiдає власному значенню λ. Розглянемо ланцюжок век-
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торiв yj з j = 0, 1, . . . такий, що y0 = y(x, λ) i

yj(x, λ) :=
1

j!

∂jy(x, z)

∂zj

∣∣∣∣
z=λ

, j > 1.

Покладемо

τ(λ)y := λ2y − 2λpy − `(y).

Пряма перевiрка показує, що yj задовольняє рiвностi (1.6) з τ замiсть T .

Бiльше того, оскiльки λ є нулем y(1, z) порядку m, то y1(1) = · · · =

ym−1(1) = 0 i всi функцiї yj, j = 0, . . . ,m−1, належать до областi визначен-

ня T , а отже утворюють ланцюжок власного та приєднаних векторiв T , що

вiдповiдає λ. Тому m не перевищує алгебраїчної кратностi λ як власного

значення T .

Припустимо, що v0, . . . , vl — ланцюжок власного та приєднаних векто-

рiв, який вiдповiдає власному значенню λ в’язки T . Тодi v0 розв’язує рiв-

няння

τ(λ)y = 0

i задовольняє крайовi умови (1.2), а отже, збiгається з y0 з точнiстю до

скалярного множника. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що

v0 = y0, i тодi покажемо за iндукцiєю, що iснує така послiдовнiсть (ck)
l
k=1,

що

vk − yk =
k∑
j=1

cjvk−j. (1.7)

Спочатку зауважимо, що

τ ′(λ)(v0 − y0) + τ(λ)(v1 − y1) = 0.

Але v0− y0 = 0 i (v1− y1)(0) = 0. Тому v1− y1 = c1v0, що дає базу iндукцiї.

Далi припустимо, що твердження справедливе для всiх k < n, i доведемо

його для k = n. Зауважимо, що

τ(λ)(vn − yn) = −
n∑
j=1

1

j!
τ (j)(vn−j − yn−j).
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За припущенням, отримуємо рiвностi

τ(λ)(vn − yn) = −
n∑
j=1

1

j!
τ (j)

(n−j∑
i=1

civn−j−i

)

= −
n−1∑
i=1

ci

(n−i∑
j=1

1

j!
τ (j)vn−j−i

)
=

n−1∑
i=1

ciτ(λ)vn−i.

Тому

τ(λ)

(
vn − yn −

n−1∑
j=1

cjvn−j

)
= 0

i (
vn − yn −

n−1∑
j=1

cjvn−j

)
(0) = 0,

звiдки

vn − yn −
n−1∑
j=1

cjvn−j = cnv0

для деякої сталої cn, тобто справджується (1.7).

Якщо припустимо, що l > m, то отримаємо, що vm− ym =
∑m

j=1 cjvm−j,

а тому ym(1) = 0. Це суперечить тому, що λ є нулем ϕ(z) порядку m.

Твердження доведено.

Аналогiчно можна ввести означення характеристичної функцiї для за-

дачi (1.1), (1.3). Нехай y(x, z) — розв’язок рiвняння (1.1) iз z замiсть λ, з

початковими умовами y(0) = 0, y[1](0) = 1. Тодi µ є власним значенням

задачi (1.1), (1.3) тодi i лише тодi, коли воно є нулем характеристичної

функцiї ψ(z) := y[1](1, z). Вiдповiдна власна функцiя збiгається з точнiстю

до сталого множника з y(·, µ). Аналогiчно до попереднього можна довести

таке твердження.

Твердження 1.3. Нехай µ — власне значення спектральної задачi

(1.1), (1.3). Тодi µ є нулем характеристичної функцiї ψ порядку m тодi i

лише тодi, коли µ є власним значенням операторної в’язки TM , заданої

в (1.5), алгебраїчної кратностi m.
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У цьому роздiлi описано головний об’єкт нашого дослiдження. Рiвняння

Штурма–Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом залежить вiд спектраль-

ного параметру нелiнiйно. Тому для того, щоб дати строге означення дослi-

джуваної спектральної задачi, енергозалежне рiвняння Штурма–Лiувiлля

ми подали як спектральну задачу для вiдповiдної квадратичної оператор-

ної в’язки. Також тут наведенi основнi означення зi спектральної теорiї

операторних в’язок та сформульованi деякi допомiжнi твердження, якi бу-

дуть використанi у дослiдженнi.

Наведенi тут результати опублiкованi в працях [70,73].
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РОЗДIЛ 2

СПЕКТРАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ЕНЕРГОЗАЛЕЖНИХ

РIВНЯНЬ ШТУРМА–ЛIУВIЛЛЯ

У цьому роздiлi ми дослiджуємо спектральнi властивостi задачШтурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiлами (див. [70, 73, 75, 77, 88]). Деякi з

таких властивостей отриманi iз загальної спектральної теорiї полiномiаль-

них операторних в’язок (див. [18]) та з безпосереднього аналiзу вiдповiдної

квадратичної операторної в’язки. Ми доводимо еквiвалентнiсть спектраль-

ної задачi для (1.1) та спектральної задачi для лiнеаризацiї L . Лiнiйний

оператор L є самоспряженим у вiдповiдно визначеному просторi Понтря-

ґiна, звiдки випливають додатковi спектральнi властивостi L , а отже, i

операторної в’язки T .

Також ми описуємо зведення спектральної задачi для (1.1) до вiдповiд-

ної задачi для системи Дiрака спецiального вигляду. У цьому роздiлi ми ви-

користовуємо його для дослiдження асимптотик власних значень та влас-

них функцiй задач Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами. А

саме, з такого зв’язку ми отримуємо iнтегральне зображення для розв’язку

рiвняння (1.1), що в свою чергу є базою для подальшого асимптотичного

аналiзу вiдповiдних спектральних характеристик. Описане тут зведення

до системи Дiрака також використовується при розв’язуваннi обернених

задач вiдновлення у роздiлах 4 та 5.

2.1. Спектральнi властивостi операторної в’язки

У цьому пiдроздiлi ми обговоримо деякi основнi спектральнi властивос-

тi операторної в’язки T (λ) = λ2I − λB − A, визначеної у пiдроздiлi 1.2.
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Почнемо з наступних лем.

Лема 2.1. Спектр операторної в’язки T складається лише з власних

значень.

Доведення. За означенням, λ0 ∈ C належить до спектра в’язки T то-

дi i лише тодi, коли 0 ∈ σ(T (λ0)). Оскiльки σ(T (λ0)) = σp(T (λ0)) (див.

Твердження 1.1), кожне λ0 зi спектру T є його власним значенням.

Лема 2.2. Резольвентна множина операторної в’язки T непорожня.

Доведення. Оскiльки оператор A напiвобмежений знизу, iснує таке чис-

ло µ, що оператор A+µ2I додатний. Покажемо, що тодi число iµ належить

до резольвентної множини ρ(T ) операторної в’язки T . Припустимо, що це

не так. Тодi, за попередньою лемою, iµ є власним значенням T та iснує

вiдповiдна ненульова власна функцiя y. З рiвностi T (iµ)y = 0 випливає,

що

((A+ µ2I)y, y)L2
+ iµ(By, y)L2

= 0.

А це суперечить додатностi A + µ2I. Отже, iµ належить до ρ(T ) i лему

доведено.

Використовуючи цi леми, ми можемо довести дискретнiсть спектру опе-

раторної в’язки T .

Лема 2.3. Спектр операторної в’язки T є дискретною пiдмножи-

ною C.

Доведення. Вiзьмемо деяке λ0 ∈ ρ(T ) i перепишемо T (λ) так:

T (λ) = T (λ0) + (λ− λ0)[2λ0I −B] + (λ− λ0)
2I.

Покладемо B̂ := 2λ0I − B, Â := T (λ0), µ := λ − λ0 i розглянемо в’яз-

ку T̂ (µ) := T (λ)T−1(λ0), яку можна записати так

T̂ (µ) := I + µB̂Â−1 + µ2Â−1.
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Використовуючи мiркування, аналогiчнi до використаних у доведеннi твер-

дження 1.1, отримуємо, що оператор µB̂Â−1 + µ2Â−1 є з класу Гiльберта–

Шмiдта, а отже, є компактним. Тодi застосуємо теорему Ґохберга про ана-

лiтичнi операторнозначнi функцiї [7, Р.I] до в’язки I − S(µ) з S(µ) :=

−(µB̂Â−1 + µ2Â−1). Отримаємо, що для всiх µ ∈ C за винятком, можли-

во, деяких iзольованих точок, оператор T̂ (µ) є обмежено оборотним, тодi

як цi iзольованi точки є власними значеннями T̂ скiнченної алгебраїчної

кратностi. Це показує, що спектр T̂ є дискретною пiдмножиною C.

Вiзьмемо λ ∈ σ(T ), що за лемою 2.1 означає, що λ ∈ σp(T ), i нехай x

— вiдповiдна власна функцiя. Тодi y = T (λ0)x — власна функцiя T̂ , яка

вiдповiдає власному значенню µ = λ− λ0. Звiдси

λ ∈ σ(T )⇒ µ = λ− λ0 ∈ σ(T̂ ).

Зауважимо також, що якщо λ ∈ ρ(T ), тобто якщо T (λ) обмежено оборот-

ний, то оператор T (λ0)T
−1(λ) допускає замикання i визначений на всьому

просторi L2(0, 1), а тому є обмеженим за теоремою про замкнутий гра-

фiк [58, Теорема III.5.20]. Безпосередня перевiрка показує, що T (λ0)T
−1(λ)

є оберненим оператором до T̂ (µ) з µ = λ− λ0. Тому,

λ ∈ ρ(T )⇒ µ = λ− λ0 ∈ ρ(T̂ ).

Цi двi iмплiкацiї дають еквiвалентнiсть

λ ∈ σ(T )⇔ µ = λ− λ0 ∈ σ(T̂ ).

А отже, спектр операторної в’язки T є дискретним у C разом зi спектром T̂ .

Пiдсумуємо вище наведенi твердження у наступнiй теоремi.

Теорема 2.1. Спектр операторної в’язки T з (1.4) є дискретною пiд-

множиною C i складається з геометрично простих власних значень.
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Не обмежуючи загальностi, ми можемо i будемо вважати надалi у цьому

роздiлi, що виконується припущення

(A0) 0 не належить до σ(T ).

Чи еквiвалентно

(A0) Оператор A є обмежено оборотним.

За попередньою теоремою, ми завжди можемо цього досягнути, зсунувши

спектральний параметр на деяке дiйсне число.

2.2. Лiнеаризацiя та її властивостi

У цьому пiдроздiлi ми перепишемо спектральну задачу для оператор-

ної в’язки T як спектральну задачу для деякого лiнiйного оператора L

i покажемо еквiвалентнiсть цих задач. Розглядаючи L у спецiально ви-

значеному просторi Понтряґiна, ми виведемо деякi додатковi спектральнi

властивостi в’язки T .

2.2.1. Лiнеаризацiя. Покладемо u1 := y та u2 := λy i перепишемо

задачу (1.1), (1.2) як систему першого порядку

u2 = λu1,

Au1 +Bu2 = λu2.
(2.1)

Система (2.1) є спектральною задачею для оператора

L0 :=

 0 I

A B

 . (2.2)

Тому спектральнi властивостi операторної в’язки T мають бути тiсно по-

в’язанi зi спектральними властивостями оператора L0. Останнiй природно

розглянути в енергетичному просторi E , визначеному далi.

Нагадаємо, за припущенням (A0) оператор A є обмежено оборотним.

Позначимо через Hα, α ∈ R, шкалу гiльбертових просторiв, утворених опе-

ратором A. Отже, простiр H0 збiгається з L2(0, 1), для α > 0 простiр Hα є



36

областю визначення оператора |A|α з нормою ‖x‖α := ‖|A|αx‖, i для α < 0

простiр Hα – це поповнення H0 за нормою ‖ · ‖α. Оскiльки оператор A має

компактну резольвенту, для кожного β < α вкладення Hα ↪→ Hβ є ком-

пактним. Зауважимо, що для будь-якого α < θ звуження оператора Aα

на Hθ є гомеоморфiзмом мiж Hθ та Hθ−α. Так само для α > θ розширення

за неперервнiстю оператора Aα як вiдображення з Hθ в Hθ−α є гомеомор-

фiзмом.

Введемо гiльбертiв простiр (E , (·, ·)E), де E := H1/2 × H0 i скалярний

добуток (·, ·)E задано рiвнiстю

(x,y)E = (|A|1/2x1, |A|1/2y1)L2
+ (x2, y2)L2

для кожного x = (x1, x2)
t та y = (y1, y2)

t в E . Тодi оператор L0 з (2.2)

визначений коректно на областi

dom L0 := {(u1, u2)
t | u1 ∈ H1; u2 ∈ H1/2 ∩ domB}.

Проте L0 не є замкнутим на цiй областi. Щоб описати його замикання, нам

потрiбний такий додатковий результат.

Лема 2.4. Оператор B можна розширити за неперервнiстю до ком-

пактного вiдображення B̃ з H1/2 в H−1/2.

Доведення. Використовуючи аргументи, аналогiчнi до використаних у

доведеннi твердження 1.1, можна показати, що оператор BA−1 : H0 → H0 є

компактним. Звiдси випливає компактнiсть B як вiдображення з H1 в H0.

Зауважимо, що H1 ↪→ H0 ↪→ H−1 — оснащена трiйка гiльбертових прос-

торiв ([2, Р. 1], [5, Р. 1]). Позначивши через 〈·, ·〉 дуальнiсть мiж H−1 та H1,

для x ∈ H1 ⊂ domB отримуємо, що

‖Bx‖−1 = sup
y∈H1 : ‖y‖1=1

|〈Bx, y〉| = sup
y∈H1 : ‖y‖1=1

|(Bx, y)L2
|

= sup
y∈H1 : ‖y‖1=1

|(x,By)L2
| 6 ‖x‖0‖B‖H1→H0

.
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Звiдси випливає, що B можна розширити за неперервнiстю до обмеженого

вiдображення з H0 в H−1. Тепер, використовуючи теорему про iнтерполя-

цiю для компактних операторiв [68], отримуємо компактнiсть B̃ : H1/2 →
H−1/2.

Також нагадаємо, що A можна розширити за неперервнiстю до гомео-

морфiзму Ã : H1/2 → H−1/2.

Лема 2.5 ([49]). Оператор L0 допускає замикання в E , i це замикан-
ня L задається формулами

L

 x1

x2

 =

 x2

Ãx1 + B̃x2

 ,

dom L =
{

(x1, x2)
t | x1, x2 ∈ H1/2, Ãx1 + B̃x2 ∈ H0

}
.

(2.3)

Покажемо тепер, що спектри T та L збiгаються. Для початку доведемо,

що спектр L дискретний.

Лема 2.6. Спектр оператора L дискретний.

Доведення. За зауваженням 1.1, щоб показати дискретнiсть спектра L ,

достатньо встановити, що обернений оператор L −1 компактний.

Для x = (x1, x2)
t з dom L та y = (y1, y2)

t з E , рiвняння L x = y можна

переписати як систему

x2 = y1,

Ãx1 + B̃x2 = y2.

Оскiльки оператор Ã є гомеоморфiзмом мiж H1/2 та H−1/2, то оператор L

обмежено оборотний i його обернений L −1 задається матрицею

L −1 =

 −Ã−1B̃ A−1

I 0


на E . Далi доведемо, що L −1 : E → E компактний оператор. Для цього

покажемо компактнiсть всiх елементiв вiдповiдної матрицi операторiв.
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За лемою 2.4, оператор B̃ : H1/2 → H−1/2 компактний. Тому з обмеже-

ностi Ã−1 : H−1/2 → H1/2 випливає компактнiсть Ã−1B̃ : H1/2 → H1/2.

З того, що оператор A−1 : H0 → H1 обмежений i вкладення H1 ↪→
H1/2 компактне випливає, що оператор A−1 : H0 → H1/2 компактний як

композицiя обмеженого та компактного операторiв.

Нижнiй правий елемент I є вкладенням простору H1/2 в H0, а отже, це

компактний оператор.

З цих зауважень випливає компактнiсть L −1. Доведення завершене.

Для λ ∈ C покладемо

T̃ (λ) := λ2I − λB̃ − Ã (2.4)

i розглянемо T̃ (λ) як оператор з H1/2 в H−1/2.

Теорема 2.2 ( [49], див. також [91, 92]). Спектр оператора L збi-

гається зi спектром σ(T̃ ) операторної в’язки T̃ . Для кожного ненульо-

вого λ ∈ ρ(T̃ ) справедливе таке зображення:

(L − λI )−1 =

 −λ−1(T̃−1(λ)Ã+ I) −T−1(λ)

−T̃−1(λ)Ã −λT−1(λ)

 , (2.5)

де I — тотожний оператор.

Тепер ми можемо показати, що спектри оператора L та операторної

в’язки T збiгаються. За лемами 2.3 та 2.6 достатньо показати, що збiгаються

вiдповiднi власнi значення.

Теорема 2.3. Власнi значення операторної в’язки T збiгаються з влас-

ними значеннями оператора L враховуючи геометричнi та алгебраїчнi

кратностi.

Доведення. Спочатку зауважимо, що для кожного λ0 ∈ C оператор T̃ (λ0)

є розширенням T (λ0). Тому якщо для деякого µ ∈ ρ(T (λ0)) ∩ ρ(T̃ (λ0)) ма-
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ємо, що (T̃ (λ0) − µ)u ∈ H0, то u належить до H1, тобто до domT . Це

зауваження буде використане у подальшому доведеннi.

Припустимо, що λ0 ∈ C — власне значення T з вiдповiдним ланцюжком

власного та приєднаних векторiв y0, y1, . . . , ym−1. Тодi за означенням

(λ2
0 − λ0B − A)yk + (2λ0 −B)yk−1 + yk−2 = 0

для k = 0, . . . ,m−1 з y−1, y−2 рiвними нулю. Пряма перевiрка показує, що

цi рiвностi еквiвалентнi таким:

(L − λ0)yk = yk−1, k = 0, . . . ,m− 1,

з yk := (yk, λ0yk + yk−1)
t. Зокрема, λ0 є власним значенням L , а векто-

ри y0,y1, . . . ,ym−1 належать до областi визначення L , i отже, утворюють

ланцюжок власного та приєднаних векторiв L , що вiдповiдає λ0.

Далi припустимо, що λ0 ∈ C — власне значення L з вiдповiдним лан-

цюжком власного та приєднаних векторiв y0, . . . ,ym−1 довжиниm. За озна-

ченням (L − λ0)yk = yk−1 (з y−1 := 0). Покладемо yk := (yk,1, yk,2)
t. Тодi

−λ0yk,1 + yk,2 = yk−1,1,

Ãyk,1 + (B̃ − λ0)yk,2 = yk−1,2.

Звiдси yk,2 = λ0yk,1 + yk−1,1 i

(λ2
0 − λ0B̃ − Ã)yk,1 + (2λ0 − B̃)yk−1,1 + yk−2,1 = 0

для k = 0, . . .m− 1, з y−2,1 = 0. Оскiльки yk = (yk,1, yk,2)
t ∈ dom L , то yk,1

належить доH1/2. Тому з останньої рiвностi випливає, що y0,1, y1,1, . . . , ym−1,1

— ланцюжок власного та приєднаних векторiв операторної в’язки T̃ , що

вiдповiдає власному значенню λ0.

Тепер доведемо за iндукцiєю, що всi вектори y0,1, y1,1, . . . , ym−1,1 нале-

жать до H1, а тому утворюють ланцюжок власного та приєднаних векто-
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рiв T , що вiдповiдає λ0. Для µ ∈ ρ(T (λ0)) ∩ ρ(T̃ (λ0)) виконується рiв-

нiсть (T̃ (λ0)− µ)y0,1 = −µy0,1 ∈ H0. За зауваженням, зробленим на почат-

ку доведення, звiдси випливає, що y0,1 належить до H1, а отже, є власним

вектором T , що вiдповiдає λ0. Тепер припустимо, що yj,1 належить до H1

для кожного j < k; тодi

(T̃ (λ0)− µ)yk,1 = −µyk,1 − (2λ0 − B̃)yk−1,1 + yk−2,1 ∈ H0.

Аналогiчно доводимо, що yk,1 є з H1; отже, ланцюжок власного та приєд-

наних векторiв L генерує вiдповiдний ланцюжок для T .

Вище наведенi мiркування показують, що мiж ланцюжками власних та

приєднаних векторiв T та L , що вiдповiдають одному i тому ж власному

значенню iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. Це доводить твердження.

Те, що власнi значення L та T збiгаються, можна довести iншим спосо-

бом. Зауважимо, що з леми 2.6 та теореми 2.2 випливає, що спектр T̃ дис-

кретний. Вiдомо (див. [85]), що дискретнi частини спектрiв T та T̃ збiга-

ються. З огляду на твердження 2.3, з цього отримуємо, що σ(T ) = σ(T̃ ), а

тому σ(T ) = σ(L ).

2.2.2. Деякi факти з теорiї просторiв Понтряґiна. Тепер нага-

даємо деякi факти з теорiї просторiв Понтряґiна, якi використовуються

для виведення спектральних властивостей лiнеаризацiї L , а отже, i опе-

раторної в’язки T . Деталi теорiї, бiльше спектральних властивостей само-

спряжених операторiв у просторах Понтряґiна та доведення наведених тут

тверджень можна знайти у [1, 38,62].

Лiнiйний простiр Π називаємо простором з внутрiшнiм добутком, якщо

iснує комплекснозначна функцiя [·, ·], визначена на Π×Π, така, що умови

[α1u1 + α2u2, v] = α1[u1, v] + α2[u2, v],

[u, v] = [v, u]
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виконуються для всiх α1, α2 ∈ C та u1, u2, u, v ∈ Π. Тодi функцiю [·, ·]
називамо внутрiшнiм добутком. Простiр з внутрiшнiм добутком (Π, [·, ·])
називаємо простором Понтряґiна з вiд’ємним iндексом κ, якщо Π можна

записати як

Π = Π+ [+̇] Π−, (2.6)

де [+̇] позначає пряму суму, ортогональну вiдносно [·, ·], (Π±,±[·, ·]) — про-

стори Гiльберта, а компонента Π− має скiнченну вимiрнiсть κ.

Елемент x ∈ Π називаємо додатним (вiдповiдно, вiд’ємним, недодат-

ним, невiд’ємним, нейтральним) якщо [x, x] > 0 (вiдповiдно, [x, x] <

0, [x, x] 6 0, [x, x] > 0, [x, x] = 0). Пiдпростiр M простору P нази-

ваємо додатним (вiдповiдно, вiд’ємним, недодатним, невiд’ємним, ней-

тральним), якщо всi його ненульовi вектори є додатними (вiдповiдно, вiд’-

ємними, недодатними, невiд’ємними, нейтральними).

У просторi Понтряґiна з вiд’ємним iндексом κ вимiрнiсть недодатного

пiдпростору не може перевищувати κ. Бiльше того, недодатний пiдпрос-

тiр простору Понтряґiна є максимальним (тобто таким, що не вкладається

строго у будь-який iнший недодатний пiдпростiр) тодi i лише тодi, якщо

вiн має вимiрнiсть κ.

Простори Понтряґiна часто виникають з гiльбертових просторiв у такий

спосiб. Припустимо, що (H, (·, ·)) — простiр Гiльберта, а G — обмежений i

самоспряжений оператор в H з 0 ∈ ρ(G), що має рiвно κ вiд’ємних власних

значень враховуючи їх кратностi. Введемо внутрiшнiй добуток

[x, y] := (Gx, y), x, y ∈ H.

Простiр (H, [·, ·]) з таким добутком є простором Понтряґiна з вiд’ємним iн-

дексом κ, для якого в розкладi (2.6) Π+ та Π− можуть бути спектральними

пiдпросторами G, що вiдповiдають додатному та вiд’ємному спектру G вiд-

повiдно.
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Розглянемо простiр Понтряґiна Π :=
(
Π, [·, ·]

)
та замкнутий опера-

тор A, щiльно визначений на Π. Спряжений A[∗] до оператора A в Π

визначений на областi

domA[∗] := {y ∈ Π | [A·, y] — неперервний лiнiйний функцiонал на domA}

спiввiдношенням

[Ax, y] = [x,A[∗]y], x ∈ domA, y ∈ domA[∗].

Оператор A називаємо симетричним, якщо A ⊂ A[∗], i самоспряженим,

якщо A = A[∗]. На вiдмiну вiд випадку гiльбертового простору, спектр

самоспряженого оператора у просторi Понтряґiна не обов’язково дiйсний,

але вiн завжди симетричний вiдносно дiйсної осi.

Якщо для деякого власного значення λ самоспряженого оператора у

просторi Понтряґiна всi власнi вектори є додатними (вiдповiдно, вiд’ємни-

ми), то кажуть, що λ є додатного (вiдповiдно, вiд’ємного) типу.

Твердження 2.1. Нехай A — самоспряжений оператор у просторi

Понтряґiна Π. Тодi

(1) спектр A дiйсний за можливим винятком щонайбiльше κ пар

власних значень λ та λ̄ скiнченної алгебраїчної кратностi;

(2) якщо спектр оператора A дискретний, то множина всiх власних

векторiв та вiдповiдних приєднаних векторiв A утворює базу в Π.

Позначимо черезMλ(A) кореневий простiр оператора A, що вiдповiдає

власному значенню λ.

Твердження 2.2. Нехай A — самоспряжений оператор у просторi

Понтряґiна. Тодi

(1) для власних значень λ та µ оператора A таких, що λ 6= µ, кореневi

просториMλ(A) таMµ(A) є [·, ·]–ортогональними;

(2) лiнiйна оболонка всiх алгебраїчних кореневих просторiв, що вiдпо-

вiдають власним значенням A у верхнiй (або нижнiй) пiвплощинi
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є нейтральним пiдпростором Π;

(3) кореневi просториMλ(A) таMλ̄(A), що вiдповiдають комплекс-

но спряженим власним значенням λ та λ̄, iзоморфнi; бiльше того,

вони мають однакову жорданову структуру;

(4) позначимо через m(λ) алгебраїчну кратнiсть власного значення λ;

тодi ∑
Imλ>0

m(λ) +
∑

Imλ=0

[
m(λ)

2

]
6 κ.

Зокрема, довжина кожного ланцюжка власного i приєднаних век-

торiв не перевищує 2κ+1, а кiлькiсть непростих дiйсних власних

значень не перевищує κ.

2.2.3. Властивостi лiнеаризацiї у просторi Понтряґiна та до-

датковi властивостi операторної в’язки. Тепер покажемо, що лiнеари-

зацiя L — самоспряжений оператор у деякому просторi Понтряґiна. Вико-

риставши властивостi самоспряжених операторiв у просторах Понтряґiна,

наведенi вище, ми отримаємо додатковi спектральнi властивостi L .

Розглянемо оператор J = P+ − P−, де P+ та P− — ортогональнi проек-

тори на спектральнi пiдпростори оператора A, що вiдповiдають додатнiй

та вiд’ємнiй частинам спектру вiдповiдно. Покладемо J :=

 J 0

0 I

 i

визначимо скалярний добуток

[x,y] := (J x,y)E = (J |A|1/2x1, |A|1/2y1)L2
+ (x2, y2)L2

для кожного x = (x1, x2)
t i y = (y1, y2)

t з E . Кiлькiсть вiд’ємних власних

значень оператора J дорiвнює кiлькостi вiд’ємних власних значень J , вра-

ховуючи кратностi, що в свою чергу дорiвнює кiлькостi вiд’ємних власних

значень A. Але оператор A напiвобмежений знизу i кiлькiсть його вiд’єм-

них власних значень скiнченна, скажiмо κ. Тому добуток [·, ·] iндефiнiтний,
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а простiр Π := (E , [·, ·]) є простором Понтряґiна з вiд’ємним iндексом κ. За-

уважимо, що топологiя Π збiгається з топологiєю E .
Розглянемо оператор L0 у просторi Π. Для кожного x = (x1, x2)

t з

dom L0 маємо

[L0x,x] = (J |A|1/2x2, |A|1/2x1)L2
+ (Ax1, x2)L2

+ (Bx2, x2)L2

= (Ax1, x2)L2
+ (x2, Ax1)L2

+ (Bx2, x2)L2

= 2Re(Ax1, x2)L2
+ (Bx2, x2)L2

.

Очевидно, це показує, що [L0x,x] дiйсне число, а значить, оператор L0

симетричний в Π. З цього та з дискретностi спектру L (див. лему 2.6)

випливає наступне твердження (див. [50, Теорема II.9.1]).

Твердження 2.3. Оператор L самоспряжений у просторi Понтря-

ґiна Π.

Використовуючи цей результат i властивостi самоспряжених операто-

рiв у просторах Понтряґiна (див. твердження 2.1), отримуємо, що спектр

оператора L дiйсний за можливим винятком щонайбiльше κ пар комп-

лексно спряжених власних значень λ та λ̄. Алгебраїчна кратнiсть кожного

власного значення L не може перевищувати 2κ+ 1.

Якщо оператор A додатний, Π є гiльбертовим простором (вiд’ємний

iндекс κ = 0). Тодi L — самоспряжений оператор у гiльбертовому просторi,

i тому його спектр дiйсний, а геометричнi та алгебраїчнi кратностi власних

значень рiвнi. Власнi значення L геометрично простi за теоремами 2.1

та 2.3, а тому спектр оператора L за такого припущення дiйсний i простий.

Пiдсумовуючи всi цi результати та використовуючи зв’язок мiж спект-

ральними задачами для операторної в’язки T i оператора L , одержуємо

такi спектральнi властивостi T .

Теорема 2.4. Нехай κ — кiлькiсть вiд’ємних власних значень опера-

тора A. Тодi
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(1) спектр операторної в’язки T дiйний за можливим винятком що-

найбiльше κ пар комплексно спряжених власних значень λ i λ̄;

(2) позначимо через m(λ) алгебраїчну кратнiсть власного значення λ;

тодi ∑
Imλ>0

m(λ) +
∑

Imλ=0

[
m(λ)

2

]
6 κ.

Зокрема, алгебраїчна кратнiсть кожного власного значення T не

перевищує 2κ+ 1, а кiлькiсть кратних дiйсних власних значень T

не перевищує κ.

Наслiдок 2.1. Якщо оператор A додатний, то спектр операторної

в’язки T дiйсний i простий.

В’язку TM можна вивчати таким же чином, як i T . Бiльше того, за до-

помогою оператора AM можна побудувати енергетичний простiр EM , вiдпо-

вiдний простiр Понтряґiна ΠM та розглянути в ньому вiдповiдну лiнеариза-

цiю LM як це було зроблено для T . Очевидно, всi результати пiдроздiлiв 2.1

та 2.2, що стосуються в’язки T , справедливi також i для TM .

2.3. Зведення до системи Дiрака

У цьому пiдроздiлi ми опишемо процедуру зведення енергозалежного

рiвняння Штурма–Лiувiлля (1.1) до лiнiйної системи Дiрака першого по-

рядку (див. [25, 70]). Далi ми будемо вивчати асимптотики спектральних

характеристик вiдповiдного оператора Дiрака i використаємо отриманi ре-

зультати, щоб вивести асимптотики вiдповiдних спектральних характерис-

тик для операторних в’язок T та TM . Таке зведення до системи Дiрака є

одним iз ключових крокiв у нашому дослiдженнi i використовується, зокре-

ма, при вивченi обернених задач для T та TM (див. роздiли 4 та 5).

Для процедури зведення важливо, що рiвняння `(y) = 0 має розв’язок,

який не досягає нуля на [0, 1]. Покажемо, що такий розв’язок iснує. Поч-
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немо з леми, аналогiчної до класичної теореми Штурма про чергування

нулiв.

Лема 2.7. Нехай u та v — два лiнiйно незалежнi розв’язки рiвнян-

ня `(y) = 0, а x1 та x2 — два послiдовнi нулi функцiї u. Тодi на промiж-

ку (x1, x2) є нуль розв’язку v i до того ж тiльки один.

Доведення. Доведення цiєї леми аналогiчне до класичного випадку (див.,

напр., [17]; див. також [22]).

Проiнтегруємо вираз `(u)v − u`(v) на промiжку (x1, x2). Використову-

ючи iнтегрування частинами, отримаємо

0 =

x2∫
x1

[`(u)v − u`(v)] = u[1](x1)v(x1)− u[1](x2)v(x2).

У правiй частинi цiєї рiвностi u[1](x1) та u[1](x2) не можуть дорiвнювати

нулю, бо розв’язок u не дорiвнює тотожно нулю. За умовою леми, u та v

лiнiйно незалежнi, тому v(x1) та v(x2) теж не можуть дорiвнювати нулю.

Оскiльки x1 та x2 — послiдовнi нулi розв’язку u, використовуючи лему 2.5

з [57], отримуємо, що u[1](x1) та u[1](x2) рiзного знаку. А тому з останньої

рiвностi v(x1) та v(x2) також рiзного знаку. Тодi, за теоремою про промiжне

значення, на промiжку (x1, x2) iснує принаймнi один нуль функцiї v. Цей

нуль єдиний, оскiльки в протилежному випадку, використовуючи такi ж

мiркування, як вище, ми б могли показати, що на (x1, x2) iснує ще один нуль

функцiї u. А це суперечить тому, що x1 та x2 — послiдовнi нулi функцiї u.

Лему доведено.

Використовуючи цю лему, покажемо, що iснує розв’язок `(y) = 0, який

не досягає нуля на [0, 1]. Вiзьмемо два лiнiйно незалежнi розв’язки цьо-

го рiвняння u та v. За попередньою лемою, нулi u та v чергуються. Тому

функцiя y := u+ iv не досягає нуля на [0, 1] , а отже є шуканим розв’язком

рiвняння `(y) = 0. Ми використаємо цей результат в описанiй далi проце-

дурi зведення рiвняння Штурма–Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом
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до системи Дiрака.

Позначимо через y0 деякий розв’язок `(y) = 0, що не досягає нуля

на [0, 1] i покладемо v := y′0/y0. Зауважимо, що v ∈ L2(0, 1) i q = v′ +

v2, тобто q є потенцiалом Мiури (див. [57]). Тодi диференцiальний вираз

−y′′ + qy можна записати у факторизованiй формi, а саме

−y′′ + qy = −
( d
dx

+ v
)( d

dx
− v
)
y. (2.7)

Зауваження 2.1. Оскiльки функцiя v задовольняє рiвнiсть v − r =

y
[1]
0 /y0, то v − r є неперервною функцiєю на [0, 1].

Для λ 6= 0 розглянемо функцiї u2 := y та u1 := (y′−vy)/λ i перепишемо

рiвняння (1.1) як таку систему першого порядку для u1 та u2:

u′2 − vu2 = λu1, (2.8)

−u′1 − vu1 + 2pu2 = λu2. (2.9)

Покладемо

J :=

 0 1

−1 0

 , P :=

 0 −v
−v 2p

 , u(x) =

(
u1

u2

)
. (2.10)

Тодi бачимо, що система (2.8)–(2.9) є спектральною задачею `(P )u = λu

для диференцiального виразу Дiрака `(P ), що дiє в L2(0, 1) × L2(0, 1) за

формулою

`(P )u := J
du

dx
+ Pu (2.11)

на областi

dom `(P ) = {u = (u1, u2)
t | u ∈ W 1

2 (0, 1)×W 1
2 (0, 1)}.

Для довiльного матричнозначного потенцiала Q ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
по-

значимо через Dj(Q), j = 1, 2, оператори Дiрака, породженi виразом `(Q)

на областях визначення

dom Dj(Q) := {u = (u1, u2)
t ∈ W 1

2 (0, 1)×W 1
2 (0, 1) | u2(0) = uj(1) = 0}.
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Зауваження 2.2. З вище наведених мiркувань зрозумiло, що кожне вла-

сне значення λ в’язки T є також власним значенням оператора D2(P ).

Навпаки, припустимо, що λ 6= 0 — власне значення D2(P ) i u = (u1, u2)
t

— вiдповiдна власна функцiя. Визначимо u1 через u2 з (2.8) i пiдставимо

в (2.9). Бачимо, що y := u2 задовольняє рiвнiсть

−1

λ

( d
dx

+ v
)( d

dx
− v
)
y − 2py = λy,

звiдки, з огляду на (2.7), випливає, що T (λ)y = 0. Очевидно, y нетривi-

альна i задовольняє крайовi умови Дiрiхле; отже, це власна функцiя T , що

вiдповiдає власному значенню λ.

Зауважимо, що за припущенням (A0), λ = 0 не є власним значен-

ням (1.1), (1.2); проте воно є в спектрi D2(P ):

Лема 2.8. За припущення (A0) λ = 0 є власним значенням D2(P )

алгебраїчної кратностi один.

Доведення. Пряма перевiрка показує, що λ = 0 є власним значенням

оператора D2(P ) i що кожна вiдповiдна власна функцiя має бути пропор-

цiйна до u0 = (u1, u2)
t, де u1 = exp{−

∫
v}, u2 ≡ 0. Тому власне значен-

ня λ = 0 є геометрично простим.

Припустимо, що алгебраїчна кратнiсть λ = 0 бiльша, нiж один. То-

дi iснує вектор w = (w1, w2)
t з областi визначення D2(P ), приєднаний

до u0, тобто такий, що задовольняє рiвнiсть D2(P )w = u0. Тодi
(
d
dx − v

)
w2 =

u1 i, отже, `w2 = −
(
d
dx + v

) (
d
dx − v

)
w2 = −

(
d
dx + v

)
u1 = 0. Бiльше того,

умова w ∈ dom D2(P ) означає, що w2(0) = w2(1) = 0, а тому або w2 є

власною функцiєю (1.1), (1.2) для власного значення λ = 0 або w ≡ 0.

Перша можливiсть виключається припущенням (A0), а друга є неможли-

вою з огляду на спiввiдношення w′2 − vw2 = u1. Отримана суперечнiсть

показує, що не iснує такого w i закiнчує доведення.
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2.4. Асимптотика власних значень i власних функцiй

енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля

2.4.1. Оператор перетворення. У цьому пiдроздiлi ми будуємо так

званий оператор перетворення, що пов’язує розв’язок системи `(P )u = λu

з розв’язком `(P0)u = λu, де P0 – нульовий матричний потенцiал (тобто

такий, у якого всi компоненти тотожно рiвнi нулю).

Через U(x, λ) позначимо функцiю зi значеннями вM2, що задовольняє

рiвняння

J
dU

dx
+ PU = λU (2.12)

та початкову умову U(0) = I.

Теорема 2.5. Нехай P в (2.12) має вигляд (2.10) з p та v з L2(0, 1).

Тодi

U(x, λ) = ea(x)J +

x∫
0

e−λ(x−2s)JK(x, s)ds, (2.13)

де a(x) = a(x, λ) =
∫ x

0 p(s)ds− λx, а K — матричнозначна функцiя така,

що для кожного x ∈ [0, 1] функцiя K(x, ·) є з L2((0, 1),M2). Бiльше того,

вiдображення

x 7→ K(x, ·) ∈ L2((0, 1),M2) (2.14)

неперервне на [0, 1].

Ця теорема дуже схожа до вiдповiдної теореми з [35] i її доведення

вимагає лише незначних змiн.

Доведення. Зауважимо, що систему (2.12) можна переписати як

J
dU

dx
+QU = (λ− p)U

з

Q =

 −p −v
−v p

 = pJ1 − vJ2, J1 =

 −1 0

0 1

 , J2 =

 0 1

1 0

 .
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Метод варiацiї сталих показує, що U задовольняє таке iнтегральне рiвнян-

ня:

U(x) = ea(x)J +

x∫
0

e(a(x)−a(s))JJQ(s)U(s)ds.

Це рiвняння можна розв’язати методом послiдовних наближень. Нехай

U0(x) = ea(x)J , Un(x) =

x∫
0

e(a(x)−a(s))JJQ(s)Un−1(s)ds. (2.15)

Тодi розв’язок вище наведеного рiвняння можна формально подати як су-

му
∑∞

n=0 Un. Нижче ми доведемо, що

∞∑
n=0

‖Un‖∞ <∞ (2.16)

(тут ‖Un‖∞ := supx∈[0,1] |Un(x)|, а |Un(x)|— евклiдова норма матрицi Un(x)),

а тому ряд
∑∞

n=0 Un збiгається у просторi L∞([0, 1],M2) до розв’язку рiв-

няння (2.12), який задовольняє початкову умову U(0) = I.

Доведемо тепер (2.16). Нехай Q̃(t) := exp{−2
∫ t

0 pJ}JQ(t) i

Qn(t1, . . . , tn) := Q̃(tn)Q̃(tn−1) . . . Q̃(t1).

Зауважимо спочатку, що матриця Q антикомутує з J i тому

e−tJQ̃(s) = Q̃(s)etJ .

Використовуючи це у спiввiдношеннях (2.15), отримуємо за iндукцiєю, що

Un(x) = e
∫ x
0
p(s)dsJ

∫
Πn(x)

e−λ(x−2ξn(t))JQn(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn,

де

Πn(x) = {t := (t1, . . . , tn) ∈ Rn | 0 6 t1 6 · · · 6 tn 6 x},

ξn(t) =
n∑
j=1

(−1)n−jtj.
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Покладемо s = ξn(t). Тодi можемо переписати рiвнiсть для Un як

Un(x) =

x∫
0

e−λ(x−2s)JKn(x, s)ds,

де K1(x, s) ≡ e
∫ x
0
pJQ̃(s) i для n > 2

Kn(x, s) = e
∫ x
0
pJ

∫
Π∗n−1(x,s)

Qn(t1, . . . , tn−1, s+ ξn−1(t))dt1 . . . dtn−1

з 0 6 s < x 6 1 i

Π∗n−1(x, s) ={t := (t1, . . . , tn−1) ∈ Rn−1 |

0 6 t1 6 · · · 6 tn−1 6 ξn−1(t) + s 6 x}.

Оцiнимо L2-норму Kn(x, ·):

‖Kn(x, ·)‖2
2 =

1∫
0

|Kn(x, s)|2ds

6
1

(n− 1)!

1∫
0

ds

∫
Π∗n−1(x,s)

|Qn(t1, . . . , tn−1, s+ ξn−1(t))|2dt1 . . . dtn−1

6
1

(n− 1)!

∫
Πn(x)

|Qn(t1, . . . , tn)|2dt1 . . . dtn

=
1

((n− 1)!)2n

( x∫
0

|Q̃|2
)n

6
‖Q̃‖2n

2

((n− 1)!)2

де ‖K(·)‖2 :=
(∫ 1

0 |K(s)|2ds
)1/2

, а |K(x)| — евклiдова норма матрицi K(x).

Покладемо C := maxx∈[−1,1]|e−λxJ |. Тодi

|Un(x)| 6 C

x∫
0

|Kn(x, s)|ds 6 C‖Kn(x, ·)‖2 6 C
‖Q̃‖n2

(n− 1)!
,
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звiдки випливає (2.16). З оцiнки норми ‖Kn(x, ·)‖2 також випливає збiж-

нiсть ряду K(x, ·) :=
∑∞

n=1Kn(x, ·) в L2((0, 1),M2) з

‖K(x, ·)‖2 6
∞∑
n=1

e‖p‖1‖Q̃‖n2
(n− 1)!

6 ‖Q̃‖2 exp{‖Q̃‖2}.

Отже, перше твердження теореми доведено.

Щоб довести неперервнiсть (2.14), достатньо перевiрити неперервнiсть

вiдображення x 7→ exp
{
−

x∫
0

pJ
}
K(x, ·) =: K̃(x, ·). Вiзьмемо x1, x2 ∈ [0, 1]

такi, що x1 < x2. Покладемо K̃n(x, s) := exp
{
−

x∫
0

pJ
}
Kn(x, s); тодi

K̃n(x2, s)− K̃n(x1, s) =

∫
Π∗∗n−1(x1,x2,s)

Qn(t1, . . . , tn−1, s+ ξn−1(t))dt1 . . . dtn−1,

де

Π∗∗n−1(x1, x2, s) :={t := (t1, . . . , tn−1) ∈ Rn−1 |

0 6 t1 6 · · · 6 tn−1 6 ξn−1(t) + s, x1 6 ξn−1(t) + s 6 x2}.

Далi,
1∫

0

|K̃n(x2, s)−K̃n(x1, s)|2ds

6
1

(n− 1)!

1∫
0

∫
Π∗∗n−1(x1,x2,s)

|Qn(t1, . . . , tn−1, s+ ξn−1(t)|2dt1 . . . dtn−1ds

6
1

(n− 1)!

x2∫
x1

dtn

∫
Πn−1(x2)

|Qn(t1, . . . , tn)|2dt1 . . . dtn−1

6
1

((n− 1)!)2
‖Q̃‖2(n−1)

2 ·
x2∫
x1

|Q̃(t)|2dt.

Звiдси випливає оцiнка норм

‖K̃n(x2, ·)− K̃n(x1, ·)‖2 6
1

(n− 1)!
‖Q̃‖n−1

2

 x2∫
x1

|Q̃(t)|2dt

1/2
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а отже,

‖K̃(x1, ·)− K̃(x2, ·)‖2 6

 x2∫
x1

|Q̃(t)|2dt

1/2

exp{‖Q̃‖2}.

Це показує, що вiдображення x 7→ K̃(x, ·) неперервне з [0, 1] в L2((0, 1),M2).

Доведення завершено.

Зауважимо, що 2×2 матриця U0 = e−λxJ є розв’язком системи `(P0)U =

λU з нульовим потенцiалом P0. Тому, за останньою теоремою, розв’язок U

задачi (2.12) можна отримати з U0 за допомогою оператора перетворен-

ня T = R + K , де R є оператором множення на exp{
∫ x

0 pJ}, а K є

iнтегральним оператором, що дiє так:

K f(x) =

x∫
0

f(x− 2s)K(x, s)ds.

Цей оператор перетворення також здiйснює подiбнiсть вiдповiдних дифе-

ренцiальних виразiв, а саме,

`(P )T = T `(P0).

Далi ми використаємо результати цього пiдроздiлу, щоб отримати асимп-

тотики власних значень та власних функцiй T .

2.4.2. Асимптотика власних значень та власних функцiй. Роз-

глянемо вектор u(x, λ) = U(x, λ)(1, 0)t = (u1(x, λ), u2(x, λ))t. З огляду

на (2.13), друга компонента u2(x, λ) вектора u(x, λ) визначена так:

u2(x, λ) = − sin a(x)+

x∫
0

k11(x, s) sin(λ(x−2s))ds+

x∫
0

k21(x, s) cos(λ(x−2s))ds,

де kij — вiдповiднi елементи матрицi K. Зауважимо, що функцiя u2(x, λ)

розв’язує рiвняння (1.1) i задовольняє початкову умову u2(0, λ) = 0. Проте

u
[1]
2 (0, λ) = λ(u1(0, λ) + cu2(0, λ)) = λ,
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де c = (v − r)(0) (див. Зауваження 2.1). Тому ϕ(λ) = u2(1, λ)/λ є характе-

ристичною функцiєю для спектральної задачi (1.1), (1.2).

Далi зауважимо, що u2(1, λ) можна записати як

u2(1, λ) = sin (λ− p0) +

1∫
0

f(s)eiλ(1−2s)ds (2.17)

з f(s) = 1
2 [k21(1, s) + k21(1, 1− s)− ik11(1, s) + ik11(1, 1− s)]; також нага-

даємо, що p0 :=
∫ 1

0 p(s)ds. Зробимо замiну змiнних z := λ− p0 i розглянемо

функцiю

δ(z) = sin z +

1∫
0

f̃(s)eiz(1−2s)ds,

де f̃(s) = f(s)eip0(1−2s). Очевидно, δ(z) = u2 (1, z + p0). За теоремою 4 з [16],

нулi δ(z) можна занумерувати вiдповiдно до їхнiх кратностей як zn, n ∈
Z, так, що zn = πn + λ̃n, де послiдовнiсть (λ̃n)n∈Z належить до `2(Z).

Отже, нулi функцiї u2(1, λ) можна занумерувати вiдповiдно до їх кратно-

стей як λn, n ∈ Z, так, що

λn = πn+ p0 + λ̃n.

З цiєї асимптотики випливає, що всi крiм скiнченної кiлькостi нулiв u2(1, λ)

простi.

Зауважимо, що u2(1, λ) є характеристичною функцiєю оператора D2(P ),

визначеного у пiдроздiлi 2.3, звiдки λ = 0 є нулем u2(1, λ) порядку 1 (див.

лему 2.8). Проте, за припущенням (A0), воно не є нулем характеристич-

ної функцiї ϕ(λ). Отже, множина всiх власних значень задачi (1.1), (1.2)

збiгається з множиною нулiв функцiї u2(1, λ), вiдмiнних вiд нуля. Тому

справедлива така теорема.

Теорема 2.6. Власнi значення задачi (1.1), (1.2) можна занумерува-

ти вiдповiдно до їхнiх кратностей як λn з n ∈ Z∗ := Z\{0} так, що вони
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задовольняють асимптотики

λn = πn+ p0 + λ̃n (2.18)

з `2-послiдовнiстю (λ̃n) та p0 :=
∫ 1

0 p(s)ds. Зокрема, всi власнi значення λn
з досить великим |n| простi.

Перейдемо тепер до дослiдження асимптотик власних функцiй енерго-

залежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля. Розглянемо вектори un := u(x, λn).

Покладемо un,0 := (cosλnx, sinλnx)t. Тодi, за теоремою 2.5, маємо

un = Run,0 + Mun,0,

де оператор R був визначений в кiнцi пiдроздiлу 2.4.1 i

Mu(x) =

x∫
0

M(x, s)u(x− 2s)ds

з

M(x, s) =

 k11(x, s) −k21(x, s)

k21(x, s) k11(x, s)


i вiдповiдними елементами kij матрицi K з пiдроздiлу 2.4.1. З цього випли-

ває така

Теорема 2.7. Власнi функцiї yn задачi (1.1), (1.2), що вiдповiдають

власним значенням λn, задовольняють асимптотику

yn(x) = sin

λnx− x∫
0

p

+ ỹn(x),

де ỹn(x) = (0, 1)Mun,0 i послiдовнiсть (‖ỹn‖) належить до `2.

Доведення. За зауваженням 2.2, власна функцiя yn задачi (1.1), (1.2),

що вiдповiдає власному значенню λn, збiгається з другою компонентою вiд-

повiдного власного вектора un оператора Дiрака D2(P ). Тому залишається

довести тiльки твердження про ‖ỹn‖. Для цього ми покажемо, що послi-

довнiсть норм (‖Mun,0‖) належить до `2.
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Покладемо vn := (cos(πn+p0)x, sin(πn+p0)x)t i vn,0 := (cosπnx, sin πnx)t.

Тодi вектори vn,0 утворюють ортонормальну базу в L2(0, 1)×L2(0, 1) i vn =

Pvn,0, де P — оператор множення на exp{p0xJ}. Далi зауважимо, що

‖un,0 − vn‖ =
∥∥∥(eλ̃nxJ − I)vn

∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥∥
x∫

0

d

dt
eλ̃ntJdt

∥∥∥∥∥∥ ‖vn‖ 6 C|λ̃n|,

з C := maxn∈Z∗ e
|λ̃n|‖P‖ так, що∑

n∈Z∗
‖un,0 − vn‖2 <∞. (2.19)

Тепер запишемо нерiвнiсть

‖Mun,0‖ 6 ‖M (un,0 − vn)‖+ ‖Mvn‖ (2.20)

i зауважимо, що послiдовнiсть (‖M (un,0 − vn)‖) належить до `2 за (2.19).

Оператор M є з класу Гiльберта–Шмiдта S2; тодi також MP ∈ S2, а

тому ∑
‖Mvn‖2 =

∑
‖MPvn,0‖2 = ‖MP‖S2

,

де ‖ · ‖S2
— норма Гiльберта–Шмiдта оператора MP(див., напр., [58,

V.2.4.]). Цi аргументи разом з (2.20) завершують доведення.

Зауваження 2.3. Зауважимо, що справедлива така оцiнка:

|‖un‖ − ‖Rvn‖| 6 ‖un −Rvn‖ 6 ‖un −Run,0‖+ ‖Run,0 −Rvn‖

6 ‖Mun,0‖+ ‖R‖‖un,0 − vn‖.

Тодi з доведення попередньої теореми випливає, що числова послiдовнiсть

з |‖un‖ − ‖Rvn‖| належить до `2. Оскiльки p дiйснозначна, то оператори

P та R унiтарнi, а тому vn утворює ортонормовану базу i ‖Rvn‖ = 1. Як

наслiдок,

‖un‖ = 1 + α̃n,

де (α̃n) належить до `2.
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Це зауваження буде використане у роздiлi 3 для дослiдження асимп-

тотик нормiвних множникiв задачi Штурма–Лiувiлля з енергозалежними

потенцiалами.

2.4.3. Факторизацiя характеристичних функцiй. Далi викорис-

таємо отримане в цьому пiдроздiлi iнтегральне зображення (2.17) для дру-

гої компоненти власного вектора оператора Дiрака, щоб побудувати факто-

ризацiю характеристичної функцiї ϕ(λ), яка дозволяє визначити цю функ-

цiю через власнi значення задачi (1.1), (1.2). Ця факторизацiя використову-

ється при виведеннi формули, яка визначає нормiвнi множники (1.1), (1.2)

через два спектри рiвняння (1.1) з двома типами крайових умов (див. пiд-

роздiл 3.3.2).

Теорема 2.8. Нехай λn, n ∈ Z∗, — власнi значення спектральної за-

дачi (1.1), (1.2). Тодi характеристичну функцiю ϕ(λ) можна факторизу-

вати так:

ϕ(λ) =


V.p.

∞∏
n=−∞
n 6=0

λn − λ
πn

, якщо p0 6= πl, l ∈ Z,

(−1)l V.p.
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn − λ
πn

, якщо p0 = πl, l ∈ Z.

Доведення. Припустимо спочатку, що p0 6= πl, l ∈ Z. Зауважимо, що

функцiя u2(1, λ) задається (2.17), а тому є експоненцiйного типу 1. Нага-

даємо також, що за лемою 2.8, λ = 0 є нулем u2(1, λ) порядку 1. Отже, за

факторизацiйною теоремою Адамара (див., напр., [96]) маємо1

u2(1, λ) = λeAλ+B
∞∏

n=−∞
n 6=0

(
1− λ

λn

)
e
λ
λn ,

де A та B — деякi сталi, а λn — нулi функцiї u2(1, λ). З огляду на асим-

птотичний розподiл (2.18), ряд
∑

λ
λn

збiгається у сенсi головного значення.

1Тут i надалi всi нескiнченнi добутки i суми розумiємо у сенсi головного значення, а символ V.p.

будемо опускати.
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Справдi,

∞∑
n=−∞
n 6=0

1

λn
=

∞∑
n=1

(
1

λn
+

1

λ−n

)
=

∞∑
n=1

π2n2

λnλ−n
· λn + λ−n

π2n2
,

i ряд
∑∞

n=1
λn+λ−n
π2n2 абсолютно збiжний, а послiдовнiсть

(
π2n2

λnλ−n

)
обмежена.

Таким чином можна записати

u2(1, λ) = λeA
′λ+B

∞∏
n=−∞
n 6=0

(
1− λ

λn

)

з деякою сталою A′.

Щоб знайти значення A′ та B, розглянемо вiдношення u2(1,λ)
sin(λ−p0) i знайде-

мо його границю вздовж променя λ = reiθ, θ 6= 0, π. За (2.17) та уточненою

лемою Рiмана–Лебега [21, Лема 1.3.1], маємо

u2(1, re
iθ)

sin(reiθ − p0)
= 1 + o(1), r →∞. (2.21)

Нагадаємо (див., напр., [96]), що функцiю sin(λ − p0) можна фактори-

зувати так:

sin(λ− p0) = (λ− p0)
∞∏

n=−∞
n 6=0

νn − λ
πn

,

де νn — нулi sin(λ− p0), тобто νn = πn+ p0. Отже,

u2(1, λ)

sin(λ− p0)
=
λeA

′λ+B

λ− p0
·
∞∏

n=−∞
n 6=0

πn

λn
· λn − λ
νn − λ

. (2.22)

Покажемо, що A′ = 0. Якщо б A′ не дорiвнювало 0, то можна було

б вибрати напрямок θ такий, що ReA′reiθ прямувало б до нескiнченностi,

коли r →∞. За лемою 2.9, поданою нижче, добуток
∞∏

n=−∞
n 6=0

πn
λn

збiжний i, за

лемою 2.10, добуток
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn−reiθ
νn−reiθ збiгається до 1 при r → ∞ i θ 6= 0, π. Цi
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мiркування разом з (2.21), (2.22) приводять до суперечностi. Тому A′ = 0 i

eB
∞∏

n=−∞
n 6=0

πn

λn
= 1,

звiдки випливає, що

ϕ(λ) = u2(1, λ) =
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn − λ
πn

.

Якщо p0 = πl для деякого l ∈ Z, то

sin(λ− p0) = (−1)lλ
∞∏

n=−∞
n 6=0

πn− λ
πn

,

а отже,
u2(1, λ)

sin(λ− p0)
= (−1)leA

′λ+B
∞∏

n=−∞
n 6=0

πn

λn

∞∏
n=−∞
n 6=0

λn − λ
πn− λ

.

Поєднуючи це, (2.21) та аргументи аналогiчнi до використаних у випадку,

коли p0 6= πl, отримуємо, що A′ = 0 i eB = (−1)l
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn
πn . Тому для p0 = πl

ϕ(λ) = (−1)l
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn − λ
πn

.

Теорему доведено.

Лема 2.9. Добуток
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn
πn збiгається.

Доведення. Почнемо з доведення наступної нерiвностi для z ∈ C:

|(1 + z)e−z| 6 e|z|
2

. (2.23)

Справдi,

(1 + z)e−z =
∞∑
k=0

ckz
k
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з c0 = 1 та ck = (−1)k+1(k − 1)/k!. Для |z| < 1 маємо

|(1 + z)e−z| 6 1 +
∞∑
k=1

(|c2k|+ |c2k+1|)|z|2k

тодi як для |z| > 1

|(1 + z)e−z| 6 1 +
∞∑
k=1

(|c2k−1|+ |c2k|)|z|2k.

Залишається зауважити, що |c2k|+ |c2k+1| 6 1/k! i |c2k|+ |c2k−1| 6 1/k! для

всiх k > 1.

Тепер розглянемо послiдовнiсть (an)n∈Z комплексних чисел з `2(Z) таку,

що 1 + an 6= 0 i ряд
∑
an збiгається. З огляду на (2.23), добуток

∏
(1 + an)

збiгається. Бiльше того,∣∣∏(1 + an)
∣∣ 6 ∣∣exp

∑
an
∣∣ · exp{

∑
|an|2}.

Далi покажемо, що цей результат можна застосувати до
∏
n∈Z∗

λn
πn . По-

кладемо 1 + an := λn
πn , тобто an = p0+λ̃n

πn . Оскiльки 1
πn належить до `2 та

iснує така стала C < ∞, що |p0 + λ̃n| < C для кожного n ∈ Z∗, послi-

довнiсть (an) належить до `2. Зауважимо, що V.p.
∑
n∈Z∗

p0
πn = 0 i ряд

∑
n∈Z∗

λ̃n
πn

збiгається, бо послiдовностi (λ̃n) та 1
πn належать до `2. З цього випливає

збiжнiсть ряду
∑
n∈Z∗

an, що завершує доведення.

Лема 2.10. Добуток
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn−reiθ
νn−reiθ збiгається до 1 при r →∞ з θ 6= 0, π.

Доведення. Розглянемо ряд

∞∑
n=−∞
n 6=0

ln
λn − reiθ

νn − reiθ
=

∞∑
n=−∞
n 6=0

ln

(
1 +

λ̃n
νn − reiθ

)
. (2.24)

Можна знайти достатньо велике N таке, що |λ̃n| < 1/2, коли |n| > N .

Також для всiх r > Rθ з Rθ = (1 + |p0|)/ sin θ маємо |νn − reiθ| > 1.
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Оскiльки iснує така стала C < ∞, що | ln(1 + z)| 6 C|z| для |z| 6 1/2, то

для таких n та r виконується нерiвнiсть∣∣∣∣ln(1 +
λ̃n

νn − reiθ

)∣∣∣∣ 6 C

∣∣∣∣ λ̃n
νn − reiθ

∣∣∣∣.
Далi зазначимо, що

|νn − reiθ| > |πn− reiθ| − |p0| > |πn sin θ| − |p0|.

Але |p0| < 1
2πN sin θ для досить великого N . Тому для всiх n з |n| > N

|νn − reiθ| >
| sin θ|

2
|πn|.

Отже, ∣∣∣∣ λ̃n
νn − reiθ

∣∣∣∣ < 2

π| sin θ|
|λ̃n|
|n|

.

Оскiльки послiдовностi (λ̃n) та (1/n) належать до `2, то ряд
∞∑

n=−∞
n 6=0

|λ̃n|
|n| збi-

гається. А отже, ряд (2.24) збiгається рiвномiрно у r > Rθ для фiксовано-

го θ, θ 6= 0, π. Таким чином,

lim
r→∞

∞∑
n=−∞
n 6=0

ln
λn − reiθ

νn − reiθ
=

∞∑
n=−∞
n 6=0

lim
r→∞

ln
λn − reiθ

νn − reiθ
= 0.

А це означає, що добуток
∞∏

n=−∞
n 6=0

λn−reiθ
νn−reiθ збiгається до 1, коли r →∞.

2.4.4. Результати для крайових умов змiшаного типу. Тепер

розглянемо рiвняння (1.1) з крайовими умовами змiшаного типу (1.3). Ос-

кiльки доведення є аналогiчними до використаних у випадку крайових

умов Дiрiхле, ми лише переформулюємо результати.

Не обмежуючи загальностi, припустимо, що µ = 0 не є власним значен-

ням задачi (1.1), (1.3). Розглянемо функцiю

ψ(µ) := u1(1, µ) +
h1u2(1, µ)

µ
,
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де u1 та u2 — розв’язки системи (2.8), (2.9), а h1 := (v − r)(1). Функ-

цiя y(·, µ) := u2(·, µ) розв’язує рiвняння `(y) + 2µpy = µ2y i задовольняє

спiввiдношення

y[1] = (y′ − vy) + (v − r)y = µu1 + (v − r)u2;

зокрема, y(0, µ) = 0 i y[1](1, µ) = µψ(µ). Таким чином, ψ є характеристич-

ною функцiєю для задачi (1.1), (1.3), тобто нулi ψ(µ) є власними значен-

нями такої задачi.

Використовуючи асимптотичний вигляд u1 та u2, отримуємо

ψ(µ) = cos a(1, µ)− h1

µ
sin a(1, µ)

−
1∫

0

k21(1, s) sin(µ(1− 2s))ds+

1∫
0

k11(1, s) cos(µ(1− 2s))ds

+
h1

µ

 1∫
0

k11(1, s) sin(µ(1− 2s))ds+

1∫
0

k21(1, s) cos(µ(1− 2s))ds

 .

Тодi з теореми 4 з [16] випливає

Теорема 2.9. Власнi значення задачi (1.1), (1.3) можна занумерува-

ти вiдповiдно до їхнiх кратностей як µn, n ∈ Z, так, що вони задоволь-

няють асимптотики

µn = π

(
n+

1

2

)
+ p0 + µ̃n (2.25)

з `2-послiдовнiстю (µ̃n) та p0 :=
∫ 1

0 p(s)ds. Зокрема, всi власнi значення µn
з досить великим |n| простi.

Аналогiчно до випадку з крайовими умовами Дiрiхле можна довести

наступнi результати

Теорема 2.10. Власнi функцiї yn задачi (1.1), (1.3), що вiдповiдають
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власним значенням µn, задовольняють асимптотику

yn(x) = cos

µnx− x∫
0

p

+ ỹn(x),

де послiдовнiсть (‖ỹn(x)‖) належить до `2.

Теорема 2.11. Нехай µn, n ∈ Z, — власнi значення (1.1), (1.3). Тодi

характеристичну функцiю ψ(µ) можна факторизувати так:

ψ(µ) =


−V.p.

∞∏
n=−∞

µn − µ
π (n+ 1/2)

, якщо p0 6=
π

2
+ πl, l ∈ Z,

(−1)l+1(µ0 − µ)V.p.
∞∏

n=−∞
n 6=0

µn − µ
πn

, якщо p0 =
π

2
+ πl, l ∈ Z.

Факторизацiя з останньої теореми буде далi використана для виведення

формули, що визначає нормiвнi множники задачi (1.1), (1.3) через два спе-

ктри рiвняння (1.1) з двома типами крайових умов (див. пiдроздiл 3.3.2).

У цьому роздiлi ми дослiдили властивостi спектрiв задач Штурма–

Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами з крайовими умовами Дiрiхле

та крайовими умовами змiшаного типу. Отриманi результати дозволяють

подати повний опис спектральних даних, що необхiдний при розв’язуваннi

оберненої задачi вiдновлення енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля

за двома спектрами. Цi результати разом з результатами наступного роздi-

лу будуть використанi при описi спектральних даних у задачi вiдновлення

за спектром та нормiвними множниками. Також описане у цьому роздiлi

зведення рiвняння (1.1) до системи Дiрака є одним iз ключових моментiв

при розв’язуваннi обернених задач у роздiлах 4 та 5.

Результати, наведенi в цьому роздiлi, опублiкованi в працях [70, 73, 75,

77,88]
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РОЗДIЛ 3

НОРМIВНI МНОЖНИКИ

У цьому роздiлi ми вводимо поняття нормiвних множникiв для задач

Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами. Цi спектральнi харак-

теристики є вагомим iнструментом в оберненiй спектральнiй теорiї (див.,

напр., [17, 69]), а тому важливо визначити їх якнайзручнiше. Для дiйсних

i простих власних значень таких задач введене нами означення нормiвних

множникiв є аналогiчним до вiдповiдного означення для стандартних опе-

раторiвШтурма–Лiувiлля. Але оскiльки задачiШтурма–Лiувiлля з енерго-

залежними потенцiалами можуть мати також недiйснi i/або непростi власнi

значення, запропоноване нами означення є загальнiшим.

Як i в класичнiй теорiї Штурма–Лiувiлля, нормiвнi множники одно-

значно визначаються спектрами (1.1) з двома рiзними наборами крайових

умов; у цьому роздiлi ми виведемо точну формулу такого зв’язку. Далi

ми використаємо цей зв’язок, щоб отримати достатнi умови простоти та

дiйсностi власних значень розглянутих енергозалежних задач Штурма–

Лiувiлля. Такi умови дуже важливi у нашому дослiдженнi, оскiльки пiдхiд,

який ми пропонуємо для вивчення обернених задач вiдновлення, працює

найефективнiше тодi, коли спектри задач (1.1) з вiдповiдними крайовими

умовами дiйснi та простi. Також формула зв’язку нормiвних множникiв i

двох спектрiв використовується в одному iз запропонованих у цьому дослi-

дженнi методiв розв’язування оберненої задачi вiдновлення потенцiалiв p

та q за двома спектрами, який полягає у зведеннi такої задачi до вiднов-

лення потенцiалiв p та q за спектром та вiдповiдним набором нормiвних

множникiв (див. роздiл 5).
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3.1. Поняття нормiвних множникiв

Для початку введемо додатковi поняття, якi будуть часто використову-

ватися у цьому роздiлi.

Матрицю розмiру k×k називаємо верхньою (нижньою) антитрикутною,

якщо всi її елементи пiд (над) антидiагоналлю рiвнi нулю. Позначимо че-

рез M+[γ1, γ2, . . . γk] (вiдповiдно через M−[γ1, γ2, . . . γk]) верхнi (вiдповiдно

нижнi) антитрикутнi матрицi Ганкеля, що заданi так

M+[γ1, γ2, . . . γk] =


γ1 γ2 · · · γk

γ2 . .
.

0
... . .

.
. .
. ...

γk 0 · · · 0


i

M−[γ1, γ2, . . . , γk] =


0 · · · 0 γ1

... . .
.
. .
.
γ2

0 . .
.
. .
. ...

γ1 γ2 · · · γk

 .

Послiдовнiсть γ1, . . . , γk називаємо асоцiйованою з матрицямиM±[γ1, γ2, . . . γk].

У цьому роздiлi ми часто працюватимемо з нескiнченними блочно дi-

агональними матрицями з верхнiми (нижнiми) антитрикутними блоками

двох видiв. Блоки першого виду — це просто верхнi (нижнi) антитрикутнi

матрицi Ганкеля. Блоки другого виду мають вигляд 0 B1

B2 0

 , (3.1)

де B1 — верхня (нижня) антитрикутна матриця Ганкеля, а B2 — її комп-

лексно спряжена. Позначимо дiагональнi блоки такої нескiнченної матри-

цiM черезMn, n ∈ Z. З кожним блокомMn розмiруm асоцiйована числова
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послiдовнiсть довжини m; цi скiнченнi послiдовностi разом утворюють не-

скiнченну послiдовнiсть (γk)k∈Z, асоцiйовану з M .

Тепер занумеруємо власнi значення λk, k ∈ Z, операторної в’язки T так,

що

(1) кожне власне значення повторюється вiдповiдно до його кратностi;

(2) дiйснi частини власних значень не спадають, тобто, Reλi 6 Reλj

для i < j;

(3) модулi уявних частин власних значень з однаковими дiйсними час-

тинами не спадають, тобто, якщо Reλi = Reλj для деяких i < j,

то |Imλi| 6 |Imλj|; якщо, крiм того, |Imλi| = |Imλj|, то Imλi > Imλj.

За такої нумерацiї, якщо деяке λ є власним значенням T кратностi m, то

iснує n ∈ Z таке, що λ = λn = λn+1 = · · · = λn+m−1. Бiльше того, якщо λ

недiйсне, то λ = λn+m = λn+m+1 = · · · = λn+2m−1.

Разом iз послiдовнiстю власних значень (λk)k∈Z введемо послiдовнiсть

(yk)k∈Z векторiв з domA таку, що якщо λn = λn+1 = · · · = λn+m−1 — влас-

не значення T кратностi m, то yn, yn+1, . . . yn+m−1 — ланцюжок власного

та приєднаних векторiв T , що вiдповiдає λn, визначений як описано далi.

Нехай y( · , λ) — розв’язок (1.1), що задовольняє початковi умови y(0, λ) = 0

i y[1](0, λ) = 1; тодi

yn+j(x) :=
1

j!

∂jy(x, λ)

∂λj

∣∣∣∣
λ=λn

, j = 0, 1, ...,m− 1. (3.2)

Для векторiв, що вiдповiдають комплексно спряженим власним значен-

ням λn = λn+1 = · · · = λn+m−1 = λn+m = · · · = λn+2m−1, виконуються

рiвностi yn+m+j = yn+j для j = 0, . . . ,m− 1.

Тепер введемо означення нормiвних множникiв αn, n ∈ Z, для опера-

торної в’язки T . Для дiйсного власного значення λ = λn = λn+1 = · · · =
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λn+m−1 алгебраїчної кратностi m покладемо

αn+j = (T ′(λ)(λyn+j + yn+j−1), yn+m−1)L2
+ (λyn+j−1 + yn+j−2, yn+m−1)L2

+ (λyn+j + yn+j−1, yn+m−2)L2
, j = 0, . . . ,m− 1;

(3.3)

у цiй формулi вважаємо, що yn−1 та yn−2 рiвнi нулю, щоб спростити вираз.

Для недiйсних власних значень λ = λn = λn+1 = · · · = λn+m−1 = λn+m =

· · · = λn+2m−1

αn+j = (T ′(λ)(λyn+j + yn+j−1), yn+2m−1)L2
+ (λyn+j−1 + yn+j−2, yn+2m−1)L2

+ (λyn+j + yn+j−1, yn+2m−2)L2
, j = 0, . . . ,m− 1,

αn+m+j =αn+j, j = 0, . . . ,m− 1;

(3.4)

тут вважаємо, що yn−1 = yn−2 = 0 так само, як у (3.3).

Означення нормiвних множникiв для операторної в’язки T описаним

способом є доволi природним. По-перше, зауважимо, що для дiйсних i прос-

тих власних значень так означенi нормiвнi множники визначають тип влас-

них значень (див. [18]), оскiльки(
T ′(λn)yn, yn

)
L2

=
αn
λn
.

По-друге, якщо потенцiал p тотожно дорiвнює нулю, (1.1) є спектраль-

ним рiвнянням для оператора Штурма–Лiувiлля A i подане означення

нормiвних множникiв для операторної в’язки T збiгається зi стандартним

означенням нормiвних множникiв для A [6]. Нагадаємо також, що фун-

кцiя u(x, t) := yn(x)eλnt є розв’язком вiдповiдного еволюцiйного рiвняння

T (d/dt)u = 0, i його енергiя (Au, u) + (u̇, u̇), де u̇ позначає ∂u/∂t, дорiвнює

λ2
nαne

2λnt. Нарештi, так означенi нормiвнi множники визначають матрицю

Ґрама для лiнеаризацiї L , побудованої в попередньому роздiлi.

За теоремою 2.3, послiдовнiсть (λk)k∈Z є послiдовнiстю власних зна-

чень оператора L . Розглянемо послiдовнiсть векторiв (yk)k∈Z в E таких,



68

що для власного значення λ = λn = λn+1 = · · · = λn+m−1 кратностi m

вектори yk, k = n, . . . , n + m − 1, визначенi формулами yn = (yn, λyn)
t

та yj = (yj, λyj + yj−1)
t, j = n + 1, ..., n + m − 1. З доведення теореми 2.3

нам вiдомо, що yn,yn+1, . . . ,yn+m−1 — ланцюжок власного та приєднаних

векторiв L , що вiдповiдає власному значенню λ, а отже, (yn)n∈Z є послi-

довнiстю всiх власних та приєднаних векторiв L .

Покладемо gkl := [yk,yl] та асоцiюємо з оператором L матрицю Ґра-

ма G = (gkl). Нагадаємо, що якщо власнi значення λk та λl задовольняють

умову λk 6= λl, то пiдпростори, якi вiдповiдають λk та λl ортогональнi в Π.

Звiдси зрозумiло, що матриця Ґрама G має блочно-дiагональну структуру.

Для дiйсного λ = λn = · · · = λn+m−1 i k, l = n, . . . , n+m− 1 з рiвностi

[(L − λI )yk,yl] = [yk, (L − λI )yl]

випливає, що gij = gkl, коли i + j = k + l, а iндекси i, j, k, l є мiж n та

n+m− 1; бiльше того, gkl = 0, якщо k + l < 2n+m− 1. Далi зауважимо,

що

gn+j,n+m−1 =[yn+j,yn+m−1] = (Ayn+j,1, yn+m−1,1)L2
+ (yn+j,2, yn+m−1,2)L2

= (T ′(λ)(λyn+j,1 + yn+j−1,1), yn+m−1,1)L2

+ (λyn+j−1,1 + yn+j−2,1, yn+m−1,1)L2

+ (λyn+j,1 + yn+j−1,1, yn+m−2,1)L2
= αn+j, j = 0, . . . ,m− 1,

(3.5)

де ми вважаємо, що yn−1,1 = yn−2,1 = 0, щоб спростити вираз. Тому блок

Gn матрицi G, що вiдповiдає власному значенню λ кратностim, є нижньою

антитрикутною матрицею Ганкеля M−[αn, . . . , αn+m−1].

Тепер нехай λ = λn = ... = λn+m−1 = λn+m = ... = λn+2m−1. Кореневi

пiдпростори власних значень λ та λ є нейтральнi i кососпряженi. Тому

блок G, що вiдповiдає цим двом кореневим просторам, має вигляд (3.1)

з матрицями B1 та B2 розмiру m × m . Зауважимо, що yn+m+j = yn+j;
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тому B2 комплексно спряжений з B1 i

gk−1,l+m = [(L − λI )yk,yl] = [yk, (L − λI )yl] = gk,m+l−1.

Використовуючи мiркування подiбнi до тих, що у випадку дiйсного λ, отри-

муємо, що gn+j,n+2m−1 = αn+j для j = 0, . . . ,m − 1. Звiдси B1 є нижньою

антитрикутною матрицею Ганкеля M−[αn, . . . , αn+m−1].

Отже, бачимо, що послiдовнiсть (αk) нормiвних множникiв в’язки T по-

в’язана з блочно-дiагональною матрицею Ґрама системи власних та при-

єднаних векторiв (yk) оператора L . Маючи матрицю Ґрама G, ми автома-

тично маємо послiдовнiсть (αk). I навпаки, маючи послiдовнiсть нормiвних

множникiв (αk) i послiдовнiсть власних значень (λk) в’язки T , ми можемо

побудувати вiдповiдну матрицю G.

Наступна лема використовується, зокрема, у пiдроздiлi 3.4.

Лема 3.1. Припустимо, що T має тiльки дiйснi i простi власнi зна-

чення. Тодi всi нормiвнi множники T додатнi тодi i лише тодi, коли

оператор A додатний.

Доведення. З (3.5), за припущення леми нормiвний множник αn в’яз-

ки T дорiвнює елементу gnn матрицi Ґрама G лiнеаризацiї L . А отже, αn
є нормами вiдповiдних власних векторiв L в просторi Понтряґiна.

Достатнiсть. Очевидно, якщо A додатний, то простiр Π є простором

Гiльберта, а отже, L є самоспряженим оператором у гiльбертовому про-

сторi i всi нормiвнi множники αn є додатними як норми власних векторiв

у просторi Гiльберта.

Необхiднiсть. Припустимо, що A не є додатним. Тодi Π є простором

Понтряґiна зi скiнченним вiд’ємним iндексом κ > 0. За теоремою Понтря-

ґiна (див., напр., [38]), тодi в Π iснує максимальний недодатний пiдпростiр

вимiрностi κ, iнварiантний вiдносно L . I у цьому пiдпросторi iснує вла-

сний вектор L з недодатним вiдповiдним нормiвним множником αn. А це
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означає, що не всi нормiвнi множники T додатнi. Ця суперечнiсть завершує

доведення.

Для операторної в’язки TM також можна визначити нормiвнi множни-

ки βn аналогiчно до (3.3) з TM замiсть T та з (yn) власними та приєднаними

векторами TM , визначеними через (3.2), де λ власне значення TM . Нормiвнi

множники βn задовольняють властивостi, схожi до властивостей αn; зокре-

ма, справедлива така

Лема 3.2. Нехай TM має лише дiйснi та простi власнi значення. Тодi

всi нормiвнi множники TM додатнi тодi i лише тодi, коли оператор AM

додатний.

3.2. Асимптотики нормiвних множникiв

Використовуючи зв’язок операторної в’язки T з оператором Дiрака,

який був установлений у пiдроздiлi 2.3, дослiдимо асимптотики введених

нормiвних множникiв. Спочатку зауважимо, що для простих i дiйсних вла-

сних значень в’язки T можна переписати означення вiдповiдних нормiвних

множникiв, задане формулою (3.3), у бiльш зручному виглядi.

Означення 3.1. Для дiйсного простого власного значення λ в’язки

T позначимо через y вiдповiдну власну функцiю, нормовану початковими

умовами y(0) = 0 та y[1](0) = λ. Тодi нормiвний множник, що вiдповiдає λ,

визначається формулою

α := 2

1∫
0

y2(t)dt− 2

λ

1∫
0

p(t)y2(t)dt. (3.6)

Нормiвний множник для оператора Дiрака D2(P ), який вiдповiдає дiй-

сному i простому власному значенню λ, визначається так

‖u‖2 = ‖u1‖2
L2

+ ‖u2‖2
L2
,
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де u = (u1, u2)
t — власна функцiя оператора Дiрака D2(P ), що вiдповiдає λ

i нормована початковими умовами u1(0) = 1 i u2(0) = 0. Припустимо, що

λ 6= 0; тодi, за зауваженням 2.2, y := u2 є власною функцiєю T , що вiдпо-

вiдає власному значенню λ; також y дiйснозначна i задовольняє початковi

умови y(0) = 0 та y[1](0) = (y′ − ry)(0) = (y′ − vy)(0) = λu1(0) = λ.

Використовуючи iнтегрування частинами та рiвнiсть (2.7), отримаємо

‖u′2 − vu2‖2
L2

= (Au2, u2)L2
;

тодi, з огляду на (2.8),

‖u‖2 =
1

λ2
(Ay, y)L2

+ (y, y)L2
= −1

λ
(By, y)L2

+ 2(y, y)L2
,

що збiгається з (3.6). Таким чином, ми довели такий важливий результат.

Лема 3.3. Нормiвнi множники, що вiдповiдають ненульовим дiйсним

простим власним значенням оператора Дiрака D2(P ) та операторної

в’язки T збiгаються.

Нагадаємо, що всi, крiм скiнченної кiлькостi власних значень (1.1), (1.2),

дiйснi та простi (див. теорему 2.4). Тому iз зауваження 2.3 та леми 3.3 маємо

таке:

Теорема 3.1. Нормiвнi множники αn задачi (1.1), (1.2), що вiдповi-

дають власним значенням λn, задовольняють асимптотику

αn = 1 + α̃n,

де (α̃n) ∈ `2.

Використовуючи аналогiчнi мiркування, можна довести вiдповiдний ре-

зультат для випадку крайових умов змiшаного типу.

Теорема 3.2. Нормiвнi множники βn задачi (1.1), (1.3), що вiдповi-

дають власним значенням µn, задовольняють асимптотику

βn = 1 + β̃n

з `2-послiдовнiстю (β̃n).
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3.3. Визначення нормiвних множникiв за двома спектрами

У цьому пiдроздiлi ми виведемо формули, якi визначають нормiвнi

множники задачi (1.1), (1.2) через спектри задач (1.1), (1.2) i (1.1), (1.3)

(чи, що еквiвалентно, операторних в’язок T та TM). Для цього спочатку

знайдемо деякi зв’язки мiж нормiвними множниками та характеристични-

ми функцiями вiдповiдних задач. А тодi скористаємось факторизацiєю ха-

рактеристичних функцiй, отриманою в пiдроздiлi 2.4, щоб знайти потрiбнi

формули. Для нормiвних множникiв задачi (1.1), (1.3) ми наведемо вiдпо-

вiднi результати без доведень, оскiльки для того, щоб їх отримати, досить

провести мiркування, аналогiчнi до використаних у випадку крайових умов

Дiрiхле.

3.3.1. Деякi додатковi формули для нормiвних множникiв. Об-

числимо лишки резольвенти (L − zI )−1 лiнеаризацiї L у власному зна-

ченнi λ двома рiзними шляхами. Прирiвнявши результати, отримаємо деякi

формули для нормiвних множникiв αk.

Спершу зауважимо, що для достатньо великого N власнi значення λn
з |n| > N простi. Тому вiдповiднi блоки матрицi G є ненульовими ска-

лярами, що дорiвнюють вiдповiдним нормiвним множникам i прямують

до 1, коли |n| → ∞ (див. результати пiдроздiлу 3.2). Iншi блоки G є не-

виродженими нижнiми антитрикутними матрицями двох типiв, якi були

описанi на початку пiдроздiлу 3.1. Таким чином, G є блочно-дiагональною

матрицею, у якої дiагональнi блоки Gn є оборотними i sup ‖G−1
n ‖ < ∞.

Тому G є обмежено оборотною; позначимо обернену до неї через D. Да-

лi зауважимо, що обернена до нижньої антитрикутної матрицi Ганкеля є

верхньою антитрикутною матрицею Ганкеля. Отже, D, так само як G, має

блочно-дiагональну структуру, але з верхнiми антитрикутними матрицями

Ганкеля в блоках. Поставимо у вiдповiднiсть D послiдовнiсть (δk)k∈Z так,
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як пояснено на початку пiдроздiлу 3.1.

Спочатку розглянемо дiйсне власне значення λ = λn = λn+1 = · · · =

λn+m−1 i зауважимо, що лишок резольвенти L в λ дорiвнює мiнус проектор

Рисса на вiдповiдний кореневий пiдпростiр (порiв., напр., [58, Гл.1]). Отже,

res
z=λ

(L − zI )−1 = −
n+m−1∑
k,l=n

dkl[·,yl]yk = −
m−1∑
j=0

j∑
k=0

δn+j[·,yj+n−k]yn+k. (3.7)

Далi, використовуючи зображення (2.5), отримуємо

res
z=λ

(L − zI )−1 = − res
z=λ

 z−1(T̃−1(z)Ã+ I) T−1(z)

T̃−1(z)Ã zT−1(z)


= − res

z=λ

 z−1T̃−1(z) T−1(z)

T̃−1(z) zT−1(z)

 Ã 0

0 I

 .

За формулою Ґрiна,

T (z)−1f(x) =
1

W (z)

ϕ−(x, z)

1∫
x

f(t)ϕ+(t, z)dt+ ϕ+(x, z)

x∫
0

f(t)ϕ−(t, z)dt

 ,
де ϕ−(·, z) — розв’язок рiвняння `(y) = (z2− 2zp)y, що задовольняє почат-

ковi умови y(0) = 0, y[1](0) = 1, ϕ+(·, z) — розв’язок такого ж рiвняння,

що задовольняє умови y(1) = 0, y[1](1) = 1, а W (z) = ϕ−(x, z)ϕ
[1]
+ (x, z) −

ϕ+(x, z)ϕ
[1]
− (x, z) — вронскiан розв’язкiв ϕ−(·, z) та ϕ+(·, z). Покладемо

s(z) := ϕ−(1, z) та c(z) := ϕ
[1]
− (1, z). Оскiльки вронскiан W не залежить

вiд x, то W (z) = ϕ−(1, z) = s(z). Зауважимо далi, що для власного значе-

ння λ задачi (1.1), (1.2) функцiї ϕ+(x, λ) та ϕ−(x, λ) пов’язанi так:

ϕ+(x, λ) =
ϕ

[1]
+ (1, λ)

ϕ
[1]
− (1, λ)

ϕ−(x, λ) =
1

c(λ)
ϕ−(x, λ).

Вiзьмемо до уваги зробленi зауваження i обчислимо

res
z=λ

z−1T̃−1(z)f(x) = res
z=λ

ϕ−(x, z)

zs(z)c(z)

1∫
0

f(t)ϕ−(t, z)dt
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=
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j(f, yj+n−k)L2
yn+k(x)

з

ηn+j =
1

(m− 1− j)!
∂m−1−j

∂zm−1−j

[
(z − λ)m

zs(z)c(z)

]∣∣∣∣
z=λ

(3.8)

для j = 0, . . . ,m− 1. Аналогiчно отримуємо

res
z=λ

T̃−1(z)f(x) = res
z=λ

zϕ−(x, z)

zs(z)c(z)

1∫
0

f(t)ϕ−(t, z)dt

=
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j(f, λyj+n−k + yj+n−k−1)L2
yn+k(x)

=
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j(f, yj+n−k)L2
(λyn+k(x) + yn+k−1(x)),

res
z=λ

zT̃−1(z)f(x) = res
z=λ

zϕ−(x, z)

zs(z)c(z)

1∫
0

f(t)zϕ−(t, z)dt

=
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j(f, λyj+n−k + yj+n−k−1)L2
(λyn+k(x) + yn+k−1(x)).

Звiдси випливає, що

− res
z=λ

 z−1T̃−1(z) T (z)−1

T̃−1(z) zT (z)−1

 = −
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j(·,yj+n−k)L2
yn+k,

а отже,

res
z=λ

(L − zI )−1 = −
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j[·,yj+n−k]yn+k, (3.9)

де ηj визначаються формулою (3.8). Враховуючи лiнiйну незалежнiсть yj

(див. твердження 2.1), отримуємо, що

δj = ηj, j = n, . . . , n+m− 1.

Подiбний результат справедливий i для недiйсного власного значен-

ня λ = λn = λn+1 = ... = λn+m−1 = λn+m = λn+m+1 = ... = λn+2m−1. А
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саме, з одного боку,

res
z=λ

(L − zI )−1 = −
m−1∑
j=0

j∑
k=0

δn+j[·,yj+n−k]yn+k,

де δj — елементи послiдовностi, асоцiйованої з D = G−1. З iншого боку,

res
z=λ

(L − zI )−1 = −
m−1∑
j=0

j∑
k=0

ηn+j[·,yj+n−k]yn+k,

де ηj, j = n, ..., n + m − 1, визначаються формулою (3.8). Прирiвняв-

ши обидва результати i врахувавши лiнiйну незалежнiсть yj, отримуємо,

що δj = ηj, а отже δj визначаються (3.8).

Зауважимо, що функцiї s(z) та c(z) збiгаються з визначеними у пiдроз-

дiлi 1.2 функцiями ϕ(z) та ψ(z) вiдповiдно i є характеристичними функ-

цiями для задач (1.1), (1.2) та (1.1), (1.3). Отже, ми отримали формули,

якi визначають матрицю D, обернену до матрицi G, через характеристич-

нi функцiї задач (1.1), (1.2) та (1.1), (1.3). Очевидно, матрицю G можна

легко отримати з D. А у пiдроздiлi 3.1 було показано, що матриця G без-

посередньо пов’язана з нормiвними множниками в’язки T . Отже, насправ-

дi отриманi у цьому пiдроздiлi формули дозволяють визначити нормiвнi

множники T через характеристичнi функцiї ϕ(z) та ψ(z).

Для в’язки TM i вiдповiдної лiнеаризацiї LM можна визначити послi-

довностi (δMn ) та (ηMn ) так само, як (δn) та (ηn) були визначенi для T , та

отримати аналогiчнi зв’язки.

3.3.2. Визначення нормiвних множникiв за двома спектрами.

За теоремами 2.8 та 2.11, функцiї ϕ(z) та ψ(z) однозначно визначаються

своїми нулями, тобто власними значеннями λn в’язки T та µn в’язки TM .

З цього випливає наступна теорема.

Теорема 3.3. Спектри (λn) та (µn) операторних в’язок T та TM

однозначно визначають нормiвнi множники (αn) та (βn). А саме, елемен-
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ти послiдовностi (δn), асоцiйованої з матрицею D = G−1, визначаються

формулою

δn+j =
1

(m− 1− j)!
∂m−1−j

∂zm−1−j

[
(z − λ)m

zϕ(z)ψ(z)

]∣∣∣∣
z=λ

, j = 0, . . .m− 1,

для власного значення λ = λn = · · · = λn+m−1 в’язки T алгебраїчної крат-

ностi m. Аналогiчно,

δMn+j =
1

(m− 1− j)!
∂m−1−j

∂zm−1−j

[
(z − µ)m

zϕ(z)ψ(z)

]∣∣∣∣
z=µ

, j = 0, . . .m− 1,

для власного значення µ = µn = · · · = µn+m−1 в’язки TM алгебраїчної

кратностi m.

Зауважимо, що бiльш природно нумерувати власнi значення λn в’язки T

множиною iндексiв Z∗ := Z\{0}, зважаючи на асимптотику λn (див. (2.18)).

Тодi з попередньої теореми та теорем 2.8, 2.11 отримуємо прямi формули,

якi визначають нормiвнi множники, що вiдповiдають дiйсним i простим

власним значенням в’язок T та TM , за спектрами цих в’язок.

Наслiдок 3.1. Припустимо, що λn — дiйсне i просте власне значен-

ня T ; тодi

αn = λnϕ̇(λn)ψ(λn) = cV.p.
∞∏

k=−∞
k 6=n

(
1− λn

λk

)
V.p.

∞∏
k=−∞

(
1− λn

µk

)
,

де стала c визначена формулою

c =



V.p.
∞∏

k=−∞
k 6=0

λk
πk

V.p.
∞∏

k=−∞

µk
π (k + 1/2)

, якщо p0 6=
πl

2
, l ∈ Z,

(−1)lV.p.
∞∏

k=−∞
k 6=0

λk
πk

V.p.
∞∏

k=−∞

µk
π (k + 1/2)

, якщо p0 = πl, l ∈ Z,

(−1)lµ0V.p.
∞∏

k=−∞
k 6=0

λk
πk

V.p.
∞∏

k=−∞
k 6=0

µk
πk
, якщо p0 =

π

2
+ πl, l ∈ Z.

Аналогiчно, якщо µn — дiйсне i просте власне значення TM , то

βn = µnϕ(µn)ψ̇(µn) = cV.p.
∞∏

k=−∞

(
1− µn

λk

)
V.p.

∞∏
k=−∞
k 6=n

(
1− µn

µk

)
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з такою ж сталою c, як вище.

Справдi, якщо λn — дiйсне i просте власне значення T , то δn = 1/αn. З

iншого боку, за теоремою 3.3,

δn =
1

λnϕ̇(λn)ψ(λn)
,

що дає формулу для αn. Значення сталої c отримуємо з безпосередньо-

го аналiзу формул факторизацiї характеристичних функцiй ϕ та ψ з тео-

рем 2.8 та 2.11. Результат для βn, що вiдповiдає дiйсному i простому влас-

ному значенню µn в’язки TM , виводиться аналогiчно.

3.4. Умови простоти i дiйсностi власних значень

У цьому пiдроздiлi ми встановимо деякi умови, за яких спектри T та TM
дiйснi та простi.

Кажемо, що спектри операторних в’язок T та TM майже чергуються,

якщо вони складаються лише з дiйсних та простих власних значень, якi

можна занумерувати у зростаючому порядку як λn, n ∈ Z∗, та µn, n ∈ Z,

вiдповiдно так, що вони задовольняють умову

µk < λk < µk+1 для кожного k ∈ Z∗. (3.10)

Теорема 3.4. Наступнi твердження еквiвалентнi:

(1) спектри в’язок T та TM майже чергуються;

(2) iснує дiйсне число µ∗ таке, що оператор TM(µ∗) вiд’ємний.

Доведення. ((1)⇒ (2)) Спочатку додатково припустимо, що 0 ∈ (µ0, µ1)

а тодi доведемо, що (2) справджується з µ∗ = 0. Справдi,

βn+1

βn
= −µn+1

µn

∞∏
k=−∞
k 6=0

λk − µn+1

λk − µn

∞∏
k=−∞
k 6=n,n+1

µk − µn+1

µk − µn
.

Пряма перевiрка показує, що якщо виконується (1), то це вiдношення є

додатним для всiх n ∈ Z. Тому всi нормiвнi множники βn мають той самий
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знак. Нагадаємо, що βn = [yn,yn]EM , де yn — власний вектор LM , що

вiдповiдає µn; тому всi за винятком щонайбiльше скiнченної кiлькостi βn
повиннi бути додатними. Як наслiдок, всi βn є додатними i твердження

випливає з леми 3.2.

Якщо 0 не належить до (µ0, µ1), то беремо довiльну точку µ∗ з цього

iнтервалу i зсуваємо спектральний параметр T та TM на µ∗. Отримуємо

в’язки
T̂ (λ) = T (λ+ µ∗) = λ2I − 2λB̂ − Â, (3.11)

T̂M(λ) = TM(λ+ µ∗) = λ2I − 2λB̂ − ÂM (3.12)

з B̂ := B − 2µ∗I, Â := −T (µ∗) та ÂM := −TM(µ∗). Очевидно, спектри T̂

та T̂M майже чергуються з 0 ∈ (µ0, µ1). За першою частиною цього дове-

дення оператор ÂM додатний. Тому оператор TM(µ∗) з цим µ∗ вiд’ємний.

((2) ⇒ (1)) Нехай оператор TM(µ∗) вiд’ємний. Розглянемо в’язку T̂M

з (3.12), отриману з TM за допомогою зсуву спектрального параметру на µ∗.

Тодi оператор ÂM = −TM(µ∗) додатний i з принципу мiнiмаксу (див., напр.,

[80]) випливає, що Â = −T (µ∗) теж додатний. За наслiдком 2.1, спектри T

та TM дiйснi та простi. Власнi значення λn та µn можна занумерувати так,

що вони задовольняють асимптотики (2.18) та (2.25) (див. [70]).

Далi визначимо нормiвнi множники β̂j, j ∈ Z, для T̂M . За лемою 3.2,

всi вони додатнi, а за наслiдком 3.1, визначаються формулою

β̂n = ĉ
∞∏

k=−∞
k 6=0

λk − µn
λk − µ∗

∞∏
k=−∞
k 6=n

µk − µn
µk − µ∗

.

де ĉ — деяка стала . Звiдси випливає, що вираз

β̂n+1

β̂n
= −µn+1 − µ∗

µn − µ∗

∞∏
k=−∞
k 6=0

λk − µn+1

λk − µn

∞∏
k=−∞
k 6=n,n+1

µk − µn+1

µk − µn

додатний. Тому, якщо µn < µ∗ < µn+1, то мiж µn та µn+1 є парна кiль-

кiсть λk, а iнакше мiж µn та µn+1 є непарна кiлькiсть λk. Тодi з асимпто-

тик (2.18) та (2.25) µn та λn випливає, що кiлькiсть елементiв (λk) мiж µn
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та µn+1 не може перевищувати 1 i що мiж µ0 та µ1 немає λk. Отже, (λn)

та (µn) майже чергуються, а µ∗ ∈ (µ0, µ1), що завершує доведення.

З доведення першої iмплiкацiї у попереднiй теоремi вiдразу отримує-

мо наступнi наслiдки, якi будуть використанi при розв’язуваннi оберненої

спектральної задачi для в’язок T та TM .

Наслiдок 3.2. Якщо спектри (λn)n∈Z∗ в’язки T та (µn)n∈Z в’язки TM
майже чергуються, то для кожного числа µ∗ з iнтервалу (µ0, µ1) опера-

тор TM(µ∗) вiд’ємний.

Наслiдок 3.3. Якщо для деякого µ∗ ∈ R оператор TM(µ∗) вiд’ємний,

то спектри (λn)n∈Z∗ в’язки T та (µn)n∈Z в’язки TM майже чергуються

i µ∗ ∈ (µ0, µ1). Бiльше того, для кожного µ з (µ0, µ1) оператор TM(µ)

вiд’ємний.

У цьому роздiлi ми ввели поняття нормiвних множникiв для задач

Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами. Як i в класичному ви-

падку, цi величини є важливим iнструментом в обернених задачах. Зокре-

ма, в наступному роздiлi ми вивчаємо задачу вiдновлення енергозалежних

рiвнянь Штурма–Лiувiлля за спектром та нормiвними множниками. Для

повного опису спектральних даних у такiй задачi ми використовуємо отри-

манi в цьому роздiлi результати про властивостi нормiвних множникiв.

Виведенi формули зв’язку нормiвних множникiв та двох спектрiв вико-

ристовуються у роздiлi 5 i дають можливiсть звести задачу вiдновлення за

двома спектрами до вiдновлення рiвняння (1.1) за спектром Дiрiхле та вiд-

повiдним набором нормiвних множникiв. Висновки, отриманi в останньо-

му пiдроздiлi цього роздiлу, є одними з ключових у нашому дослiдженнi,

оскiльки визначають умови, за яких ми можемо розв’язувати оберненi за-

дачi для енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля запропонованим нами

методом.

Результати, наведенi в цьому роздiлi, опублiкованi в працях [70,73]
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РОЗДIЛ 4

ВIДНОВЛЕННЯ РIВНЯНЬ ШТУРМА–ЛIУВIЛЛЯ З

ЕНЕРГОЗАЛЕЖНИМИ ПОТЕНЦIАЛАМИ ЗА СПЕКТРОМ

ТА НОРМIВНИМИ МНОЖНИКАМИ

4.1. Постановка задачi та основнi результати

У цьому роздiлi ми вивчаємо обернену задачу вiдновлення рiвняння

Штурма–Лiувiлля з енергозалежним потенцiалом за спектром Дiрiхле та

набором нормiвних множникiв (див. [26, 42, 74, 79, 87]). Зокрема, ми дамо

повний опис вiдповiдних спектральних даних, запропонуємо алгоритм вiд-

новлення i доведемо теореми iснування та єдиностi розв’язку такої оберне-

ної задачi.

Для вiдновлення задачi (1.1), (1.2) треба визначити потенцiали p та

q = r′. Ми покажемо, що за спектром i нормiвними множниками можна

однозначно вiдновити цi потенцiали. Натомiсть регуляризований потен-

цiал r можна вiдновити лише з точнiстю до адитивної сталої. Причина

цього досить очевидна, оскiльки нi спектр, нi нормiвнi множники в’яз-

ки T (p, r) не залежать вiд конкретного вибору первiсної r. Зважаючи на

сказане, скрiзь, де буде йти мова про єдинiсть вiдновлення в’язки T (p, r)

у цьому роздiлi, будемо розумiти, що йдеться про єдинiсть вiдновлення

потенцiалiв p та q = r′, а в записi T (p, r) r позначає довiльну первiсну

потенцiала q.

Як було показано в прикладi 1.1, в’язка T (p, r) може мати недiйснi

та/або непростi власнi значення (тобто, алгебраїчної кратностi бiльше, нiж

1). Але той пiдхiд до вивчення оберненої спектральної задачi для T (p, r),

який ми використовуємо, безпосередньо працює лише для випадку, коли
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спектр T (p, r) дiйсний i простий. Це так, наприклад, коли виконується при-

пущення

(AD*) Iснує µ∗ ∈ R таке, що оператор T (µ∗) вiд’ємний.

Iншими словами, ми припускаємо, що в’язка T строго гiперболiчна [18,

Гл. 31].

Зауваження 4.1. У нашому дослiдженнi зручно припускати, що µ∗ з

(AD*) дорiвнює нулю. З результатiв роздiлу 2 ми знаємо, що спектри в’я-

зок T та TM є дискретними пiдмножинами C i складаються лише з власних

значень скiнченної алгебраїчної кратностi [18]; див. також обґрунтування

в [32] для схожої задачi. Тому, якщо µ∗ не є нулем, ми можемо зсунути

спектральний параметр за допомогою замiни λ = λ̂+ µ∗; тодi спектральне

рiвняння (1.1) можна переписати як

−y′′ + q̂y + 2λ̂p̂y = λ̂2y

з новими потенцiалами p̂ := p − λ0 та r̂′ = q̂ := q + 2λ0p − λ2
0. Крайовi

умови (1.2) залишаються незмiнними. Тепер, якщо λn — власнi значення

в’язки T (p, r), то λ̂n := λn − µ∗ — власнi значення задачi T (p̂, r̂), тодi як

власнi функцiї для вiдповiдних власних значень є тими самими. Зокрема,

в’язка T (p̂, r̂) задовольняє припущення (AD*) з µ∗ = 0. Маючи p̂ та q̂,

можемо знайти p та q за формулами

p = p̂+ µ∗, q = q̂ − 2µ∗p− µ2
∗. (4.1)

З огляду на попереднє зауваження, не втрачаючи загальностi, ми мо-

жемо (i будемо) припускати у цьому роздiлi що в (AD*) µ∗ = 0, тобто

виконується припущення

(AD) Оператор A додатний.

Як ми знаємо з роздiлу 2, за цього припущення всi власнi значен-

ня T (p, r) дiйснi i простi. Тому в цьому роздiлi ми можемо користуватися
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означенням 3.1 для нормiвних множникiв. Нагадаємо також, що власнi зна-

чення в’язки T (p, r) можна занумерувати в порядку зростання як λn для

n ∈ Z∗ := Z \ {0} так, що

λn = πn+ p0 + λ̃n,

де p0 :=
∫ 1

0 p(x) dx i (λ̃n) – послiдовнiсть з `2(Z∗). За припущення (AD)

точка λ = 0 є в резольвентнiй множинi T (p, r). Тому, оскiльки оператор

A має компактну резольвенту, з додатностi A випливає його рiвномiрна

додатнiсть, тобто, iснує ε > 0 таке, що A > εI.

Зауваження 4.2. Як ми знаємо з леми 3.1, за припущення (AD) всi

нормiвнi множники операторної в’язки T (p, r) додатнi. Бiльш загально,

якщо T (p, r) є лише сильно гiперболiчною i T (p, r)(µ∗) < 0 для деякого

µ∗ 6= 0, то всi нормiвнi множники, що вiдповiдають власним значенням мiж

0 та µ∗ (якщо такi є) є вiд’ємними, а решта αn додатнi. Обидва твердження

випливають з рiвностi (
T ′(p, r)(λn)yn, yn

)
L2

= λnαn,

де T ′(p, r) позначає λ-похiдну T (p, r), i того факту, що T ′(p, r)(λ) > 0 для

λ > µ∗, а T ′(p, r)(λ) < 0 для λ < µ∗, якщо T (p, r)(µ∗) < 0, див [18].

Нагадаємо також, що за лемою 3.1, якщо A оборотний i всi αn додатнi,

то A додатний.

Введемо означення спектральних даних.

Означення 4.1. Нехай λ — власне значення квадратичної оператор-

ної в’язки T (p, r) i α — вiдповiдний нормiвний множник. Тодi (λ, α) на-

зивається спектральною парою T (p, r). Спектральними даними sd(p, r)

в’язки T (p, r) називається множина всiх її спектральних пар

sd(p, r) := {(λ, α) | λ ∈ σ(T (p, r))}.
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Обернена спектральна задача, яку ми вивчаємо у цьому роздiлi, звучить

так:
(IPSNC) Маючи заданi спектральнi данi sd(p, r) в’язки T (p, r), визна-

чити потенцiали p та q = r′.

Наша мета в цьому роздiлi — по-перше, дати повний опис множини спе-

ктральних даних, по-друге, знайти i обґрунтувати алгоритм вiдновлення

потенцiалiв p та q = r′ за спектральними даними.

Зауважимо, що коли p ≡ 0, спектральна задача для операторної в’яз-

ки T (0, r) стає спектральною задачею Ay = λ2y для оператора Штурма–

Лiувiлля A з потенцiалом q з простору СоболєваW−1
2 (0, 1). Тодi λ−n = −λn,

α−n = αn i означення αn з (3.6) узгоджується iз стандартним означенням

нормiвного множника (див. [6]). Для оператора Штурма–Лiувiлля A з дiй-

снозначним q ∈ L1(0, 1) i крайовими умовами третього типу було доведено

у [6], що його спектр (λ2
n)n∈N i послiдовнiсть (αn)n∈N вiдповiдних нормiвних

множникiв однозначно визначають потенцiал q; випадок, коли потенцiал q

є розподiлом iз простору W−1
2 (0, 1), з рiзними крайовими умовами вивчав-

ся, наприклад, у [40,44,83]. У наведених джерелах також подано алгоритми

вiдновлення потенцiала q за спектральними даними оператора A.

Операторна в’язка T (p, r) мiстить два дiйснозначнi потенцiали p та

q = r′, якi треба визначити в оберненiй задачi; але спектральнi данi в’яз-

ки T (p, r) є вдвiчi бiльшими, нiж для стандартного оператора Штурма–

Лiувiлля. Тому можна сподiватися, що обернена задача (IPSNC) вiдновле-

ння p та q = r′ за спектром та нормiвними множниками T (p, r) коректна.

Наш перший основний результат гарантує єдинiсть такого вiдновлення.

Теорема 4.1. За припущення (AD) операторна в’язка T (p, r) однозна-

чно визначається своїми спектральними даними sd(p, r).

З роздiлу 2 випливає (пор. також з результатом [3] для p ∈ W 1
2 (0, 1) та

q ∈ L2(0, 1)), що спектральнi данi для дослiджуваних операторних в’язок
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належать до множини SD, означеної далi.

Означення 4.2. Позначимо через SD сiм’ю всiх множин {(λn, αn)}n∈Z∗,
що складенi з пар (λn, αn) дiйсних чисел, якi задовольняють такi власти-

востi:

(1) λn вiдмiннi вiд нуля, строго зростають по n ∈ Z∗ i мають зобра-

ження λn = πn + h + λ̃n з деяким h ∈ R i послiдовнiстю (λ̃n) з

`2(Z∗);

(2) αn > 0 для всiх n ∈ Z∗, а числа α̃n := αn − 1 утворюють послiдов-

нiсть з `2(Z∗).

Наш другий результат стверджує, що, навпаки, кожен елемент SD є

спектральними даними для деякої операторної в’язки T (p, r), що задо-

вольняє припущення (AD), тобто, з p ∈ L2,R(0, 1), q ∈ W−1
2,R(0, 1) та A >

0. Зокрема, вiн показує, що наведенi вище умови (1)–(2) дають повний

опис спектральних даних для операторних в’язок T (p, r), що задовольня-

ють (AD).

Теорема 4.2. Для кожного sd ∈ SD iснує пара потенцiалiв p, r ∈
L2,R(0, 1) така, що оператор A з потенцiалом q = r′ додатний i sd є

спектральними даними для операторної в’язки T (p, r).

Доведення цiєї теореми конструктивне i пропонує точний алгоритм вiд-

новлення, що визначає потенцiали p та r за множиною sd з SD; див. пiд-

роздiл 4.6.

Наш пiдхiд полягає у зведеннi спектральної задачi для T (p, r) до задачi

для оператора Дiрака спецiального вигляду, що дiє в L2(0, 1)×L2(0, 1). Для

цього ми використовуємо процедуру, описану в пiдроздiлi 2.3. При вiдпо-

вiдному унiтарному перетвореннi отриманий оператор Дiрака набуває так

званої “зсунутої” нормальної форми АКНС (за прiзвищами Абловиць, Ка-

уп, Ньювелл i Сiгур) [31]. Для операторiв Дiрака у формi АКНС пряма та

обернена спектральнi задачi добре вивченi, див. [4,17,35]. Ми використаємо
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вiдомi методи, щоб спочатку вiдновити оператор Дiрака у “зсунутiй” формi

АКНС iз заданих даних, а тодi за допомогою побудованого в пiдроздiлi 4.3

оператора перетворення перейдемо вiд цього оператора Дiрака до операто-

ра, що безпосередньо пов’язаний з деякою в’язкою T (p, r). Тодi визначимо

шуканi потенцiали p та q з потенцiалу знайденого оператора Дiрака, що i

дає розв’язок задачi (IPSNC).

4.2. Зведення до системи Дiрака

У цьому пiдроздiлi покажемо, що за припущення (AD) ми можемо зве-

сти спектральну задачу для операторної в’язки T (p, r) до задачi для опе-

ратора Дiрака спецiального вигляду, використовуючи процедуру, описану

в пiдроздiлi 2.3. Почнемо з такої леми.

Лема 4.1. За припущення (AD) рiвняння `(y) = 0 має дiйснозначний

розв’язок y, що є строго додатним на [0, 1].

Доведення. Доведення складається з трьох крокiв.

Крок 1. Спочатку ми покажемо, що жоден нетривiальний розв’язок рiв-

няння `(y) = 0 не має бiльше, нiж один нуль на [0, 1].

Доведення базується на тому фактi, що за припущення (AD) квадрати-

чна форма a, що вiдповiдає оператору A, додатна. Використовуючи iнте-

грування частинами, отримуємо

a[y] := (Ay, y)L2
= ‖y′‖2 − 2 Re(ry′, y)L2

для y ∈ domA. Далi (пор. з [43]) квадратична форма Re(ry′, y)L2
є обме-

женою вiдносно

ã[y] := ‖y′‖2

з вiдносною гранню 0. Оскiльки ã замкнута на областi

dom ã := {y ∈ W 1
2 (0, 1) | y(0) = y(1) = 0},
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то з теореми VI.1.33 з [58] випливає, що квадратична форма a замкнута на

цiй же областi.

Тепер припустимо супротивне, що нетривiальний розв’язок y рiвнян-

ня `(y) = 0 досягає нуля у двох точках x0 та x1, 0 6 x0 < x1 6 1. Нулi y є

iзольованими за лемою 2.5 з [57]; тому функцiя

z(x) :=

y(x) для x ∈ (x0, x1);

0 для x 6∈ (x0, x1)

належить до областi визначення квадратичної форми a i є нетривiальною.

Скориставшись iнтегруванням частинами у виразi

a[z] =

x1∫
x0

|y′(x)|2 dx− 2 Re

x1∫
x0

(ry′y)(x) dx,

отримуємо, що a[z] = 0. А це суперечить додатностi a. Тому такий розв’я-

зок y не може iснувати, що доводить потрiбне твердження для кроку 1.

Крок 2. Нагадаємо, що рiвняння `(y) = 0 з початковими умовами y(0) =

0 i y[1](0) = 1 має єдиний розв’язок, який є дiйснозначним. Позначимо

такий розв’язок y0. Згiдно з кроком 1, y0 не досягає нуля на (0, 1], звiдки,

за лемою 2.5 з [57], y0 > 0 на (0, 1].

Крок 3. Розглянемо розв’язок y1 рiвняння `(y) = 0, що задовольняє

умови y(1) = y0(1) та y[1](1) = y
[1]
0 (1) − 1. Скориставшись кроком 1 i ле-

мою 2.5 з [57], отримуємо, що y1 > y0 на [0, 1); отже, розв’язок y1 залиша-

ється додатним на всьому промiжку [0, 1]. Доведення завершене.

Вiзьмемо тепер дiйснозначний розв’язок y рiвняння `(y) = 0, що за-

лишається додатним на [0, 1] i покладемо v := y′/y. Далi використаємо

процедуру зведення до системи Дiрака з пiдроздiлу 2.3 з цим v.

Зауважимо, що оскiльки в цьому випадку функцiя v дiйснозначна, то

оператор Дiрака D2(P ) самоспряжений у гiльбертовому просторi L2(0, 1)×
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L2(0, 1). А тому вiн має простий дискретний спектр [17], який, як стверджує

наступна лема, тiсно пов’язаний зi спектром в’язки T (p, r).

Лема 4.2. Ненульовий спектр оператора Дiрака D2(P ) та оператор-

ної в’язки T (p, r) збiгаються. Бiльше того, u = (u1, u2)
t є власною фун-

кцiєю D2(P ), що вiдповiдає власному значенню λ 6= 0 тодi i лише тодi,

коли u2 є власною функцiєю T (p, r), що вiдповiдає λ i u1 := (u′2 − vu2)/λ.

Доведення. Твердження леми випливає безпосередньо з процедури зве-

дення спектральної задачi для операторної в’язки T (p, r) до задачi для

оператора Дiрака (див. пiдроздiл 2.3) та iз зауваження 2.2

Також з леми 3.3 випливає, що нормiвнi множники операторної в’яз-

ки T (p, r) збiгаються з нормiвними множниками оператора Дiрака D2(P ),

якi вiдповiдають ненульовим власним значенням. Отже, ми можемо вико-

ристати спектральнi данi sd(p, r) операторної в’язки T (p, r), щоб знайти

вiдповiдний оператор Дiрака D2(P ). Визначивши потенцiал P = (pij)
2
i,j=1

оператора D2(P ), ми обчислюємо потенцiали p та q = r′ операторної в’яз-

ки T (p, r) як p := p22/2 та q := −p′12 + p2
12.

Проте зауважимо, що оскiльки факторизацiя (2.7) не єдина, то опера-

тор Дiрака D2(P ), асоцiйований з T (p, r), теж не єдиний. Тому спектраль-

нi данi sd(p, r) не можуть визначати такий оператор D2(P ) однозначно.

Причина цiєї неєдиностi досить очевидна. Справдi, спектральнi данi в’яз-

ки T (p, r) залишають нормiвний множник α0, що вiдповiдає власному зна-

ченню λ0 := 0 оператора D2(P ), невизначеним. Ця свобода у виборi α0 i

є причиною неєдиностi потенцiалiв P операторiв Дiрака D2(P ). Проте, ми

покажемо у пiдроздiлi 4.5, що всi такi оператори Дiрака визначають одну

i ту ж в’язку T (p, r).



88

4.3. Оператори перетворення

Описаний вище зв’язок мiж спектральними даними для операторної

в’язки T (p, r) та оператора Дiрака D2(P ) наштовхує на думку, що ми мо-

жемо використати добре вивчену обернену спектральну теорiю для опе-

раторiв Дiрака, щоб вiдновити D2(P ) iз заданих спектральних даних. Як

тiльки такий оператор Дiрака буде знайдено, можна просто визначити вiд-

повiднi потенцiали p та q = r′ в’язки T (p, r).

Класична обернена спектральна теорiя вiдновлює оператор Дiрака з

потенцiалом у формi АКНС чи в iншiй канонiчнiй формi. Тому у нашiй

оберненiй задачi пiсля використання класичної процедури вiдновлення слiд

перетворити отриманий оператор Дiрака у канонiчнiй формi в оператор

вигляду (2.10), залишаючи при цьому спектральнi данi незмiнними. Такий

перехiд можна здiйснити за допомогою так званих операторiв перетворен-

ня, про якi будемо говорити далi.

Припустимо, що P та Q — матричнозначнi потенцiали з L2((0, 1),M2)

i покладемо

D0 := {(u1, u2)
t ∈ W 1

2 (0, 1)×W 1
2 (0, 1) | u2(0) = 0}.

Нам потрiбно побудувати оператор перетворення X = X (P,Q) мiж опе-

раторами Дiрака, дiя яких визначається диференцiальними виразами `(P )

та `(Q) на множинi D0, тобто оператор, що задовольняє спiввiдношення

X `(P )u = `(Q)X u для всiх u ∈ D0. Такi оператори перетворення для P

та Q з неперервними за Лiпшицем елементами були побудованi в [17, 41];

ми будемо шукати оператор перетворення X подiбного вигляду

X u(x) = R(x)u(x) +

x∫
0

K(x, s)u(s)ds, (4.2)

де R та K — функцiї зi значеннями вM2 однiєї та двох змiнних вiдповiдно.

Розглянутi нами оператори Дiрака, визначенi виразами `(P ) та `(Q), дiють
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на функцiях, що задовольняють однаковi початковi умови. Тому наклада-

ємо обмеження R(0) = I, яке гарантує, що X зберiгає значення функцiй

в x = 0. За такої нормалiзацiї R задана формулами

R(x) = eθ1(x)

 cos θ2(x) sin θ2(x)

− sin θ2(x) cos θ2(x)

 = eθ1(x)I+θ2(x)J , (4.3)

з

θ1(x) =
1

2

x∫
0

tr[J(Q(s)− P (s))] ds,

θ2(x) =
1

2

x∫
0

tr(Q(s)− P (s))ds,

(4.4)

пор. з [41]. А саме, справедливий такий аналог теореми 3.1 з [41].

Теорема 4.3. Нехай P та Q належать простору L2((0, 1),M2). То-

дi оператор X (P,Q) вигляду (4.2) з R, що задовольняє умову R(0) = I,

та з сумовним ядром K є оператором перетворення для `(P ) та `(Q) на

множинi D0 тодi i лише тодi, коли матричнозначна функцiя R задана

формулами (4.3)–(4.4) i ядро K = (Kij)
2
i,j=1 є слабким розв’язком дифе-

ренцiального рiвняння в частинних похiдних

J∂xK(x, y) + ∂yK(x, y)J = K(x, y)P (y)−Q(x)K(x, y) (4.5)

на областi Ω ≡ {(x, y) | 0 < y < x < 1}, який задовольняє для 0 6 x 6 1

крайовi умови

K(x, x)J − JK(x, x) = JR′(x) +Q(x)R(x)−R(x)P (x), (4.6)

K12(x, 0) = K22(x, 0) = 0. (4.7)

Доведення цiєї теореми наслiдує загалом доведення теореми 3.1 з [41].

Одна суттєва рiзниця в тому, що оскiльки матричнозначнi функцiї P та

Q менш регулярнi, ядро K не повинно бути диференцiйовним у звичайно-

му сенсi. Диференцiювання K слiд розумiти у сенсi розподiлiв; саме тому
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K може бути лише слабким розв’язком рiвняння (4.5). Для повноти ми

обґрунтуємо нижче кроки, що мiстять диференцiювання у доведеннi.

Доведення теореми 4.3. Спочатку зауважимо, що для iнтегровного K

i для u ∈ D0, стандартна формула

d

dx

x∫
0

K(x, s)u(s)ds = K(x, x)u(x) +

x∫
0

∂xK(x, s)u(s)ds

залишається справедливою у сенсi розподiлiв, тому

`(Q)X u(x) = JR(x)u′(x) + {JR′(x) +Q(x)R(x)}u(x)

+ J
d

dx

x∫
0

K(x, s)u(s)ds+

x∫
0

Q(x)K(x, s)u(s)ds

= JR(x)u′(x) + {JR′(x) +Q(x)R(x) + JK(x, x)}u(x)

+

x∫
0

{J∂xK(x, s) +Q(x)K(x, s)}u(s)ds.

(4.8)

Подiбно формула iнтегрування частинами

x∫
0

K(x, s)u′(s) ds = K(x, x)u(x)−K(x, 0)u(0)−
x∫

0

∂sK(x, s)u(s) ds

залишається справедливою у сенсi розподiлiв i в такому ж сенсi отримуємо

рiвностi

X `(P )u(x) = R(x)Ju′(x) +R(x)P (x)u(x)

+

x∫
0

K(x, s){Ju′(s) + P (s)u(s)}ds

= R(x)Ju′(x) + {R(x)P (x) +K(x, x)J}u(x)

−K(x, 0)Ju(0) +

x∫
0

{K(x, s)P (s)− ∂sK(x, s)J}u(s)ds.

(4.9)
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Якщо R задана формулою (4.3), а K задовольняє (4.7), то JR = RJ

i K(x, 0)Ju(0) = 0 для u ∈ D0; тепер використовуючи (4.5) та (4.6) у

рiвняннях (4.8) та (4.9), приходимо до рiвностi

`(Q)X u = X `(P )u

на областi D0, що доводить достатнiсть.

Щоб довести необхiднiсть, прирiвняємо пiдiнтегральнi вирази та коефi-

цiєнти при u та u′ у (4.8) та (4.9). З коефiцiєнтiв при u′ випливає спiввiд-

ношення JR = RJ , а тому

R(x) =

 a(x) b(x)

−b(x) a(x)

 .

Тепер прирiвняємо коефiцiєнти при u i отримаємо рiвнiсть

JR′(x) +Q(x)R(x)−R(x)P (x) = K(x, x)J − JK(x, x), (4.10)

що збiгається з (4.6). Використовуючи те, що KJ−JK та JKJ+K мають

нульовi слiди, з (4.10) виводимо таку систему для a та b:

2
d

dx

 a

b

 =

 tr J(Q− P ) − tr(Q− P )

tr(Q− P ) tr J(Q− P )

 a

b

 . (4.11)

Помножимо перший рядок на a, а другий на b i додамо. Отримаємо

(a2 + b2)′ = (a2 + b2) tr J(Q− P ).

Тому a2 + b2 = c exp(2θ1), де θ1 з (4.4), а c — деяка константа. Враховуючи

припущення R(0) = I, отримуємо, що c = 1.

Тепер пiдставимо a = exp(θ1) cos η та b = exp(θ1) sin η в систему (4.11).

Отримуємо, що η = θ2 + c1 зi сталою c1. Знов використовуючи нормалiза-

цiю R(0) = I, приходимо до рiвностi η = θ2 + 2πn, n ∈ Z. Отже, матриця R

справдi задана виразом (4.3).
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Далi прирiвняємо пiдiнтегральнi вирази з (4.8) та (4.9). Отримаємо рiв-

няння для ядра K. Нарештi, доданок K(x, 0)Ju(0) повинен дорiвнювати

нулю для всiх u ∈ D0, звiдки випливає спiввiдношення (4.7). Теорему до-

ведено.

Попередня теорема зводить питання iснування оператора перетворення

до питання розв’язностi системи (4.5)–(4.7), яке ми дослiджуємо далi.

Теорема 4.4. Припустимо, що матричнозначнi функцiї P та Q на-

лежать до L2((0, 1),M2). Тодi система (4.5)–(4.7) має єдиний розв’язок

у сенсi розподiлiв; бiльше того, цей розв’язок належить до L2(Ω,M2).

Доведення. Доведення цiєї теореми досить типове i використовує зведе-

ння системи (4.5)–(4.7) до еквiвалентної системи iнтегральних рiвнянь. Ми

подамо лише основну iдею, а опущенi деталi можна знайти у статтi [93].

Введемо чотирьохкомпонентну вектор-функцiю L = (L1, L2, L3, L4)
t з

L1 = K21 −K12, L2 = K22 −K11,

L3 = K11 +K22, L4 = K12 +K21.

У термiнах цього вектора система (4.5) набуває вигляду

(∂x + E∂y)L(x, y) = F (x, y)L(x, y), (4.12)

де E = diag(1,−1, 1,−1) i F (x, y) — функцiї, значення яких є матриця-

ми зM4; елементи цих матриць є лiнiйними комбiнацiями елементiв P (y)

та Q(x). Крайовi умови (4.6) i (4.7) для K перетворюються у спiввiдноше-

ння
Lk(x, x) = gk(x), k = 2, 4,

L1(x, 0) = L4(x, 0)

L3(x, 0) = −L2(x, 0),

(4.13)

де g2 та g4 є вiдповiдно (1, 2)- та (1, 1)-елементами матрицi R(x)P (x) −
Q(x)R(x)− JR′(x). За припущення теореми g2 та g4 належать до L2(0, 1).
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Позначимо через Fi, i = 1, 4, i-ий рядок матрицi F i перепишемо систе-

му (4.12)–(4.13) як систему iнтегральних рiвнянь

Li =

x+y
2∫

y

Fi(−s+ x+ y, s)L(−s+ x+ y, s)ds+ gi

(x+ y

2

)
, i = 2, 4,

L1 =

y∫
0

F1(s+ x− y, s)L(s+ x− y, s)ds

+

x−y
2∫

0

F4(−s+ x− y, s)L(−s+ x− y, s)ds+ g4

(
x− y

2

)
,

L3 =

y∫
0

F3(s+ x− y, s)L(s+ x− y, s)ds

−

x−y
2∫

0

F2(−s+ x− y, s)L(−s+ x− y, s)ds− g2

(
x− y

2

)
.

До цiєї системи можна застосувати метод послiдовних наближень i, вико-

ристовуючи те, що g2 та g4 належать до L2(0, 1), можна довести iснування

та єдинiсть розв’язку L, що належить до L2

(
Ω,C4

)
. Звiдси маємо також

iснування та єдинiсть слабкого розв’язку K початкової гiперболiчної си-

стеми (4.5)–(4.7) такого, що K належить до L2(Ω,M2).

Далi в цьому роздiлi ми будемо вважати, що матричнозначнi потен-

цiали P та Q ермiтовi, тобто, що P ∗(x) = P (x) i Q∗(x) = Q(x) майже

скрiзь на [0, 1]. Тодi вiдповiднi оператори Дiрака D2(P ) та D2(Q) само-

спряженi i мають простi дискретнi спектри. Бiльше того, власнi значен-

ня λn(P ) оператора D2(P ) можна занумерувати iндексами n ∈ Z так, що

λn = πn + 1
2

∫
trP + o(1) при |n| → ∞ (див. [17]); таке ж виконане для

власних значень D2(Q).

Так само, як i для операторної в’язки T (p, r), визначимо спектральнi

данi для оператора Дiрака D2 як множину {(λ, α) | λ ∈ σ(D)} всiх власних
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пар (λ, α), складених з власних значень λ та вiдповiдних нормiвних мно-

жникiв α. Позначимо через sd(P ) (вiдповiдно, через sd(Q)) спектральнi

данi D2(P ) (вiдповiдно, спектральнi данi D2(Q)).

Також X = X (P,Q) позначатиме оператор перетворення вигляду (4.2)

для диференцiальних виразiв `(P ) та `(Q) на областiD0 зR, заданим в (4.3)

i (4.4). Будемо писати X = R + K , де Ru(x) := R(x)u(x) — оператор

множення на R i

K u(x) :=

x∫
0

K(x, s)u(s) ds

— вiдповiдний iнтегральний оператор. Зауважимо, що для ермiтових P та

Q функцiї iθ1 та θ2 дiйснозначнi; зокрема, оператор R унiтарний.

Перед обговоренням подальших властивостей оператора перетворен-

ня X доречно зробити наступне просте, але корисне зауваження.

Зауваження 4.3. Оскiльки оператор перетворення X пов’язує дифе-

ренцiальнi вирази Дiрака `(P ) та `(Q), очевидно, що спiввiдношення(
`(P )− λ

)
u = f

справедливе тодi i лише тодi, коли для v := X u i g := X f виконується

рiвнiсть (
`(Q)− λ

)
v = g.

Лема 4.3. Нехай P та Q — ермiтовi та sd(P ) = sd(Q). Тодi iнте-

гральний оператор K в операторi перетворення X = X (P,Q) нульовий.

Доведення. Занумеруємо власнi пари в sd(P ) = sd(Q) як (λn, αn) для

n ∈ Z. Через un позначимо власну функцiю оператора D2(P ), що вiд-

повiдає власному значенню λn i нормована умовою un(0) = (1, 0)t. Тодi

vn := X (P,Q)un — вiдповiдна власна функцiя оператора D2(Q), що задо-

вольняє таку ж початкову умову.

Послiдовностi (un)n∈Z та (vn)n∈Z утворюють ортогональнi бази гiльбер-

тового простору L2

(
(0, 1),C2

)
; бiльше того, ‖un‖ = ‖vn‖ =

√
αn. З цього
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випливає, що оператор X унiтарний, тобто

(R + K )∗(R + K ) = I ,

де I — тотожний оператор у L2

(
(0, 1),C2

)
. Оскiльки R унiтарний, останню

рiвнiсть можна переписати так:

(I + R−1K )∗(I + R−1K ) = I .

Нагадаємо, що K (а отже i R−1K ) — iнтегральний оператор з нижньо-

трикутним ядром, що належить до L2(Ω,M2). Трохи модифiкувавши мiр-

кування з [81, IV.1], бачимо, що R−1K — оператор Вольтера, а значить,

iснує обернений до нього (I + R−1K )−1, який можна задати рядом Ней-

мана

(I + R−1K )−1 = I −R−1K + (R−1K )2 + · · · = I + K̃ ,

де K̃ — iнтегральний оператор з нижньо-трикутним ядром. З iншого боку,

оператор (R−1K )∗ iнтегральний з верхньо-трикутним ядром. Зi спiввiдно-

шень

I + (R−1K )∗ = (I + R−1K )−1 = I + K̃

випливає, що (R−1K )∗ = K̃ = 0. Отже, K = 0, i доведення завершене.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови на оператори перетво-

рення X (P,Q) для того, щоб оператори Дiрака D2(P ) та D2(Q) мали тi

самi спектральнi данi. Вона буде суттєво використана у процедурi вiднов-

лення далi у цьому роздiлi.

Теорема 4.5. Нехай матричнi потенцiали P та Q ермiтовi. Тодi спе-

ктральнi данi для операторiв D2(P ) та D2(Q) збiгаються, тобто sd(P ) =

sd(Q), тодi i лише тодi, коли оператор перетворення X (P,Q) для `(P )

та `(Q) на областi D0 мiстить лише унiтарну частину R (тобто K =

0) i θ2(1) = πn з деяким n ∈ Z.
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Доведення. Необхiднiсть. Якщо спектральнi данi для операторiв D2(P )

та D2(Q) збiгаються, то K = 0 за лемою 4.3, а отже, X (P,Q) = R.

Вiзьмемо довiльне власне значення λ оператора D2(P ) i позначимо через

u = (u1, u2)
t вiдповiдну власну функцiю. Тодi

v(x) := Ru = exp
(
θ1(x)

) cos θ2(x)u1(x) + sin θ2(x)u2(x)

− sin θ2(x)u1(x) + cos θ2(x)u2(x)


— власна функцiя для оператора D2(Q), що вiдповiдає цьому ж власно-

му значенню λ. Тепер зауважимо, що другi компоненти u(1) та v(1) рiвнi

нулю. Оскiльки

v(1) = exp(θ1(1))

 cos θ2(1)u1(1)

− sin θ2(1)u1(1)


i u1(1) 6= 0, то sin θ2(1) = 0, а отже, θ2(1) = πn з n ∈ Z, як i стверджувалося.

Це закiнчує доведення необхiдностi.

Достатнiсть. Припустимо, що X (P,Q) = R i що λ — власне зна-

чення оператора D2(P ) з вiдповiдною власною функцiєю u. Розглянемо

вектор v = Ru; тодi `(Q)v = λv. З припущення, що θ2(1) = πn з n ∈ Z,

випливає, що матриця R(1) є кратною одиничнiй I. Оскiльки R(0) = I, то

друга компонента v2 вектора v занулюється в обох крайнiх точках i тому

v ∈ dom D2(Q).

З вище сказаного випливає, що спектр D2(P ) мiститься у спектрi D2(Q).

Оскiльки R обмежено оборотний, P та Q можна помiняти ролями, звiдки

отримуємо, що спектри операторiв збiгаються. Нарештi, оскiльки оператор

R унiтарний i зберiгає початковi умови, нормiвнi множники для D2(P ) та

D2(Q) рiвнi, тобто, sd(P ) = sd(Q). Доведення завершено.
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4.4. Вiдновлення в’язки: iснування

У цьому пiдроздiлi ми доводимо теорему 4.2 про iснування в’язки T (p, r)

з потенцiалами p ∈ L2,R(0, 1) i q = r′ з r ∈ L2,R(0, 1), для якої наперед

заданий елемент sd з SD є спектральними даними. Єдинiсть вiдновлення

доведемо в наступному пiдроздiлi.

Ескiз доведення теореми 4.2. Спершу ми побудуємо оператор Дiрака

D2(Q) у “зсунутiй” формi АКНС, множина пар з ненульових власних зна-

чень та вiдповiдних нормiвних множникiв якого збiгається з sd. Тодi ви-

користаємо оператор перетворення, щоб отримати з D2(Q) iнший оператор

Дiрака D2(P ) з тими ж спектральними даними та з потенцiалом P = (pij)

вигляду (2.10). Тодi покладемо

p :=
p22

2
, q := −p′12 + p2

12. (4.14)

За результатами попереднього пiдроздiлу операторна в’язка T (p, r) з до-

вiльною первiсною r потенцiала q є розв’язком оберненої спектральної за-

дачi. Бiльше того, оскiльки q = r′ є потенцiалом Мiури [57], то оператор A

є додатним, тобто, в’язка T (p, r) задовольняє припущення (AD).

Далi наведемо деталi побудови потенцiалу Q у “зсунутiй” формi АКНС

та вiдповiдного потенцiалу P вигляду (2.10).

Для початку вiзьмемо довiльну множину sd = {(λn, αn)}n∈Z∗ з SD. Ну-

мерацiя λn однозначно визначається умовою λ−1 < 0 та λ1 > 0 та фiксує

число h у асимптотичному представленнi з частини (1) означення 4.2. То-

дi вiзьмемо довiльне α0 > 0, покладемо λ0 := 0 i доповнимо множину sd

елементом (λ0, α0). Отриману множину позначимо sd∗.

Нагадаємо деякi факти з оберненої спектральної теорiї для операторiв

Дiрака у формi АКНС (див. [17,35]). Позначимо черезQ0 множину функцiй
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Q0, значення яких є матрицi зM2 у нормальнiй формi АКНС, а саме

Q0 :=

Q0 =

q1 q2

q2 −q1

 | qj ∈ L2,R(0, 1)

 . (4.15)

Для Q0 ∈ Q0 оператор Дiрака D(Q0) самоспряжений, має простий дис-

кретний спектр i його власнi значення можна занумерувати як λn(Q0),

n ∈ Z, так, що λn(Q0) зростають по n i λn(Q0) = πn + λ̃n(Q0) з `2(Z)-

послiдовнiстю (λ̃n). Вiдповiднi нормiвнi множники αn(Q0) додатнi, а за-

лишки α̃n(Q0) := αn(Q0)− 1 утворюють послiдовнiсть з `2(Z).

Навпаки, з результатiв [35,84] випливає, що кожна множина {(λn, αn)}n∈Z
з такими λn та αn, якi мають вище наведенi властивостi, є множиною спек-

тральних даних для єдиного оператора Дiрака D(Q0) у формi АКНС з

Q0 ∈ Q0.

Множина sd∗ (тобто множина sd, доповнена парою (λ0, α0), як вище)

виглядає як спектральнi данi для оператора Дiрака у формi АКНС, за ви-

нятком асимптотики λn, що є зсунутою на деяке число h; пор. з означенням

множини SD. Для h ∈ R позначимо через

Qh := {Q0 + hI | Q0 ∈ Q0}

множину матричних потенцiалiв у формi АКНС, зсунутих на h (коротко

будемо писати “h-зсунутих АКНС” потенцiалiв); тодi справедливе таке.

Твердження 4.1. Для довiльного sd ∈ SD зафiксуємо h ∈ R у пред-

ставленнi (1) з означення 4.2 так, що λ−1 < 0 та λ1 > 0, i позначимо

через sd∗ доповнення sd парою (λ0, α0) з λ0 := 0 та деяким зафiксова-

ним додатним α0. Тодi iснує єдиний потенцiал Q ∈ Qh такий, що sd∗ є

спектральними даними для оператора Дiрака D2(Q).

Для довiльного Q ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
введемо множину потенцiалiв, iзо-

спектральних до заданого Q

Iso(Q) := {Q̃ ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
| sd(Q̃) = sd(Q)}
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i позначимо через P множину всiх потенцiалiв вигляду (2.10), тобто

P := {P = (pij)
2
i,j=1 | pij ∈ L2,R(0, 1), p11 = 0, p12 = p21}.

Наступний результат є вирiшальним у побудовi в’язки T (p, r) iз заданими

спектральними даними.

Теорема 4.6. Припустимо, що потенцiал Q ∈ Qh такий, що λ = 0

є власним значенням оператора Дiрака D2(Q). Тодi iснує єдиний потен-

цiал P ∈ P такий, що Iso(Q) ∩ P = {P}.

Доведення. Подiлимо доведення на три кроки. Спершу доведемо, що

iснує єдиний такий потенцiал P ∈ P , для якого оператор перетворен-

ня X (P,Q) мiж `(P ) та `(Q) на D0 є лише оператором R множення на

матричнозначну функцiю R з (4.3)–(4.4). На другому кроцi покажемо, що

цей P справдi iзоспектральний з Q. На третьому кроцi пояснимо, чому не

iснує жодного iншого потенцiала у множинi Iso(Q) ∩ P .
Крок 1. Запишемо Q ∈ Qh як

Q = hI +

q1 q2

q2 −q1


з дiйснозначними q1 та q2 з L2(0, 1). Нехай θ — абсолютно неперервна функ-

цiя, а R = eθJ ; тодi R комутує з J i

R−1
(
J
d

dx
+Q

)
R = J

d

dx
+R−1JR′ +R−1QR.

Тому R`(P ) = `(Q)R для єдиного матричного потенцiала P , що дорiвнює

P = R−1JR′ +R−1QR

= (h− θ′)I +

 q1 cos 2θ − q2 sin 2θ q1 sin 2θ + q2 cos 2θ

q1 sin 2θ + q2 cos 2θ −q1 cos 2θ + q2 sin 2θ

 .
(4.16)

Потенцiал P , визначений у (4.16), належить до множини P тодi i лише

тодi, коли

−θ′ + q1 cos 2θ − q2 sin 2θ + h = 0. (4.17)
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Це рiвняння має єдиний розв’язок на [0, 1], що задовольняє початкову умо-

ву θ(0) = 0. Назвемо цей розв’язок θ2 i визначимо вiдповiдний потен-

цiал P ∈ P через (4.16) з θ = θ2. Пряме обчислення показує, що з цими

θ2 та θ1 ≡ 0 виконуються спiввiдношення (4.4); зокрема, θ′2 = h − 1
2p22. За

теоремою 4.3, оператор R множення на матричнозначну функцiю R = eθ2J

з (4.3) справдi є оператором перетворення мiж `(P ) та `(Q) на D0.

Крок 2. Далi стверджуємо, що θ2(1) = πn з деяким n ∈ Z. За побудо-

вою, R−1`(Q)R = `(P ), а тому оператор D̃(P ) := R−1D2(Q)R є операто-

ром Дiрака, визначеним формулою D̃(P )u = `(P )u на областi, що складає-

ться з тих u = (u1, u2)
t ∈ L2

(
(0, 1),C2

)
, для яких Ru ∈ dom D2(Q). За при-

пущенням теореми, λ = 0 є власним значенням оператора Дiрака D2(Q).

Тому з подiбностi D2(Q) i D̃(P ) випливає, що λ = 0 є в спектрi D̃(P ). По-

значимо через u0 = (u1, u2)
t вiдповiдну власну функцiю. Оскiльки R(0) = I

i v0 = (v1, v2)
t := Ru0 є в ядрi D2(Q), то u2(0) = v2(0) = 0, а тому u2 ≡ 0

за (2.8). Отже,

v0(1) = R(1)u0(1) =

(
u1(1) cos θ2(1)

−u1(1) sin θ2(1)

)
.

З того, що u1(1) 6= 0 i v2(1) = 0, отримуємо, що sin θ2(1) = 0, а отже,

θ2(1) = πn з деяким n ∈ Z.

Таким чином, ми побудували потенцiал P ∈ P та унiтарний оператор R

вигляду (4.3)–(4.4) з θ2(1) = πn, n ∈ Z, так, що R є оператором перетво-

рення мiж `(P ) та `(Q) на D0. За теоремою 4.5, тодi P належить до Iso(Q).

Крок 3. Тепер припустимо, що iснує ще один потенцiал P1 у множи-

нi Iso(Q)∩P . За теоремою 4.5, оператор перетворення X (P1, Q) мiж `(P1)

та `(Q) дорiвнює оператору R1 множення на матричнозначну функцiю

eϑ1(x)I+ϑ2(x)J , де ϑ1 i ϑ2 заданi формулами (4.4) з P1 замiсть P . Оскiль-

ки ϑ1 ≡ 0 для ермiтових P1 та Q з дiйсними елементами, то P1 = P за

Кроком 1, що завершує доведення теореми 4.6.

З теореми 4.6 випливає, що для кожного поповнення sd∗ множини sd
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iснує єдиний P ∈ P такий, що sd(P ) = sd∗. Як пояснено на початку цього

роздiлу, з оператора Дiрака D2(P ) з кожним таким P можна отримати

в’язку T (p, r) зi спектральними даними sd. Звiдси отримуємо твердження

теореми 4.2.

Проте, оскiльки доповнення множини sd∗ залежить вiд довiльного ви-

бору α0 > 0, то рiзнi α0 приводять до рiзних P ∈ P i, ймовiрно, до рiзних

квадратичних операторних в’язок T (p, r). Це питання єдиностi детально

вивчено у наступному пiдроздiлi.

4.5. Вiдновлення в’язки: єдинiсть

У цьому пiдроздiлi ми доводимо теорему 4.1 i таким чином завершуємо

вивчення оберненої спектральної задачi (IPSNC). А саме, ми покажемо, що

матричнi потенцiали P ∈ P , побудованi в попередньому пiдроздiлi, приво-

дять до тих самих p та q = r′ незалежно вiд вибору додатного параметра α0.

Знову почнемо з довiльного елемента sd ∈ SD. Покладемо λ0 := 0,

виберемо довiльне додатне число α0 i доповнимо sd парою (λ0, α0). Тодi

побудуємо зсунутий АКНС потенцiал Q ∈ Qh та вiдповiдний потенцiал P ∈
Iso(Q)∩P , спектральнi данi якого збiгаються з доповненою множиною, див.

твердження 4.1 та теорему 4.6.

Тепер виберемо додатне число α̃0, вiдмiнне вiд α0. Доповнивши множи-

ну sd парою (λ0, α̃0), отримаємо спектральнi данi для iншого оператора

Дiрака D2(Q̃) з потенцiалом Q̃ ∈ Qh. Тодi побудуємо вiдповiдний потен-

цiал P̃ ∈ Iso(Q̃) ∩ P .
Виявляється, що потенцiали Q та Q̃ пов’язанi так званими перетворен-

нями подвiйного комутування, див. деталi у [89, Гл. 3] та [36].

Твердження 4.2. Нехай два потенцiали Q та Q̃ з Qh такi, як опи-

сано вище, тобто такi, що спектри вiдповiдних операторiв Дiрака D2(Q)

та D2(Q̃) збiгаються, а нормiвнi множники αn та α̃n вiдрiзняються ли-
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ше для n = 0. Тодi

Q̃ = Q+Q∗, (4.18)

де

Q∗ = c(x, α∗)[v(x)vt(x)J − Jv(x)vt(x)], (4.19)

c(x, α∗) := − α∗

1 + α∗
∫ x

0 vt(s)v(s)ds
, α∗ :=

1

α̃0
− 1

α0
, (4.20)

i v — власна функцiя оператора D2(Q), що вiдповiдає власному значен-

ню λ0 = 0.

Безпосереднiй аналiз (2.8)–(2.9) показує, що власна функцiя операто-

ра Дiрака D2(P ), яка вiдповiдає власному значенню λ = 0, має вигляд

u = (u1, u2)
t з u1 = exp(−

∫
v) та u2 ≡ 0. Тепер згадаємо, у який спо-

сiб пов’язанi оператори D2(Q) та D2(P ). Тодi можемо написати точнiшу

формулу для Q∗.

Справдi, за теоремою 4.5, оператор перетворення X (P,Q) для дифе-

ренцiальних виразiв Дiрака `(P ) та `(Q) на множинi D0 є оператором R

множення на матричнозначну функцiю R = eθ2J , де θ2 — розв’язок (4.17),

який задовольняє умову θ(0) = 0. Тому v = Ru = eθ2Ju; оскiльки u =

(u1, 0)t та (eθ2J)t = e−θ2J , легко обчислюємо, що vtv = utu = u2
1 i

uutJ − Juut = u2
1J1,

де

J1 :=

 0 1

1 0

 .

Зауважимо, що матрицi J та J1 антикомутують, а тому eθ2JJ1 = J1e
−θ2J ;

звiдси

vvtJ − Jvvt = eθ2J [uutJ − Juut]e−θ2J

= u2
1e
θ2JJ1e

−θ2J = u2
1e

2θ2JJ1.
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Покладемо w(x) := 1 + α∗
∫ x

0 u
2
1(s) ds; тодi c(x, α∗)u2

1(x) = −w′(x)/w(x) =

−[logw(x)]′, звiдки отримуємо, що потенцiал Q∗ визначається так, як опи-

сано в наступному наслiдку.

Наслiдок 4.1. Для потенцiалiв Q та Q̃ з твердження 4.2 спiввiдно-

шення (4.18) справедливе з

Q∗(x) = −[logw(x)]′e2θ2(x)JJ1

= −[logw(x)]′

 sin 2θ2(x) cos 2θ2(x)

cos 2θ2(x) − sin 2θ2(x)

 ,
(4.21)

де θ2 — розв’язок (4.17), що задовольняє умову θ(0) = 0, u1 — перша

компонента власного вектора u оператора D2(P ), що вiдповiдає власному

значенню λ0 = 0, i

w(x) = 1 + α∗

x∫
0

u2
1(s) ds. (4.22)

Тепер використаємо прямi формули (4.16) та (4.17), якi визначають по-

тенцiал P з Q, та аналогiчнi формули для P̃ i Q̃, щоб вивести ключовий

результат, що пов’язує P та P̃ .

Лема 4.4. Для елементiв pij та p̃ij матриць P та P̃ , побудованих

вище, справедливi такi спiввiдношення:

p̃22 = p22, p̃12 = p12 − (logw)′,

де функцiя w визначена формулою (4.22).

Доведення. Спочатку нагадаємо, що θ2 — єдиний розв’язок рiвняння (4.17)

−θ′ + q1 cos 2θ − q2 sin 2θ + h = 0,

що задовольняє початкову умову θ(0) = 0; тут q1 та q2 — елементи АКНС

складової Q0 потенцiала Q як у (4.15). Подiбно, θ̃2 — єдиний розв’язок

рiвняння

−θ̃′ + q̃1 cos 2θ̃ − q̃2 sin 2θ̃ + h = 0,
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що задовольняє умову θ̃(0) = 0, де q̃1 та q̃2 мають, вiдповiдно, аналогiчне

значення. З огляду на рiвнiсть (4.21) та твердження 4.2, можна переписати

останнє рiвняння для θ̃2 як

−θ̃′ + q1 cos 2θ̃ − q2 sin 2θ̃ + h+ (logw)′ sin(2θ̃ − 2θ2) = 0.

Зауважимо, що θ̃ ≡ θ2 — розв’язок цього рiвняння, який задовольняє по-

чаткову умову θ̃(0) = 0; тодi з єдиностi розв’язку випливає, що θ̃2 ≡ θ2.

Потенцiал P̃ пов’язаний з Q̃ = Q+Q∗ формулою, аналогiчною до (4.16),

тобто

P̃ = R̃−1JR̃′ + R̃−1(Q+Q∗)R̃,

де R̃ = eθ̃2J = eθ2J = R. Тому

P̃ − P = R−1Q∗R = e−θ2J [−(logw)′eθ2JJ1e
−θ2J ]eθ2J

= −(logw)′J1.

Як наслiдок, p̃22 = p22 та p̃12 = p12 − (logw)′, i лему доведено.

Наслiдок 4.2. Побудованi вище потенцiали P та P̃ генерують одну

i ту ж операторну в’язку T (p, r).

Доведення. З огляду на (4.14) та на попередню лему, залишається по-

казати, що

−p̃′12 + p̃2
12 = −p′12 + p2

12.

З доведення леми 4.2 знаємо, що u1(x) = exp{
∫ x

0 p12(s)ds}, а тому u′1 =

p12u1. Далi w′ = α∗u
2
1, w′′ = 2α∗u

′
1u1 = 2p12w

′ i

(logw)′′ =
w′′

w
−
(w′
w

)2

= 2p12(logw)′ − [(logw)′]2.

Тодi, пiдставивши p̃12 = p12 − (logw)′, отримуємо, що

−p̃′12 + p̃2
12 = −p′12 + (logw)′′ + p2

12 − 2p12(logw)′ + [(logw)′]2

= −p′12 + p2
12,

як i стверджувалося. Доведення завершено.
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Доведення теореми 4.1. Припустимо, що iснують двi рiзнi в’язки T =

T (p, r) та T̂ = T (p̂, r̂) такi, що p 6= p̂ та r′ 6= r̂′, якi задовольняють припу-

щення (AD) та мають однаковi спектральнi данi з SD. Як пояснено в пiд-

роздiлах 2.3 та 4.3, цi в’язки приводять до двох операторiв Дiрака D2(P )

та D2(P̂ ) з деякими потенцiалами P та P̂ з P .
Спектральнi данi для D2(P ) та D2(P̂ ) можуть вiдрiзнятися лише нор-

мiвними множниками, що вiдповiдають власному значенню λ = 0; позна-

чимо цi нормiвнi множники α0 та α̂0 вiдповiдно.

Тепер вiзьмемо α̃0 = α̂0 i побудуємо потенцiал P̃ ∈ P так, як описано

на початку цього пiдроздiлу. За наслiдком 4.2, P̃ та P приводять до однiєї i

тiєї ж в’язки T . З iншого боку, потенцiали P̃ та P̂ iзоспектральнi i належать

до P , а отже, збiгаються за теоремою 4.6. Тому T та T̂ так само збiгаються,

i доведення завершене.

4.6. Алгоритм вiдновлення

Доведення теореми про iснування (теорема 4.2) мiстить прямi кроки,

якi разом складають алгоритм вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiувiлля з

енергозалежними потенцiалами за спектром та нормiвними множниками.

Опишемо його детально в цьому пiдроздiлi.

Маючи довiльний елемент sd з SD, вiдновлюємо квадратичну в’язку

T (p, r) (чи еквiвалентно, енергозалежне рiвняння Штурма–Лiувiлля (1.1)

з потенцiалами p ∈ L2,R(0, 1) та q = r′, r ∈ L2,R(0, 1)), спектральнi данi

якої збiгаються з sd, таким чином:

1. Фiксуємо нумерацiю (λn, αn), n ∈ Z∗, пар (λ, α) в sd так, що λn
зростає, λ−1 < 0, λ1 > 0, i визначаємо зсув h з асимптотичного

зображення λn.

2. Доповнюємо множину sd парою (λ0, α0), де λ0 = 0 i α0 — довiльне

додатне число. Отриману множину позначимо sd∗.
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3. Будуємо оператор Дiрака D2(Q) з потенцiалом Q iз класу Qh, спек-

тральнi данi якого збiгаються з отриманою множиною sd∗ (див.

твердження 4.1).

4. Знаходимо вiдповiдний потенцiал P ∈ P∩Iso(Q) за формулами (4.16)–

(4.17).

5. Обчислюємо потенцiали p та q, використовуючи формули (4.14).

Зауваження 4.4. Як ми вже згадували на початку цього роздiлу, обер-

нену задачу (IPSNC) можна також розв’язувати за (на перший погляд)

загальнiшого припущення (AD*). Тодi, з огляду на зауваження 4.2, нор-

мiвнi множники в’язки T (p, r) не всi додатнi. Серед них можуть бути кiль-

ка послiдовних вiд’ємних нормiвних множникiв, якi вiдповiдають власним

значенням мiж нулем та µ∗ з припущення (AD*). Тому спектральнi данi

в’язки T (p, r) утворюють елемент множини SD∗, яка трохи вiдрiзняється

вiд SD. А саме, SD∗ є сiм’єю всiх множин {(λn, αn)}n∈Z∗, якi складаються

з пар (λn, αn) дiйсних чисел, що задовольняють наступнi умови:

(1) λ−1 < 0 < λ1, λn строго зростають по n ∈ Z∗ i мають зображення

λn = πn+ h+ λ̃n з деяким h ∈ R та послiдовнiстю (λ̃n) з `2(Z∗);

(2) αn вiдмiннi вiд нуля для всiх n ∈ Z∗; iснує число µ∗ ∈ R таке,

що нормiвнi множники αj вiд’ємнi тодi i лише тодi, коли вiдповiднi

власнi значення λj розташованi мiж нулем та µ∗; числа α̃n := αn−1

утворюють послiдовнiсть з `2(Z∗).

Для розв’язування оберненої задачi вiдновлення потенцiалiв p та q = r′

в’язки T (p, r) у такому випадку вiзьмемо довiльний елемент sd з SD∗.

Побудуємо послiдовностi (νn)n∈Z∗ та (γn)n∈Z∗ з (λn)n∈Z∗ та (αn)n∈Z∗ за та-

кими формулами νn := λn − µ∗ i γn := λn−µ∗
λn

αn. Легко перевiрити, що

послiдовнiсть, утворена елементами γ̃n := γn − 1, належить до `2(Z∗). А

тому набiр ŝd := {(νn, γn)}n∈Z∗ утворює елемент множини SD. Далi, кори-

стуючись результатами цього роздiлу та алгоритмом, наведеним вище, ми
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можемо однозначно вiдновити в’язку T (p̂, r̂) таку, що ŝd є її спектральни-

ми даними. Тодi обчислимо потенцiали p та q з p̂ та q̂ за формулами (4.1).

Очевидно, послiдовнiсть (λn)Z∗ є спектром в’язки T (p, r) з отриманими по-

тенцiалами p та q = r′. З означення (3.6) бачимо, що нормiвнi множники

в’язки T (p, r) можна отримати з γn за формулою

α̂n :=
νn + µ∗
νn

γn.

Цi нормiвнi множники збiгаються з вихiдними αn. А звiдси sd є спектраль-

ними даними для побудованої в’язки T (p, r). З єдиностi побудови вiдповiд-

них елементiв на кожному кроцi описаної процедури отримуємо також єди-

нiсть вiдновлення в’язки T (p, r). Оскiльки оператор T (p̂, r̂)(0) вiд’ємний, то

очевидно T (p, r)(µ∗) вiд’ємний, тобто вiдновлена в’язка T (p, r) задовольняє

припущення (AD*).

У цьому роздiлi ми детально вивчили обернену задачу вiдновлення рiв-

нянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiалами за спектром та

нормiвними множниками за умови виконання припущень (AD) чи (AD*),

якi гарантують, що спектр розглянутої задачi дiйсний i простий. Ми отри-

мали повний опис спектральних даних для такої задачi та довели теореми

про iснування та єдинiсть енергозалежного рiвняння Штурма–Лiувiлля та-

кого, що спектр та множина нормiвних множникiв породженої ним спек-

тральної задачi збiгаються з наперед заданими вiдповiдними множинами.

Також ми детально описали алгоритм вiдновлення. Для розв’язування по-

ставленої оберненої задачi ми суттєво скористалися зв’язком розглянутої

спектральної задачi з вiдповiдною задачею для оператора Дiрака та вiдо-

мими результатами з оберненої спектральної теорiї для таких операторiв.

Наведений у цьому роздiлi алгоритм може бути використаний для вiд-

новлення потенцiалiв p та q за iнших припущень на їхню гладкiсть. А са-

ме, якщо p та первiсна r потенцiала q належать до Ls(0, 1) з s > 1, тодi
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вiдповiдна множина SD спектральних даних допускає точний опис (єдина

вiдмiннiсть вiд випадку s = 2 у спаданнi залишкiв λ̃n i α̃n) i кроки вiд-

новлення такi ж, як вище; пор. з характеристикою спектральних даних

для вiдповiдного класу операторiв Дiрака в [35]. Множина SD має схо-

жий опис i у випадку, коли p та r належать до W s
2 (0, 1) з s > 0; пор.

з результатами [30, 47] про асимптотики власних значень для операторiв

Штурма–Лiувiлля з потенцiалами у просторах Соболєва.

Описаний пiдхiд не обмежується лише крайовими умовами Дiрiхле i мо-

же бути використаний для вiдновлення енергозалежних рiвнянь Штурма–

Лiувiлля з досить загальними вiдокремленими крайовими умовами.

Також можливе використання запропонованого в цьому роздiлi пiдходу

для вiдновлення вiдповiдних задач за iншими множинами спектральних

даних; наприклад, за двома спектрами (див. наступний роздiл) чи в обер-

ненiй задачi Гохштадта–Лiбермана зi змiшаними даними.

Результати цього роздiлу використанi в наступному при вивченнi обер-

неної задачi вiдновлення енергозалежних задач Штурма–Лiувiлля за дво-

ма спектрами. Там запропоновано два методи розв’язування. Перший з цих

методiв використовує такий же пiдхiд, як у цьому роздiлi, що полягає у зве-

деннi рiвняння (1.1) до системи Дiрака. Другий використовує можливiсть

отримати нормiвнi множники з двох спектрiв, а далi опирається на отрима-

нi у цьому роздiлi результати про вiдновлення за спектром та нормiвними

множниками.

Наведенi тут матерiали опублiкованi в працях [26,42,74,79,87].
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РОЗДIЛ 5

ВIДНОВЛЕННЯ ЕНЕРГОЗАЛЕЖНИХ РIВНЯНЬ

ШТУРМА–ЛIУВIЛЛЯ ЗА ДВОМА СПЕКТРАМИ

5.1. Постановка задачi

У цьому роздiлi ми розглядаємо енергозалежнi рiвняння Штурма–Лiу-

вiлля вигляду

−y′′ + qy + 2λpy = λ2y (5.1)

на (0,1) з двома типами крайових умов: з крайовими умовами Дiрiхле

y(0) = y(1) = 0 (5.2)

та крайовими умовами змiшаного типу

y(0) = y[1](1) = 0. (5.3)

Тут, як i ранiше, λ ∈ C — спектральний параметр, p — дiйснозначна фун-

кцiя з L2(0, 1), q — дiйснозначний розподiл з простору Соболєва W−1
2 (0, 1),

тобто q = r′ з дiйснозначним r ∈ L2(0, 1).

Ми вивчаємо обернену задачу, яка полягає у вiдновленнi потенцiалiв p

та q = r′ енергозалежного рiвняння Штурма–Лiувiлля за двома спектрами

(див. [27, 71,72,76,78,79,86,87]) i звучить так

(IPS) За заданими спектрами задач (5.1), (5.2) та (5.1), (5.3) визначити

потенцiали p та r.

Чи еквiвалентно

(IPS) За заданими спектрами операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r) ви-

значити потенцiали p та r.
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У цьому роздiлi подано повний опис спектрiв операторних в’язок T (p, r)

та TM(p, r); конструктивно встановлено iснування в’язок iз заданими спек-

трами i виведено алгоритм вiдновлення. Зауважимо, що крайовi умови (5.3)

мiстять невiдому первiсну r потенцiала q; тому нам треба вiдновити саме

цю первiсну r (яку називають регуляризованим потенцiалом або просто

потенцiалом), а не лише q.

Ми опишемо два способи розв’язування задачi (IPS). Перший з них ана-

логiчний до використаного у попередньому роздiлi для розв’язування обер-

неної задачi вiдновлення за спектром та нормiвними множниками (IPSNC)

i полягає у зведеннi спектральних задач для операторних в’язок T (p, r) та

TM(p, r) до задач для операторiв Дiрака спецiального вигляду. Далi ми ви-

користовуємо у нашому аналiзi добре розвинену обернену спектральну тео-

рiю для операторiв Дiрака. Другий спосiб полягає у зведеннi задачi (IPS)

до (IPSNC) i використовує результати попереднього роздiлу.

Як ми вже згадували, iснують в’язки T (p, r), що мають недiйснi та/або

непростi власнi значення (див. приклад 1.1). За таких умов обернена за-

дача вiдновлення потенцiалiв p та q у (5.1) є дуже складною, i досi дослi-

джувалися лише частковi результати, що стосуються iснування розв’язку.

Пiдхiд, який ми збираємось використати, дає повний розв’язок в спецiаль-

ному випадку, коли спектри T (p, r) та TM(p, r) дiйснi та простi. З результа-

тiв пiдроздiлу 3.4 випливає, що це так, наприклад, тодi, коли виконується

припущення

(AM*) Iснує µ∗ ∈ R таке, що оператор TM(µ∗) вiд’ємний.

Iншими словами, (AM*) означає, що TM — строго гiперболiчна в’язка [18,

Гл. 31].

Зауваження 5.1. Тут, як i в попередньому роздiлi, нам зручно при-

пускати, що µ∗ є нулем. Оскiльки спектри в’язок T та TM є дискретними

пiдмножинами C i складаються лише з власних значень скiнченної алгеб-
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раїчної кратностi, то, якщо µ∗ не є нулем, ми можемо зсунути спектральний

параметр через λ = λ̂+µ∗ так само, як описано у зауваженнi 4.1. Тодi спек-

тральне рiвняння (5.1) можна переписати так:

−y′′ + q̂y + 2λ̂p̂y = λ̂2y

з новими потенцiалами p̂ := p−µ∗ та q̂ := q+ 2µ∗p−µ2
∗. Бiльше того, якщо

виберемо первiсну r̂ := r−
∫ 1

x (2µ∗p−µ2
∗) потенцiала q̂ так, що (r̂−r)(1) = 0,

та введемо вiдповiдну квазi-похiдну y[1] := y′ − r̂y, то крайовi умови (5.2)

та (5.3) залишаються незмiнними. Тепер, якщо λn (вiдповiдно, µn) — власнi

значення в’язок T (p, r) (вiдповiдно, TM(p, r)), то λ̂n := λn − µ∗ (вiдповiд-
но, µ̂n := µn − µ∗) — власнi значення задачi T (p̂, r̂) (вiдповiдно, TM(p̂, r̂)),

тодi як власнi функцiї для вiдповiдних власних значень є тими самими.

Зокрема, в’язки T (p̂, r̂) та TM(p̂, r̂) задовольняють припущення (AM*) з

µ∗ = 0. Маючи p̂, q̂ та r̂, ми можемо знайти p, q та r за формулами

p = p̂+ µ∗, q = q̂ − 2µ∗p− µ2
∗, r = r̂ +

1∫
x

(2µ∗p̂+ µ2
∗). (5.4)

З огляду на попереднє зауваження, не втрачаючи загальностi, ми мо-

жемо (i будемо) припускати в цьому роздiлi, що в (AM*) µ∗ = 0, тобто

виконується припущення

(AM) Оператор AM додатний.

За припущення (AM) власнi значення µn, n ∈ Z, в’язки TM(p, r) та λn,

n ∈ Z∗, в’язки T (p, r) всi дiйснi та простi [18, Гл. 31]. Як ми знаємо з ре-

зультатiв пiдроздiлу 2.4, їх можна занумерувати за зростанням так, що µn
та λn задовольняють асимптотики

µn = π
(
n− 1

2

)
+ p0 + µ̃n, λn = πn+ p0 + λ̃n

з p0 :=
∫ 1

0 p(x) dx та `2-послiдовностями (µ̃n), (λ̃n) i майже чергуються у

тому сенсi, що µk < λk < µk+1 коли k ∈ Z∗. Отже, пара спектрiв ((λn), (µn))

утворює елемент множини SD, визначеної далi.
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Означення 5.1. Позначимо через SD сiм’ю всiх пар (λ,µ) зростаючих

послiдовностей λ := (λn)n∈Z∗ та µ := (µn)n∈Z дiйсних чисел з µ0 < 0 < µ1,

що задовольняють такi умови:

(1) асимптотика: iснує таке h ∈ R, що

λn = πn+ h+ λ̃n, µn = π
(
n− 1

2

)
+ h+ µ̃n, (5.5)

де (λ̃n) послiдовнiсть в `2(Z∗) i (µ̃n) з `2(Z);

(2) майже чергування:

µk < λk < µk+1 для всiх k ∈ Z∗. (5.6)

Нехай λ∗ позначає послiдовнiсть λ, доповнену λ0 = 0. Тодi умова майже

чергування (5.6) означає, що послiдовностi λ∗ та µ строго чергуються.

Позначимо через λ та µ спектри операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r),

вiдповiдно. Тодi поставлена обернена спектральна задача полягає в тому,

щоб вiдновити цi в’язки, маючи спектри λ та µ. А саме, ми хочемо вiдно-

вити потенцiал p та (регуляризований) потенцiал r (який визначає i потен-

цiал q = r′, i праву крайову умову для операторної в’язки TM(p, r) в (5.3)).

Наша мета — також дати повний опис спектральних даних µ та λ та знайти

алгоритм вiдновлення потенцiалiв p та r.

Легко бачити, що з p ≡ 0 спектральнi задачi для операторних в’я-

зок T (0, r) та TM(0, r) стають спектральними задачами Ay = λ2y та AMy =

λ2y для звичайних операторiв Штурма–Лiувiлля A та AM з потенцiалом q

з W−1
2 (0, 1); див. [28, 29]. В цьому випадку частини послiдовностей µ та λ

є зайвими в тому сенсi, що µ1−n = −µn i λ−n = −λn. У [46] автори довели,

що так як i в регулярному випадку, коли q iнтегровний, спектри (µ2
n)n∈N

оператора AM та (λ2
n)n∈N оператора A однозначно визначають регуляризо-

ваний потенцiал r; див. [83] для альтернативного пiдходу. В цих статтях

також запропоновано алгоритм вiдновлення потенцiалу r за спектрами A

i AM .
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У розглядуванiй оберненiй спектральнiй задачi ми хочемо визначити

два дiйснозначнi потенцiали p та r операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r).

Оскiльки iнформацiя, яку несуть спектри цих в’язок, є вдвiчi бiльшою, нiж

у випадку стандартних операторiв Штурма–Лiувiлля, можна сподiватись,

що обернена спектральна задача вiдновлення p та r за спектральними да-

ними T (p, r) та TM(p, r) є коректною.

Як уже згадувалось, спектри операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r)

утворюють елемент SD. Наш основний результат стверджує, що, навпа-

ки, кожен елемент з множини SD збiгається зi спектральними даними для

деяких операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r) i що цi операторнi в’язки

однозначно визначаються їхнiми спектрами.

Теорема 5.1. Нехай пара (λ,µ) послiдовностей дiйсних чисел є еле-

ментом множини SD. Тодi iснують єдинi такi p, r ∈ L2,R(0, 1), що λ i µ

є спектрами в’язок T (p, r) та TM(p, r), вiдповiдно. Бiльше того, опера-

торна в’язка TM(p, r) задовольняє припущення (AM).

У цьому роздiлi ми описуємо два методи доведення цiєї теореми. В обох

випадках доведення конструктивнi i пропонують алгоритми вiдновлення,

що визначають потенцiали p та r за множинами λ i µ, див. пiдроздiли 5.4

та 5.7.

5.2. Зведення до системи Дiрака. Оператори перетворення

Перший метод розв’язування (IPS) i доведення теореми 5.1 використо-

вує зведення спектральних задач для в’язок T (p, r) та TM(p, r) до спек-

тральних задач для операторiв Дiрака в L2(0, 1) × L2(0, 1) спецiального

вигляду з вiдповiдними крайовими умовами. Така процедура зведення бу-

ла описана в пiдроздiлi 2.3. Використовуючи вiдповiдне унiтарне перетво-

рення, можна звести цi оператори Дiрака до операторiв з потенцiалами у

“зсунутому” канонiчному виглядi АКНС. Для операторiв Дiрака вигляду
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АКНС пряма та обернена спектральнi задачi добре вивченi, див. [4,17,35].

Використовуючи вiдомi методи, ми вiдновимо оператори Дiрака вигляду

АКНС за заданими спектрами, а тодi перетворимо їх в оператори Дiрака,

безпосередньо асоцiйованi з операторними в’язками T та TM , зберiгаючи

спектри незмiнними. З них отримаємо точний вигляд шуканих потенцiа-

лiв p та r, див. (5.15).

Щоб можна було звести рiвняння (5.1) до системи Дiрака, використо-

вуючи процедуру, описану в пiдроздiлi 2.3, побудуємо дiйсний розв’язок

рiвняння `(y) = 0, що є строго додатним на [0, 1]. Спершу зауважимо, що

рiвняння `(y) = 0 можна розглядати як лiнiйну систему першого поряд-

ку u′1 = ru1 + u2, u′2 = −r2u1 − ru2, де u1 = y, а u2 = y[1]. Тому для

всiх комплексних a та b воно має єдиний розв’язок, що задовольняє умо-

ви y(1) = a та y[1](1) = b. Нехай z позначає розв’язок рiвняння `(y) = 0 з

умовами

z(1) = 1, z[1](1) = 0.

Покажемо, що z не досягає нуля на [0, 1].

Лема 5.1. За припущення (AM) функцiя z строго додатна на [0, 1].

Доведення. За припущенням, оператор AM рiвномiрно додатний, а от-

же, таким є i замикання a його квадратичної форми. Для y ∈ domAM ,

використовуючи iнтегрування частинами, отримуємо, що

a[y] = (AMy, y) =

1∫
0

|y′|2 − 2 Re(ry′, y).

Квадратична форма a0[y] =
∫ 1

0 |y
′|2, розглянута на domAM , допускає за-

микання, i її замикання ã0 дiє за такою самою формулою на областi

dom ã0 := {u ∈ W 1
2 (0, 1) | u(0) = 0}.

Оскiльки квадратична форма 2 Re(ry′, y) обмежена вiдносно форми ã0[y]

з вiдносною гранню 0 (пор. з [43]), з теореми VI.1.33 з [58] випливає, що
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область визначення a1 збiгається з dom ã0, тобто

dom a1 = {u ∈ W 1
2 (0, 1) | u(0) = 0}.

Тепер припустимо, що z має нулi на [0, 1] i позначимо найбiльший з них

через x0. Тодi функцiя

u(x) :=

 0, x 6 x0

z(x), x > x0

належить до областi визначення a i не є тотожно рiвна нулю. Iнтегру-

ючи частинами вираз для a[u], бачимо, що a[u] = 0, що суперечить додат-

ностi AM . Тому z не досягає нуля на [0, 1], звiдки випливає твердження

леми.

Покладемо v := z′/z. Тодi q = v′ + v2, i ми можемо використати

процедуру зведення до системи Дiрака, описану в 2.3, з цим v. Нагадає-

мо, що за цiєю процедурою рiвняння (5.1) можна звести до спектральної

задачi `(P )u = λu для диференцiального виразу Дiрака `(P ), що дiє в

L2(0, 1)× L2(0, 1) за формулою

`(P )u := J
du

dx
+ Pu,

де

J :=

 0 1

−1 0

 , P :=

 0 −v
−v 2p

 , u(x) =

(
u1

u2

)
(5.7)

з u2 := y та u1 := (y′ − vy)/λ. Для довiльного матричнозначного потенцiа-

ла Q ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
позначимо через Dj(Q), j = 1, 2, оператори Дiрака,

породженi виразом `(Q) на областях визначення

dom Dj(Q) := {u = (u1, u2)
t ∈ W 1

2 (0, 1)×W 1
2 (0, 1) | u2(0) = uj(1) = 0}.

Зауважимо також, що оскiльки функцiя v − r = z[1]

z неперервна i z

задовольняє умову (z′ − rz)(1) = 0, то (v − r)(1) = 0.
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Зауваження 5.2. Потенцiал p операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r)

пов’язаний з матричним потенцiалом P = (pij)
2
i,j=1 з (5.7) так p = p22/2.

Далi q = v′ + v2 = −p′12 + p2
12, а з огляду на рiвнiсть (r − v)(1) = 0, маємо,

що r = −p12 −
∫ 1

x p
2
12.

Для нашого дослiдження важливий зв’язок мiж спектрами операто-

рiв Dj(P ), j = 1, 2, та операторних в’язок T (p, r) i TM(p, r), про який

йдеться в наступнiй лемi.

Лема 5.2. Спектри операторiв Дiрака Dj(P ), j = 1, 2, та оператор-

них в’язок T (p, r) i TM(p, r) пов’язанi так:

σ
(
D1(P )

)
= σ(TM(p, r)), (5.8)

σ
(
D2(P )

)
= σ(T (p, r)) ∪ {0}. (5.9)

Бiльше того, u = (u1, u2)
t є власною функцiєю D1(P ) (D2(P ), вiдповiд-

но), що вiдповiдає власному значенню λ 6= 0, тодi i лише тодi, коли u2 є

власною функцiєю TM(p, r) (T (p, r), вiдповiдно), що вiдповiдає λ, i u1 :=

(u′2 − vu2)/λ.

Доведення. Спiввiдношення (5.9) випливає з лем 2.8 та 4.2. З огляду на

рiвнiсть (v−r)(1) = 0, крайова умова y[1](1) = 0 еквiвалентна до u1(1) = 0.

З цього факту та безпосередньо з процедури зведення спектральної зада-

чi для операторної в’язки TM(p, r) до задачi для оператора Дiрака (див.

пiдроздiл 2.3) випливає, що спектри σ
(
D1(P )

)
та σ(TM(p, r)) збiгаються.

Останнє твердження леми можна отримати за допомогою прямої перевiрки

(див. зауваження 2.2).

Нагадаємо деякi властивостi спектрiв операторiв Дiрака (див., напр., [35],

[17]).

Твердження 5.1. Нехай Q ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
— матричнозначний по-

тенцiал, що набуває ермiтових значень. Тодi оператори Дiрака D1(Q)

та D2(Q) самоспряженi i мають простi дiйснi спектри. Бiльше того,



117

власнi значення D1(Q) та D2(Q) чергуються i їх можна занумерувати

з допомогою n ∈ Z як µn та λn вiдповiдно так, щоб вони задовольняли

асимптотики (5.5) з h = 1
2

∫ 1

0 trQ.

З огляду на лему 5.2, ми можемо спробувати використати спектри λ

та µ операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r), щоб знайти пов’язанi з ними

оператори Дiрака D1(P ) та D2(P ). З потенцiалу P = (pij)
2
i,j=1 у виразi

`(P ) обчислимо потенцiали p та r операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r)

як p := p22/2 та r := −p12 −
∫ 1

x p
2
12 (див. зауваження 5.2).

Проте, як уже згадувалось у роздiлi 4, користуючись класичною обер-

неною спектральною теорiєю, можна ефективно вiдновити оператор Дiра-

ка з потенцiалом у формi АКНС або в iншiй канонiчнiй формi. Тому для

того, щоб знайти оператори Дiрака з потенцiалами вигляду (5.7), безпо-

середньо пов’язанi з операторними в’язками T (p, r) та TM(p, r), нам треба

перетворити отриманi оператори Дiрака в канонiчнiй формi, зберiгаючи

незмiнними спектральнi данi. Для цього використаємо оператор перетво-

рення X = X (P,Q), побудований у пiдроздiлi 4.3 у виглядi X = R +K ,

де Ru(x) := R(x)u(x) — оператор множення на R з (4.3)–(4.4) i

K u(x) :=

x∫
0

K(x, s)u(s) ds

— вiдповiдний iнтегральний оператор. Нагадаємо, що iснування оператора

перетворення X (P,Q) гарантують теореми 4.3, 4.4.

Надалi в цьому роздiлi, як i в попередньому, припускаємо, що матрич-

нозначнi потенцiали P та Q ермiтовi, тобто, що P ∗(x) = P (x) i Q∗(x) =

Q(x) майже скрiзь на [0, 1]. Тодi вiдповiднi оператори Дiрака Dj(P ) та

Dj(Q), j = 1, 2, самоспряженi. Для ермiтових P та Q функцiї iθ1 та θ2

з (4.4) дiйснозначнi; зокрема, оператор R множення на R з (4.3) унiтарний.

Позначимо через µ(P ) (вiдповiдно, через µ(Q)) спектр D1(P ) (вiдпо-

вiдно, D1(Q)), а через λ(P ) (вiдповiдно, через λ(Q)) спектр D2(P ) (вiдпо-
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вiдно, D2(Q)).

Теорема 5.2. Нехай матричнi потенцiали P та Q ермiтовi. Тодi

спектри операторiв Dj(P ) та Dj(Q), j = 1, 2, збiгаються, тобто µ(P ) =

µ(Q) та λ(P ) = λ(Q), тодi i лише тодi, коли оператор перетворен-

ня X (P,Q) для `(P ) та `(Q) на областi D0 мiстить тiльки унiтарну

частину R (тобто K = 0) i θ2(1) = πn з деяким n ∈ Z.

Доведення. Достатнiсть. За припущенням, оператор перетворення

X (P,Q) мiж `(P ) та `(Q) мiстить лише оператор множення R. Позначимо

через D̃j(P ), j = 1, 2, оператори, пов’язанi з Dj(Q) рiвнiстю

D̃j(P ) = R−1Dj(Q)R, j = 1, 2.

Тодi D̃j(P ) унiтарно еквiвалентнi з Dj(Q), а отже, σ(D̃j(P )) = σ(Dj(Q)).

За зауваженням 4.3, D̃j(P ) — оператори Дiрака, що дiють за формулою

D̃j(P )u = `(P )u на областях, якi складаються з тих u ∈ L2((0, 1),C2), для

яких Ru ∈ dom Dj(Q). Нагадаємо, що R(0) = I; також, оскiльки θ2(1) =

πn з деяким n ∈ Z, то матриця R(1) кратна одиничнiй матрицi I. Звiдси

випливає, що u з областi визначення D̃j(P ) задовольняють тi ж крайовi

умови, що й Ru. Тому dom D̃j(P ) = dom Dj(Q) = dom Dj(P ). Це означає,

що Dj(P ) = D̃j(P ), а отже, µ(P ) = µ(Q) i λ(P ) = λ(Q).

Необхiднiсть. Спершу зауважимо, що оскiльки спектри Dj(P ) та Dj(Q),

j = 1, 2, збiгаються, то асимптотики власних значень теж збiгаються, звiд-

ки випливає, що θ2(1) = πn з деяким n ∈ Z (див. твердження 5.1 та (4.4)).

Щоб завершити доведення, залишається показати, що K = 0.

Нагадаємо, що нормiвний множник, який вiдповiдає власному значен-

ню λ оператора D2(P ) дорiвнює ‖u‖2, де u = (u1, u2)
t — власна функ-

цiя D2(P ) для λ, нормована початковими умовами u1(0) = 1 та u2(0) =

0 [17]. З [35] випливає, що нормiвнi множники для D2(P ) однозначно ви-

значаються спектрами λ(P ) та µ(P ) (хоча в [35] розглядалися потенцiали

тiльки у формi АКНС, такi ж аргументи працюють для всiх самоспряже-
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них операторiв Дiрака). Тому з твердження теореми випливає, що множини

нормiвних множникiв для D2(P ) та D2(Q) збiгаються. За лемою 4.3, з цього

випливає, що K = 0.

Альтернативно, щоб встановити необхiднiсть у попереднiй теоремi, мож-

на використати мiркування, аналогiчнi до наведених у [41], де доведено

подiбне твердження, але за iнших припущень на P та Q.

5.3. Вiдновлення енергозалежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля

за двома спектрами. I

Наша цiль у цьому пiдроздiлi — довести теорему 5.1, тобто показати,

що для заданого довiльного елемента (λ,µ) з SD iснують єдинi p та r такi,

що µ є спектром операторної в’язки TM(p, r), а λ — спектром T (p, r).

Зафiксуємо довiльну пару (λ,µ) в SD. Надалi λn, n ∈ Z∗, та µn,

n ∈ Z, позначатимуть, вiдповiдно, елементи λ та µ. Зауважимо, що ну-

мерацiя µn та λn фiксує зсув h у їхнiй асимптотицi (5.5). Доповнимо послi-

довнiсть (λn)n∈Z∗ елементом λ0 = 0 i позначимо отриману послiдовнiсть λ∗.

Нагадаємо деякi факти з оберненої спектральної теорiї для операторiв

Дiрака, якi ми будемо використовувати у нашiй процедурi вiдновлення,

див. [4, 17, 35]. Розглянемо множину Q0 функцiй, значення яких є матрицi

зM2 у нормальнiй формi АКНС, а саме,

Q0 :=

Q0 =

q1 q2

q2 −q1

 | qj ∈ L2,R(0, 1)

 . (5.10)

Вiдомо, що оператори D1(Q0) та D2(Q0) з потенцiалами Q0 з Q0 самоспря-

женi i мають простi дискретнi спектри. Їхнi власнi значення можна зану-

мерувати у зростаючому порядку як λn(Q0) та µn(Q0), n ∈ Z, вiдповiдно,

так, що вони задовольняють умову чергування

µn(Q0) < λn(Q0) < µn+1(Q0)
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i мають асимптотику

λn(Q0) = πn+ λ̃n(Q0),

µn(Q0) = π
(
n− 1

2

)
+ µ̃n(Q0)

з послiдовностями (λ̃n(Q0)) та (µ̃n(Q0)) з `2(Z).

Також вiдомо (див. [35]), що для двох послiдовностей (µn) та (λn), якi

мають вище наведенi властивостi, iснує єдиний потенцiал Q0 з Q0 такий,

що (µn) є спектром оператора D1(Q0), а (λn) — спектром оператора D2(Q0).

Послiдовностi µ та λ∗ вiдрiзняються вiд спектрiв для операторiв Дi-

рака з потенцiалами нормального вигляду АКНС тiльки зсувом h у їхнiй

асимптотицi, див. (5.5). Для h ∈ R позначимо через

Qh := {Q0 + hI | Q0 ∈ Q0}

множину матричних потенцiалiв у формi АКНС, зсунутих на h; тодi спра-

ведливе таке.

Твердження 5.2. Для довiльної пари (λ,µ) з SD позначимо через

λ∗ поповнення λ елементом λ0 = 0. Тодi iснує єдиний потенцiал Q ∈ Qh

такий, що µ є спектром оператора D1(Q), а λ∗ — спектром операто-

ра D2(Q).

Для довiльного потенцiала P ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
введемо множину потен-

цiалiв, iзоспектральних до P

Iso(P ) := {P̃ ∈ L2

(
(0, 1),M2

)
| µ(P̃ ) = µ(P ), λ(P̃ ) = λ(P )},

а через P , як i в попередньому роздiлi, позначимо множину всiх потенцiалiв

вигляду (5.7), тобто

P := {P = (pij)
2
i,j=1 | pij ∈ L2,R(0, 1), p11 = 0, p12 = p21}.

Тепер ми доведемо, що iснує єдиний потенцiал P в множинi Iso(Q)∩P .
Почнемо з такої леми.
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Лема 5.3. Нехай Q ∈ Qh, тобто

Q =

 q1 + h q2

q2 −q1 + h

 .

Тодi iснує єдиний потенцiал P ∈ P такий, що

R`(P ) = `(Q)R, (5.11)

де R — оператор множення на матричнозначну функцiю R з (4.3), (4.4).

Доведення. Спершу зауважимо, що матриця R, задана формулою (4.3),

комутує з J , звiдки

R−1
(
J
d

dx
+Q

)
R = J

d

dx
+R−1JR′ +R−1QR.

Отже, щоб виконувалась рiвнiсть (5.11), необхiдно, щоб

P = R−1JR′ +R−1QR

= (h− θ′2)I + θ′1J +

 q1 cos 2θ2 − q2 sin 2θ2 q1 sin 2θ2 + q2 cos 2θ2

q1 sin 2θ2 + q2 cos 2θ2 −q1 cos 2θ2 + q2 sin 2θ2

 .

(5.12)

Потенцiал P з (5.12) належить до P тодi i лише тодi, коли θ′1(x) тотожно

дорiвнює нулю i виконується така рiвнiсть:

−θ′2 + q1 cos 2θ2 − q2 sin 2θ2 + h = 0. (5.13)

Очевидно, iснує єдиний розв’язок цього рiвняння, який задовольняє почат-

кову умову

θ2(0) = 0. (5.14)

Цей розв’язок θ2 та θ1 ≡ 0 задають функцiю R за формулою (4.3) та потен-

цiал P за формулою (5.12) однозначно. Легко переконатися, що умови (4.4)

при цьому виконанi, тобто оператор R здiйснює подiбнiсть (5.11).
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Наступний результат стверджує iснування та єдинiсть потенцiалу P з P ,
що належить до множини Iso(Q).

Теорема 5.3. Нехай h ∈ R i потенцiал Q ∈ Qh такий, що λ = 0 —

власне значення оператора Дiрака D2(Q). Тодi iснує єдиний P ∈ P, який
належить до множини Iso(Q), тобто такий, що Iso(Q) ∩ P = {P}.

Доведення. Спочатку зауважимо, що якщо P ∈ Iso(Q), то за теоре-

мою 5.2 оператор перетворення мiж `(P ) та `(Q) на D0 є оператором R

множення на матричнозначну функцiю R, що задана формулами (4.3),

(4.4). Якщо, крiм того, P має належати до P , то за лемою 5.3 P має бути

заданий формулою (5.12) з θ1 ≡ 0 i θ2 таким, що розв’язує (5.13), (5.14). За-

лишається довести, що потенцiал, заданий (5.12)–(5.14), справдi належить

до Iso(Q). За теоремою 5.2, для цього досить показати, що θ2(1) = πn з

деяким n ∈ Z. Це можна зробити, використавши мiркування, наведенi у

кроцi 2 доведення теореми 4.6.

Тепер ми можемо довести головнi результати пiдроздiлу.

Доведення теореми 5.1. Iснування. Маючи пару (λ,µ) з SD, поповни-

мо λ елементом λ0 := 0. Отримаємо λ∗. Використовуючи твердження 5.2,

знайдемо такий потенцiал Q в Qh, що µ є спектром оператора D1(Q), а λ∗

— оператора D2(Q). З теореми 5.3 знаємо, що для цього Q можемо знай-

ти P ∈ P , який належить до Iso(Q), тобто такий, що µ та λ∗ є, вiдповiдно,

спектрами D1(P ) та D2(P ). За лемою 4.2, це означає, що µ та λ є спектра-

ми TM(p, r) та T (p, r) з

p =
p22

2
, r := −p12 −

1∫
x

p2
12. (5.15)

З майже чергування λ та µ випливає, що оператор TM(p, r)(0) вiд’ємний,

тобто TM(p, r) задовольняє припущення (AM) (див. наслiдок 3.2).

Це завершує доведення iснування.
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Єдинiсть. Припустимо, що iснує двi пари потенцiалiв p, r та p̂, r̂ таких,

що σ(TM(p, r)) = σ(TM(p̂, r̂)) =: µ i σ(T (p, r)) = σ(T (p̂, r̂)) =: λ. Тодi, за

наслiдком 3.2, оператори TM(p, r)(0) та TM(p̂, r̂)(0) вiд’ємнi, тобто припу-

щення (AM) виконується для операторних в’язок TM(p, r) та TM(p̂, r̂).

В’язки T (p, r), TM(p, r) та T (p̂, r̂), TM(p̂, r̂) приводять до операторiв Дi-

рака з потенцiалами P та P̂ в P , як описано в пiдроздiлi 5.2, i до операторiв

Дiрака з потенцiалами Q та Q̂ з Qh, з тим самим h, як описано на початку

пiдроздiлу. За побудовою, µ(Q) = µ(Q̂) = µ i λ(Q) = λ(Q̂) = λ∪{0}, а то-

му Q = Q̂, за твердженням 5.2. За лемою 4.2, µ(P ) = µ(P̂ ) i λ(P ) = λ(P̂ ),

а отже, P та P̂ належать до однiєї i тiєї ж iзоспектральної множини Iso(Q).

З огляду на теорему 5.3, це означає, що P = P̂ . Таким чином, p = p̂ i r = r̂,

що завершує доведення.

5.4. Алгоритм вiдновлення. I

Сформулюємо алгоритм вiдновлення в’язок T (p, r) та TM(p, r) для пер-

шого з двох запропонованих в цьому дослiдженнi способiв розв’язування

оберненої задачi (IPS).

Нехай ми маємо пару послiдовностей (λ,µ) з SD. Тодi процедура вiд-

новлення складається з таких крокiв:

1. Доповнимо дану послiдовнiсть λ елементом λ0 = 0.

2. Використаємо отриманi спектральнi данi для побудови операторiв

Дiрака D1(Q) та D2(Q) з потенцiалом Q у h-зсунутiй формi АКНС.

3. Знайдемо вiдповiдний потенцiал P ∈ P ∩ Iso(Q), використовую-

чи (5.12) i (5.13).

4. Обчислимо потенцiали p та r, використовуючи формули (5.15).

Загалом цей метод вiдновлення можна використати i для розв’язуван-

ня (IPS) з припущенням (AM*). В такому випадку спектри операторних
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в’язок T (p, r) та TM(p, r) утворюють елемент множини SD∗, яка вiдрiзня-

ється вiд SD лише тим, що для елементiв λn послiдовностi λ не обов’язково

повинна виконуватися умова λ−1 < 0 < λ1. Тодi для вiдновлення потенцiа-

лiв p та r за парою послiдовностей (λ,µ) з SD∗, покладемо µ∗ := (µ0+µ1)/2

i зсунемо послiдовностi λ та µ на µ∗. Отримаємо послiдовностi λ̂ та µ̂ з

елементами λ̂n = λn−µ∗, n ∈ Z∗, та µ̂n = µn−µ∗, n ∈ Z. Зрозумiло, що тодi

пара (λ̂, µ̂) належить до множини SD. Далi використаємо описаний вище

алгоритм, щоб вiдновити потенцiали p̂ та r̂ такi, що λ̂ є спектром T (p̂, r̂),

а µ̂ — спектром TM(p̂, r̂). Зрозумiло, що тодi λ є спектром в’язки T (p, r),

а µ — спектром в’язки TM(p, r) з потенцiалами p та r, отриманими з p̂ та r̂

за формулами (5.4).

Також для розв’язування (IPS) за припущення (AM*) можна скориста-

тися методом, описаним в [71], що аналогiчний до дослiдженого вище в

цьому роздiлi.

5.5. Зв’язок мiж двома задачами вiдновлення

Тепер опишемо ще один спосiб розв’язування оберненої задачi вiднов-

лення операторних в’язок T (p, r) та TM(p, r) за двома спектрами, який ви-

користовує зв’язок (IPS) iз задачею вiдновлення T (p, r) за одним спектром

i множиною нормiвних множникiв (IPSNC). За цим пiдходом ми спочатку

за двома послiдовностями λ та µ, якi, за припущенням, є спектрами T (p, r)

та TM(p, r) з шуканими потенцiалами p та q = r′, будуємо ще одну послiдов-

нiсть, яка, як виявляється, складається з нормiвних множникiв для T (p, r).

Тодi, використовуючи результати роздiлу 4, вiдновлюємо потенцiали p та q

рiвняння (5.1) такi, що λ є спектром T (p, r) з цими p та q. Далi ми пока-

зуємо, що первiсну r потенцiала q можна вибрати єдиним чином так, щоб

спектр TM(p, r) збiгався iз заданою послiдовнiстю µ (див. [72]).

Зауважимо, що нi спектр T (p, r), нi множина нормiвних множникiв не
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залежать вiд конкретного вибору первiсної r потенцiала q. Саме тому ре-

зультати роздiлу 4 гарантують єдинiсть вiдновлення q, але залишають r

визначеним з точнiстю до адитивної константи. Проте крайовi умови (5.3)

таки залежать вiд вибору r, i ми покажемо, що r визначається однозначно

в оберненiй задачi (IPS).

Для того, щоб дослiдити зв’язок мiж (IPS) та (IPSNC), ми використа-

ємо характеристичнi функцiї ϕ та ψ для задач (5.1),(5.2) та (5.1),(5.3). За

теоремами 2.8 та 2.11, характеристичнi функцiї ϕ та ψ можна записати у

факторизованiй формi у термiнах власних значень (λn) задачi (5.1),(5.2)

та (µn) задачi (5.1),(5.3), а саме

ϕ(λ) =


V.p.

∏
n∈Z∗

λn − λ
πn

, якщо p0 6= πl, l ∈ Z,

(−1)l V.p.
∏
n∈Z∗

λn − λ
πn

, якщо p0 = πl, l ∈ Z,
(5.16)

ψ(µ) =


−V.p.

∏
n∈Z

µn − µ
π (n+ 1/2)

, якщо p0 6=
π

2
+ πl, l ∈ Z,

(−1)l+1(µ0 − µ)V.p.
∏
n∈Z∗

µn − µ
πn

, якщо p0 =
π

2
+ πl, l ∈ Z,

(5.17)

де p0 =
∫ 1

0 p. Зв’язок мiж (IPS) та (IPSNC) задано формулами (5.16), (5.17)

та наступною формулою, яка пов’язує характеристичнi функцiї (а значить,

i спектри) в’язок T (p, r) та TM(p, r) та нормiвнi множники в’язки T (p, r)

(див. наслiдок 3.1):

αn = λnϕ̇(λn)ψ(λn). (5.18)

Далi ми доведемо таку теорему:

Теорема 5.4. За заданою парою послiдовностей (λ,µ) з SD побудує-

мо (αn)n∈Z∗ за формулами (5.16), (5.17) i (5.18). Тодi αn додатнi i послi-

довнiсть (αn − 1)n∈Z∗ належить до `2(Z∗).

У цьому роздiлi будемо позначати через SD1 множину, описану в озна-

ченнi 4.2 з попереднього роздiлу. З теореми 5.4, множина пар {(λn, αn)}n∈Z∗
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iз заданими числами λn та числами αn, побудованими в (5.18), утворює

елемент SD1. Тодi, за теоремами 4.1 та 4.2, iснують єдинi дiйснозначнi

p ∈ L2(0, 1) та q ∈ W−1
2 (0, 1) такi, що {(λn, αn)}n∈Z∗ збiгається iз спектраль-

ними даними sd(p, r) операторної в’язки T (p, r) з кожною первiсною r по-

тенцiала q. Ми покажемо, що первiсну r можна вибрати єдиним чином так,

щоб зробити µn власними значеннями TM(p, r). Так ми отримаємо другий

спосiб доведення теореми 5.1 та ще один алгоритм вiдновлення енергоза-

лежних рiвнянь Штурма–Лiувiлля за двома спектрами.

Перш нiж доводити теорему 5.4, доведемо такий допомiжний результат.

Лема 5.4. Нехай F — функцiя з L2(0, 1). Тодi послiдовнiсть (fn)n∈Z,

елементи якої визначенi формулою

fn :=

1∫
0

F (t)eiλn(1−2t)dt, (5.19)

належить до `2(Z).

Доведення. Спочатку зробимо замiну змiнних u := 1 − 2t у iнтегра-

лi (5.19). Отримаємо

fn :=

1∫
−1

G(u)eiωnudu,

де G(u) = 1
2F (1−u

2 )eihu — функцiя з L2(−1, 1) i ωn = πn + λ̃n. Для за-

вершення доведення досить показати, що система eiωnu утворює базу Риса

в L2(−1, 1); тодi fn є коефiцiєнтами Фур’є функцiї G вiдносно системи eiωnu,

а отже, утворюють послiдовнiсть з `2(Z) (див., напр., [96, Гл. 1]).

Зауважимо спершу, що система {eiπnu} є ортогональною базою в L2(−1, 1).

Можна знайти сталу L < π/4 i достатньо велике число N таке, що |λ̃n| < L

для всiх n з |n| > N . Тодi з теореми Кадеця про 1/4 (див. [96, Гл. 1], [12])
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випливає, що система {eiω̃nu} з

ω̃n =

 πn+ λ̃n, |n| > N,

πn, |n| 6 N

утворює базу Риса. Залишається зауважити, що послiдовнiсть (ωn) отри-

мана з (ω̃n) замiною скiнченної кiлькостi елементiв. З теорем 3.11 та 1.12

з [96] випливає, що система {eiωnu} є базою Риса.

Доведення теореми 5.4. Нехай задано двi послiдовностi λ := (λn)n∈Z∗

та µ := (µn)n∈Z з µ0 < 0 < µ1, якi утворюють елемент (λ,µ) множини SD.

Покладемо λ0 := 0 i позначимо через λ∗ послiдовнiсть (λn)n∈Z, що є допов-

ненням послiдовностi λ елементом λ0. Тодi λ∗ та µ строго чергуються. За

допомогою цих послiдовностей будуємо функцiї

s1(z) : =


zV.p.

∏
n∈Z∗

λn − z
πn

, if h 6= πl, l ∈ Z,

(−1)lz V.p.
∏
n∈Z∗

λn − z
πn

, if h = πl, l ∈ Z,
(5.20)

c(z) : =


−V.p.

∏
n∈Z

µn − z
π (n+ 1/2)

, if h 6= π

2
+ πl, l ∈ Z,

(−1)l+1(µ0 − z)V.p.
∏
n∈Z∗

µn − z
πn

, if h =
π

2
+ πl, l ∈ Z,

(5.21)

де h — число з асимптотики (1) в означеннi 5.1.

Зауважимо, що λ∗ є послiдовнiстю нулiв функцiї s1, а µ— послiдовнiстю

нулiв c. З результатiв [48] випливає, що iснують функцiї f та g з L2(0, 1)

такi, що

s1(z) = sin(z − h) +

1∫
0

f(t)eiz(1−2t)dt

та

c(z) = cos(z − h) +

1∫
0

g(t)eiz(1−2t)dt. (5.22)
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Зауважимо, що

ṡ1(λn) = cos(λn − h) +

1∫
0

f(t)i(1− 2t)eiλn(1−2t)dt. (5.23)

Далi покладемо s(z) := s1(z)/z. Оскiльки λn, n ∈ Z, є нулями s1, то

ṡ(λn) =
ṡ1(λn)

λn

для всiх n ∈ Z∗.

З леми 5.4 випливає, що

ṡ1(λn) = (−1)n cos λ̃n +

1∫
0

f(t)i(1− 2t)eiλn(1−2t)dt = (−1)n(1 + sn),

c(λn) = (−1)n cos λ̃n +

1∫
0

g(t)eiλn(1−2t)dt = (−1)n(1 + cn)

(5.24)

з `2-послiдовностями (sn)n∈Z та (cn)n∈Z. Визначимо послiдовнiсть (αn)n∈Z∗

так:

αn := λnṡ(λn)c(λn) = ṡ1(λn)c(λn). (5.25)

Тодi з (5.24) отримуємо

αn = (−1)n(1 + sn)(−1)n(1 + cn) = 1 + α̃n

з `2-послiдовнiстю (α̃n).

Оскiльки послiдовностi λ∗ та µ чергуються, з безпосереднього аналiзу

означень (5.20), (5.21) та формули (5.25) випливає, що всi αn, n ∈ Z∗, одного

знаку, а отже, є додатнiми, що завершує доведення теореми 5.4.

З теореми 5.4 та теорем 4.1 i 4.2 випливає, що за заданою послiдов-

нiстю (λn)n∈Z∗ та побудованою (αn)n∈Z∗ можна єдиним чином визначити

потенцiали p та q = r′ такi, що для в’язки T (p, r) послiдовнiсть (λn)n∈Z∗ є

спектром, а (αn)n∈Z∗ — вiдповiдним набором нормiвних множникiв.

З роздiлу 2 ми знаємо, що зсув h у асимптотицi (5.5) власних зна-

чень T (p, r) дорiвнює p0 =
∫ 1

0 p.
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5.6. Вiдновлення рiвняння Штурма–Лiувiлля з

енергозалежним потенцiалом за двома спектрами. II

Тепер ми покажемо, що потенцiали p та q, побудованi у попередньому

пiдроздiлi, i є розв’язком (IPS). А саме, ми покажемо, що iснує первiсна r

потенцiала q така, що µn, n ∈ Z, — це всi власнi значення в’язки TM(p, r).

Для початку зауважимо, що первiсна r потенцiала q визначена з точ-

нiстю до адитивної константи. Виберемо r у такий спосiб. Нехай y(x, µ0)

— розв’язок рiвняння (5.1) з µ0 замiсть λ, що задовольняє початкову умо-

ву y(0, µ0) = 0. Тодi y(1, µ0) не дорiвнює 0, оскiльки µ0 не є в спектрi T (p, r).

Це дозволяє нам вибрати r єдиним чином так, що y[1](1, µ0) = 0. Тодi µ0

є власним значенням в’язки TM(p, r) з цим фiксованим r. Позначимо че-

рез νn, n ∈ Z, власнi значення TM(p, r), занумерованi у зростаючому по-

рядку так, що ν0 = µ0.

Лема 5.5. νn = µn для всiх n ∈ Z.

Доведення. Нагадаємо, що власнi значення νn в’язки TM(p, r) задоволь-

няють асимптотику

νn = π(n− 1/2) + p0 + ν̃n

з `2-послiдовнiстю (ν̃n) та що вiдповiдна характеристична функцiя ψ задана

формулою (5.17) з νn замiсть µn. Функцiю ψ можна подати в iнтегральнiй

формi (див. [48, 70])

ψ(z) = cos(z − p0) +

1∫
0

g1(t)e
iz(1−2t)dt (5.26)

з деякою g1 ∈ L2(0, 1). Ми хочемо показати, що ψ збiгається з функцiєю c

з (5.21). Оскiльки νn, n ∈ Z, є нулями ψ, а µn, n ∈ Z, — нулями c, це

завершить доведення.

Припустимо супротивне, що ψ 6= c, тобто, що функцiя ψ̂ := ψ − c не

дорiвнює тотожно нулю. З рiвностi h = p0 та з представлень (5.22) i (5.26)
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для функцiй c та ψ випливає, що

ψ̂(z) =

1∫
0

(g1(t)− g(t))eiz(1−2t)dt,

а отже, за уточненою лемою Рiмана–Лебега [21, Лема 1.3.1],

ψ̂(z) = o(e|Imz|), |z| → ∞. (5.27)

З огляду на (5.16) та рiвнiсть h = p0, функцiя s(z) := s1(z)/z, де s1

з (5.20), збiгається з характеристичною функцiєю ϕ задачi (5.1),(5.2). По-

рiвнявши формули (5.25) та (5.18) для нормiвних множникiв T (p, r), при-

ходимо до висновку, що

ṡ(λn)ψ(λn) = ṡ(λn)c(λn), n ∈ Z∗. (5.28)

Оскiльки послiдовнiсть λ строго зростає, кожен нуль функцiї s є простим,

а отже, ṡ(λn) 6= 0, n ∈ Z∗. Тому c(λn) = ψ(λn) чи еквiвалентно ψ̂(λn) = 0

для кожного n ∈ Z∗. Очевидно, c(µ0) = ψ(µ0) = 0, звiдки ψ̂(µ0) = 0. А

тому {λn}n∈Z∗ ∪ {µ0} є нулями функцiї ψ̂(z).

Покажемо, що ψ̂ не має iнших нулiв. Позначимо через n(t) кiлькiсть

нулiв функцiї ψ̂ в крузi |z| 6 t; тодi, з огляду на (5.27), з формули Єнсена

отримуємо оцiнку
r∫

0

n(t)

t
dt 6

2r

π
+ C1 (5.29)

з деякою сталою C1 ∈ R. Якщо ψ̂ має iншi нулi крiм {λn}n∈Z∗ ∪ {µ0},
то асимтотика λn гарантує, що iснують числа ε ∈ (0, 1

2) та досить велике

N ∈ N такi, що для кожного l > N

n(π(l + ε)) > 2l + 2.

Покладемо tl := π(l + ε) i використаємо наближення Стiрлiнга ґамма-
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функцiї Ейлера. Отримаємо

tn+1∫
tm

n(t)

t
dt >

n∑
l=m

(2l + 2) log
tl+1

tl

= (2n+ 2) log tn+1 − 2
n∑

l=m

log tl − 2m log tm

> (2n+ 2) log
tn+1

π
− 2 log Γ

(
tn+1

π

)
+ C2

>
2tn+1

π
+ (1− 2ε) log

tn+1

π
+ C3

з деякими сталими C2 та C3. Ця оцiнка суперечить (5.29), а тому показує,

що ψ̂ не має iнших нулiв окрiм {λn}n∈Z∗ ∪ {µ0}.
Функцiя ψ̂ є експоненцiйного типу меншого або рiвного 1. Використо-

вуючи це та факторизацiйну теорему Адамара, отримуємо, що

ψ̂(z) = eAz+B
(

1− z

µ0

)
V.p.

∏
n∈Z∗

(
1− z

λn

)
e

z
λn

з деякими сталими A та B. Оскiльки

V.p.
∑
n∈Z∗

1

λn
=

∞∑
n=1

(
1

λn
+

1

λ−n

)
=

∞∑
n=1

π2n2

λnλ−n
· λn + λ−n

π2n2

з абсолютно збiжним рядом
∑∞

n=1
λn+λ−n
π2n2 та рiвномiрно обмеженою послi-

довнiстю
(

π2n2

λnλ−n

)
, то ряд

∑
z
λn

збiжний. Тому

ψ̂(z) = eA
′z+B

(
1− z

µ0

)
V.p.

∏
n∈Z∗

(
1− z

λn

)
з вiдповiдною сталою A′.

Тепер зафiксуємо θ ∈ (0, π)∪(π, 2π) i вiзьмемо z вигляду z = ρeiθ, ρ > 0.

За (5.27),
ψ̂(z)

sin(z − h)
→ 0, ρ→∞. (5.30)
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Нагадаємо (див., напр., [96, Гл.2]), що функцiю sin(z− h) можна фактори-

зувати так

sin(z − h) = (z − h)V.p.
∏
n∈Z∗

πn+ h− z
πn

,

а тому

ψ̂(z)

sin(z − h)
= eA

′z+B µ0 − z
(z − h)µ0

V.p.
∏
n∈Z∗

πn

λn
· λn − z
πn+ h− z

.

За лемою 2.9, добуток V.p.
∏

n∈Z∗
πn
λn

збiжний i, за лемою 2.10, добуток

V.p.
∏

n∈Z∗
λn−z

πn+h−z збiгається до 1, коли ρ→∞ i θ 6= 0, π. З огляду на (5.30),

це означає, що eA′z+B збiгається до 0, коли ρ→∞. Але це неможливо; отри-

мана суперечнiсть показує, що наше припущення про те, що ψ̂ 6≡ 0, хибне.

Таким чином ψ̂ ≡ 0 i νn = µn для всiх n ∈ Z. Доведення завершено.

Доведення теореми 5.1. (Другий спосiб). Нехай ми маємо пару послi-

довностей (λ,µ) з SD. За цими послiдовностями будуємо функцiї s1 та c

за формулами (5.20) та (5.21), а тодi послiдовнiсть (αn) за (5.25). За теоре-

мою 5.4, множина пар sd = {(λn, αn)}n∈Z∗ iз заданими λn та побудовани-

ми αn належить до SD1. За теоремою 4.2, будуємо потенцiали p та q такi,

що λ є спектром T (p, r) з побудованим p i будь-якою первiсною r потен-

цiала q. Далi фiксуємо первiсну r потенцiала q, як описано вище у цьому

пiдроздiлi; тодi µ є спектром TM(p, r), за лемою 5.5. Це доводить частину

про iснування.

Щоб довести єдинiсть, припустимо, що iснує двi пари потенцiалiв p1, r1

та p2, r2 таких, що послiдовнiсть λ є спектром i в’язки T (p1, r1), i T (p2, r2),

а послiдовнiсть µ є спектром i TM(p1, r1), i TM(p2, r2). Це означає, що нор-

мiвнi множники в’язок T (p1, r1) та T (p2, r2) збiгаються, бо вони однозначно

визначаються двома спектрами λ та µ (див. (5.18)). Тодi з теореми 4.1 ви-

пливає, що p1 = p2 i r′1 = r′2; зокрема, r1− r2 = H з деякою сталою H. Щоб

закiнчити доведення, достатньо показати, що H = 0.

Зауважимо, що рiвняння (5.1) для в’язок TM(p1, r1) та TM(p2, r2) одна-
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ковi. А значить, обидвi в’язки мають одну i ту ж власну функцiю, що вiдпо-

вiдає спiльному власному значенню µ0; позначимо її y. Тодi (y′− r1y)(1) =

(y′−r2y)(1) = 0 або еквiвалентно Hy(1) = 0. Але µ0 не є в спектрi T (p1, r1)

i T (p2, r2), звiдки y(1) 6= 0. Тому H = 0 i доведення завершено.

5.7. Алгоритм вiдновлення. II

Тепер сформулюємо алгоритм вiдновлення для другого методу розв’я-

зування (IPS).

Нехай ми маємо пару послiдовностей (λ,µ) з SD. Тодi

1. Доповнимо λ елементом λ0 := 0 i позначимо нову послiдовнiсть λ∗.

2. За допомогою послiдовностей λ∗ та µ побудуємо функцiї s1 та c за

формулами (5.20) i (5.21).

3. Побудуємо послiдовнiсть (αn) за (5.25).

4. Маючи множину пар sd = {(λn, αn)}n∈Z∗, яка, за теоремою 5.4,

належить до SD1, побудуємо потенцiали p та q, використовуючи

процедуру з роздiлу 4.

5. Виберемо первiсну r̂ потенцiала q так, щоб зробити µ0 власним зна-

ченням TM(p, r) (див. пiдроздiл 5.6).

Зауважимо, що цей метод вiдновлення також працює за припущен-

ня (AM*). Як уже згадувалось в кiнцi пiдроздiлу 5.4, за такого припущення

спектри в’язок T та TM утворюють елемент множини SD∗. У такому ви-

падку при розв’язуваннi (IPS) вiзьмемо довiльний елемент (λ,µ) з SD∗ i

покладемо µ∗ := (µ0 + µ1)/2. Розглянемо нову пару послiдовностей (λ̂, µ̂)

таку, що λ̂ = (λ̂n)n∈Z∗ з λ̂n := λn − µ∗ i µ̂ := (µ̂n)n∈Z з µ̂n := µn − µ∗.

Зрозумiло, (λ̂, µ̂) належить до SD. Тому, користуючись описаним алгорит-

мом, за цими послiдовностями можемо вiдновити операторнi в’язки T (p̂, r̂)

та TM(p̂, r̂) такi, що λ̂ є спектром T (p̂, r̂), а µ̂ — спектром TM(p̂, r̂). Да-

лi визначимо потенцiали p та r з p̂ та r̂, використовуючи формули (5.4).
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Зрозумiло, що цi p та r i є шуканими потенцiалами.

У цьому роздiлi ми детально дослiдили обернену спектральну задачу

(IPS) вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потенцiа-

лами за двома спектрами (спектром Дiрiхле та спектром змiшаного типу).

Дослiдження проводили за умови виконання припущень (AM) та (AM*),

якi гарантують, що спектри розглянутих задач дiйснi i простi. Ми пода-

ли повний опис спектральних даних для (IPS) i запропонували два мето-

ди її розв’язання. Вiдповiдно, довели теорему про iснування та єдинiсть

розв’язку розглянутої оберненої задачi двома способами i отримали два

алгоритми вiдновлення шуканих потенцiалiв. Перший iз запропонованих

методiв аналогiчний до використаного у попередньому роздiлi для розв’я-

зування оберненої задачi (IPSNC) вiдновлення рiвнянь Штурма–Лiувiлля

з енергозалежними потенцiалами за спектром та нормiвними множниками

i полягає у зведеннi спектральних задач (5.1), (5.2) та (5.1), (5.3) до задач

для операторiв Дiрака спецiального вигляду.

Ми дослiдили зв’язок мiж задачами (IPS) та (IPSNC). Це дозволило

нам звести задачу вiдновлення за двома спектрами до задачi вiдновлення

за спектром та нормiвними множниками, а тодi використати результати

попереднього роздiлу, щоб отримати розв’язок (IPS). В цьому i полягав

другий iз запропонованих методiв дослiдження поставленої оберненої за-

дачi.

Результати, наведенi в цьому роздiлi, опублiкованi в працях [27, 71, 72,

76,78,79,86,87]
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ВИСНОВКИ

Робота присвячена вивченню прямих та обернених спектральних за-

дач для рiвнянь Штурма–Лiувiлля iз енергозалежними потенцiалами, що

є узагальненнями класичних рiвнянь Штурма–Лiувiлля. Дослiджено випа-

док iз слабкими припущеннями про гладкiсть потенцiалiв таких рiвнянь.

Хоча вiдповiдна теорiя для класичних рiвнянь Штурма–Лiувiлля (також i

з сингулярними потенцiалами) добре розвинута, досi були отриманi лише

частковi результати про єдинiсть вiдновлення за сильних припущень про

гладкiсть потенцiалiв.

У цiй роботi вперше дослiдженi спектральнi властивостi таких рiвнянь

та асимптотики вiдповiдних власних значень i власних функцiй. Вперше

запропоновано означення нормiвних множникiв, що є узагальненням вiдпо-

вiдного поняття для класичного рiвняння Штурма–Лiувiлля i є важливим

iнструментом спектральної теорiї.

Ще одним результатом цього дослiдження є розвиток оберненої спек-

тральної теорiї для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з енергозалежними потен-

цiалами. У роботi дослiдженi оберненi задачi вiдновлення таких рiвнянь

за двома типами спектральних даних: за спектром i нормiвними множни-

ками та за двома спектрами. В кожнiй з цих задач подано повний опис

спектральних даних. Для першої доведено теореми про iснування та єди-

нiсть розв’язку та подано i обґрунтовано вiдповiдний алгоритм вiдновлен-

ня потенцiалiв. Для другої задачi запропоновано два методи дослiдження.

Вiдповiдно, двома способами доведено теорему про iснування та єдинiсть

розв’язку та описанi i обґрунтованi два алгоритми вiдновлення.

Результати роботи є внеском в обернену спектральну теорiю диферен-

цiальних рiвнянь. Запропонованi методи вивчення спектральних власти-



136

востей та розв’язування обернених задач для рiвнянь Штурма–Лiувiлля з

енергозалежними потенцiалами можна використати для вiдповiдних дослi-

джень схожих рiвнянь за iнших припущень про гладкiсть потенцiалiв або

у випадку iнших крайових умов. Хоча описанi методи вивчення обернених

задач ефективно працюють за припущень, якi гарантують, що спектри дiй-

снi та простi, деякий додатковий аналiз дозволить застосувати їх i у бiльш

загальному випадку, коли спектри мiстять недiйснi та/або кратнi власнi

значення.
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H. Poincaré Sect. A (N.S.) – 1976. – Vol. 25, №2. – P. 119–137.

55. Jonas P. On the spectral theory of operators associated with perturbed

Klein–Gordon and wave type equations // J. Oper. Theory – 1993. – Vol. 29,

№2. – P. 207–224.

56. Kamimura Y. Energy dependent inverse scattering on the line // Differen-

tial Integral Equations – 2008. – Vol. 21, №11-12. – P. 1083–1112.

57. Kappeler T., Perry P., Shubin M. and Topalov P. The Miura map on the

line // Int. Math. Res. Not. – 2005. – Vol. 2005, №50. – P. 3091–3133.

58. Kato T. Perturbation Theory for Linear Operators // Springer-Verlag New

York, Inc., New York – 1966. – xix+592 p.

59. Koyunbakan H. A new inverse problem for the diffusion operator // Appl.

Math. Lett. – 2006. – Vol. 19, №10. – P. 995–999.



143

60. Koyunbakan H. Inverse problem for a quadratic pencil of Sturm–Liouville

operator // J. Math. Anal. Appl. – 2011. – Vol. 378, №2. – P. 549–554.

61. Koyunbakan H. and Panakhov E. S. Half-inverse problem for diffusion

operators on the finite interval // J. Math. Anal. Appl. – 2007. – Vol. 326,

№2. – P. 1024–1030.

62. Langer H. Spectral functions of definitizable operators in Krein spaces //

In Functional analysis (Dubrovnik, 1981), Berlin: Springer-Verlag – 1982.

63. van der Mee C. and Pivovarchik V. Inverse scattering for a Schrödinger

equation with energy dependent potential // J. Math. Phys. – 2001. –

Vol. 42, №1. – P. 158–181.

64. van der Mee C. and Pivovarchik V. Some properties of the eigenvalues of

a Schrödinger equation with energy-dependent potential // In: Proceedings

of QMath-8: Mathematical Results in quantum Mechanics (Taxco, 2001);

AMS Contemporary Methematics Series – 2002.

65. Nabiev A. A. Inverse scattering problem for the Schrödinger-type equation

with a polynomial energy-dependent potential // Inverse Problems – 2006.

– Vol. 22, №6. – P. 2055–2068.

66. Nabiev A. A. and Guseinov I. M. On the Jost solutions of the Schrödinger-

type equations with a polynomial energy-dependent potential // Inverse

Problems – 2006. – Vol. 22, №1. – P. 55–67.

67. Najman B. Eigenvalues Of The Klein–Gordon Equation // Proc. Edinb.

Math. Soc. (2) – 1983. – Vol. 26. – P. 181–190.

68. Persson A. Compact linear mappings between interpolation spaces // Arkiv

för Matematik – 1964. – Vol. 5, №13. – P. 215–219.
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