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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Br(a) – куля радiуса r з центром в точцi a

A – банахова алгебра (можливо з одиничним елементом e)

An(X) – замикання алгебри, породженої k-однорiдними полiномами

на X, де k ≤ n

AP – симетричне n-лiнiйне неперервне вiдображення асоцiйоване з

n-однорiдним полiномом

Br – куля радiуса r з центром в точцi 0, B – одинична куля з

центром в точцi 0

B(x, y) – бiлiнiйне вiдображення, x ∈ X, y ∈ Y

β(N) – стоун-чехiвська компактифiкайiя на множинi натуральних

чисел

c0 – банахiв простiр нескiнченно малих послiдовностей (xk)
∞
k=1,

тобто таких, що limk→∞ xk = 0 з нормою, iндукованою з ℓ∞

δx(f), δx – функцiонал значення деякої функцiї f в точцi x ∈ X

∆n – дiагональне вiдображення з X в Xn

∆ – деяка вiдкрита пiдмножина векторного простору X

dimX – розмiрнiсть простору X

degP – степiнь полiнома P

H(∆;Y ) – векторний простiр всiх аналiтичних вiдображень на

∆ ⊂ X в Y

H(∆) = H(∆;C) – простiр всiх комплекснозначних аналiтичних

вiдображень на ∆ ⊂ X

Hb(X;X) – алгебра Фреше аналiтичних функцiй обмежених на

обмежених пiдмножинах банахового простору X зi значенням в X
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Hb(X) = Hb(X;C) – алгебра Фреше комплекснозначних аналiти-

чних функцiй обмежених на обмежених пiдмножинах банахового

простору X

H∗
b (X) – векторний простiр всiх лiнiйних функцiоналiв на Hb(X)

H∞
uc(Br) – банахова алгебра всiх аналiтичних комплекснозначних

функцiй f , якi є обмеженими i рiвномiрно неперервними на кулi Br

радiуса r ∈ Q комплексного банахового простору X

In – iдеал, породжений n-однорiдними полiномами з An

kerφ – ядро деякого гомоморфiзма φ

L(nX;Y ) – простiр всiх неперервних n-лiнiйних вiдображень з X в

Y

Ls(nX;Y ) – простiр всiх симетричних n-лiнiйних неперервних

вiдображень з X в Y

L(X, Y ) – простiр всiх лiнiйних неперервних вiдображень з X в Y

L(X;C) = X∗ – простiр всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на

X

ℓ1 – банахiв простiр всiх абсолютно збiжних послiдовностей

ℓ2 – банахiв простiр всiх послiдовностей (xi)
∞
i=1, для яких ряд∑∞

i=1 |xi|2 <∞

ℓ∞ – банахiв простiр обмежених послiдовностей (xk)
∞
k=1 з нормою

||x||∞ = supk∈N |xk|

M(A) – спектр банахової алгебри A, множина ненульових неперерв-

них лiнiйних мультиплiкативних функцiоналiв банахової алгебри A,

множина неперервних комплекснозначних гомоморфiзмiв банахової

алгебри A, множина неперервних характерiв банахової алгебри A

Mb(X),Mb – спектр алгебри Фреше Hb(X), множина ненульових
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неперервних лiнiйних мультиплiкативних функцiоналiв алгебри

Фреше Hb(X), множина неперервних комплекснозначних гомомор-

фiзмiв алгебри Фреше Hb(X), множина неперервних характерiв

алгебри Фреше Hb(X)

P(nX;Y ) – простiр n-однорiдних неперервних полiномiв на X зi

значеннями в Y

P(nX) – простiр n-однорiдних комплекснозначних неперервних

полiномiв на X

P(nX)∗ – простiр всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на P(nX)

P(≤nX;Y ) – простiр всiх неперервних полiномiв степеня меншого

або рiвного n на X зi значеннями в Y

P(X;Y ) – простiр всiх неперервних полiномiв на X зi значеннями

в Y

Qx – оператор “мультиплiкативного” зсуву на Hb(X)

R(φ) – радiус-функцiя функцiонала φ

Sn – група пiдстановок на множинi {1, · · · , n}

Tx – оператор “адитивного” зсуву на Hb(X)

Tm : Hb(X) → Hb(Nm) – оператор, який звужує довiльну аналiтичну

функцiю з Hb(X) на базиснi вектори ek1 , · · · , ekm .

U – деякий фiксований ультрафiльтр на множинi натуральних

чисел

XC – комплексифiкацiя банахового простору X

XnY m – декартiв добуток n копiй простору X та m копiй простору

Y

x→ x̂ – перетворення Гельфанда⊗nX – n-тий тензорний степiнь простору X на себе



7⊗n
s,πX – симетричний проективний n-тий тензорний степiнь про-

стору X на себе

X – комплексний або дiйсний банахiв простiр

Z+ – множина цiлих додатнiх чисел
n
+×
k=1

φ – “адитивна” згортка функцiоналiв φ1, · · · , φn
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ВСТУП

Актуальнiсть теми: Алгебри аналiтичних функцiй вiд не-

скiнченної кiлькостi змiнних активно почали вивчати наприкiнцi

двадцятого столiття i продовжують дослiджуватися до цього часу.

Фундаментальними стали роботи Р. Арона, П. Бернера, Б. Коула,

Т. Гамелiна, П. Галiндо, М. Маестре, Д. Гарсiа, Дж. Мухiка, Л. Мо-

раеса, Ш. Дiнiна, А. В. Загороднюка, А. М. Плiчка, О. В. Лопушан-

ського та iнших. Основними об’єктами цих дослiджень стали алге-

бри обмежених аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi банахово-

го простору, алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу (цiлих

комплекснозначних функцiй, якi є обмеженими на обмежених пiд-

множинах банахового простору), алгебри обмежених аналiтичних

функцiй, якi є рiвномiрно неперервними на замиканнi одиничної ку-

лi банахового простору та iншi. Також, актуальним стали дослiдже-

ння та опис спектрiв таких алгебр (множини неперервних лiнiйних

мультиплiкативних функцiоналiв на вiдповiднiй алгебрi). В дисер-

тацiйнiй роботi розглянуто алгебри так званих блочно-дiагональних

аналiтичних функцiй, дослiджено деякi їх властивостi, спектр. Крiм

того, вивчено новi алгебраїчнi та топологiчнi структури на спектрi

алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу.

У 1951 роцi Р. Аренс знайшов спосiб продовження операцiї мно-

ження банахової алгебри A у простiр A∗∗, який є другим спряженим

до алгебри A так, що A∗∗ також є банаховою алгеброю. Отримане

продовження отримало назву “продовження Аренса”. В данiй ди-

сертацiйнiй роботi введено “мультиплiкативну” згортку на просто-
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рi, спряженому до алгебри цiлих аналiтичних функцiй обмеженого

типу на A (який мiстить A∗∗). Дана згортка пов’язана iз операцiєю

множення банахової алгебри A i є визначеною на A∗∗, тому введену

операцiю вважаємо узагальненням вiдомого продовження Аренса.

У роботi, також показано, що множина оборотнiх елементiв вiдно-

сно “мультиплiкативної” згортки елементiв спектру алгебри аналi-

тичних функцiй обмеженого типу на A є аналiтичним многовидом

вiдносно деякої природньої топологiї.

А. В. Загороднюк встановив, що спектр алгебри аналiтичних

функцiй обмеженого типу мiстить щiльний лiнiйний пiдпростiр всiх

скiнчених послiдовностей (u1, · · · , uk, 0, 0, · · · ), де кожен uk нале-

жить певнiй пiдмножинi множини лiнiйних функцiоналiв на n-

однорiдних неперервних полiномах, яка є банаховим простором. Ви-

користовуючи такий погляд на елементи спектру, в роботi дослiдже-

но деякi властивостi “мультиплiкативної” згортки, описано правило,

за яким можна “мультиплiкативно” згортати елементи спектру, по-

казано, що для операцiй “адитивної” i “мультиплiкативної” згортки

не виконується дистрибутивний закон (побудовано контрприклад).

Добуток xy двох елементiв x, y ∈ A є бiлiнiйним вiдображе-

нням, визначеним на A × A. Продовження цього бiлiнiнйного вiд-

ображення у A∗∗ × A∗∗ є продовженням Аренса операцiї множен-

ня алгебри A у A∗∗. Таке продовження не єдине, тому ще у 1951

роцi було введено поняття регулярної за Аренсом алгебри: якщо

цi продовження спiвпадають, то алгебра називається регулярною

за Аренсом. Регулярнiсть за Аренсом проективних тензорних до-

буткiв банахових алгебр i їх прямих сум дослiджували Н. Арикан,
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I. Пим та iншi. В дисертацiйнiй роботi показано, за яких умов n-тий

симетричний проективний тензорний степiнь банахової алгебри A,

n ≥ 1, а, також, передспряжений простiр до алгебри аналiтичних

функцiй обмеженого типу (позначають Hb(A)) є нерегулярними за

Аренсом. Поняття регулярностi за Аренсом природнiм чином можна

перенести на довiльний банаховий простiр X: якщо кожна бiлiнiйна

форма, визначена на X ×X є регулярною за Аренсом (тобто, одно-

значно продовжується до бiлiнiйного вiдображення у X∗∗×X∗∗ ), то

простiр називають регулярним. В роботi дослiджено умови, за яких

скiнчена сума n-тих симетричних проективних тензорних степенiв

банахового простору є нерегулярними.

Наприкiнцi 1930-х рокiв Гельфанд створив теорiю комутатив-

них нормованих кiлець (або комплексних банахових алгебр), розви-

ток якої у нашi днi є однiєю iз найбiльш активних областей функцiо-

нального аналiзу. Дана теорiя, основна iдея якої – максимальнi iде-

али, має величезний вплив на алгебраїчну геометрiю, гармонiчний

аналiз та iншi галузi математики. Питання про неперервнiсть алге-

браїчних операцiй (додавання i множення) у топологiї Гельфанда,

породженої алгебрами аналiтичних функцiй на банаховому просто-

рi є особливо складним у випадку довiльної комплексної банахової

алгебри. В дисертацiйнiй роботi дослiджено неперервнiсть алгебраї-

чних операцiй (додавання, множення) банахової алгебри A вiдносно

топологiї Гельфанда, яка породжена алгеброю аналiтичних функцiй

обмеженого типу на A. Для цього використано пiдхiд, запропонова-

ний П. Хаєком у 2000 роцi: в якостi комплексного банахового про-

стору (алгебри) розглянуто комплексифiкацiю дiйсного банахового
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простору (алгебри) i показано, що, якщо на даному просторi (алге-

брi) iснує роздiляючий полiном (для якого iнфiнум значень на оди-

ничнiй сферi банахового простору X бiльший за значення в нулi), то

операцiя додавання (множення) не є неперервною у вiдповiднiй то-

пологiї Гельфанда. В роботi також отримано схожi результати для

просторiв (алгебр), у яких не iснує роздiляючого полiнома.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами,

темами. Дисертацiйна робота виконувалась в рамках науково-

дослiдної теми “Розробка аналiтичних методiв у нескiнченновимiр-

ному комплексному аналiзi та теорiї операторiв” (номер державної

реєстрацiї 0113U007828) кафедри математичного та функцiонально-

го аналiзу факультету математики та iнформатики ДВНЗ “Прикар-

патський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” та за

пiдтримки Гранта Президента України GP/F56/176 “Алгебраїчнi та

топологiчнi структури розширень напiвгруп та їх зв’язок з спектра-

ми банахових алгебр” (номер державної реєстрацiї 0114U007078).

Мета i задачi дослiдження.

Метою даної роботи є вивчення основних властивостей, го-

моморфiзмiв алгебр блочно-дiагональних аналiтичних функцiй,

опис спектрiв (множин максимальних iдеалiв) алгебр блочно-

дiагональних аналiтичних функцiй; узагальнення продовження

Аренса операцiї множення на спектр аналiтичних функцiй на ба-

наховiй алгебрi та введення на ньому нової аналiтичної структури;

дослiдження неперервностi алгебраїчних операцiй в топологiї Гель-

фанда, а також вивчення умов нерегулярностi за Аренсом n-ого

симетричного проективного тензорного степiня банахової алгебри,
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n ≥ 1, передспряженого простору до алгебри Фреше Hb(X), умов

нерегулярностi скiнченої прямої суми n-тих симетричних проектив-

них тензорних степенiв банахового простору.

Об’єктом дослiдження є полiноми, аналiтичнi функцiї вiд

нескiнченої кiлькостi змiнних на банахових просторах (алгебрах),

спектр алгебр аналiтичних функцiй на банахових просторах та йо-

го елементи (лiнiйнi мультиплiкативнi функцiонали), продовження

Аренса операцiї множення алгебри A у A∗∗, операцiя додавання

(множення) на дiйсному банаховому просторi (алгебрi), а також її

продовження на ширший простiр.

Предметом дослiдження є властивостi алгебр блочно-

дiагональних аналiтичних функцiй на банахових просторах, вла-

стивостi спектру, аналiтична та топологiчна структури на спектрi

алгебр аналiтичних функцiй банахового простору, умови неперерв-

ностi алгебраїчних операцiй, умови нерегулярностi за Аренсом n-го

симетричного тензорного степеня банахової алгебри.

Методи дослiджень. При проведеннi дослiджень використо-

вувались методи нескiнченновимiрного комплексного аналiзу, ком-

бiнаторики, теорiї ультрафiльтрiв та роздiляючих полiномiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати,

отриманi в дисертацiї, є новими. У роботi вперше:

⋄ введено поняття алгебри блочно-дiагональних аналiтичних

функцiй на банаховому просторi, описано множину характерiв для

конкретних часткових випадкiв алгебр блочно-дiагональних аналi-

тичних функцiй на банахових просторах ℓ1, ℓ2, дослiджено гомомор-

фiзми алгебри блочно-дiагональних аналiтичних функцiй;
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⋄ узагальнено продовження Аренса на простiр, спряжений до

алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу, введено на ньо-

му операцiю “мультиплiкативної” згортки i дослiджено її властиво-

стi, показано, що множина оборотних вiдносно “мультиплiкативної”

згортки елементiв спектру алгебри аналiтичних функцiй обмеже-

ного типу є аналiтичним многовидом вiдносно деякої природньої

топологiї;

⋄ дослiджено умови нерегулярностi за Аренсом n-того симетри-

чного проективного тензорного cтепеня банахової алгебри, n ≥ 1,

доведено, що топологiчний векторний простiр, який є передспря-

женим до алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу, є алге-

брою вiдносно операцiй додавання i множення – “мультиплiкативно-

ї” згортки, встановлено умови, за яких на ньому iснує нерегулярне за

Аренсом бiлiнiйне вiдображення, дослiджено умови нерегулярностi

скiнченої суми n-тих симетричних проективних тензорних степенiв

банахового простору;

⋄ доведено, що операцiя додавання на комплексифiкацiї дiй-

сного банахового простору, на якому iснує роздiляючий полiном,

не є неперервною у топологiї Гельфанда, яка породжена алгеброю

аналiтичних функцiй обмеженого типу, доведено, що покоординатна

операцiя множення на комплексифiкацiї ℓ2n, на якому iснує роздiля-

ючий полiном, не є неперервною у топологiї Гельфанда, дослiжено

неперервнiсть операцiй суми i поточкового множення в банаховiй

алгебрi c0 в топологiї Гельфанда.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi у

дисертацiйнiй роботi результати мають теоретичний характер. Вони
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можуть знайти застосування у дослiдженнях з теорiї операторiв на

банахових просторах, в математичнiй фiзицi, при дослiдженнi гео-

метрiї банахових просторiв. Цi результати можуть бути використа-

нi в наукових дослiдженнях, якi проводяться в ДВНЗ “Прикарпат-

ський нацiональний унiверситетi iменi Василя Стефаника”, Iнститу-

тi прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача

НАН України, Iнститутi математики НАН України, Львiвському

нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка, Харкiвскьому на-

цiональному унiверситет, Чернiвецькому нацiональному унiверсите-

тi iменi Юрiя Федьковича тощо.

Особистий внесок здобувача.

Всi результати отриманi самостiйно. У спiльних статтях iз

А. В. Загороднюком, науковому керiвнику належить постановка за-

дачi та iдея доведення теореми 5.1.4 роздiлу 5.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї доповiдались на:

1) Мiжнароднiй конференцiї “Сучаснi проблеми аналiзу” при-

свяченiй 70-рiччю кафедри математичного аналiзу Чернiвецького

унiверситету (Чернiвцi, 30 вересня – 3 жовтня 2010 року);

2) Тринадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi акаде-

мiка М. Кравчука (Київ, 13-15 травня 2010 року);

3) Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробо-

гатька (Дрогобич, 19-23 вересня 2011 року);

4) Всеукраїнському науковому семiнарi “Сучаснi проблеми тео-

рiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 25-28 лютого

2010 року);
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5) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми тео-

рiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 23-28 лютого

2011 року);

6) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми тео-

рiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 20-26 лютого

2012 року);

7) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми те-

орiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта 25 лютого –

3 березня 2013 року);

8) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми те-

орiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (25 лютого – 1 березня

2015 року);

9) Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi ака-

демiка М. Кравчука (Київ, 19-21 квiтня 2012 року);

10) Конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання –

2015” (Львiв, 26-28 травня 2015 року).

11) Науковiй конференцiї присвяченiй 100-рiччю вiд дня наро-

дження К. М. Фiшмана та М. К. Фаге (Чернiвцi, 1-4 липня 2015

року);

12) II Мiжнародному семiнарi з аналiтичних функцiй (Iвано-

Франкiвськ, 1-3 червня 2015 року);

Також результати дисертацiйної роботи доповiдалися на семi-

нарах кафедри математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ

“Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефани-

ка”, вiддiлу функцiонального аналiзу Iнституту прикладних про-

блем механiки i математики iменi Я.С. Пiдстригача НАН України,
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звiтних науково-практичних конференцiях ДВНЗ “Прикарпатський

нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” (23-27 березня

2009 року, 23-26 березня 2010 року), VII Лiтнiй школi Алгебра, то-

пологiя i аналiз (Верховина, 5 липня - 16 липня 2010 року), Все-

українському математичному конгресi – 2009 (до 100-рiччя вiд дня

народження Миколи Боголюбова).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 6

наукових працях ([12], [14], [97], [98], [99], [7]) у фахових вiтчизня-

них та зарубiжних виданнях (самостiйних – 2) та у 12 матерiалах

наукових математичних конференцiй та семiнарiв. Роботи [97], [99]

опублiковано у мiжнародних журналах, якi включенi до мiжнаро-

дної наукометричної бази “Scopus”.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ

Функцiональнй аналiз, як роздiл математики, сформувався у

серединi XX-го столiття, поєднюючи iдеї лiнiйної алгебри i загаль-

ної топологiї для нескiнченновимiрних просторiв. Вивчення полiно-

мiальних та аналiтичних вiдображеннь для випадку просторiв не-

скiнченої розмiрностi почалося ще у роботах М. Фреше, В. Вольтера,

Р. Гато, Р. С. Мартiна, М. Цорна, С. Мазура, В. Орлiча та iнших.

Вiдомо, що C. Банах планував присвятити другий том своєї моно-

графiї [28] полiлiнiйним i полiномiальним вiдображенням. Основнi

результати цього перiоду було викладено у роботi I. Хiлла, Р. Фi-

лiпса [71]. У 1969 роцi Л. Нахбiн [86] видав монографiю, з якої по-

чалося дослiдження просторiв полiномiальних та аналiтичних вiд-

ображень як найпростiших нелiнiйних вiдображень. Тут природньо

виникли питання, якi властивостi лiнiйних операторiв зберiгають

нелiнiйнi оператори. Я. Бознаком i Я. Сiсяком у [30] було доведено,

що необхiдною i достатньою умовою неперервностi полiномiального

вiдображення з локально опуклого простору в локально обмеже-

ний є його обмеженiсть на обмежених множинах. Зокрема, якщо

полiномiальне вiдображення неперервне в однiй точцi, то воно буде

неперервним на всьому просторi. Схожi результати для полiномi-

альних та полiлiнiйних вiдображень мiж метричними просторами

(не обов’язково локально опуклими) отриманi А. В. Загороднюком

у [2]. Також у роботi [47] показано, що необхiдною i достатньою умо-
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вою неперервностi полiномiального функцiонала на комплексному

опуклому просторi є замкнутiсть його ядра i доведено теорему про

замкнений графiк для полiномiальних функцiоналiв. Подiбна теоре-

ма доведена у роботi [88] у випадку полiномiального вiдображення

мiж сепарабельними банаховими просторами.

Iншi методи для дослiдження полiномiальних вiдображень бу-

ли розробленi у працях Р. Шатена та А. Гротендiка [94], [63], [64],

К. П. Гунта i Р. А. Райан [66], [92], Р. Гато [60]. Александр Гродендiк

у [64] розробив так звану “локальну теорiю”, показавши таким чином

важливiсть тензорного добутку для вивчення банахових просторiв i

операторiв. Вiн визначив принаймнi 14 можливих натуральних норм

на тензорному добутку банахових просторiв. Через декiлька рокiв

Гордон i Левiс встановили зв’язок мiж цими нормами, отримавши

один з класичних результатiв функцiонального аналiзу. У [44] до-

ведено, що iснує бiєкцiя мiж неперервними n-однорiдними полiно-

мами i лiнiйними неперервними операторами на n-тому симетри-

чному проектривному тензорному степенi банахового простору. Як

наслiдок, пiдпростором простору всiх неперервних полiномiв буде

простiр, який є спряженим до поповнення симетричного тензорного

степеня банахового простору у деякiй нормi (слабшiй за проектив-

ну). Теорiю симетричних тензорних добуткiв банахових просторiв

розглядають у [39]. Симетричнi полiноми на банахових просторах з

симетричним базисом розглядались в роботах [11], [20], [40].

Монографiчний виклад теорiї аналiтичних функцiй на банахо-

вих просторах можна знайти в монографiях [70], [43], [44], [82], [77].

Сучасна теорiя банахових алгебр вивчає, зокрема, алгебри аналi-



19

тичних функцiй на пiдмножинах банахового простору. Простори та

алгебри аналiтичних функцiй однiєї змiнної дослiджувалися у [1].

В останнi роки зрiс iнтерес до алгебр цiлих аналiтичних фун-

кцiй обмеженого типу на банаховому простору X (позначають Hb =

Hb(X)) [66], до алгебр обмежених аналiтичних функцiй на одини-

чнiй кулi B банахового простору (позначають H∞(B)), до алгебр

обмежених аналiтичних функцiй, якi є рiвномiрно неперервними

на замкненiй одиничнiй кулi B банахового простору (позначають

H∞
uc(B)). Клас алгебр Фреше є ширшим нiж клас банахових ал-

гебр. Цiкавим є питання вивчення спектру алгебри Фреше (просто-

ру неперервних ненульових комплекснозначних лiнiйних мультиплi-

кативних функцiоналiв з топологiєю Гельфанда). Класична теорiя

Гельфанда для комутативних банахових алгебр викладена в [9], [57],

[91].

Першими спектр алгебри аналiтичних функцiй почали розгля-

дати Р. Арон, Б. Коул, Т. Гамелiн, П. Галiндо, Д. Гарсiя, М. Маестре,

Й. Мухiка та iншi у роботах [25], [26], [37], [52], [55], [59], [83]. Одним

з перших важливих результатiв у цьому напрямку є результат, отри-

маний Р. Ароном, Б. Коулом, Т. Гамелiном у [25], [26], що спектр

алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на банаховому просторi

X мiстить другий спряжений X∗∗. Iснування характеру на Hb(X),

який не належить до X∗∗, випливає з iснування полiнома, який не

є слабко неперервним на обмежених множинах [27]. Цей результат

був узагальнений для алгебро-значних аналiтичних функцiй в [59].

В роботi [27] показано, що спектр алгебри Hb(X) збiгається з X∗∗,

якщо полiноми скiнченого типу є щiльними в Hb(X) [25], [26].
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Спектр алгебри H∞(B) обмежених аналiтичних функцiй на

одиничнiй кулi B банахового простору X дослiджувався у робо-

тi [26]. Був запропонований пiдхiд вивчати алгебру Hb(X) – ком-

плекснозначних аналiтичних функцiй обмеженого типу з тополо-

гiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених пiдмножинах банахового

проcтору X i ї ї спектр Mb(X) = Mb – множину ненульових непе-

рервних лiнiйних мультиплiкативних функцiоналiв на Hb(X). При-

родним чином тут вводиться радiус-функцiя R на Mb i вивчаються

її властивостi:

R(φ) = lim sup
n→∞

||φn||1/n,

де φn – звуження φ на простiр n-однорiдних полiномiв.

У роботi [26] показано, що пiдмножину {R ≤ 1} в Mb(X)

можна ототожнювати зi спектром алгебри H∞
uc(B), а пiдмножину

{R < 1} можна ототожнювати з деякою пiдмножиною спектру ал-

гебри H∞(B) (аналогiчно, як вiдкритий одиничний диск в компле-

кснiй площинi ∆ вiдповiдає пiдмножинi спектру алгебри H∞(∆)).

Цей факт дає можливiсть, вивчаючи спектр Mb(X), отримати нову

iнформацiю про спектри алгебр H∞(B), H∞
uc(B).

Ключовим питанням у вивченнi спектру алгебр аналiтичних

функцiй є питання про продовжуванiсть функцiоналiв з пiдпросто-

ру на ширший простiр. Класичним результатом є вiдома теорема

Гана-Банаха [28] про продовження обмеженого лiнiйного функцiона-

ла, визначеного на пiдпросторi деякого векторного простору на весь

простiр. Але скалярозначнi полiномiальнi i полiлiнiйнi вiдображен-

ня (як найпростiшi приклади нелiнiйних вiдображень), тим бiльше,
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у нескiченовимiрному випадку не продовжуються, в загальному ви-

падку, за теоремою Гана-Банаха на весь простiр.

Iнший пiдхiд до вивчення продовжуваностi аналiтичних вiд-

ображень на топологiчному векторному просторi було розглянуто

Ш. Дiнiном, [45] [46], П. Боландом [32] та iншими. Було встановлено

умови iснування аналiтичного продовження, визначеного на щiль-

ному (векторному) пiдпросторi локально-опуклого простору, умови

iснування аналiтичного продовження, визначеного на замкнутому

пiдпросторi ядерного простору Фреше тощо.

У 1978 роцi Р. Арон i П. Бернер у роботi [23] показали, що

будь-яке n-лiнiйне вiдображення на X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n

може бути продов-

жено до неперервного n-лiнiйного вiдображення на X∗∗ × · · · ×X∗∗︸ ︷︷ ︸
n

.

Оскiльки будь-якому n-однорiдному полiному наX вiдповiдає єдине

n-лiнiйне симетричне вiдображення на X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n

[44], то отрима-

не продовження n-лiнiйного вiдображення задає деяке продовжен-

ня n-однорiдного полiнома, визначеного на X у другий спряжений

X∗∗. Єдинiсть такого продовження, яке отримало назву продовже-

ння Арона-Бернера, показано у роботах [26], [78], [79]. У 1989 роцi

А. Давiє i Т. Гамелiн в [41] запропонували iнший пiдхiд до продовже-

ння полiномiв у другий спряжений простiр, який, проте, є еквiвален-

тним до пiдходу Арона-Бернера. В оглядових роботах I. Зальдуендо

[109], [110] детально описав продовження Арона-Бернера з точки зо-

ру рiзних пiдходiв. Продовження полiномiв на банаховому просторi

у довiльний ширший банахiв простiр розглядається у [74]. У робо-

тах [81], [24], [109], [39], [93], [36] також отриманi певнi результати
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з питання продовжуваностi полiномiв i полiлiнiйних вiдображень з

банахового простору на ширший простiр.

Простiр всiх неперервних полiномiв є щiльним пiдпростором в

алгебрi аналiтичних функцiй обмеженого типу в топологiї, яка поро-

джена злiченою системою мультиплiкативних напiвнорм на обмеже-

них пiдмножинах банахового простору. Отже, використовуючи про-

довження Арона-Бернера, всi аналiтичнi функцiї обмеженого типу з

Hb(X) можна продовжити на Hb(X
∗∗). Множина таких продовжень

утворює замкнену пiдалгебру в Hb(X
∗∗) [41], [53],[51], [53].

Застосовуючи цю iдею до симетричних тензорних добуткiв,

А. Загороднюк у роботах [107], [106], [108] показав, що кожен еле-

мент спектру Mb(X) може бути представлений у виглядi послiдов-

ностi функцiоналiв (uk)
∞
k=1, де кожен uk належить до банахового

простору Ek, де E1 = X∗∗ i Ek збiгається зi спецiальним пiдпросто-

ром лiнiйних функцiоналiв на k-однорiдних полiномах. Iншими сло-

вами, спектр алгебри Hb(X) мiстить щiльний лiнiйний простiр всiх

скiнчених послiдовностей (u1, · · · , uk, 0, 0, · · · ). Це дозволило ввести

структуру лiнiйного простору на множинi Mb(X).

Використовуючи операцiю додавання на банаховому просто-

рi X, Р. Ароном, Б. Коулом, Т. Гамелiном у [26] була введена опера-

цiя “адитивної” згортки з одиницею δo (функцiонал значення фун-

кцiї з Hb(X) в точцi 0) на просторi H∗
b (X) – спряженому просторi

до Hb(X) (спектр такої алгебри є напiвгрупою вiдносно “адитивної”

згортки). В роботi доведено, що радiус функцiя “адитивної” згор-

тки менша або рiвна сумi радiус функцiй кожного з функцiоналiв
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з H∗
b (X), встановлено асоцiативнiсть згортки на H∗

b (X) та iншi вла-

стивостi.

Вiдомою є гiпотеза Майкла [80] про те, що всi лiнiйнi мульти-

плiкативнi функцiонали довiльної алгебри Фреше є неперервними.

Ця гiпотеза має вiдношення до алгебр аналiтичних функцiй обме-

женого типу. Так, зокрема, у [82] Ж. Мухiка показав, що вiдповiдь

на гiпотезу Майкла позитивна тодi i тiльки тодi, коли всi лiнiй-

нi мультиплiкативнi функцiонали алгебри Hb(X) є неперервними

для деякого нескiнченновимiрного банахового простору X з бази-

сом Шаудера.

У випадку банахової алгебри A, Рiчард Аренс у [21] визначив

двi операцiї множення в другому спряженому просторi A∗∗. Кожна

з них є продовженням початкової операцiї множення алгебри A.

Якщо цi два продовження спiвпадають, то алгебру A називають

регулярною за Аренсом. Для комутативних банахових алгебр у ро-

ботi С. Гулiка [65] описано необхiднi i достатнi умови того, щоб цi

двi операцiї множення у A∗∗ спiвпадали.

А. Улгер, використовуючи теорiю слабкокомпактних операто-

рiв, в роботах [103], [104], [105] дослiджує клас алгебр, якi є не-

регулярними за Аренсом. Алгебри, якi є регулярними за Аренсом

вивчають С. Шерман, I. Хенфiлд, I. Пим та iншi. У [95] показано,

що C∗-алгебри є завжди регулярними за Аренсом. Фундаментальнi

результати були отриманi I. Хенфiлдом [69], I. Пимом [89], [90] вико-

ристовуючи критерiй Гротендiка [64], [63] для слабкої компактностi.

Важливим питанням у дослiдженнях, якi пов‘язанi iз регуляр-

ними за Аренсом алгебрами, є побудова за даною алгеброю нової
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регулярної за Аренсом алгебри. У роботi [102] розглядається регу-

лярнiсть за Аренсом проективного тензорного добутку регулярних

за Аренсом банахових алгебр.

Одним iз ключових дослiджень теорiї алгебр аналiтичних фун-

кцiй на банахових просторах є питання iснування структури аналi-

тичного многовиду на спектрах таких алгебр, тобто iснування при-

родної топологiї на спектрi даної алгебри, системи карт (атласу) та

множини локальних аналiтичних гомоморфiзмiв, якi перетворюють

цей спектр на аналiтичний многовид. Це питання активно дослiджу-

валось у скiнченовимiрному випадку в роботах [25], [56].

У нескiнченновимiрному випадку у роботi [27] побудовано не-

скiнченновимiрну аналiтичну структуру на спектрi алгебри аналi-

тичних функцiй обмеженого типу на вiдкритих пiдмножинах бана-

хового простору X. Для аналiтичних вiдображень у довiльний ве-

кторний простiр отримано схожi результати у роботi [58]. У другiй

частинi монографiї П. Мазе [78] вивчаються абстрактнi многовиди

над локально опуклими просторами.

Iснування роздiляючого полiнома на банаховому просторi (для

якого iнфiнум значень на одиничнiй сферi бiльший за значення в ну-

лi) дає важливу iнформацiю про структуру банахового простору X.

Вперше роздiляючi полiноми були дослiдженi Д. Курцвелем у [75],

[76]. Вiн показав, що, якщо в дiйсному просторi X iснує роздiляю-

чий полiном, то кожна неперервна функцiя на X апроксимується

аналiтичними функцiями рiвномiрно на всьому просторi. Iснують

простори у яких не iснує роздiляючих полiномiв (наприклад про-

стiр c0). Р. Девiль у роботi [42] дав характеристику простору, який
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допускає iснування на ньому роздiляючого полiнома. Якщо на бана-

ховому просторi не iснує роздiляючого полiнома, то сучасний пiдхiд

для апроксимацiї неперервних функцiй аналiтичними був вперше

запропонований М. Бойзо i П. Хайєком [31], [68].

В теорiї нескiнчено-вимiрних аналiтичних функцiй цiкавим є

питання iснування передспряженого простору до даного локально-

опуклого простору. Базовим результатом є робота Ж. Мухiка i

Л. Нахбiна [84]. Вони, використовуючи поняття iндуктивної гра-

ницi, запропонували конструктивний метод побудови передспряже-

ного простору до Hb(U), де U – вiдкрита пiдмножина банахового

простору X [51].
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РОЗДIЛ 2

ОСНОВНI МЕТОДИ ТА ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ, ЯКI

ВИКОРИСТОВУЮТЬСЯ У ДИСЕРТАЦIЇ

2.1. n-лiнiйнi вiдображення, неперервнi полiноми, про-

ективнi тензорнi степенi банахового простору

Нехай X, Y – комплекнi банаховi простори. Для всiх n ∈ N

позначимо L(nX, Y ) векторний простiр всiх неперервних n-лiнiйних

вiдображень A : X × · · · ×X → Y з нормою

||A|| = sup{||A(x1, · · · , xn)|| : xj ∈ X, max ||xj|| ≤ 1}. (2.1.1)

Пiдпростiр симетричних n-лiнiйних вiдображень таких, що

A(x1, · · · , xn) = A(xs(1), · · · , xs(n)), s ∈ σn,

де σn – група пiдстановок s : {1, · · · , n} → {s(1), · · · , s(n)}, позна-

чимо Ls(nX,Y ) вiдповiдно. Простори L(nX, Y ), Ls(nX, Y ) є банахо-

вими вiдносно норми (2.1.1) на одиничнiй кулi в Xn. Зокрема, якщо

n = 1, то L(X, Y ) – простiр всiх лiнiйних неперевних операторiв, що

дiють з X в Y , X∗ := L(X,C) – спряжений простiр до X.

Теоpема 2.1.1 ([82]). Нехай A ∈ L(nX,Y ). Тодi для будь-яких

x, y ∈ X справедлива бiномiальна формула

A(x+ y, · · · , x+ y) =
n∑
j=0

(
n

j

)
A(x, · · · , x︸ ︷︷ ︸

n−j

, y, · · · , y︸ ︷︷ ︸
j

)
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i поляризацiйна формула

A(x1, · · · , xn) =
1

n!2n

∑
εi=±1

ε1 · · · εn A(x0 + ε1x1 + · · · εnxn, · · · , x0 + ε1x1 + · · · εnxn︸ ︷︷ ︸
n

).

Нехай X, Y – комплекснi банаховi векторнi простори. Для до-

вiльних n,m ∈ N позначимо декартiв добуток n копiй X та m копiй

Y через XnY m, тобто елемент xnym = (x, · · · , x, y, · · · , y) належить

до XnY m. Вiдображення ∆n : X → Xn кожному елементу x ∈ X

ставить у вiдповiднiсть дiагональ в Xn:

x 7→ (x · · · , x).

Вiдображення P з X в Y називається неперервним n-

однорiдним полiномом, якщо

P (x) = (A ◦∆n)(x) для деякого A ∈ L(nX;Y ).

Позначимо P(nX;Y ) – векторний простiр всiх неперервних n-

однорiдних полiномiв з нормою:

||P || = sup
x∈B

||P (x)||.

Дану норму називають нормою рiвномiрної збiжностi на одиничнiй

кулi B з центром в точцi 0 в X.

Простiр P(0X;Y ) складається зi сталих функцiй, P(1X;C) збi-

гається зi спряженим простором X∗.

Теоpема 2.1.2 ([82]). Вiдображення A → A ◦ ∆n є iзо-

морфiзмом мiж банаховим простором Ls(nX;Y ) i простором n-

однорiдних неперервних полiномiв P(nX;Y ).
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Наслiдок 2.1.3. Для довiльного полiнома P ∈ P(nX;Y ) iснує

єдине n-лiнiйне симетричне вiдображення AP ∈ Ls(nX;Y ) таке,

що звуженням його на дiагональ є даний n-однорiдний полiном P ,

тобто P = AP ◦∆n. Це вiдображення називають n-лiнiйним си-

метричним вiдображенням, асоцiйованим iз даним n-однорiдним

полiномом.

Позначимо X(n), n ∈ N – векторний простiр скiнчених фор-

мальних сум вигляду:

∑
i1,··· ,in∈N

λi1,··· ,in(xi1 , · · · , xin), λi1,··· ,in ∈ C, (xi1 , · · · , xin) ∈ Xn.

Позначимо через I пiдпростiр в X(n), для всiх 1 ≤ k ≤ n, λ ∈ C,

породжений елементами вигляду

(xi1 , · · · , xik + xi′k , · · · , xin)−

(xi1 , · · · , xik , · · · , xin)− (xi1 , · · · , xi′k , · · · , xin),

(xi1 , · · · , λxik , · · · , xin)− λ(xi1 , · · · , xik , · · · , xin).

Фактор-простiр
⊗nX := X(n)/I називається n-тим тензор-

ним степенем простору X.

На
⊗nX розглянемо проективну тензорну норму [63]

||w|| = inf
{ ∑
i1,...,in∈N

||xi1 || · · · ||xin || :

w =
∑

i1,··· ,in∈N

(xi1 ⊗ · · · ⊗ xin) ∈ ⊗nX
}
,
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де iнфiмум берется по всiх можливих зображеннях w ∈
⊗nX. По-

значимо
⊗n

πX – поповнення
⊗nX за проективною тензорною нор-

мою. Простiр
⊗n

πX називається проективним тензорним степе-

нем простору X.

Теоpема 2.1.4 ([82]). Простiр L(nX,Y ) iзометрично iзомор-

фний до простору лiнiйних неперервних вiдображень L(
⊗n

πX, Y ) з

проективного тензорного степеня
⊗n

πX в Y .

Симетричний тензорний степiнь
⊗n

s X простору X є пiдпро-

стором
⊗nX i породжений векторами вигляду

x1 ⊗s · · · ⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

де xi ∈ X i Sn – група пiдстановок на множинi {1, · · · , n}.

Кожен елемент симетричного тензорного степеня wn ∈
⊗n

s X

простору X має зображення wn =
∑

i xi ⊗ · · · ⊗ xi︸ ︷︷ ︸
n

, xi ∈ X з еквiва-

лентною нормою до проективної тензорної норми:

|||wn||| := inf
{∑

i∈N

||xi||n : wn =
∑
i∈N

(xi ⊗ · · · ⊗ xi) ∈ ⊗n
sX
}
,

де iнфiмум береться по всiх можливих зображеннях елемента wn.

Таке зображення не є єдиним. Симетричний проективний тензор-

ний степiнь
⊗n

s,πX банахового простору X – поповнення
⊗n

s X за

нормою ||| · ||| i є замкненим пiдпростором в
⊗nX.

Позначимо x⊗n := x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸
n

.

Теоpема 2.1.5 ([44], [43]). Простiр L(
⊗n

s,πX;Y ) iзоморфний

до простору Ls(nX;Y ).
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Теоpема 2.1.6 ([77]). Простiр лiнiйних неперервних вiдобра-

жень L((
⊗n

s,πX; ||| · |||);Y ) з
⊗n

s,πX в Y iзометричний до просто-

ру n-однорiдних неперервних полiномiв P(nX;Y ) для кожного ба-

нахового простору Y .

Якщо Y = C, то позначимо P(nX;C) = P(nX) i з теореми

випливає, що ( n⊗
s,π

X, ||| · |||
)∗

≃ P(nX).

Вiдображення P : X → Y називається полiномом степеня n

(полiномiальним вiдображенням), якщо

P = P0 + P1 + · · ·Pn, де

P0 ∈ Y, Pn ∈ P(nX;Y ), Pn ̸= 0.

Простiр всiх полiномiв з X в Y позначимо P(X;Y ), якщо Y =

C, то P(X;C) = P(X).

За побудовою простiр P(X;Y ) складається з неперервних полi-

номiв у топологiї, яка породжена нормою рiвномiрної збiжностi на

одиничнiй кулi

||P || = sup
x∈B

||P (x)||. (2.1.2)

Таким чином, P(X;Y ) є (неповним) нормованим простором.

Використовують позначення P(≤nX;Y ) – простiр всiх непе-

рервних полiномiв степеня меншого або рiвного n на X. Зокрема

P(≤nX) iзоморфний прямiй сумi просторiв (
⊗k

s,πX)∗, 0 ≤ k ≤ n.

Слабкополiномiальною топологiєю на банаховому просторi X

називається найслабша топологiя, в якiй всi полiноми з P(X) є не-

перервними. Iншими словами, базу слабкополiномiальної топологiї
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утворюють прообрази вiдкритих множин при дiї полiномiального

вiдображення P для всiх P ∈ P(X).

Нехай P ∈ P(kmX) для деяких натуральних чисел k,m, AP –

вiдповiдна симетрична km-лiнiйна форма, яка асоцiйована iз полi-

номом P . Розглянемо AP (x
m
1 , · · · , xmk ) для деяких x1, · · · , xk ∈ X.

Для фiксованих

x1, · · · , xj−1, xj+1, · · · , xk, 1 ≤ j ≤ k,

форма AP (xm1 , · · · , xmj , · · · , xmk ) є m-однорiдним полiномом для xj ∈

X, а, отже, на неї можна дивитися як на неперервний лiнiйний фун-

кцiонал на
⊗n

s,πX в точцi x⊗mj . Оскiльки це справедливо для кожно-

го 1 ≤ j ≤ k, то iснує неперервне симетричне m-лiнiнйне вiдобра-

ження AP(m)
: (
⊗m

s,πX)m → C таке, що

AP(m)
(x⊗m1 , · · · , x⊗mk ) = AP (x

m
1 , · · · , xmk ). (2.1.3)

Позначимо P(m)(x
⊗m) := AP(m)

(x⊗m1 , · · · , x⊗mk ).

Означення i деякi приклади роздiляючих полiномiв

Роздiляючi полiноми були вперше розглянутi Й. Курцевелем у

1954 роцi [75] i дослiджувалися в [76].

Неперервний полiном P : X → R називається роздiляючим

якщо

inf
||x||=1

|P (x)− P (0)| > 0.

Тобто, полiном P роздiляє значення в нулi P (0) = 0 вiд значення на

одиничiй сферi

inf
{
|P (x)| : ||x|| = 1

}
> 0.

Розглянемо деякi приклади роздiляючих полiномiв.
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Пpиклад 2.1.7. Будь-який простiр скiнченої розмiрностi до-

пускає iснування роздiляючого полiнома.

Пpиклад 2.1.8. На нескiнченновимiрному гiльбертовому про-

сторi роздiляючий полiном можна визначити як P (x) = B(x, x) =

||x||2, де B(x, y) – скалярний добуток у даному нескiнченновимрно-

му гiльбертовому просторi.

Пpиклад 2.1.9. Нехай (T,A, µ) - простiр з мiрою µ, визна-

ченою на σ-алгебрi A вимiрних множин з одиницею з T . Простiр

Lp(µ) – простiр усiх вимiрних функцiй f : T → K, для яких iснує

скiнчений iнтеграл
∫
T
|f(t)|pdµ(t) i нормою

||f ||p =
(∫

T

|f(t)|pdµ(t)
)1⧸p

.

Для p = 2n – цiле парне число, роздiляючим 2n-однорiдним полiно-

мом буде P (f) = ||f ||2n =
∫
T
f 2n(t)dµ(t). Якщо p ̸= 2n, то роздiля-

ючого полiнома на Lp(µ) не iснує [33].

Пpиклад 2.1.10. На лiнiйному просторi c0 всiх нескiнченно

малих скалярних послiдовностей x = (xk)
∞
k=1, тобто таких, що

limk→∞ xk = 0 з нормою

||x|| = max
k∈N

|xk|

не iснує роздiляючого полiнома. Це випливає з того, що будь-який

полiном на c0 є слабко неперервним на обмежених множинах. То-

му, якщо P – роздiляючий полiном на c0 такий, що P (0) = 0 i {ej}
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– базис Шаудера такий, що ej = (0, · · · , 1, · · · , 0), тодi

inf
j∈N

|P (ej)| = 0

а це суперечить означенню роздiляючого полiнома [87].

Детальнiше про роздiляючi полiноми можна знайти у [62], [61].

2.2. Аналiтичнi вiдображення, алгебри аналiтичних

функцiй обмеженого типу

Нехай X – комплексний банахiв простiр. Позначимо Br(a) –

вiдкрита куля радiуса r > 0 iз центром у точцi a ∈ X. Нехай ∆ –

вiдкрита пiдмножина простору X.

Вiдображення f : ∆ → C називається аналiтичним в точцi

a ∈ ∆, якщо iснує куля Br(a) ⊂ ∆ i послiдовнiсть n-однорiдних

неперервних полiномiв Pn ∈ P(nX) таких, що ряд
∞∑
n=0

Pn(x− a)

збiгається до f(x) рiвномiрно на Br(a). Цей ряд називається рядом

Тейлора функцiї f в точцi a ∈ X. Функцiя f називається аналiти-

чною (аналiтичним вiдображенням), якщо вона є аналiтичною в

кожнiй точцi з пiдмножини ∆.

Лiнiйний простiр всiх аналiтичних вiдображень з ∆ в Y позна-

чають H(∆, Y ). Якщо Y = C, тодi H(∆,C) = H(∆). Якщо ∆ = X,

тодi вiдображення f ∈ H(X, Y ) називають цiлим.

ПозначимоHb(X) – простiр всiх цiлих комплекснозначних фун-

кцiй обмеженого типу, тобто простiр всiх аналiтичних функцiй якi
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є обмеженими на обмежених пiдмножинах X з топологiєю, яка по-

роджена злiченою системою напiвнорм

||f ||r = sup
x∈Br

|f(x)|, f ∈ Hb(X), (2.2.1)

де r – рацiональнi невiд’ємнi числа, Br – куля з центром в 0 i радi-

усом r в X.

Алгеброю Фреше називають локально-опуклий метризований

простiр Z з топологiєю, яка породжена злiченою системою напiв-

норм qj таких, що для довiльних x, y ∈ Z

qj(xy) ≤ qj(x)qj(y), j = 1, 2, · · · .

Простiр Hb(X) з топологiєю, яка породжена злiченою систе-

мою напiвнорм (2.2.1) є локально-опуклим метризованим просто-

ром, тобто є алгеброю Фреше [50].

Довiльну аналiтичну функцiю f ∈ Hb(X) можна розкласти в

ряд Тейлора в точцi 0: f(x) =
∑∞

n=0 Pn(x), де Pn ∈ P(nX), n ≥ 0,

який збiгається рiвномiрно в Hb(X) на кожнiй кулi Br скiнченно-

го радiуса в X. Отже, будь-яку аналiтичну функцiю з Hb(X) мо-

жна наблизити полiномами з P(X), тобто простiр полiномiв P(X)

є щiльною пiдмножиною Hb(X) [25].

Розглянемо H∗
b (X) – спряжений простiр до Hb(X).

Позначимо φn – звуження функцiонала φ на простiр n-

однорiдних полiномiв P(nX). Тодi φn є лiнiйним обмеженим фун-

кцiоналом на P(nX), а, отже, неперервним. Визначимо норму лi-
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нiйного неперервного функцiонала φn на P(nX):

||φn|| = sup
||P ||≤1

{
|φ(P )| : P ∈ P(nX)

}
.

Спряжений простiр до простору всiх лiнiйних неперервних

функцiоналiв на P(nX) позначимо P(nX)∗.

Теоpема 2.2.1. [25] Нехай φn ∈ P(nX)∗ для всiх n ∈ Z+ такi,

що

||φn|| ≤ crn

для деяких c, r > 0. Тодi iснує єдиний функцiонал φ ∈ H∗
b (X) такий,

що його звуження на P(nX) дорiвнює φn для всiх n ∈ Z+.

Кожен функцiонал φ ∈ H∗
b (X) є неперервним вiдносно норми

(2.2.1) на кулi Br в X.

Радiус функцiєю R(φ) функцiонала φ ∈ H∗
b (X) називається

iнфiмум по всiх номерах r > 0 таких, що φ є неперервним вiдносно

норми (2.2.1) на кулi Br.

Теоpема 2.2.2. [25]. Радiус функцiя R функцiонала φ ∈ H∗
b (X)

визначається наступним чином:

R(φ) = lim sup
n→∞

||φn||1/n, (2.2.2)

де φn – звуження функцiонала φ на P(nX) для всiх n ∈ Z+.
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2.3. Банаховi алгебри. Спектр банахової алгебри

Алгеброю називається векторний простiр A над полем скалярiв

K, в якому визначено операцiю множення, що задовольняє умови:

x(yz) = (xy)z,

(x+ y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz,

α(xy) = (αx)y = x(αy)

для всiх елементiв x, y, z ∈ A i всiх скалярiв α.

Алгебра A є банаховим простором вiдносно деякої норми, яка

задовольняє мультиплiкативну нерiвнiсть

||xy|| ≤ ||x||||y|| x, y ∈ A,

(операцiя множення алгебри A є неперервною вiдносно цiєї норми),

а, також, мiстить одиничний елемент e такий, що для будь-якого

x ∈ A

xe = ex = x, ||e|| = 1,

отже, A називають банаховою алгеброю. Якщо виконується умова

xy = yx для всiх елементiв x, y ∈ A, то алгебру A називають кому-

тативною банаховою алгеброю.

Елемент x ∈ A є оборотним вiдносно операцiї множення ал-

гебри A, якщо до нього iснує обернений елемент в A, тобто iснує

такий x−1 ∈ A, що

x−1x = xx−1 = e.
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Теоpема 2.3.1 (властивостi оборотнiх елементiв банахової ал-

гебри). Нехай A – банахова алгебра. Тодi

1. Для довiльного x ∈ A, ||x|| < 1 елемент e− x є оборотним

i (e− x)−1 =
∑∞

m=0 x
m.

2. Множина всiх оборотнiх елементiв U є вiдкритою.

3. Вiдображення x ∈ U 7→ x−1 ∈ A є аналiтичним.

Доведення можна знайти у [82], [91].

Нехай A – банахова алгебра над полем C (комплексна банахова

алгебра).

Спектром елемента x ∈ A називається множина всiх λ ∈ C

таких, що елемент x − λe є необоротнiм i позначається σ(x). Спе-

ктральний радiус елемента x визначається за формулою:

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}|.

Теоpема 2.3.2 ([91]). Нехай x ∈ A. Тодi

1. Множина σ(x) є непорожнiм компактом.

2. λm ∈ σ(xm) для довiльного λ ∈ σ(x) i m ∈ N.

3. Спектральний радiус дорiвнює

ρ(x) = lim
m→∞

||xm||1/m.

Пiдмножина I комутативної комплексної алгебри A називає-

ться iдеалом, якщо I є лiнiйним пiдпростором в A i xa ∈ I для всiх

x ∈ I, a ∈ A. Якщо I ̸= A, то iдеал I називається власним. Вла-

сний iдеал, який не мiститься в жодному бiльшому власному iдеалi

називається максимальним. З леми Цорна [111], [112] випливає, що

будь-який власний iдеал мiститься у деякому максимальному.
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Радикалом алгебри A називають перетин всiх її максимальних

iдеалiв. Якщо радикал мiстить тiльки нуль, то алгебру A називають

напiвпростою.

Теоpема 2.3.3 ([91]). Нехай A – комутативна банахова алге-

бра, тодi

1. Замикання власного iдеала є власним iдеалом.

2. Будь-який максимальний iдеал є замкненим.

Нехай A – комплексна банахова алгебра (необов’язково комута-

тивна). Лiнiйний мультиплiкативний функцiонал h : A→ C вiдмiн-

ний вiд нуля називають комплексним гомоморфiзмом або характе-

ром алгебри A. Множину всiх таких характерiв позначають M(A) i

називають спектром алгебри A.

Теоpема 2.3.4 (про взаємооднозначну вiдповiднiсть мiж мно-

жиною максимальних iдеалiв i спектром алгебри A). Нехай A –

комутативна банахова алгебра. Ядро будь-якого комплексного го-

моморфiзма на A є максимальним iдеалом в A i навпаки, будь-який

максимальний iдеал в A є ядром деякого єдиного комплексного го-

моморфiзма на A.

Доведення цього факту можна знайти, наприклад, у

[16],[69],[48].

Нехай A – комутативна напiвпроста банахова алгебра. Функцiя

x̂(h) = h(x), h ∈M(A), x ∈ A

кожному елементу x ∈ A ставить у вiдповiднiсть функцiю

x̂ :M(A) → C. Функцiя x̂ називається перетворенням Гельфанда.
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Топологiєю Гельфанда на M(A) називається найслабша топологiя, в

якiй всi функцiї x̂ є неперервними. Оскiльки iснує взаємооднозначна

вiдповiднiсть мiж максимальними iдеалами комутативної алгебри

A i елементами множини M(A), то множина M(A), надiлена то-

пологiєю Гельфанда, називається простором максимальних iдеалiв

алгебри A.

Теоpема 2.3.5 ([91]). Спектр M(A) з топологiєю Гельфанда є

компактним гаусдорфовим простором.

2.4. Напрямленостi, ультрафiльтри, стоун-чехiвська

компактифiкацiя

Напрямленостi. Непорожня частково-впорядкована множина

(A,≤) називається напрямленою множиною, якщо

— вiдношення “≤” є транзитивним i рефексивним;

— для будь-яких α1, α2 ∈ A iснує α3 ∈ A таке, що α3 ≥ α1 i

α3 ≥ α2.

Нехай {Nx} – непорожня система околiв елемента x довiльного

простору X з вiдношенням порядку “≤”. При чому N1 ≤ N2 тодi i

тiльки тодi, коли N1 ⊇ N2. Легко бачити, що (Nx,≤) є напрямленою

множиною.

Напрямленiстю в X називають функцiю f : Nx → X, де в яко-

стi напрямленої множини Nx можна взяти систему околiв елемента

x. Позначають або (xα) ⊂ X, де α ∈ Nx. Напрямленiсть (xα) в про-

сторi X є збiжною до x, якщо для всiх N ∈ {Nx} i для всiх α0 ∈ Nx
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iснує таке α ≥ α0, для якого xα ∈ N :

lim
α
xα = x.

Теоpема 2.4.1. [38] Простiр X є гаусдорфовим тодi i тiльки

тодi, коли кожна напрямленiсть в X є збiжною принаймнi в однiй

точцi x ∈ X.

Нехай X∗∗ – другий спряжений простiр до X.

Теоpема 2.4.2 (Теорема Голдстейна). [49] Вiдкрита одинична

куля B простору X є щiльною у одиничнiй кулi B∗∗ простору X∗∗

у ∗-слабкiй топологiї.

Означення 2.4.3. Напрямленiсть (xα) ⊂ X є збiжною у ∗-

слабкiй топологiї до x∗∗ ∈ X∗∗ , якщо для будь-якої f ∈ X∗

f(xα) → lim
α
f(xα).

Означення 2.4.4. Напрямленiсть (xα) ⊂ X є n-полiномiально

збiжною до функцiонала φ ∈ P(nX)∗, якщо

P (xα) → φ(P ) = lim
α
P (xα)

для всiх n-однорiдних полiномiв P ∈ P(nX) для деякого n ∈ Z+.

Означення 2.4.5. Напрямленiсть (xα) є збiжною до функцiо-

нала φ ∈ P(nX)∗ в слабкополiномiальнiй топологiї, якщо

P (xα) → φ(P ) = lim
α
P (xα)

в n-полiномiальнiй топологiї для всiх полiномiв P ∈ P(nX) для

кожного n ∈ Z+.
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Якщо напрямленiсть (xα) є n-полiномiально збiжною для ко-

жного n, то вона є слабкополiномiально збiжною.

Ультрафiльтри. Фiльтром на множинi X називають сiм’ю F

пiдмножин X, яка задовольняє наступнi умови:

1. X ∈ F , але ∅ /∈ F ;

2. Якщо A ∈ F i A ⊂ B ⊂ X, тодi B ∈ F ;

3. Перетин скiнченної кiлькостi множин F належить до F .

Вперше фiльтри були означенi Г. Картаном у [38].

Пpиклад 2.4.6. Множина всiх множин, якi мiстять деякий

окiл фiксованої точки в топологiчному просторi є фiльтром на

цьому просторi.

Ультрафiльтром на множинi X називають фiльтер U на X,

який є максимальним (тобто не мiститься в нiякому iншому фiль-

трi).

Твеpдження 2.4.7. [96] Будь-який фiльтер мiстить в деяко-

му ультрафiльтрi.

Нехай U – ультрафiльтер на множинi X.

Кажемо, що послiдовнiсть (xn)n∈N ∈ X збiгається до точки

x ∈ X по деякому ультрафiльтру U тодi i тiльки тодi, коли для

кожного околу U елемента x множина {xn : xn ∈ U, n ∈ N} нале-

жить до U . Елемент x називаємо границею по ультрафiльтру U i

позначаємо x = limU xn.

Твеpдження 2.4.8. [96] Нехай X – компактний гаусдорфовий

простiр, U – ультрафiльтер на X. Тодi для будь-якої послiдовностi
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(xn)n∈N ∈ X iснує єдина границя по ультрафiльтру U :

x = lim
U
xn, x ∈ X.

Стоун-чехiвська компактифiкацiя. Нехай S – непорожня

множина. Стоун-чехiвською компактифiкацiєю множини S нази-

вавється компактний гаусдорфорвий топологiчний простiр βS, який

мiстить S i виконуються наступнi умови:

1. Топологiя на S, яка iндукована з βS, еквiвалентна вихiднiй

топологiї на S;

2. Якщо f : S → Y – неперервне вiдображення з S в компа-

ктний гаусдорфорвий простiр S, то iснує єдине неперерне вiдобра-

ження f̃ : βS → Y , звуження якого на S спiвпадає з f .

Твеpдження 2.4.9. [96] Будь-якi двi стоун-чехiвськi компа-

ктифiкацiї топологiчного простору X є гомеоморфними.

В якостi S розглянемо простiр натуральний чисел N з дискре-

тною топологiєю. Нехай βN – множина всiх ультрафiльрiв на N.

Кожному елементу n ∈ N поставимо у вiдповiднiсть ультрафiльтер

Fn = {A ⊂ N : n ∈ A}. Очевидно, що N ⊂ βN.

На βN визначимо базу топологiї наступним чином:

B = {UA : A ⊆ N},

де для кожної пiдмножин A ⊂ N

UA = {µ ∈ βN : A ∈ µ}.

Простiр βN є стоун-чехiвською компактифiкацiєю [96].
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2.5. Спектр алгебри аналiтичних функцiй обмеженого

типу на банаховому просторi, продовження Арона-Бернера

Нехай Hb(X) – алгебра Фреше всiх комплекснозначних аналi-

тичних функцiй обмеженого типу на пiдмножинах банахового про-

стору X з топологiєю, яка породжена злiченою системою напiв-

норм (2.2.1).

Спектром алгебри Hb(X) називають множину ненульових ком-

плекснозначних гомоморфiзмiв наHb(X) i позначаютьMb(X) =Mb.

Очевидно, що Mb ⊂ H∗
b (X).

Аналогiчно, як у випадку банахових алгебр кожен елемент f ∈

Hb(X) можна розглядати як функцiю на спектрi Mb(X), f̂(φ) =

φ(f). Вiдображення f 7→ f̂ називається перетворенням Гельфанда.

Найслабша топологiя на Mb(X), в якiй всi функцiї f̂ є неперервними

називається топологiєю Гельфанда.

Зауважимо, що для довiльної точки x ∈ X iснує функцiонал

значення функцiї в точцi:

δx : f 7→ f(x),

такий, що для всiх f, g ∈ Hb(X) i скалярiв λ1, λ2

δx(λ1f + λ2g) = λ1δx(f) + λ2δx(g),

δx(fg) = δx(f)δx(g).

Отже, δx – характер з Mb(X).
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Твеpдження 2.5.1. [25] Радiус-функцiя функцiонала значення

функцiї f ∈ Hb(X) в точцi x ∈ X дорiвнює

R(δx) = ∥x∥.

Таким чином, кожному елементу банахового простору X мо-

жна поставити у вiдповiднiсть лiнiйний мультиплiкативний фун-

кцiонал δx ∈ Mb(X), тобто iснує натуральне вкладення x 7→ δx,

таке, що X ↪→Mb(X).

Позначимо ∥f∥r – норма функцiї f ∈ Hb(X) на кулi Br.

Твеpдження 2.5.2. [25] Нехай φ ∈ Mb(X). Тодi для всiх f ∈

Hb(X)

|φ(f)| ≤ ||f ||R(φ).

Продовження Арона-Бернера. Важливим є питання про

продовжуваннiсть аналiтичного вiдображення, визначеного на вiд-

критiй пiдмножинi банахового просторуX, на ширшу множину про-

стору, який мiстить X (нелiнiйний аналог теореми Гана-Банаха).

Нехай X – комплексний банаховий простiр i X∗∗ другий спря-

жений простiр до X.

Довiльне неперервне n-лiнiйне вiдображення

A : X × · · · ×X → C можна продовжити до неперервного n-

лiнiйного вiдображення Ã : X∗∗ × · · · × X∗∗ → C наступним

чином:

Ã(x∗∗1 , · · · , x∗∗n ) = lim
α1

· · · lim
αn

A(xα1 , · · · , xαn),

де (xαk
) – напрямленiсть в X, яка збiгається в ∗-слабкiй топологiї

до x∗∗k для для кожного k = 1, · · ·n.
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Зауважимо, що у випадку, коли ∗-слабка топологiя є метризо-

ваною на обмежених множинах (наприклад, якщо X∗ – сепарабель-

ний), то замiсть напрямленостей можна взяти послiдовностi.

Нехай P ∈ P(nX) i AP ∈ Ls(nX,C) – n-лiнiйна симетрична

форма, асоцiйована з полiномом P . Продовженням Арона-Бернера

P̃ полiнома P називається:

P̃ (x) := ÃP (x, · · · , x) x ∈ X∗∗.

Теоpема 2.5.3. [55] Оператор продовження P 7→ P̃ будь-якого

n-однорiдного полiнома P ∈ P(nX) на P(nX∗∗) є iзометричним i

задовольняє ||P || = ||P̃ ||.

Нехай f ∈ Hb(X) i f(x) =
∑∞

n=0 Pn(x) – розклад в ряд Тейлора

в точцi 0 ∈ X, який збiгається рiвномiрно до f(x) на Br для довiль-

ного r > 0. Визначимо f̃ – продовження аналiтичної функцiї f на

X∗∗ за формулою

f̃(x∗∗) =
∞∑
n=0

P̃n(x
∗∗), x∗∗ ∈ X∗∗. (2.5.1)

Ряд (2.5.1) збiгається рiвномiрно на кожнiй кулiB∗∗
r ⊂ X∗∗ i функцiя

f̃ є аналiтичною на B∗∗
r , r > 0.

Теоpема 2.5.4. [77] Оператор продовження f 7→ f̃ є топо-

логiчним гомоморфiзмом мiж алгебрами Фреше Hb(X) i Hb(X
∗∗) i

∥f̃n∥ = ∥fn∥ для кожного n ∈ Z+.

Функцiонал значення продовження Арона-Бернера функцiї f̃ в

точцi x∗∗ ∈ X∗∗ має вигляд:

δx∗∗(f) = f̃(x∗∗), f ∈ Hb(X), x ∈ X∗∗.
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Використовуючи продовження Арона-Бернера, кожному еле-

менту x∗∗ ∈ X∗∗ поставимо у вiдповiднiсть лiнiйний мультиплiка-

тивний функцiонал δx∗∗ ∈ Mb(X), визначений на Hb(X
∗∗). Тобто,

iснує натуральне вкладення X∗∗ ↪→Mb(X).

Наслiдок 2.5.5 ([25]). Нехай φ ∈ Mb(X) (можливо розрив-

ний). Тодi iснує напрямленiсть (xα) ⊂ X, яка є збiжною до фун-

кцiонала φ ∈ P(nX)∗ в слабкополiномiальнiй топологiї, така, що

P (xα) → φ(P ) = lim
α
P (xα)

для всiх неперервних полiномiв P ∈ P(X). I навпаки, для кожної

збiжної в слабкополiномiальнiй топологiї напрямленостi (xα) ⊂ X

iснує характер φ на P(X), такий, що P (xα) → φ(P ).

Якщо A – банахова алгебра (небобов’язково комутативна), то

на операцiю множення в алгебрi A можна дивитись як на деяке бi-

лiнiйне вiдображення. Продовження Арона-Бернера у другий спря-

жений A∗∗ спiвпадає з продовженням Аренса операцiї множення ал-

гебри A у другий спряжений A∗∗. Детальнiше про побудову продов-

ження Аренса у [21]. Зауважимо, якщо алгебра A є комутативною,

то продовження операцiї множення у A∗∗ може виявитись некомута-

тивним. Контрприклад втрати комутативностi побудований у [109],

[110].

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi наведено основнi означення, теореми i мето-

ди, якi використовуються у дисертацiйному дослiдженнi.
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Пiдроздiлi 2.1 присвячений n-лiнiйним вiдображенням, тен-

зорним добуткам, полiномам. Тут, використовуючи поняття

n-лiнiйного вiдображення, дано означення неперервного n-

однорiдного полiнома на комплексному банаховому просторi

X. Простiр всiх неперервних n-однорiдних полiномiв P(nX) є

банаховим з нормою

||P || = sup
x∈B

|P (x)|,

яку називають нормою рiвномiрної збiжностi на одиничнiй кулi B

з центром в точцi 0. У теоремi 3.1.4 встановлено iзоморфiзм мiж

простором симетричних n-лiнiйних вiдображень i простором всiх не-

перервних n-однорiдних полiномiв. Отже, кожному n-однорiдному

полiному вiдповiдає єдине симетричне n-лiнiйне вiдображення AP ,

яке називають вiдображенням, асоцiйованим iз полiномом P .

Iнший зручний метод дослiдження полiномiальних i аналiти-

чних вiдображень – це метод iз використанням симетричних прое-

ктивних тензорних степенiв банахового простору X. У теоремi 3.1.4

встановлено, що банахiв простiр P(nX) iзометричний до простру

всiх лiнiйних неперервних вiдображень на симетричному проектив-

ному n-му тензорному степенi банахового простору X.

Банахiв простiр всiх неперервних полiномiв у топологiї, яка по-

роджена нормою рiвномiрної збiжностi на одиниичнiй кулi в X по-

значають P(X). Слабкополiномiальної топологiєю називають най-

слабшу топологiю на X, в якiй всi полiноми з P(X) є неперервними.

Також у цьому пiдроздiлi наведено означення i деякi приклади роз-

дiляючих полiномiв.
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Пiдроздiлi 2.2 присвячений аналiтичним вiдображенням. В цьо-

му пiдроздiлi введено важливе для дисертацiйного дослiдження по-

няття алгебри Hb(X) – алгебри аналiтичних функцiй, якi є обме-

женими на обмежених пiдмножинах банахового простору X у то-

пологiї, яка породжена злiченою системою напiвнорм (2.2.1) (такi

функцiї ще називають аналiтичними функцiями обмеженого ти-

пу).

Для лiнiйних неперервних вiдносно топологiї алгебри Hb(X)

функцiоналiв φ зi спряженого простору до Hb(X) описано деякi їх

властивостi. Радiус-функцiєю R(φ) такого лiнiйного функцiонала φ

називається iнфiнум по всiх номерах r > 0 таких, що φ є неперерв-

ним на кулi Br радiуса r з центром в точцi 0 вiдносно топологiї

алгебри Hb(X).

У пiдроздiлi 2.3 наведенi класичнi факти з теорiї банахових

алгебр та комутативних банахових алгебр. Тут дано означення спе-

ктру (множини характерiв, ненульових неперервних комплексно-

значних гомоморфiзмiв, лiнiйних мультиплiкативних функцiона-

лiв) довiльної комутативної банахової алгебри. Довiльний характер

є неперервним на спектрi M(A) банахової алгебри у топологiї Гель-

фанда, яка визначається як найслабша топологiя, у якiй всi перетво-

рення Гельфанда x 7→ x̂ є неперервними, де x̂(f) = f(x) для f ∈ A∗,

x ∈ A. Вiдомою є теорема, що простiр максимальних iдеалiв ко-

мутативної банахової алгебри A з топологiєю Гельфанда дорiвнює

спектру комутативної банахової алгебри A (теорема 2.3.4).

Пiдроздiл 2.4 присвячений означенням напрямленостi, ультра-

фiльтра, та стоун-чехiвськiй компактифiкацiї. Важливим є факт,
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що простiр X є гаусдорфовим тодi i тiльки тодi, коли кожна на-

прямленiсть в X є збiжною принаймнi в однiй точцi x ∈ X (теорема

2.4.1). Тут наведенi означення ∗-слабко збiжної напрямленостi, n-

полiномiально збiжної напрямленостi, слабкополiномiально збiжної

напрямленостi, а, також, зв’язок мiж ними, означення фiльтра, уль-

трафiльтра, стоун-чехiвської компактифiкацiї. Множина всiх уль-

трафiльтрiв на множинi натуральних чисел N є стоу-чехiвською

компактифiкацiєю N.

У пiдроздiлi 2.5 введено означення спектру алгебри Фреше,

який позначають Mb(X), де X – комплексний банахiв простiр, а,

також, топологiю Гельфанда на ньому. Функцiоналом значення фун-

кцiї в точцi x ∈ X називають вiдображення: δx : f → f(x),

f ∈ Hb(X). Легко бачити, що таке вiдображення є характером, тоб-

то δx ∈Mb(X).

Довiльне n-лiнiйне вiдображення A : X × · · · × X → C мо-

жна продовжити до неперервного n-лiнiйного вiдображення Ã :

X∗∗×· · ·×X∗∗ → C. Таким чином, будь-який n-однорiдний полiном

P ∈ P(nX) продовжується до неперервного n-однорiдного полiно-

ма P̃ у P(nX∗∗): P̃ (x) = ÃP (x, · · · , x), x ∈ X∗∗. Таке продовження

називається продовженням Арона-Бернера, є iзометричним (теоре-

ма 2.5.4) i iснує натуральне вкладення X∗∗ ↪→Mb(X).

Наслiдок 2.5.5. Нехай φ ∈Mb(X) (можливо розривний). Тодi

iснує напрямленiсть (xα) ⊂ X, яка є збiжною до функцiонала φ ∈

P(nX)∗ в слабкополiномiальнiй топологiї, така, що

P (xα) → φ(P ) = lim
α
P (xα)
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для всiх неперервних полiномiв P ∈ P(X). I навпаки, для кожної

збiжної в слабкополiномiальнiй топологiї напрямленостi (xα) ⊂ X

iснує характер φ на P(X), такий, що P (xα) → φ(P ).

Якщо A – банахова алгебра (необов’язково комутативна), то на

операцiю множення в алгебрi A можна дивитись як на деяке бiлiнiй-

не вiдображення. Продовження Арона-Бернера у другий спряжений

A∗∗ спiвпадає з продовженням Аренса операцiї множення алгебри

A у другий спряжений A∗∗.
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РОЗДIЛ 3

АЛГЕБРИ БЛОЧНО-ДIАГОНАЛЬНИХ АНАЛIТИЧНИХ

ФУНКЦIЙ

3.1. Блочно-дiагональнi аналiтичнi функцiї та їх вла-

стивостi

Нехай A – деяка комутативна топологiчна алгебра i N – деяка

пiдмножина спектру M(A). Розглядають алгебру A(N ), яка скла-

дається зi звужень елементiв â на N , a ∈ A, де â – перетворен-

ня Гельфанда елементiв a ∈ A. Очевидно, що оператор, який дiє

як оператор звуження T : A → A(N ) на перетворення Гельфанда:

Ta = â ↾ N , є гомоморфiзмом алгебр. У цьому контекстi природнiм

є питання про спектр A(N ), який, очевидно мiстить N , але не зав-

жди збiгається з N . Крiм того, маючи опис спектру A(N ) для рiзних

множин N можна отримати нову iнформацiiю про спектр алгебри

A. В алгебраїчнiй геометрiї A = P(Cn), а в якостi N розглядають

алгебраїчнi множини – кулi скiнченнопороджених полiномiальних

iдеалiв. Простi приклади алгебраїчних множин можна подати у ви-

глядi об‘єднання лiнiйних просторiв. У цьому роздiлi у якостi N

ми розглядаємо множини, якi є об‘єднанням лiнiйних пiдпросторiв

банахового простору X i мають деякi властивостi алгебраїчних мно-

жин.

У випадку, коли A = Hb(X), де X – деякий банахiв простiр,

елементи x ∈ X можна ототожнювати з елементами спектру δx ∈
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M(Hb(X)), δx(f) = f(x), f ∈ Hb(X). В цьому сенсi ми вважаємо, що

X є пiдмножиною M(Hb(X)).

НехайX – комплексний банахiв простiр з топологiчним базисом

Шаудeра {ek} [19]. Розглянемо пiдмножини Nm ⊂ X,m ≥ 1:

N1 =
∪
k{λek, λ ∈ C},

N2 =
∪
k ̸=j(Cek + Cej) =∪

k ̸=j span(ek, ej),

· · · ,

Nm =
∪
k1 ̸=···̸=km(Cek1 + · · ·+ Cekm) =∪

k1 ̸=···≠km span(ek1 , · · · , ekm),

· · · .

Зауваження 3.1.1. Якщо простiр X є скiнченновимiрним,

то Nm = X, для m = dimX.

Нехай Hb(Nm) – алгебра звужень функцiй з Hb(X) на Nm,

Mb(Nm) – її множина характерiв (спектр).

Оператор звуження Tm на множину Nm є гомоморфiзмом ал-

гебр Hb(X) i Hb(Nm).

Вiдомо, що ядро кожного гомоморфiзма є деяким iдеалом, тому

Hb(Nm) – фактор-простiр по ядру kerTm гомоморфiзма Tm:

Hb(Nm) = Hb(X)/kerTm.

З цього, зокрема, випливає, що алгебра Hb(Nm) є напiвпростою,

оскiльки Hb(X) – напiвпроста. На алгебрi Hb(Nm) ми визначаємо
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топологiю фактор-простору, тобто локально-опуклу топологiю, яка

задається системою напiвнорм

pr(f) = inf
g∈kerTm

sup
||x||≤r

|f(x) + g(x)|, r ∈ Q. (3.1.1)

Твеpдження 3.1.2. Нехай φ ∈ Mb(Nm), тодi φ можнa про-

довжити до характера φ̃ на Hb(X) за формулою: φ̃ = φ ◦ Tm.

Доведення. Оскiльки φ – лiнiйний мультиплiкативний фун-

кцiонал, Tm – гомоморфiзм, то φ ◦ Tm також є лiнiйним мультиплi-

кативним функцiоналом i φ ◦ Tm : Hb(X) → C, тому φ ◦ Tm – хара-

ктер на Hb(X). Отже, φ ◦ Tm є продовженням φ у Mb(X), тобто

φ̃ := φ ◦ Tm. □

Таким чином, вивчаючи спектр алгебр Hb(Nm), можна спробу-

вати узагальнити отриманi результати на Hb(X).

Запишемо загальний вигляд n-однорiдного полiнома P ∈

P(nX) для довiльного елемента x =
∑∞

k=1 xkek, використувуючи ба-

зис Шаудера {ek} :

P (x) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=kn−1+1

∑
n1+···+nn=n,
n1,··· ,nn∈Z+

xn1
k1
· · · xnn

kn
AP (e

n1
k1
, · · · , enn

kn
),

де AP (e
n1
k1
, · · · , enn

kn
) – симетрична n-лiнiйна форма, яка вiдповiдає

полiному P , xni
ki

= xki · · · xki︸ ︷︷ ︸
ni

– деякi комплекснi коефiцiєнти, i =

1, · · · , n.
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Звузимо полiном P на пiдмножини Nm ⊂ X, m ≥ 1:

P ∈ P(nN1) :

(T1P )(x) =
∑∞

k=1 x
n
kAP (ek, · · · , ek︸ ︷︷ ︸

n

),

P ∈ P(nN2) :

(T2P )(x) =∑∞
k1=1

∑∞
k2=k1+1

∑
n1+n2=n
n1,n2∈Z+

xn1
k1
xn2
k2
AP (ek1 , · · · , ek1︸ ︷︷ ︸

n1

, ek2 , · · · , ek2︸ ︷︷ ︸
n2

) =

∑∞
k1=1

∑∞
k2=k1+1

∑
n1+n2=n
n1,n2∈Z+

xn1
k1
xn2
k2
AP (e

n1
k1
, en2
k2
),

· · · ,

P ∈ P(nNm) :

(TmP )(x) =∑∞
k1=1 · · ·

∑∞
km=km−1+1

∑
n1+···+nm=n
n1,··· ,nm∈Z+

xn1
k1
· · · xnm

km
AP (e

n1
k1
, · · · , enm

km︸ ︷︷ ︸
m

),

· · · .

Тобто, вiд полiнома P ∈ P(nX) при звуженнi на Nm, залиша-

ється тiльки його m-вимiрна “дiагональ”. Такi полiноми називають

блочно-дiагональними або дiагональними у випадку m = 1 [41].

Означення 3.1.3. Блочно-дiагональними аналiтичними фун-

кцiями називаються звуження функцiй з Hb(X) на пiдмножини

банахового простору Nm ⊂ X, m > 1.
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Твеpдження 3.1.4. Простiр полiномiв P(mNm), Nm ⊂ X,

m ≥ 1 iзоморфний до простору полiномiв P(mX):

P(mNm) ∼= P(mX), (3.1.2)

тобто iснує бiєктивний лiнiйний неперевний оператор

T̂m : P(mX) → P(mNm).

Доведення. Нехай T̂m – звуження оператора Tm на простiр

P(mX).

Зауважимо, що Tm є неперервним. Дiйсно, для будь-якої напiв-

норми pr простору Hb(X) (див. формулу (3.1.1)), ||Tm(f)||pr ≤ ||f ||pr .

Отже, Tm – обмежений, що еквiвалентно неперервностi для лiнiйних

операторiв на просторi Фреше. З неперервностi оператора Tm випли-

ває неперервнiсть звуженого оператора T̂m.

Оператор T̂m є iн‘єктивним тодi i тiльки тодi, коли ядро цьо-

го оператора kerT̂m складається тiльки з {0}. Знайдемо множину

полiномiв, для яких (T̂mP )(x) = 0.

Запишемо загальний вигляд полiнома степеня m, звуженого

на Nm. Для довiльного x ∈ Nm iснує набiр базисних векторiв

ek1 , · · · , ekm такий, що x = xk1ek1 + · · · xkmekm . Тому

(T̂mP )(x) = P (xk1ek1 + · · ·+ xkmekm) =∑∞
k1=1 · · ·

∑∞
km=km−1+1

∑
n1+···+nm=n
n1,··· ,nm∈Z+

xn1
k1
· · · xnm

km
AP (e

n1
k1
, · · · , enm

km
).

Даний вираз буде дорiвнювати нулю тодi i тiльки тодi, коли для

всiх k1, · · · , km значення AP (e
n1
k1
, · · · , enm

km
) буде дорiвнювати нулю.
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Серед полiномiв степеня m ≥ 1 – це тiльки нульовi полiноми. Це

означає, що kerT̂m = {0} в просторi P(mX).

Оскiльки T̂m є оператором звуження, тому для довiльного еле-

мента з P(mNm) iснує прообраз у P(mX). Оператор T̂m є бiєктивним.

Отже, T̂m – iзоморфiзм. Це доводить iзоморфнiсть просторiв P(mX)

i P(mNm), Nm ⊂ X.

□

Зауваження 3.1.5. Аналогiчне доведення для всiх n ≤ m

встановлює iзоморфнiсть просторiв P(nNm) i P(nX).

Твеpдження 3.1.6. Оператор T̂m : P(nX) → P(nNm) для n >

m ≥ 1 не є iн‘єктивним оператором.

Доведення. Нехай T̂m – звуження оператора Tm на простiр

P(nX), n > m. З неперервностi оператора Tm випливає неперерв-

нiсть звуженного оператора T̂m.

Якщо P – полiном степеня n > m, то ядро оператора kerT̂m
буде мiстити i iншi полiноми, вiдмiннi вiд нульових. Всi полiноми

вигляду

P (x) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=kn−1+1

xk1 · · · xknAP (ek1 , · · · , ekn),

при звуженнi на множину Nm, m < n будуть дорiвнювати нулю.

Це означає, що оператор T̂m : P(nX) → P(nNm) не є iн’єктив-

ним. □

Теоpема 3.1.7. Для кожного характера ψ ∈ Mb(X) iснує по-

слiдовнiсть φm ∈ H∗
b (Nm) така, що послiдовнiсть продовжень
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φ̃m ∈ H∗
b (X) збiгається до ψ в ∗-слабкiй топологiї простору H∗

b (X).

Тобто, φ̃m(f) → ψ(f) при m→ ∞ для кожної функцiї f ∈ Hb(X).

Доведення. Нехай ψ – характер з Mb(X). Позначимо ψm –

звуження функцiонала ψ на P(≤mX) – простiр неперервних по-

лiномiв степеня 0 < k ≤ m. Оскiльки простiр P(mX) для всiх

m ∈ N iзоморфний до простору P(mNm) (твердження 3.1.4), то

i простiр P(≤mX) iзоморфний до P(≤mNm). Отже, функцiоналу

ψm ∈ P(≤mX)∗ вiдповiдає функцiонал φm ∈ P(≤mNm)
∗ такий, що

наступна дiаграма комутативна:

P(≤mX)

ψm ##G
GG

GG
GG

GG

Tm // P(≤mNm)

φm
zzuuu

uu
uu
uu
u

C

Тобто ψm(P ) = φ(TmP ), P ∈ P(≤mX).

Визначимо лiнiйний функцiонал φ̃m на просторi всiх неперерв-

них полiномiв P(X) наступним чином:

φ̃m(P ) =

 ψm(P ), якщо P ∈ P(≤mX),

0, якщо P ∈ P(X), degP > m.

Покажемо, що φ̃m є неперервним в топологiї, iндукованiй топологiєю

простору Hb(X). Вiдомо, що оператор Sm : Hb(X) → P(≤mX), тобто

Sm : f =
∞∑
k=0

Pk →
m∑
k=0

Pk

є неперервним проектором [54], де
∑∞

k=0 Pk – ряд Тейлора, який збi-

гається рiвномiрно до f(x) в кулi Br з центром в нулi для довiльного
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r > 0. Отже, за побудовою, φ̃m = ψm◦Sm – неперервний функцiонал,

визначений на P(X) такий, що

φ̃m(P ) = ψm ◦ Sm(P ).

Зокрема, якщо P ∈ P(≤mX), то ψm ◦ Sm = φm. Тому, зберiгаю-

чи позначення для продовження φ̃m, функцiонал φ̃m можна про-

довжити за лiнiйнiстю i неперевнiстю на весь простiр Hb(X), тобто

φ̃m ∈ H∗
b (X).

Нехай f ∈ Hb(X), тодi Sm(f) – полiном степеня m, тому

φ̃m ◦ Sm(f) = ψm ◦ Sm(f) = φ̃m(f)|P(≤mX).

З неперервностi функцiонала ψ ∈ Mb(X) i з факту, що

Sm(f) → f при m → ∞ в топологiї, iндукованiй топологiєю про-

стору Hb(X), перейшовши до границi, маємо

φ̃m(f) → ψ(f)

для довiльної функцiї f ∈ Hb(X). □

Твеpдження 3.1.8. Нехай z ∈ X i δz : f 7→ f(z), f ∈ Hb(X) є

елементом спектру Mb(Nm), тобто iснує φ ∈ Mb(Nm) такий, що

φ (Tmf) = δz(f), f ∈ Hb(X), тодi z ∈ Nm.

Доведення. Припустимо, що z /∈ Nm. Тодi знайдуться бази-

снi вектори ek1 , · · · , ekm+1 такi, що координати вектора z при цих

векторах zk1 , · · · , zkm+1 всi не дорiвнюють нулю. Розглянемо полi-

ном Q ∈ P(X) :

Q(x) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

km+1=km+1

xk1 · · · xkm+1 .
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Очевидно, що Q(z) ̸= 0 i (TmQ)(z) = 0. Тому φ (TmQ) ̸= δz(Q). □

Це твердження показує, що подiбно до випадку з алгебраїчни-

ми множинами в алгебраїчнiй геометрiї, точки за межами Nm не

породжують характери алгебри Hb(Nm). Проте, як буде показано у

наступному пiдроздiлi, характери алгебриHb(Nm) не вичерпуються,

в загальному випадку, функцiоналами значень в точках Nm.
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3.2. Опис множини характерiв алгебри блочно-

дiагональних аналiтичних функцiй

Випадок простору ℓ1

Ми хочемо дослiдити спектр Mb(Nm), Nm ⊂ X для X = ℓ1 (ба-

нахiв простiр всiх абсолютно збiжних послiдовностей), {ek} – базис

Шаудера такий, що ek = (0, · · · , 1, 0, · · · ).

Нехай x =
∑∞

k=1 xkek ∈ ℓ1. Всi лiнiйнi функцiонали на ℓ1 мають

вигляд:

f(x) =
∞∑
k=1,
k∈Z

akxk, g(x) =
∞∑
k=1,
k∈Z

bkxk, (3.2.1)

де (ak)
∞
k=1, (bk)

∞
k=1 ∈ ℓ∞. Звуження лiнiйних функцiоналiв f, g на

N1 ⊂ ℓ1 на деякий базисний вектор ek, k ∈ N дорiвнює akxk, bkxk вiд-

повiдно. Отже, їх добуток на деякому базисному векторi ek, k ∈ N:

akxk · bkxk = ckx
2
k.

Оскiльки (ak)
∞
k=1, (bk)

∞
k=1 ∈ ℓ∞ (як коефiцiєнти), то добуток k-тих

координат ak · bk = ck, k ≥ 1 визначить послiдовнiсть (ck)
∞
k=1, яка та-

кож буде належити до ℓ∞. Цей факт показує, що будь-який полiном

з P(N1), N1 ⊂ ℓ1 можна отримати деякою алгебраїчною комбiнацiєю

лiнiйних функцiоналiв i сталих.

Розглянемо алгебру Фреше Hb(X). Позначимо An(X) – зами-

кання алгебри в Hb(X), яка породжена полiномами з P(≤nX) в то-

пологiї, яка породжена злiченою системою напiвнорм (2.2.1).
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Зокрема A1(ℓ1) – замикання алгебри в Hb(ℓ1), породженої 1-

однорiдними полiномами i сталими комплексними числами, тодi

A1(N1) – вiдповiдне звуження A1(ℓ1) на пiдмножину N1.

Теоpема 3.2.1. Множина характерiв на Hb(N1) гомеоморфна

стоун-чехiвськiй компактифiкацiї βN множини натуральних чи-

сел. Довiльний характер φ ∈ βN має вигляд:

φ(P ) = lim
U
P (ek),

де P ∈ P(N1), U - деякий фiксований ультрафiльтр на N.

Доведення. Замикання простору неперервних полiномiв

P(N1) в топологiї, яка породжена злiченою системою напiвнорм

(2.2.1) дорiвнює Hb(N1).

Як доведено вище, будь-який полiном з P(N1) можна отримати

деякою алгебраїчною комбiнацiєю лiнiйних функцiоналiв i сталих з

A1(N1). Отже, всi функцiї з алгебри Hb(ℓ1)|N1 = Hb(N1) наближаю-

ться всеможливими алгебраїчними комбiнацiями лiнiйних функцiо-

налiв i сталих з A1(N1), тобто тотожнє вiдображення є iзоморфi-

змом мiж Hb(N1) i A1(N1) для N1 ⊂ ℓ1.

З iншого боку, для P (x) =
∑∞

k=1 akx
n
k вiдображення

A1(N1) ∋ P 7→ (ak)
∞
k=1 ∈ ℓ∞ (3.2.2)

є сюр’єктивним гомоморфiзмом.

Дiйсно, нехай (ak)
∞
k=1 ∈ ℓ∞. Покладемо AP (ek) = ak.

Тодi P (x) =
∑∞

k=1 akxk є 1-однорiдним полiномом з A1(N1),

x =
∑∞

k=1 xk ∈ N1. Лiнiйнiйсть i мультиплiкативнiсть вiдображен-

ня (3.2.2) є очевидною.
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Нехай φ̂ – характер на ℓ∞. Отже, за мультипiлкативнiстю

φ̂
(
(ak)

∞
k=1 · (bk)∞k=1

)
= φ̂

(
(ak)

∞
k=1

)
φ̂
(
(bk)

∞
k=1

)
,

для будь-яких (ak)
∞
k=1, (bk)

∞
k=1 ∈ ℓ∞, де операцiя множення послiдов-

ностей з ℓ∞ є покоординатною:

(ak)
∞
k=1 · (bk)∞k=1 = (ak · bk)∞k=1.

Оскiльки для кожної послiдовностi (ak)
∞
k=1, (bk)

∞
k=1 ∈ ℓ∞ iснують

прообрази P,Q ∈ A1(N1), то φ̂ породжує деякий лiнiйний муль-

типлiкативний функцiонал φ на A1(N1):

φ(P ·Q) = φ(P )φ(Q).

Отже, множина характерiв A1(N1) мiстить множину характерiв

ℓ∞. Множина характерiв на ℓ∞ це стоун-чехiвська компактифiкацiя

множини N, тобто M(ℓ∞) = βN. Тому, множина характерiв A1(N1)

мiстить βN.

Оскiльки (див. [96]) множина всiх ультрафiльтрiв на N є стоун-

чехiвською компактифiкацiєю βN, то кожному φ̂ ∈ βN вiдповiдає

ультрафiльтер U на N такий, що φ̂((ak)∞k=1) = limU ak. Тому

φ(P ) = φ̂
(
(ak)

∞
k=1

)
= lim

U
P (ek),

де P (x) =
∑∞

k=1 akx
n
k ∈ P(N1).

З iншого боку, оскiльки вiдображення (3.2.2) є бiєктивним на

пiдпросторi лiнiйних функцiоналiв, то значенням характерiв φ на

лiнiйних функцiоналах будуть вiдповiдати значення φ̂ на ℓ∞. Вра-

ховуючи, що кожен n-однорiдний полiном P ∈ Hb(N1) можна подати



63

як добуток лiнiних функцiоналiв з A1(N1):

P = Q1 · · ·Qn,

то для кожного характера φ алгебри Hb(N1) маємо:

φ(P ) = φ(Q1) · · ·φ(Qn) =

limU Q1(ek) · · · limU Qn(ek) = limU Q1 · · ·Qn(ek) =

limU P (ek).

□

Випадок N2 ⊂ ℓ1

Нехай x ∈ N2 ⊂ ℓ1, тобто x =
∑∞

i,j=1 xiei + xjej, i < j.

Будь-який лiнiйний фiункцiонал f(x) =
∑∞

k=1 akxk (який є 1-

однорiдним полiномом), звужений на N2 ⊂ ℓ1 має вигляд:

(T2f)(x) =
∞∑
i=1

∞∑
j=i+1

aixi + ajxj, (3.2.3)

де ai = Af (ei), (ai)
∞
i=1 ∈ ℓ∞ i послiдовнiсть пар

(ai, aj)(i,j)∈N2,
i<j

∈ ℓ∞(N2).

Якщо A2(ℓ1) – замикання алгебри в Hb(ℓ1), яка породжена k-

однорiдними полiномами з P(≤2ℓ1) в топологiї, яка породжена злi-

ченою системою напiвнорм (2.2.1), то A2(N2) – вiдповiдне звуження

A2(ℓ1) на пiдмножину N2.
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Всi n-однорiднi полiноми на N2, n ≥ 0 мають вигляд

(T2P )(x) =
∑∞

i=1

∑∞
j=i+1 x

n
i AP (e

n
i ) +∑∞

i=1

∑∞
j=i+1

∑n
m=1,

n,m∈Z+

(
n
m

)
xn−mi xmj AP (e

n−m
i , emj ) +∑∞

i=1

∑∞
j=i+1 x

n
jAP (e

n
j ).

Легко бачити, що перебираючи всеможливi алгебраїчнi комбiнацiї

полiномiв з A2(N2), ми вичерпаємо всi полiноми з простору P(N2),

замикання якого дорiвнює Hb(ℓ1)|N2 = Hb(N2) у топологiї, яка поро-

джена злiченою системою напiвном (2.2.1). Отже, тотожнє вiдобра-

ження є iзоморфiзмом мiж Hb(N2) i A2(N2), N2 ⊂ ℓ1.

Нехай I1 – iдеал в A2(N2), який мiстить полiноми P ∈ A2(N2)

такi, що (T1P )(x) = 0, тобто

I1 =
{
P · xni xmj AP (eni , emj ), де n,m ∈ Z+є взаємнопростими,(

AP (e
n
i , e

m
j )
)
(i,j)∈N2

i<j

∈ ℓ∞(N2)
}
.

Iдеал I1 породжений твiрними елементами {xni xmj AP (eni , emj )}i̸=j для

наборiв взаємнопростих n,m ∈ Z+.

Розглянемо фактор-простiр A2(N2)⧸I1 з вiдношенням еквiва-

лентностi “∼”:

P1 ∼ P2, якщо degP1|N1 = degP2|N1 .

Розглянемо деяку алгебраїчну комбiнацiю n-однорiдних полi-

номiв з A2(N1). Згiдно з твердженням 3.1.6, всi доданки вигляду
∞∑
i=1

∞∑
j=i+1

n∑
m=1

n,m∈Z+

(
n

m

)
xn−mi xmj AP (e

n−m
i , emj )



65

при звуження на N1 будуть дорiвнювати нулю, тому в алгебраїчнiй

комбiнацiї ненульовими будуть тiльки доданки вигляду

∞∑
i=1

xni AP (e
n
i ).

Така алгебраїчна комбiнацiя для всiх n ≥ 0 iзоморфна до A1(N1)

(теорема 3.2.1), тому, згiдно з означенням фактор-простору, довiль-

ний полiном з A2(N2) можна представити у виглядi суми елементiв

з класiв I1 i A1(N1). Отже, спектр замикання A2(N2) складається

iз сукупностi спектрiв iдеала I1 i A1(N1).

Згiдно з теоремою 3.2.1, спектр замикання A1(N1) гомеомор-

фний стоун-чехiвськiй компактифiкацiї N.

Дослiдимо спектр iдеала I1, твiрними елементами якого є

xni x
m
j AP (e

n
i , e

m
j ) для фiксованих взаємопросттих n,m. Перебираючи

всеможливi i < j, (i, j) ∈ N2, множина {xni xmj AP (eni , emj )} iзоморфна

до деякої пiдалгебри Anm в ℓ∞(N2), де aij = AP (e
n
i , e

m
j ) :

Anm =


0 a12 · · · a1j · · ·

a21 0 · · · a2j · · ·

· · ·

ai1 ai2 · · · aij · · ·

 .

Спектр пiдалгебри Anm для кожної пари взаємопростих n,m

дорiвнює деякiй пiдмножинi стоунчехiвської компактифiкацiї N2,

тобто

M(Anm) =
{
U ∈ β

(
N2 \ {(n, n), n ∈ N}

)}
.

Отриманi результати сформулюємо у виглядi теореми.
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Теоpема 3.2.2. Спектр алгебри Hb(N2) гомеоморфний до об’-

єднання стоун-чехiвскої компактифiкацiї на N та спектрiв сiм’ї

{Anm} де n,m ∈ Z+ – взамнопростi числа, тобто Mb(N2) гомео-

морфний до множини

βN
∪

β
(
N2 \ {(n, n), n ∈ N}

)
. (3.2.4)

Випадок простору ℓ2

Нехай X = ℓ2 (банахiв простiр всiх дiйсних послiдовностей (xi)
∞
i=1,

для яких ряд
∑∞

i=1 |xi|2 < ∞), тобто x =
∑∞

k=1 xkek, {ek} – базис

Шаудера, такий що ek = (0, · · · , 1, 0, · · · ), k ≥ 1.

Лiнiйнi функцiонали f, g, звуженi на N1 ⊂ ℓ2 на деякий

базисний вектор ek мають вигляд akxk, bkxk вiдповiдно, ряди∑∞
k=1 |ak|2 <∞ i

∑∞
k=1 |bk|2 <∞.

Не завжди всеможливими алгебраїчними комбiнацiями лiнiй-

них фукцiоналiв i сталих з A1(N1) ми зможемо вичерпати всi полi-

номи степенiв n ≥ 2. Отже, не всi аналiтичнi функцiї з Hb(N1) ми

зможемо наблизити лiнiйними функцiоналами на N1 (як у випадку

простору ℓ1). Тому A1(N1) i Hb(N1) не є iзоморфними.

Пpиклад 3.2.3. Розглянемо 2-однорiдний полiном вигляду

h(x) =
∑∞

k=1 x
2
k i звузимо його на на N1 ⊂ ℓ2. Значення полiнома

h(x) на k-му базисному векторi буде дорiвнювати

x2k.

Достатньо показати, що не iснує таких лiнiйних функцiоналiв

f, g ∈ Hb(N1), що добуток їх k-их координат дорiвнює x2k.
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Нехай (T1f)(x) =
∑∞

k=1 akxk, (T1g)(x) =
∑∞

k=1 bkxk – шуканi лi-

нiйнi функцiонали. Тодi звуження добутку (T1f)(x)(T1g)(x) на ба-

зисний вектор ek буде дорiвнювати

akxk · bkxk = x2k,

Але ряди (a2k)
∞
k=1 i (b2k)

∞
k=1 за умови ak · bk = 1 не можуть бути

одночасно абсолютно збiжними, тому таких функцiоналiв f, g на

Hb(N1) не iснує.

Отже, алгебри A1(N1) i A2(N1) для N1 ⊂ ℓ2 не є iзоморфними.

Наступне твердження є аналогом теореми 4.2.1 ([108], наслiдок 2)

для алгебри Hb(N1).

Позначимо In – мiнiмальний замкнений iдеал, породжений n-

однорiднимим полiномами з An(N1).

Теоpема 3.2.4. Нехай I1(N1) i I2(N1) – iдеали, породженi 1

i 2-однорiдними полiномами з алгебр A1(N1) i A2(N1) вiдповiдно.

Тодi iснує характер φ ∈Mb(N1) такий, що φ(I1) = 0, φ(I2) ̸= 0 i

φ(P ) = lim
U
AP (e

n
k), P ∈ P(N1), (3.2.5)

де U – деякий фiксований ультрафiльтер на множинi натуральних

чисел.

Доведення. Нехай φ – характер, який визначається рiвнi-

стю (3.2.5). Якщо P є 1-однорiдним полiномом на N1, то

P (x) =
∞∑
k=1

ckxk, де ck = P (ek).
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Кожному n-однорiдному полiному P ∈ P(N1) вiдповiдає послiдов-

нiсть (ck)
∞
k=1 ∈ ℓ∗2 = ℓ2. Отже, ряд

∑
k |ck|2 є збiжним, тому виконує-

ться необхiдна умова limk→∞ ck = 0. Отже, характер φ

φ(P ) = lim
U
P (ek) = 0.

Нехай P є 2-однорiдним полiномом на N1, таким, що P (x) =∑∞
k=1 x

2
k ∈ A2(N1), де AP (e2k) = 1. Тодi характер

φ(P ) = lim
U
AP (e

2
k) = lim

U
1 = 1 ̸= 0,

Бачимо, що φ дорiвнює нулю на всiх однорiдних полiномах першого

степеня з I1 i не дорiвнює нулю на полiномах з I2. Продовжимо

функцiонал φ за лiнiйнiстю i мультиплiкативнiстю на весь Hb(N1).

Отже, характер вигляду (3.2.5) – шуканий. □

Аналогiчними мiркуваннями легко бачити, що полiноми вигля-

ду

P (x) =
∞∑
k=1

ckx
3
k,

∑
|ck|2 <∞, x ∈ N1 (3.2.6)

не породжуються, в загальному випадку, алгебраїчними комбiнацi-

ями полiномiв з A2(N1), тому алгебри A3(N1) i A2(N1), N1 ⊂ ℓ2 не

є iзоморфними.

Але такого характеру φ ∈ Mb(N1), який роздiляє iдеали I2 та

I3 не iснує, оскiльки мiж полiномами вигляду (3.2.6), якi належать

до I3 та полiномами Q з I2 вигляду

Q(x) = 3

√
c2kx

2
k (3.2.7)
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iснує алгебраїчна залежнiсть:

P 2(x)−Q3(x) = 0,

тому, якщо φ(P ) = 0, то φ(P 2) = φ(Q3) = 0. Це означає, що

I2 ⊂ kerφ. Умови теореми 3.2.4 для I2 та I3 не викнуються, оскiльки

φ(I2) = 0, φ(I3) = 0. Отже, не iснує такого φ, який роздiляє iдеали

I2 та I3.

Узагальнивши цей результат бачимо, що який би ми не взяли

P ∈ Am(N1), m ≥ 3, його завжди можна отримати як алгебраїчну

комбiнацiю полiномiв з A3(N1), тому для m > 3 алгебри Am(N1)

i A3(N1) є iзоморфними. Отже, спектр Mb(N1), N1 ⊂ ℓ2 гомеомор-

фний спектру M(A3(N1)).

3.3. Гомоморфiзми алгебри блочно-дiагональних аналi-

тичних функцiй

Нехай X – комплексний банахiв простiр.

Нехай CF̃ : Hb(X) → Hb(X) – оператор на Hb(X), який будь-

якiй функцiї f ∈ Hb(X) ставить у вiдповiднiсть композицiю f ◦ F̃ ∈

Hb(X), де F̃ : X → X – деяке аналiтичне вiдображення обмеженого

типу на X:

(CF̃f)(x) = f ◦ F̃ (x) = f(F̃ (x)).

Оператор CF̃ називається оператором композицiї. Очевидно, що

оператор композицiї є гомоморфiзмом вiдповiдних алгебр. Нашим

завданням, у цьому пiдроздiлi, є побудова операторiв композицiї з

Hb(Nm) в Hb(Nm).
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Якщо F є звуженням аналiтичного вiдображення обмеженого

типу F̃ : X → X на пiдмножини Nm, тобто F : Nm → Nm, то CF

також є гомоморфiзмом з Hb(Nm) в Hb(Nm).

Оскiльки пiдмножина Nm ⊂ X не є вiдкритою i не є аналiти-

чним многовидом, нам необхiдно окремо дати означення аналiти-

чного вiдображення з Nm в Nm.

Означення 3.3.1. Вiдображення F : Nm → Nm назива-

ється аналiтичним, якщо F – неперервне i для будь-якого на-

бору базисних векторiв {ek1 , · · · , ekm} знайдуться базиснi векто-

ри {ej1 , · · · , ejm} такi, що звуження F на лiнiйний пiдпростiр

span (ek1 , · · · , ekm) буде аналiтичним вiдображенням з образом у

span (ej1 , · · · , ejm).

Означення 3.3.2. Аналiтичне вiдображення F : Nm →

Nm називається вiдображенням обмеженого типу, якщо образом

обмежених пiдмножин Nm є обмеженi пiдмножини.

Зауважимо, що вимога неперервностi є суттєвою у цьому озна-

ченнi. Справдi, нехай F0 : N1 → N1 визначено за формулою

F0(xkek) = kxkek. Тодi, звуження F0 на span (ek) буде аналiтичним

(навiть лiнiйним) вiдображенням, але F0 є розривним в нулi, оскiль-

ки F0(
ek
k
) ̸→ 0 при k → ∞.

Розглянемо деякi приклади аналiтичних вiдображень обмеже-

ного типу з Nm в Nm.
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Пpиклад 3.3.3. Нехай h(t) =
∑∞

n=1 cnt
n – цiла функцiя однiєї

комплексної змiнної t. Визначимо F :

F (x) = F
( m∑
n=1

xnen

)
=

m∑
n=1

cnx
n
nen, x ∈ Nm.

Бачимо, що F (x) : Nm → Nm. Тодi, F продовжується до аналiти-

чного вiдображення F̃ на весь простiр X:

F̃ (x) =
∞∑
n=1

cnx
n
nen, x ∈ X

i CF̃ є гомоморфiзмом з Hb(X) в Hb(X). Оскiльки F̃ залишає iнварi-

антною Nm для кожного m > 0, то CF є гомоморфiзмом з Hb(Nm)

в Hb(Nm).

Пpиклад 3.3.4. Iнший приклад F (xkek) = xnkek, де x ∈ X = ℓp,

1 ≤ p ≤ ∞ або X = c0 є прикладом аналiтичного вiдображення з N1

в N1, яке не є обмеженого типу. Дiйсно, образом обмеженої мно-

жини {2ek}∞k=1 при такому вiдображеннi є необмежена множина

{2kek}∞k=1. При цьому, як легко бачити, F є неперервним.

Теоpема 3.3.5. Нехай X = ℓ1. Наступнi умови еквiвалентнi:

1. Для будь-якої функцiї f ∈ Hb(Nm) i кожного аналiтичного

вiдображення обмеженого типу F : Nm → Nm, CF (f) ∈ Hb(Nm);

2. Кожне аналiтичне вiдображення обмеженого типу з Nm

в Nm породжує гомоморфiзм CF : Hb(Nm) → Hb(Nm);

3. Кожна функцiя g, g(0) = 0 на Nm, яка є аналiтичною на

всiх пiдпросторах вигляду span (ek1 , · · · , ekm) є обмеженою на обме-

жених множинах i належить до Hb(Nm).
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Доведення. 1) ⇒ 2) оскiльки CF – гомоморфiзм, то з того,

що CF (f) ∈ Hb(Nm) для всiх f ∈ Hb(Nm) випливає, що CF – гомо-

морфiзм з Hb(Nm) в себе. 2) ⇒ 3). Нехай функцiя g така як у пунктi

3) i не належить до Hb(Nm). Нехай g =
∑∞

n=1 gn – розклад g через

однорiднi полiноми. Розглянемо вiдображення Fg : Nm → Nm:

Fg(x) =
∞∑
n=1

gn(x)en.

Очевидно, що Fg – аналiтичне вiдображення обмеженого типу. Не-

хай f0 – лiнiйний функцiонал вигляду f0(x) =
∑∞

n=0 xn. Тодi f0 ∈

Hb(Nm), але Cf (f0) = f0(Fg(x)) = g(x) ̸∈ Hb(Nm), що суперечить то-

му, що Cf : Hb(Nm) → Hb(Nm). 3) ⇒ 1) оскiльки F – аналiтичне вiд-

ображення обмеженого типу, то g = CF (f) задовольняє умову 3) цiєї

теореми для кожної функцiї f ∈ Hb(Nm). Тому CF (f) ∈ Hb(Nm). □

Нехай Φ : Hb(Nm) → A – довiльний A-значний гомоморфiзм,

де A – деяка банахова алгебра (зокрема, якщо A = C, то Φ є ком-

плексним гомоморфiзмом на Hb(Nm), тобто належить до Mb(Nm).)

Твеpдження 3.3.6. Кожен гомоморфiзм Φ з Hb(Nm) в до-

вiльну банахову алгебру A можна продовжити до гомоморфiзму з

Hb(X) в A за формулою: Φ◦Tm, де Tm : Hb(X) → Hb(Nm) – оператор

звуження.

Доведення. Оператор звуження Tm : Hb(X) → Hb(Nm) є го-

моморфiзмом, отже, композицiя Φ ◦ Tm : Hb(X) → A, яка дiє в

довiльну банахову алгебру A, також є гомоморфiзмом вiдповiдних

алгебр. □
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Висновки до роздiлу 3

Нехай A – деяка комутативна топологiчна алгебра i N – де-

яка пiдмножина спектру M(A) . Розглядають алгебру A(N ), яка

складається зi звужень елементiв â на N , a ∈ A, де â – перетворе-

ння Гельфанда елементiв a ∈ A. Очевидно, що оператор, який дiє

як оператор звуження T : A → A(N ) на перетворення Гельфанда:

Ta = â ↾ N , є гомоморфiзмом алгебр. У цьому контекстi природнiм

є питання про спектр A(N ), який, очевидно мiстить N , але не зав-

жди збiгається з N . Крiм того, маючи опис спектру A(N ) для рiзних

множин N можна отримати нову iнформацiiю про спектр алгебри

A. В алгебраїчнiй геометрiї A = P(Cn), а в якостi N розглядають

алгебраїчнi множини – кулi скiнченнопороджених полiномiальних

iдеалiв. Простi приклади алгебраїчних множин можна подати у ви-

глядi об‘єднання лiнiйних просторiв.

У роздiлi 3 у якостi N ми розглядаємо множини Nm =∪
k1 ̸=···≠km(Cek1 + · · · + Cekm), m ≥ 1, якi є об‘єднанням лiнiйних

пiдпросторiв комплексного банахового простору X i мають деякi

властивостi алгебраїчних множин.

Позначимо Hb(Nm) – алгебри блочно-дiагональних аналiти-

чних функцiй обмеженого типу, якi є звуженнями аналiтичних

функцiй обмеженого типу зHb(X) на Nm,m ≥ 1. На алгебрiHb(Nm)

визначено топологiю фактор-простору, тобто локально-опуклу то-

пологiю, яка задається системою напiвнорм

pr(f) = inf
g∈kerTm

sup
||x||≤r

|f(x) + g(x)|, r ∈ Q.



74

У пiдроздiлi 3.1 описано алгебри блочно-дiагональних аналiти-

чних функцiй, а також їх зв’язок iз простором n-однорiдних полiно-

мiв i алгебрами аналiтичних функцiй обмеженого типу на компле-

ксному банаховому просторi X.

Якщо φ – характер на алгебрi Hb(Nm), то його можна про-

довжити до характера на всiй алгебрi Hb(X) (твердження 3.1.2). У

твердженнi 3.1.4 доведено iзоморфнiсть просторiв неперервних n-

однорiдних полiномiв на Nm i на X для всiх n ≤ m.

У теоремi 3.1.7 встановлено зв’язок мiж елементами спектру

алгебри Hb(Nm) (позначаємо Mb(Nm)) iз елементами спектру Mb(X)

алгебри Hb(X):

Теорема 3.1.7. Для кожного характера ψ ∈ Mb(X) iснує

послiдовнiсть φm ∈ H∗
b (Nm) – спряжений простiр до Hb(Nm) та-

ка, що послiдовнiсть продовжень φ̃m ∈ H∗
b (X) збiгається до ψ в

∗-слабкiй топологiї простору H∗
b (X). Тобто, φ̃m(f) → ψ(f) при

m→ ∞ для кожної функцiї f ∈ Hb(X).

У твердженнi 3.1.8 показано, що подiбно до випадку з алгебра-

їчними множинами в алгебраїчнiй геометрiї, точки за межами Nm

не породжують характери алгебри Hb(Nm).

У пiдроздiлi 3.2 описано спектри деяких алгебр блочно-

дiагональних аналiтичних функцiй для банахових просторiв ℓ1, ℓ2.

Теорема 3.2.1. Множина характерiв на Hb(N1) гомеомор-

фна стоун-чехiвськiй компактифiкацiї βN множини натуральних

чисел. Довiльний характер φ ∈Mb(N1) має вигляд:

φ(P ) = lim
U
P (ek),
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де P ∈ P(N1), U - деякий фiксований ультрафiльтер на N.

Для алгебри блочно-дiагональних функцiй Hb(N2) показано,

що її спектр гомеоморфний до об’єднання стоун-чехiвської компа-

ктифiкацiї на множинi натуральних чисел та спектрами сiм’ї пiд-

алгебр, якi мiстяться в стоун-чехiвськiй компактифiкацiї множини

N2.

Теорема 3.2.2. Спектр алгебри Hb(N2) гомеоморфний до

множини

βN
∪

β
(
N2 \ {(n, n), n ∈ N}

)
.

Нехай Am(Nm) – замикання алгебри в Hb(Nm), яка породжена

полiномами з P(≤mNm) у вiдповiднiй топологiї, Im – мiнiмальний за-

мкнений iдеал, породжений m-однорiдними полiномами з Am(Nm),

Nm ⊂ X.

Дослiджуючи алгебри блочно-дiагональних аналiтичних фун-

кцiй банахового простору ℓ2, в цьому пiдроздiлi доведено аналог те-

ореми 4.2.1 ([108], наслiдок 2), що iснує характер на алгебрi блочно-

дiагональних аналiтичних функцiй Hb(N1), який роздiляє iдеали I1

i I2 (твердження 3.2.4). Але мiж полiномами з I2 та I3 iснує алгебра-

їчна залежнiсть, тому характера, який роздiляє iдеали I2 та I3 не

iснує. Узагальнивши цей результат бачимо, що який би ми не взяли

P ∈ Am(N1), m ≥ 3, його завжди можна отримати як алгебраїчну

комбiнацiю полiномiв з A3(N1), тому для m > 3 алгебри Am(N1)

i A3(N1) є iзоморфними. Отже, спектр Mb(N1), N1 ⊂ ℓ2 гомеомор-

фний спектру M(A3(N1)).
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У пiдроздiлi 3.3 розглянуто оператор композицiї CF̃ : Hb(X) →

Hb(X), який будь-якiй функцiї f ∈ Hb(X) ставить у вiдповiднiсть

композицiю f ◦ F̃ ∈ Hb(X), де F̃ : X → X – деяке аналiтичне

вiдображення обмеженого типу на X:

(CF̃f)(x) = f ◦ F̃ (x) = f(F̃ (x)).

Оператор композицiї є гомоморфiзмом вiдповiдних алгебр.

У даному пiдроздiлi, побудовано оператори композицiї з

Hb(Nm) в Hb(Nm) (приклад 3.3.3, 3.3.4), дано означення аналiти-

чного вiдображення обмеженого типу на Nm i розглянуто деякi при-

клади таких вiдображень . В теоремi 3.3.5 доведено еквiвалентнiсть

деяких тверджень, пов’язаних з питанням, коли оператор компози-

цiї породжує гомоморфiзм алгебр з Hb(Nm) в Hb(Nm) .

Результати цього роздiлу були надрукованi у фахових виданнях

[7], [12] i у матерiалах конференцiй [18], [17].
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РОЗДIЛ 4

УЗАГАЛЬНЕННЯ ПРОДОВЖЕННЯ АРЕНСА НА СПЕКТР

АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ НА БАНАХОВIЙ АЛГЕБРI

4.1. Побудова “мультиплiкативної” згортки на спектрi

алгебри Hb(A)

Для фiксованої точки x ∈ X, де X – комплексний банахiв про-

стiр розглянемо оператор зсуву Tx (вперше запропонований у [25]),

визначений на Hb(X) наступним чином:

(Txf)(y) = f(x+ y), f ∈ Hb(X).

У роботi [25] показано, що Txf ∈ Hb(X) i для будь-якого фiксованого

φ ∈ H∗
b (X) функцiя x 7→ φ(Txf), x ∈ X належить до Hb(X).

Для фiксованих лiнiйних функцiоналiв φ, ψ ∈ H∗
b (X) визначи-

мо операцiю “адитивної” згортки на Hb(X):

(φ ∗ ψ)(f) = φ(ψ(Txf)), f ∈ Hb(X).

Зокрема, якщо φ, ψ – лiнiйнi мультиплiкативнi функцiонали зMb, то

за наслiдоком 2.5.5 iснують збiжнi у слабкополiномiальнiй топологiї

напрямленостi (xα), (yβ) ∈ X такi, що

φ(P ) = lim
α
P (xα), ψ(P ) = lim

β
P (yβ)

для всiх неперервних полiномiв P ∈ P(X). Отже, згiдно з означен-

ням,

(φ ∗ ψ)(P ) = lim
α

lim
β
P (xα + yβ)
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i для радiус-функцiї “адитивної” згортки (iнфiнум по всiх номерах

r > 0 таких, що φ ∗ ψ є неперервною вiдносно норми (2.2.1) на кулi

Br) справедлива нерiвнiсть:

R(φ ∗ ψ) ≤ R(φ) +R(ψ).

Зауважимо, що Mb є пiвгрупою вiдносно такої “адитивної”

згортки. В загальному випадку згортка некомутативна: φ∗ψ ̸= ψ∗φ

([27], зауваження 3.5).

Нехай φ1, · · · , φn ∈Mb. Позначимо

φ1 ∗ · · · ∗ φn =
n
+×
k=1

φk.

“Адитивну” згортку у своїх роботах викоритовували багато ав-

торiв (див. [25], [26], [27], [108]). У цьому роздiлi розглядається згор-

тка, яка пов’язана з операцiєю множення алгебри A. Таку згортку

називаємо “мультиплiкативною”. Дещо iнший пiдхiд до побудови

“мультиплiкативної” згортки для алгебри симетричних аналiтичних

функцiй обмеженого типу запропоновано у [40].

Алгебра H∞
uc(Br) – банахова алгебра всiх аналiтичних компле-

кснозначних функцiй f , якi є обмеженими i рiвномiрно неперерв-

ними на кулi Br радiуса r ∈ Q з центром в точцi 0 комплексного

банахового простору X з нормою:

||f ||r = sup
||x||≤r

|f(x)|.

У роботi [25] показано, що Hb(X) є проективною границею ба-

нахових алгебр H∞
uc(Br) . Зокрема Hb(X) =

∩
r∈QH

∞
uc(Br).
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Теоpема 4.1.1. [25] Для кожного фiксованого r > 0 множина

{φ ∈Mb(X) : R(φ) ≤ r}

є компактною пiдмножиною в Mb(X) i тотожньо дорiвнює

Muc(Br) – спектру алгебри H∞
uc(Br).

Топологiя Гельфанда на спектрi алгебри Muc(Br) ⊂ Mb(X) iн-

дукована топологiєю Гельфанда наMb(X). Отже, спектрMb(X) є iн-

дуктивною границею спектрiв Muc(Br) для всiх рацiональних r > 0,

тобто Mb(X) =
∪
r∈QMuc(Br) (як топологiчних просторiв).

Нехай A – банахова алгебра. Для фiксованих x, y ∈ A позначи-

мо Qx – оператор мультиплiкативного зсуву на Hb(A) такий, що:

(Qxf)(y) = f(xy),

де xy – операцiя множення в алгебрi A.

Твеpдження 4.1.2. Функцiя Qxf належить до Hb(A) для всiх

x ∈ A i f ∈ Hb(A).

Доведення. Нехай Br – куля радiуса r з центром в точцi 0

в A. Позначимо для фiксованого x ∈ A множину xBr = {xy, y ∈

Br} ⊂ A. Очевидно, що xBr ⊂ Br∥x∥. Звiдси

∥Qxf∥r = sup
y∈xBr

|f(y)| ≤ sup
y∈Br∥x∥

|f(y)| = ∥f∥r∥x∥,

тому,

∥f(x·)∥r ≤ ∥f∥r∥x∥ (4.1.1)

або ||Qxf ||r ≤ ∥f∥r∥x∥
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Отже, Qxf є обмеженою функцiєю на кожнiй обмеженiй пiдмножинi

в A для фiксованого x ∈ A. З iншого боку, y 7→ xy є лiнiйним вiд-

ображенням, тому Qxf = f(x·) – аналiтична функцiя як композицiя

аналiтичних вiдображень. Ми довели, що Qxf ∈ Hb(A). □

Отже, Qx для кожного x ∈ A є неперервним оператором на

Hb(A). Оскiльки кожна f ∈ Hb(A) є рiвномiрно неперервною на

обмежених пiдмножинах A, то елемент Qxf ∈ Hb(A) залежить не-

перервно вiд x в топологiї простору Hb(A).

У наступному роздiлi буде показано, що вiдображення x 7→

Txf , x 7→ Qxf не обов’язково є неперервнимим в слабкiй топологiї

простору X i алгебри A вiдповiдно.

На спряженому просторi H∗
b (A) оператор Qx породжує групу

оборотнiх спряжених операторiв Q∗
x:

(Q∗
xψ) (f) = ψ (Qxf) = ψ (f(x ·)) , (4.1.2)

для x ∈ X, f ∈ Hb(A), ψ ∈ H∗
b (A). Оскiльки Qxf залежить непе-

рервно вiд x в топологiї простору Hb(A), то i Q∗
xψ для будь-якого

фiксованого ψ ∈ H∗
b (A) залежить неперервно вiд x.

Оператор Qx є лiнiйним i мультиплiкативним:

(Qx)
(
f(y) + g(y)

)
= (Qxf)(y) + (Qxg)(y),

(Qx)
(
f(y)g(y)

)
= (Qxf)(y)(Qxg)(y),

тому спряжений оператор Q∗
x вiдображає Mb(A) в себе:

Q∗
x (Mb(A)) =Mb(A), x ∈ A.
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Твеpдження 4.1.3. Нехай g(x) = Q∗
xψ(f), де Q∗

x – спряжений

оператор до (Qxf)(y) = f(xy), ψ ∈ H∗
b (A). Тодi g ∈ Hb(A).

Доведення. Функцiя g для будь-якого фiксованого ψ ∈

H∗
b (A) є аналiтичною на A.

Нехай R(ψ) – радiус функцiя функцiонала ψ ∈ H∗
b (A), тодi ψ

є рiвномiрно неперервним на кулi BR(ψ)+ε ⊂ Hb(A) вiдносно норми

|| · ||R(ψ)+ε для будь-якого ε > 0, тобто ψ є характером на банаховiй

алгебрi H∞
uc(BR(ψ)+ε). Згiдно з нервiнiстю (4.1.1) маємо

|g(x)| = |ψ(f(x ·))| ≤ ||ψ||R(ψ)+ε||f(x·)||R(ψ)+ε =

∥Qxf∥R(ψ)+ε ≤ ∥f∥(R(ψ)+ε)∥x∥ = ∥f∥R(ψ)∥x∥+ε∥x∥.

Нерiвнiсть |g(x)| ≤ ||f ||R(ψ)∥x∥+ε∥x∥ виконується для довiльного

ε, отже нерiвнiсть виконується i для ε = 0 :

|g(x)| ≤ ||f ||R(ψ)∥x∥. (4.1.3)

Звiдси, якщо ∥x∥ ≤ r, r > 0, то

|g(x)| ≤ ∥f∥R(ψ)r.

Отже, функцiя g є обмеженою на кулi Br, r > 0. □

Означимо “мультиплiкативну” згортку наступним чином:

(φ ⋆ ψ)(f) := φ (ψ(f(xy))) , (4.1.4)

де ψ дiє на f(xy) як на функцiю вiд y, а φ дiє на ψ(f(xy)) як на

функцiю вiд x. Використовуючи оператор мультиплiкативного зсу-

ву, згортка має вигляд:

(φ ⋆ ψ)(f) = φ(ψ(Qxf)) = φ(g).
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Якщо φ, ψ ∈ A∗∗, тобто є функцiоналами значення продовже-

ння Арона-Бернера функцiї f ∈ A∗ в точцi з A∗∗, то “мультиплiка-

тивна” згортка спiвпадає iз продовженням Аренса операцiї множе-

ння алгебри A у другий спряжений A∗∗. Оскiльки A∗∗ ⊂ H∗
b (A), то

“мультиплiкативну” згортку вважаємо узагальненням продовження

Аренса операцiї множення алгебри A.

Теоpема 4.1.4. Нехай φ, ψ ∈ H∗
b (A), тодi згортка φ ⋆ ψ нале-

жить до H∗
b (A) i для радiус-функцiї “мультиплiкативної” згортки

справедлива нерiвнiсть:

R(φ ⋆ ψ) ≤ R(φ)R(ψ).

Доведення. Для будь-якої функцiї f ∈ H∞
uc(BR(φ)+ε) для до-

вiльного ε > 0

|φ(f)| ≤ ||f ||R(φ)+ε.

Розглянемо функцiю g(x) = ψ(f(x·)) = ψ(Qxf). Оскiльки

|g(x)| = |ψ(Qxf)| ≤ ||Qxf ||R(ψ)+ε ≤ ||f ||(R(ψ)+ε)||x||.

Отже,

sup
||x||≤R(φ)+ε

|g(x)| ≤ sup
||x||≤R(φ)+ε

||f ||(R(ψ)+ε)||x||

або

||g||R(φ)+ε ≤ ||f ||(R(φ)+ε)(R(ψ)+ε). (4.1.5)

З нерiвностi (4.1.5) випливає, що:

|(φ ⋆ ψ)(f)| = |φ(g)| ≤ ||g||R(φ)+ε ≤ ||f ||(R(φ)+ε)(R(ψ)+ε).
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Ця нерiвнiсть виконується для довiльного ε > 0, отже, вона вико-

нується i для ε = 0 i згортка

|(φ ⋆ ψ)(f)| ≤ ||f ||R(φ)R(ψ).

Ми довели, що функцiонал φ⋆ψ є неперервним на Hb(A) вiдно-

сно топологiї, яка породжена злiченою системою напiвнорм (2.2.1)

на кулi BR(φ)R(ψ). Використовуючи означення радiус-функцiї маємо:

R(φ ⋆ ψ) ≤ R(φ)R(ψ).

Тому згортка φ ⋆ ψ ∈ H∗
b (A). □

Оскiльки Mb(A) ⊂ H∗
b (A), то дослiдимо вигляд “мультиплiка-

тивної” згортки φ ⋆ ψ на спектрi Mb(A) .

Нехай φ, ψ – довiльнi характери на Hb(A). За наслiдком 2.5.5,

iснують напрямленостi (xα), (yβ) в A такi, що P (xα) → φ(P ) i

P (yβ) → ψ(P ) в слабкополiномiальнiй топологiї алгебри A. Насту-

пне твердження автоматично випливає з означення “мультиплiка-

тивної” згортки.

Твеpдження 4.1.5. Для будь-яких характерiв φ, ψ ∈Mb(A) i

полiнома P ∈ P(X) згортка φ ⋆ ψ належить до Mb(A) i

(φ ⋆ ψ)(P ) = lim
α

lim
β
P (xαyβ), (4.1.6)

де (xα), (yβ) – напрямленостi з A, якi є збiжними в слабкополiно-

мiальнiй топологiї до φ, ψ ∈Mb(A) вiдповiдно.

В загальному випадку легко бачити, що оператор “мультиплi-

кативної” згортки φ⋆ψ не є комутативним навiть якщо алгебра A є
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комутативною. Зокрема, мультиплiкативна згортка не комутативна

для випадку A = ℓ1 i φ, ψ ∈ ℓ∗∗1 [21], [109], [110].

4.2. Властивостi “мультиплiкативної” згортки

Нехай A – комплексна банахова алгебра, Hb(A) – алгебра Фре-

ше аналiтичних функцiй обмеженого типу на A з топологiєю, яка

породжена злiченою системою напiвнорм (2.2.1).

У явному виглядi важко зобразити конкретнi елементи Mb(A).

А.В. Загороднюк запропонував пiдхiд, який дозволяє в деяких ви-

падках описати спектр Mb(A).

Позначимо An(A) – замикання в Hb(A) алгебри, яка породжена

полiномами з простору P(≤nA) у вiдповiднiй топологiї.

Нехай In – мiнiмальний замкнений iдеал, породжений n-

однорiдними полiномами з An(A), n ≥ 0.

Як було визначено, кожен елемент z ∈ X∗∗ породжує функцiо-

нал значення функцiї в точцi z, який є характером: δz ∈ Mb(A) за

формулою δz(f) = f̃(z).

У роботах [108], [107] показано, що, якщо Ik−1 ̸= Ik для деяко-

го k > 1, то iснує ненульовий елемент uk ∈ (
⊗k

s,π A)
∗∗ такий, що

функцiонал ψ ∈ H∗
b (A) визначений на однорiдних полiномах P за

формулою

ψ(P ) =

 P̃(k)(uk), якщо degP = kn для деякого n,

0, якщо degP ̸= kn для деякого n.
(4.2.1)

Функцiонал ψ продовжується за лiнiйнiстю i неперервнiстю на

весь Hb(A) до деякого характера, який позначаємо δ(k)(uk). Тут P̃(k)
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– продовження Арона-Бернера полiнома P(k), визначеного на
⊗k

s,π A

за формулою (2.1.3). Сформулюємо цi результати у виглядi теореми:

Теоpема 4.2.1. [108] Якщо Ik−1 ̸= Ik для деякого k > 1, тодi

iснує характер ψ ∈ Mb(A), який роздiляє iдеали Ik−1 та Ik, тобто

ψ(Ik−1) = 0 i ψ(Ik) ̸= 0.

Таким чином, характер δ(k)(uk) задається елементом uk ∈

(
⊗k

s,π A)
∗∗ = P(kA)∗, який є бiортогональним до всiх полiномiв з

P(kA) , що належать Ik−1. Бiортогональнiсть ми розумiємо в то-

му сенсi, що Ik−1 ⊂ ker uk, uk ∈ P(kA)∗. Тому можна сказати,

що uk ∈ P(kA)∗ ∩ I⊥k−1 i характер δ(k)(uk) можна розглядати як

аналог функцiоналу значення функцiї в точцi але вже на просто-

рi P(kA)∗ ∩ I⊥k−1. У [108] цей результат сформульовано у виглядi

теореми:

Теоpема 4.2.2 ([108]). Iснують послiдовностi спряжених ба-

нахових просторiв (En)
∞
n=1 i вiдображень δ(n) : En → Mb такi що

E1 = A∗∗, En = P(nA)∗
∩
I⊥n−1, δ

(1) = δ i довiльний комплексний

гомоморфiзм φ ∈Mb має зображення:

φ(P ) =
∞
+×
n=1

δ(n)(un)(P ) (4.2.2)

для деякої послiдовностi un ∈ En, n = 1, 2, · · · , I⊥n−1 – бiортогональ-

не доповнення до iдеалу In−1.

В цiй теоремi пiд згорткою ми розумiємо “адитивну” згортку

характерiв, визначену в роздiлi 4.1. Зауважемо, що оскiльки фор-

мула (4.2.2) визначена на полiномах i, згiдно з означенням, якщо
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degP < k, то δ(k)(uk)(P ) = 0, тому
∞
+×
k=1

δ(k)(uk)(P ) =
degP
+×
k=1

δ(k)(uk)(P ).

Тому це не призводить до проблем зi збiжнiстю нескiнченої згортки.

Згiдно з теоремою 4.2.2, функцiонал φ має зображення у ви-

глядi послiдовностi функцiоналiв un ∈ En:

φ = (u1, u2, · · · , un, · · · ).

Зауваження 4.2.3. Якщо φ ∈ Mb(A) – лiнiйний функцiонал

значення деякої функцiї у точцi u ∈ A∗∗, u ̸= 0 (тобто φ = δu), то

елемент φ буде мати зображення

(δu, 0, · · · , 0, · · · ) = (u1, 0, · · · , 0, · · · ), u1 ∈ A∗∗.

Використаємо такий пiдхiд для вивчення властивостей “муль-

типлiкативної” згортки.

Нехай функцiонали φ, ψ ∈ Mb(A) мають зображення

(u1, u2, · · · , un, · · · ), (v1, v2, · · · , vn, · · · ) вiдповiдно. Оскiльки “муль-

типлiкативна” згортка φ ⋆ ψ є Mb(A), то i φ ⋆ ψ також має зображе-

ння

(w1, w2, · · · , wn, · · · ), wn ∈ En.

Твеpдження 4.2.4. Нехай φ, ψ ∈Mb(A) є функцiоналами зна-

чення функцiї f ∈ Hb(A) в точках u, v ∈ A∗∗. Тодi згортка φ ⋆ ψ

матиме вигляд

(δu ⋆ δv)(f) = δuv(f).

Доведення. Для будь-якої функцiї f ∈ Hb(A) маємо:(
δu ⋆ δv

)
(f) =

(
δu

(
δv(f(x · y)

))
δu

(
f̃(x · v)

)
= f̃

(
u · v

)
= δu·v(f).
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□

Згiдно iз цим твердженням, якщо φ = (u, 0, · · · ), ψ = (v, 0, · · · ),

то φ⋆ψ = (u·v, 0, · · · ), де для u, v ∈ A∗∗ добуток u·v є продовженням

Аренса операцiї множення алгебри A у другий спряжений A∗∗.

Твеpдження 4.2.5. Нехай φ, ψ ∈ Mb(A) i φ = δa, ψ має зо-

браження (0, · · · , 0, vn, 0, · · · ), n > 1. Тодi згортка φ ⋆ ψ матиме

зображення (0, · · · , 0, wn, wn+1 · · · ).

Доведення. Зафiксуємо a ∈ A∗∗. Для всiх y ∈ A∗∗ лiнiйний

мультиплiкативний оператор зсуву має вигляд:

(Qaf)(y) = f̃(ay),

де f̃ – продовження Арона-Бернера функцiї f ∈ Hb(A) у Hb(A
∗∗).

Тодi спряжений оператор для всiх ψ ∈Mb(A) :

(Q∗
aψ)(f) = ψ(Qaf) = ψ(f̃(ay)),

де, згiдно iз теоремою 4.2.2, ψ(P ) = 0, якщо degP < n.

Запишемо згортку φ⋆ψ для k-однорiдних полiномiв P ∈ P(kA),

k < n в термiнах оператора Q∗
aψ :

(Q∗
aψ)(P ) = ψ(P̃ (ay)) = δa

(
ψ(P (xy))

)
= δa ⋆ ψ(P ).

Бачимо, що згортка φ ⋆ ψ, де φ = δa дорiвнює дiї оператора Q∗
aψ

на полiномах P . Дiя оператора не змiнює степiнь полiнома P , тому,

якщо degP = k < n, то i deg(QaP ) = k < n. Це означає, що, згортка

(δa⋆ψ)(P ) = 0 для всiх P таких, що degP < n. Отже, φ⋆ψ, де φ = δa

має зображення (0, · · · , 0, wn, wn+1, · · · ). □
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Наслiдок 4.2.6. Якщо φ, ψ ∈ Mb(A) є функцiоналами значе-

ння полiнома в точках a, b ∈ A∗∗ вiдповiдно, то згортка φ ⋆ ψ до-

рiвнює композицiї операторiв Q∗
a(Q

∗
bδe), де e – одиниця в алгебрi

A.

Оскiльки кожному полiному P(n) ∈ P(m
⊗n

s,π A) можна поста-

вити у вiдповiднiсть mn-однорiдний полiном Pmn ∈ P(mnA), m ∈ N

за формулою (2.1.3) i це вiдображення продовжується за лiнiйнi-

стю i неперервнiстю до неперервного гомоморфiзма з Hb(
⊗n

s,π A)

в Hb(A) (це випливає з наслiдку 2.1.6 у [77]). Тому кожному ха-

рактеру ψ ∈ Mb(A) вiдповiдає характер ψ̂ ∈ Mb(
⊗n

s,π A). Тоб-

то, якщо F : Hb(
⊗n

s,π A) → Hb(A) – неперервний гомоморфiзм i

ψ : Hb(A) → C – характер, то ψ̂ = ψ ◦ F.

Для довiльного n ∈ N позначимо J(n) – множину всiх дiльникiв

числа n.

Теоpема 4.2.7. Нехай ψ ∈ Mb(A) має зображення

(v1, v2, · · · , vn, · · · ). Тодi ψ̂ ∈ Mb

(⊗n
s,π A

)
буде мати зображення

(w1, w2, · · · , wm, · · · ), таке, що ψ̂ = ̂+×
j∈J(mn)

δ(j)(vj). При цьому

δ(m)(wm) = ̂δ(mn)(vmn) для m > 1,

δ(1)(w1) = +×
j∈J(n)

δ(j)(vj) для m = 1.

Доведення. Нехай ψ̂ ∈ Mb(
⊗n

s,π A) i ψ̂ має зображен-

ня (w1, w2, · · · , wm, · · · ). Нехай P(n) ∈ P(m
⊗n

s,π A) i Pmn – mn-

однорiдний полiном на A, який вiдповiдає P(n) за формулою (2.1.3).
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Тодi

ψ̂(P(n)) = ψ(F(P(n))) = ψ(Pmn) =

∞
+×
j=1

δ(j)(vj)(Pmn) = +×
j∈J(mn)

δ(j)(vj)(Pmn).

Справдi, остання рiвнiсть випливає з того факту, що якщо j не є

дiльником mn, то за формулою (4.2.1)

δ(j)(vj)(Pmn) = 0.

Враховуючи, що δ(m)(wm) тотожньо дорiвнює нулю на полiномах

степеня меншого за m в P(m
⊗n

s,π A), то у зображеннi

δ(m)(wm) = ̂+×
j∈J(mn)

δ(j)(vj)

присутнi тiльки тi функцiонали δ(j)(vj), для яких j дiлить mn i є

бiльшим за (m− 1)n. Але це можливо тiльки тодi, коли δ(m)(wm) =

̂δ(mn)(vmn) для m > 1 i δ(1)(w1) = +×
j∈J(n)

δ(j)(vj).

□

Теоpема 4.2.8. Нехай φ, ψ ∈Mb(A). Тодi φ̂ ⋆ ψ = φ̂ ⋆ ψ̂.

Доведення. Якщо (xα)α∈(A,≤), (yβ)β∈(A,≤) ⊂ A – збiжнi у слаб-

кополiномiальнiй топологiї напрямленостi, то (uα) = (x⊗nα ), (vβ) =

(y⊗nβ ) є збiжними у слабкiй топологiї простору
⊗n

s,π A напрямлено-

стi.

Нехай Pmn ∈ P(mnA), m, n ∈ N. Тодi

(φ ⋆ ψ)(Pmn) = lim
α

lim
β
Pmn(xαyβ).
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Нехай P(n) ∈ P(m
⊗n

s,π A) i Pmn – mn-однорiдний полiном на A, який

вiдповiдає P(n) за формулою (2.1.3). Тодi

̂(φ ⋆ ψ)(Pmn) = lim
α

lim
β
Pm(xαyβ ⊗ · · · ⊗ xαyβ︸ ︷︷ ︸

n

) =

lim
α

lim
β
P(n)(uαvβ) = φ̂ ⋆ ψ̂(P(n)).

□

Теоpема 4.2.9. Нехай φ = (0, · · · , uk, 0, · · · ), uk ̸= 0,

ψ = (0, · · · , vn, 0, · · · ), vn ̸= 0 – вiдповiднi зображення

характерiв з Mb(A). Тодi згортка φ ⋆ ψ має зображення

(0, · · · , 0, wmax{k,n}, 0, · · · , wkn, 0, · · · ).

Доведення. Якщо φ, ψ ∈Mb(A), то “мультиплiкативна” згор-

тка φ ⋆ ψ ∈Mb(A) має зображення (w1, · · · , wm, · · · ).

Нехай m – найменше спiльне кратне чисел k, n.

Розглянемо алгебру
⊗m

s,π A. Згiдно з теоремою 4.2.7, функцiо-

нали φ̂, ψ̂ ∈Mb(
⊗m

s,π A) мають зображення (û1, 0, · · · ), (v̂1, 0, · · · ) вiд-

повiдно.

Iз зображення видно, що φ̂, ψ̂ – функцiонали значення функцiї

в точцi з (
⊗m

s,π A)
∗∗. Згiдно з твердженням 4.2.4, операцiя згортки

“⋆” зводиться до “мультипiлкативного” множення елементiв û1, v̂1,

тобто φ̂ ⋆ ψ̂ = φ̂ ⋆ ψ матиме зображення (ŵ1, 0, · · · ).

Оскiльки ŵ1 = ̂+×
k∈J(m·1)

δ(k)(wk) ̸= 0, то знайдуться ki ∈ J(m) =

{1, · · · ,min{k, n}, · · · ,max{k, n}, kn}, що δ(ki)(wki)(Pki) ̸= 0. Отже,
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згортка φ ⋆ ψ матиме зображення

(w1, · · · , wmin{k,n}, 0, · · · ,

wmax{k,n}, 0, · · · , wkn, 0, 0, · · · ).

Iз зображення функцiоналiв φ, ψ легко бачити, що для i ∈

{1,min{k, n}} елементи wi = 0. Дiйсно, за умовою φ(Pmin{k,n}) ≡

0 або ψ(Pmin{k,n}) ≡ 0. Отже, якщо ψ(Pmin{k,n}) = 0, то згор-

тка φ
(
ψ(Pmin{k,n})

)
= φ(0) = 0. Або, якщо φ(Pmin{k,n}) ≡ 0, то

ψ(Pmin{k,n}) = 0. Отже, i згортка φ⋆ψ(Pmin{k,n}) = φ
(
ψ(Pmin{k,n})

)
=

0, тому wmin{k,n} = 0. Аналогiчно φ(P1) = 0 i ψ(P1) = 0, тому

(φ ⋆ ψ)(P1) = 0 для всiх P1 ∈ P(1A).

Отже, φ ⋆ ψ має зображення

(0, · · · , 0, wmax{k,n}, 0, · · · , wkn, 0, · · · ).

□

Для операцiй “∗” i “⋆” не виконується дистрибутивний закон,

тобто, взагалi кажучи,

φ ⋆ (ψ ∗ θ) ̸= (φ ⋆ ψ) ∗ (φ ⋆ θ). (4.2.3)

Тому результат теореми 4.2.9 не можна продовжити на загальний

випадок.

Теоpема 4.2.10. Припустимо, що в Hb(A) iснує n-однорiдний

полiном P ∈ An(A), P /∈ An−1(A). Тодi для операцiй “⋆” та “+×” в

Mb(A) не виконується дистрибутивний закон (4.2.3).
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Доведення. Згiдно з теоремою 4.2.1 iснує φ ∈ Mb(A), який

роздiляє iдеали Ik−1 та Ik, тобто φ(Pk) ̸= 0 для деякого полiнома

Pk ∈ P(kA) i φ(Q) = 0 для всiх полiномiв Q ∈ Ik−1 ⊂ Ak−1(A).

Нехай (zα) – напрямленiсть в A, яка є збiжною в cлабкополi-

номiальнiй топологiї до φ ∈ Mb(A). Нехай e – одиниця алгебри A.

Тодi для полiнома Pk ∈ P(kA):

φ ⋆ (δe+× δe)(Pk) = lim
α
Pk(zα(e+ e)) =

= lim
α

2kP (zα) = 2kφ(P ), k > 0.

З iншого боку:

(φ ⋆ δe)+×(φ ⋆ δe)(P ) = lim
α
P (zαe+ zαe) =

lim
α
P (2zα) = 2 lim

α
P (zα) = 2φ(P ).

Бачимо, якщо k > 1, то правило дистрибутивноiстi (4.2.3) не вико-

нується. □

4.3. Аналiтичнi структури на спектрi алгебри Hb(A)

Нехай A−1 – група оборотних вiдносно операцiї множення еле-

ментiв в A, Gb(A) – група елементiв з Mb(A), якi є оборотними вiд-

носно “мультиплiкативної” згортки “⋆” з одиницею δe ∈ Mb(A), де

δe(f) = f(e). Очевидно, що вiдображення a 7→ δa є натуральним

вкладенням A−1 ↪→ Gb(A). Бiльше того, якщо a є оборотним в A∗∗,

то Gb(A) мiстить характери вигляду δa(f) = f̃(a).

Розглянемо множину M = {δa ⋆ φ : a ∈ A∗∗, φ ∈ Gb(A)}. Якщо

a = e, тодi δe ⋆ φ = φ тому Gb(A) ⊂ M.
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Для фiксованого φ ∈ Gb(A) позначимо вiдображення

Ψφ(a) = δa ⋆ φ, a ∈ A.

Нехай Xφ – образ вiдображення Ψφ. Очевидно, що∪
φ∈Gb(A)

Xφ = M.

Твеpдження 4.3.1. Вiдображення Ψφ для кожного фiксова-

ного φ ∈ Gb(A) є бiєктивним.

Доведення. Дiйсно, якщо a ̸= b ∈ A, то φ(f(ay)) ̸= φ(f(by)),

тобто

(δa ⋆ φ)(f) ̸= (δb ⋆ φ)(f)

для будь-якої f ∈ Hb(A). Отже, вiдображення Ψφ для кожного фi-

ксованого φ ∈ Gb(A) є iн’єктивним:

Ψφ(a) ̸= Ψφ(b).

Для кожного δa ⋆ φ ∈ Xφ iснує прообраз, який належить до A,

тому Ψφ є сюр’єктивним. □

Для будь-якого φ ∈ Gb(A) вiдображення Ψφ є лiнiйним:

Ψφ(a) + Ψφ(b) = Ψφ(a+ b),

тому Xφ має природню лiнiйну структуру. Визначимо норму на Xφ:

||Ψφ(a)|| = ||a||.

Отже, Ψφ : A → Xφ є топологiчним iзоморфiзмом банахових про-

сторiв.
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Теоpема 4.3.2. Для довiльного φ ∈ Gb(A) iснує вкладення

Ψφ : A→ M, таке, що
∪
φ∈Gb(A)

Xφ = M, де Xφ = Ψφ(A) – образ

вiдображення Ψφ.

Доведення. Як було зауважено вище, Ψφ є топологiчним iзо-

морфiзмом банахових просторiв, Xφ ⊂ M для кожного фiксованого

φ ∈ Gb(A). Тому Ψφ є шуканим вкладенням. □

Покажемо, що {Ψ−1
φ , φ ∈ Gb(A)} є локальним аналiтичним го-

моморфiзмом на Gb(A), тобто вiдображення

Ψ−1
φ2

◦Ψφ1 : Ψ
−1
φ1
(Xφ1 ∩Xφ2) → Ψ−1

φ2
(Xφ1 ∩Xφ2)

є аналiтичним.

Нехай φ1, φ2 ∈ Gb(A). Якщо ψ ∈ Xφ1

∩
Xφ2 , тодi ψ = δa ⋆ φ1 =

δb ⋆ φ2 для деяких a, b ∈ A. Тому δb = δa ⋆ φ1 ⋆ φ
−1
2 . Для кожного

фiксованого φ1, φ2 ∈ Gb(A) вiдображення

a 7→ δa ⋆ φ1 ⋆ φ
−1
2 = δb 7→ b

є аналiтичним вiдображенням A на себе.

НехайXφ – образ вiдображення Ψφ, де a ∈ A−1. Тодi вiдображе-

ння Ψ−1
φ2

◦Ψφ1 є визначеним на вiдкритiй пiдмножинi Xφ1 ∩Xφ2 ⊂ A.

Розглянемо

δa ⋆ φ1 ⋆ φ
−1
2 = δb = δe ⋆ δb = δa ⋆ δa−1b,

Отже, вiдображення φ1 ⋆φ
−1
2 = δa−1b. Тому для будь-якого x ∈ Xφ1 ∩

Xφ2 аналiтичне вiдображення Ψ−1
φ2

◦Ψφ1 має вигляд

Ψ−1
φ2

◦Ψφ1(x) = xa−1b
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для фiксованих a, b ∈ A−1.

Отже Gb(A) аналiтичний многовид з атласом {Xφ} i локальним

гомоморфiзмом {Ψ−1
φ }, φ ∈ Gb(A).

Висновки до роздiлу 4

Нехай A – комплексна банахова алгебра. Вiдомо, що операцiю

множення алгебри A можна продовжити у другий спряжений про-

стiр A∗∗ так, що A∗∗ також буде банаховою алгеброю. Таке продов-

ження називається продовження Аренса операцiї множення алгебри

A у другий спряжений A∗∗.

Нехай Hb(A) – алгебра аналiтичних функцiй, якi є обмеженими

на обмежених пiдмножинах в A зi злiченою системою напiвнорм

||f ||r = sup
||x||≤r

|f(x)|, r ∈ Q.

Роздiлi 4 присвячений дослiдженню “мультиплiкативної”

згортки у просторi лiнiйних функцiоналiв на алгебрi Фреше Hb(A),

яка пов’язана iз операцiєю множення банахової алгебри A. Оскiль-

ки A∗∗ ⊂ H∗
b (A), то дану “мультиплiкативну” згортку вважаємо уза-

гальненням продовження Аренса операцiї множення банахової ал-

гебри A.

У пiдроздiлi 4.1 побудовано оператор “мультиплiкативного”

зсуву, який пов’язаний iз операцiєю множення банахової алгебри A.

Використовуючи цей оператор, у просторi H∗
b (A) – спряженому про-

сторi до алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу Hb(A), по-

будовано операцiю “мультиплiкативної” згортки “⋆”: для будь-яких
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лiнiйних функцiоналiв φ, ψ ∈ H∗
b (A) i аналiтичної функцiї f ∈ Hb(A)

маємо

(φ ⋆ ψ)(f) = φ
(
ψ(f(xy))

)
,

де ψ дiє на f(xy) як на функцiю вiд y, а φ дiє на ψ(f(xy)) як на

функцiю вiд x. Коректнiсть означення такої “мультиплiкативної”

згортки доведено у твердженнях 4.1.2, 4.1.3. У теоремi 4.1.4 вста-

новлено оцiнку радiус-функцiї “мультиплiкативної” згортки, отже,

операцiя “⋆” є неперервною вiдносно топологiї, яка породжена злi-

ченою системою напiвнорм алгебри Hb(A).

Спектр Mb(A) алгебри Hb(A) (множина ненульових неперерв-

них у топологiї Гельфанда лiнiйних мультиплiкативних функцiона-

лiв, множина характерiв) є пiдмножиною H∗
b (A). У твердженнi 4.1.5

встановлено вигляд “мультиплiкативної” згортки, якщо φ, ψ є хара-

ктерами: вiдомо, що iснують напрямленостi (xα), (yβ), збiжнi до φ, ψ

вiдповiдно у слабкополiномiальнiй топологiї алгебри A такi, що

(φ ⋆ ψ)(P ) = lim
α,β

P (xαyβ).

Дана “мультиплiкативна” згортка φ⋆ψ залежить вiд порядку взяття

границi по напрямленостi, отже, в загальному випадку не є комута-

тивною.

У явному виглядi важко зобразити конкретнi елементи Mb(A).

Для дослiдження властивостей “мультиплiкативної” згортки вико-

ристано пiдхiд, запропонований А.В. Загороднюком, який дозволяє

в деяких випадках описати спектр Mb(A): кожен елемент спектру

Mb(X) може бути представлений у виглядi послiдовностi функцiо-

налiв (uk)
∞
k=1, де кожен uk належить до банахового простору Ek,



97

де E1 = X∗∗ i Ek збiгається зi спецiальним пiдпростором лiнiйних

функцiоналiв на k-однорiдних полiномах. Iншими словами, спектр

алгебри Hb(X) мiстить щiльний лiнiйний простiр всiх скiнчених по-

слiдовностей (u1, · · · , uk, 0, 0, · · · ).

Використовуючи такий погляд на елементи спектру, у пiдроз-

дiлi 4.2 дослiдженi деякi властивостi “мультиплiкативної” згортки.

У теоремi 4.2.4 доведено, що “мультиплiкативна” згортка фун-

кцiоналiв значення функцiї в точках u, v ∈ A∗∗ дорiвнює (u·v, 0, · · · ),

де u · v – продовження Аренса операцiї множення алгебри A у дру-

гий спряжений A∗∗. У теоремi 4.2.5 розглядається випадок, коли

φ – функцiонал значення функцiї в точцi, а ψ має зображення

(0, · · · , 0, vn, 0, · · · ), тодi “мультиплiкативна” згортка φ ⋆ ψ має зо-

браження (0, · · · , 0, wn, wn+1, · · · ).

Вiдомо, що кожному характеру на ψ̂ ∈ Mb(
⊗n

s,π A) вiдповiдає

характер ψ ∈Mb(A). Одним з основних результатiв пiдроздiлу 4.2 є

теорема 4.2.7, в якiй отримано зображення довiльного характера ψ̂

на n-му симетричному проективному тензорному степенi банахової

алгебри A.

У теоремi 4.2.9 встановлено правило “мультиплiкативної” згор-

тки для характерiв φ, ψ, якi мають зображення (0, · · · , uk, 0, · · · ),

(0, · · · , vn, 0, · · · ), uk ̸= 0, vn ̸= 0 вiдповiдно:

Теорема 4.2.9. Нехай φ = (0, · · · , uk, 0, · · · ), uk ̸= 0,

ψ = (0, · · · , vn, 0, · · · ), vn ̸= 0 – вiдповiднi зображен-

ня характерiв з Mb(A). Тодi згортка φ ⋆ ψ має зображення

(0, · · · , 0, wmax{k,n}, 0, · · · , wkn, 0, · · · ).
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Згортку, визначену у H∗
b (X), яка пов’язана з операцiю додава-

ння довiльного банахового простору X називають “адитивною”. У

теоремi 4.2.10 побудований приклад, який показує, що для характе-

рiв φ, ψ ∈Mb(A) вiдносно “адитивної” i “мультиплiкативної” згортки

не виконується дистрибутивний закон. Це означає, що спектр алге-

бри Hb(A) не є кiльцем вiдносно цих операцiй.

У пiдроздiлi 4.3 розглянуто пiдгрупу Gb(A) спектру Mb(A) ха-

рактерiв, якi є оборотними вiдносно операцiї “мультиплiкативної”

згортки. У теоремi 4.3.2 доведено, що група Gb(A) є аналiтичний

многовидом з атласом карт i локальним гомоморфiзмом, тобто на

Gb(A) визначено структуру аналiтичного многовиду.

Результати цього роздiлу опублiковано у фахових виданнях

[97], [14] i у матерiалах конференцiй [16], [15], [5], [6], [13], [8].
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РОЗДIЛ 5

НЕПЕРЕРВНICТЬ АЛГЕБРАЇЧНИХ ОПЕРАЦIЙ В ТОПОЛОГIЇ

ГЕЛЬФАНДА

5.1. Випадок симетричного проективного тензорного

добутку

Нехай A – комплексна банахова алгебра, Hb(A) – алгебра Фре-

ше аналiтичних функцiй обмеженого типу зi злiченою системою на-

пiвнорм (2.2.1).

Р. Аренсом у [21] показано, що, в загальному випадку, iснує

бiльше нiж одне продовження операцiї множення алгебри A у дру-

гий спряжений A∗∗. Якщо таке продовження єдине, то алгебру A

називають регулярною за Аренсом [34], [48].

Означення 5.1.1. Бiлiнiйне вiдображення B(x, y) : A×A→ A

називається регулярним за Аренсом, якщо

lim
α

lim
β
B(xα, yβ) = lim

β
lim
α
B(xα, yβ), (5.1.1)

де (xα), (yβ) – напрямленостi з алгебри A, збiжнi у ∗-слабкiй то-

пологiї простору A∗∗.

Iншими словами, бiлiнiйне вiдображення є регулярним за Арен-

сом, якщо його продовження Арона-Бернера у A∗∗×A∗∗ не залежть

вiд порядку взяття границi по напрямленостях, тобто є єдиним.

Зокрема, якщо бiлiнiйне вiдображення є асоцiйованим з опера-

цiєю множення в A, тобто B(x, y) = xy, то регулярнiсть за Аренсом
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вiдображення B означає регулярнiсть за Аренсом алгебри A i вiд-

повiдне продовження B̃ : A∗∗ × A∗∗ → A∗∗ є продовженням Аренса

операцiї множення алгебри A у другий спряжений A∗∗ [21].

Якщо алгебра A є комутативною, то вiдображення B(x, y), яке

асоцiйоване з операцiєю множення, є симетричним, але його про-

довження у A∗∗ може бути не єдиним, а, отже, нерегулярним за

Аренсом. У роботi [109] показано, що продовження комутативної

операцiї множення у ℓ∗∗1 є некомутативним, а, отже, алгебра ℓ1 не є

регулярною за Аренсом.

Регулярними за Аренсом є всi рефлексивнi простори (напри-

клад, нормованi простори скiнченої розмiрностi або гiльбертовi про-

стори).

В [22] показано, що пряма сума комплексних банахових алгебр

Ai, i = 1, · · · , n:(
n⊕
i=1

Ai

)
= {x = (xi) : xi ∈ Ai для всiх i = 1, · · · , n,

||x|| =
n∑
i=1

||xi|| <∞}

є регулярною за Аренсом тодi i тiльки тодi коли кожна Ai є регу-

лярною за Аренсом. Прямий добуток

n∏
i=1

(
Ai

)
= {x = (xi) : xi ∈ Ai для всiх i = 1, · · · , n,

||x|| = sup
i=1,··· ,n

||xi|| <∞}

не обов’язково буде регулярним за Аренсом навiть якщо кожна ал-

гебра Ai має скiнчену розмiрнiсть [89].
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На проективному тензорному добутку
⊗n

π A визначено множе-

ння, таке, що
⊗n

π A є банаховою алгеброю: для елементiв вигляду

x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈
⊗n

π A операцiя множення має вигляд:

x1 ⊗ · · · ⊗ xn · y1 ⊗ · · · ⊗ yn = x1y1 ⊗ · · · ⊗ xnyn.

Нехай
⊗n

s,π A – симетричний проективний тензорний степiнь n

копiй банахової алгебри A. Вiдомо, що операцiю множення, визна-

чену на A, можна продовжити до операцiї на
⊗n

s,π A так, що
⊗n

s,π A

буде банаховою алгеброю за формулою

x1 ⊗s · · · ⊗s xn · y1 ⊗s · · · ⊗s yn =

=
1

n!

∑
σ∈Sn

x1yσ(1) ⊗s · · · ⊗s xnyσ(n),

де Sn – група пiдстановок на множинi {1, 2, · · · , n} [82]. Регулярнiсть

за Аренсом такої алгебри розглядалась у статтi [102]. Зокрема в [27]

показано, що повний проективний n-тий тензорний степiнь ℓn не є

симетрично регулярним. Симетричний проективний тензорний сте-

пiнь
⊗n

s,π A є замкненим пiдпростором у
⊗n

π A, а, отже, є банаховою

алгеброю.

У цьому роздiлi розглядається регулярнiсть за Аренсом симе-

тричного проективного тензорного степiня банахової алгебри A.

Теоpема 5.1.2. Нехай (xα), (yβ) ⊂ A є n-полiномiально збiжнi

напрямленостi такi, що для деякого полiнома P ∈ P(nA)

lim
α

lim
β
P (xαyβ) ̸= lim

β
lim
α
P (xαyβ). (5.1.2)

Тодi
⊗n

s,π A не є регулярним за Аренсом.
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Доведення. Оскiльки P(nA) ∼=
(⊗n

s,π A
)∗

, то напрямленостi

(uα), (vβ) ⊂
⊗n

s,π A, де

uα = xα ⊗ · · · ⊗ xα,

vβ = yβ ⊗ · · · ⊗ yβ

є збiжними у 1-полiномiальнiй (тобто у слабкiй) топологiї простору⊗
s,π A. Отже, для кожного лiнiйного функцiонала fP ∈

(⊗n
s,π A

)∗
,

що вiдповiдає полiному P iснують границi limα fP (uα) i limβ fP (vβ).

Нехай P ∈ P(nA) такий, що

lim
α

lim
β
P (xαyβ) ̸= lim

β
lim
α
P (xαyβ),

тодi, iснує лiнiйний функцiонал fP на
⊗n

s,π A, який вiдповiдає полi-

ному P такий, що

lim
α

lim
β
fP (uα · vβ) ̸= lim

β
lim
α
fP (uα · vβ).

В якостi B(uα, vβ) вiзьмемо fP (uα · vβ). Тодi

lim
α

lim
β
B(uα, vβ) ̸= lim

β
lim
α
B(uα, vβ).

B – шукане бiлiнiйне вiдображення на
⊗n

s,π A, яке не є регулярним

за Аренсом. □

Поняття регулярностi за Аренсом природньо переноситься на

довiльний банахiв простiр X .

Означення 5.1.3. Банахiв простiр X називається (симе-

трично) регулярним, якщо кожна (симетрична) бiлiнiйна форма

B(x, y) : X ×X → C є регулярною за Аренсом.
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Зрозумiло, що кожен регулярний банахiв простiр є симетрично

регулярним. Навпаки, в загальному випадку, не так. Простiр J∗, де

J – вiдомий простiр Джеймса є прикладом симетрично регулярного

простору, який не є регулярним [27].

Розглянемо питання регулярностi скiнченої суми симетричних

проективних тензорних степенiв банахового простору X:
n∑
X := C⊕X ⊕

2⊗
s,π

X ⊕ · · · ⊕
n⊗
s,π

X.

Очевидно, що простiр
∑nX є банаховим.

Теоpема 5.1.4. Нехай (xα) i (yβ) є n-полiномiально збiжними

напрямленостями такими, що для деякого полiнома P ∈ P(nX)

маємо

lim
α,β

P (xα + yβ) ̸= lim
β,α

P (xα + yβ).

Тодi банахiв простiр
∑nX не є симетрично регулярним.

Доведення. Нехай AP є симетричне n-лiнiйне вiдображення

асоцiйоване з P i fP – лiнiйний функцiонал на
⊗n

s,π A, який вiдпо-

вiдає P . Отже, P (x) = AP (x, · · · , x) = fP (x ⊗ · · · ⊗ x). Означимо

бiлiнiйне вiдображення BP на
∑nX наступним чином: кожен еле-

мент w, u ∈
∑nX може бути представлений у виглядi

w = w0 + w1 + · · ·+ wn,

де w0 ∈ C, w1 = x1 ∈ X, wk =
∑∞

j=1 x
⊗k
kj =

∑∞
j=1 xkj ⊗ · · · ⊗ xkj,

u = u0 + u1 + · · ·+ un,

де u0 ∈ C, u1 = y1 ∈ X, yk =
∑∞

j=1 y
⊗k
kj =

∑∞
j=1 ykj ⊗ · · · ⊗ ykj.
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Покладемо

BP (w, u) := fP (w0 ⊗s un + · · ·+
(
n

k

)
wk ⊗s un−k + · · ·+ wn ⊗s u0) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fP (wk ⊗s un−k) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fP

( ∞∑
j=1

x⊗kk,j ⊗s

∞∑
i=1

y
⊗(n−k)
n−k,i

)
=

n∑
k=0

(
n

k

) ∞∑
j,i=1

AP

(
xk,j, · · · , xk,j, yn−k,i, · · · , yn−k,i

)
.

ПобудованеBP є неперервним симетричним бiлiнiйним вiдобра-

женням на
∑nX. Справдi, для будь-яких w,w′ ∈

∑nX, λ ∈ C:

BP (w + λw′, u) = fP

(
(w0 + λw′

0)un + · · ·+ (wn + λw′
n)u0

)
=

fP (w0un + · · ·+ wnu0) + λfP (w
′
0un + · · ·+ w′

nu0),

i для будь-яких u, u′ ∈
∑nX:

BP (w, u+ λu′) = fP

(
w0(un + λu′n) + · · ·+ wn(u0 + λu′0)

)
=

fP (w0un + · · ·+ wnu0) + λfP (w0u
′
n + · · ·+ wnu

′
0).

Крiм того,

P (x+ y) =
n∑
k=0

AP (x, · · · , x︸ ︷︷ ︸
k

, y, · · · , y︸ ︷︷ ︸
n−k

) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fP

(
x⊗k ⊗s y

⊗(n−k)
)
=

BP (1 + x+ · · · x⊗n, 1 + y + · · · y⊗n)

Нехай ν є “канонiчним” вiдображенням ν(x) = 1+x+ · · ·+x⊗n,

напрямленостi (xα) i (yβ) є n-полiномiально збiжними. Тодi ν(xα) i
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ν(yα) є ∗-слабко збiжними у топологiї простору (
∑nX)∗∗. Звiдси

lim
α,β

BP (ν(xα), ν(yβ)) ̸= lim
β,α

BP (ν(xα), ν(yβ)),

тобто BP не є регулярною. Тому простiр
∑nX не є симетрично

регулярним. □

Регулярнiсть за Аренсом алгебр ℓ1, ℓn

Нехай {en} – базис Шаудера в ℓ1, такий, що en =

(0, · · · , 1, 0, · · · ).

Банахiв простiр ℓ1 з операцiєю множення

xy =
∞∑
j=1

(xy)jej, де (xy)j =

j∑
i=0

xiyj−i, x0 = 1, y0 = 1

для будь-яких x =
∑∞

j=1 xjej, y =
∑∞

j=1 yjej ∈ ℓ1 є банаховою алге-

брою.

Визначимо пiдпростiр F ⊂ ℓ∗1 = ℓ∞ наступним чином:

F = {f = (fn)
∞
n=1 ∈ ℓ∞, для яких iснують границi

φ+(f) = lim
n→+∞

fn, φ−(f) = lim
n→−∞

fn}.

Використовуючи продовження Гана-Банаха, продовжимо фун-

кцioнали φ+, φ− до елементiв φ̃+, φ̃− ∈ ℓ∗∗1 вiдповiдно. У ро-

ботi [109] (приклад 1.1) доведено, що для елемента f =

(· · · ,−1,−1, 0, 1, 1, · · · ) ∈ ℓ∞ добуток функцiоналiв φ̃+, φ̃− не є ко-

мутативним:

(φ̃+φ̃−)(f) ̸= (φ̃−φ̃+)(f). (5.1.3)
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Якщо (xα), (yβ) – напрямленостi, збiжнi у ∗-слабкiй топологiї

до φ̃−, φ̃+ ∈ ℓ∗∗1 вiдповiдно, то нерiвнiсть (5.1.3) матиме вигляд:

(φ̃−φ̃+)(f) = lim
α

lim
β
f(xαyβ) = lim

α
lim
β
B(xα, yβ) ̸=

lim
β

lim
α
B(xα, yβ) = lim

β
lim
α
f(xαyβ) = (φ̃+φ̃−)(f).

Бачимо, що на ℓ1 iснує бiлiнiйне вiдображення B, яке не є регуляр-

ним за Аренсом. Отже ℓ1 – не є регулярним за Аренсом.

У роздiлi 4 введено операцiю мультиплiкативної згортки “⋆” на

H∗
b (A), де A – довiльна комплексна банахова алгебра i показано, що

для f ∈ A∗ “мультиплiкативна” згортка спiвпадає iз продовження

Аренса операцiї множення. Тому з нерiвностi (5.1.3) випливає, що

ψ ⋆ θ ̸= θ ⋆ ψ

для деяких ψ, θ ∈ A∗∗. Тобто з нерегулярностi алгебри ℓ1 випливає

некомутативнiсть операцiї “⋆”.

Означення 5.1.5. Для елемента x =
∑∞

n=1 xnen в ℓ1 носiєм x

називають пiдмножину

suppx = {m ∈ N : xm ̸= 0}.

Твеpдження 5.1.6. Iснує симетричне бiлiнiйне вiдображення

B : ℓ1×ℓ1 → C i напрямленостi (xα) ⊂ ℓ1, (yβ) ⊂ ℓ1, якi є збiжними

у ∗-слабкiй топологiї простору ℓ∗∗1 такi, що ||xα|| = ||yβ|| = 1 i

1. limα limβ B(xα, yβ) ̸= limβ limαB(xα, yβ),

2. suppxα ∩ supp yβ = ∅ для всiх α, β ∈ (A,≤).
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Доведення. Побудуємо вiдображення, яке задовольняє умови

1 i 2.

Виберемо напрямленостi (xα), (yβ), збiжнi у ∗-слабкiй топологiї

простору ℓ∗∗1 до φ̃+, φ̃− вiдповiдно так, щоб ||xα|| = 1, α > 0 i ||yβ|| =

1, β < 0 (це можливо зробити за теоремою Голдстейна). Тодi, iснує

функцiя f ∈ A∗ така, що нерiвнiсть (5.1.3) матиме вигляд:

lim
α

lim
β
f(xαyβ) ̸= lim

β
lim
α
f(xαyβ).

Покладемо B(x, y) = f(xy) – шукане симетричне бiлiнiйне вiд-

ображення, яке задовольняє умови 1, 2. □

Теоpема 5.1.7. Iснує 2n-однорiдний неперервний полiном P на

ℓn, n ≥ 1 такий, що

lim
α,β

P (zα + rβ) ̸= lim
β,α

P (zα + rβ),

де (zα)α∈(A,≤), (rβ)β∈(A,≤) – напряленостi, збiжнi у n-полiномiальнiй

топологiї простору ℓn.

Доведення. Нехай ek = (0, · · · , 1︸︷︷︸
k

, 0, · · · ) i {ek} – базис

Шаудера банахової алгебри ℓn – алгебра збiжних послiдовностей

(xk)
∞
k=1, n ≥ 1 з покоординатною операцiєю множення таких, що

для x =
∑∞

k=1 xkek ряд
∑∞

k=1 |xk|n < ∞ i норма елемента ||x||ℓn =

(
∑∞

k=1 |xk|n)1⧸n.

Нехай (xα), (yβ) – ∗-слабко збiжнi у топологiї простору ℓ∗∗1 на-

прямленостi з неперетинними носiями визначенi як у твердженнi
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5.1.6.

xα =
∞∑
k=1

xα,kek, ||xα||ℓ1 =
∞∑
k=1

|xα,k| = 1,

yβ =
∞∑
k=1

yβ,kek, ||yβ||ℓ1 =
∞∑
k=1

|yβ,k| = 1.

Розглянемо напрямленостi (zα), (rβ):

zα =
∞∑
k=1

n
√
xα,kek rβ =

∞∑
k=1

n
√
yβ,kek,

де n
√
xα,k – один з коренiв комплексного числа xα,k. Оскiльки їх нор-

ми ||zα||ℓn , ||rβ||ℓn обчислюються вiдповiдно:

||zα||nℓn =
∞∑
k=1

(
n
√
xα,k

)n
=

∞∑
k=1

|xα,k| = ||xα||ℓ1 = 1,

||rβ||nℓn =
∞∑
k=1

(
n
√
yβ,k
)n

=
∞∑
k=1

|yβ,k| = ||yβ||ℓ1 = 1,

то напрямленостi (zα), (rβ) ⊂ ℓn.

Отже, (zα), (rβ) є обмеженими, тому мiстять n-полiномiально

збiжнi пiднапрямленостi, якi позначатимемо символами (z′α,k) ⊂

(znα,k), (r
′
β,k) ⊂ (rnβ,k). Крiм того,

z′α =
∞∑
k=1

znα,kek, r′β =
∞∑
k=1

rnβ,kek.

Нехай B – бiлiнiйне вiдображення алгебри ℓ1, визначене у твер-

дженi 5.1.6. Якщо z ∈ ℓn, то бiлiнiйне вiдображення

B

(
∞∑
k=1

znk ek,

∞∑
k=1

znk ek

)
визначено коректно i є 2n-однорiдним полiномом P (z).
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Напрямленостi (z′α), (r′β) ⊂ ℓn, якi побудованi вище, також ма-

ють неперетинний носiй, тому

P (zα + rβ) = B

(
∞∑
n=1

(zα,n + rβ,n)
nen,

∞∑
n=1

(zα,n + rβ,n)
nen

)
=

B

(
∞∑
n=1

znα,nen +
∞∑
n=1

rnβ,nen,
∞∑
n=1

znα,nen +
∞∑
n=1

rnβ,nen

)
=

B(xα + yβ, xα + yβ) = B(xα, xα) + 2B(xα, yβ) +B(yβ, yβ).

Отже,

lim
α

lim
β
P (zα + rβ) = lim

α
B(xα, xα) + lim

β
B(yβ, yβ)+

2 lim
α

lim
β
B(xα, yβ) ̸= lim

α
B(xα, xα) + lim

β
B(yβ, yβ)+

2 lim
β

lim
α
B(xα, yβ) = lim

β
lim
α
P (zα + rβ).

□

Наслiдок 5.1.8. Банахiв простiр
∑2n ℓn, n ≥ 1 не є симетри-

чно регулярним.
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Регулярнiстть за Аренсом передспряженого простору до

Hb(A)

Багато праць було присвячено питанню iснування передспря-

женого простору до локально-опуклого простору i вивченню його

властивостей [35], [73].

Нагадаємо, що множина U називається збалансованою, якщо

для всiх скалярiв |α| ≤ 1 множина αU ⊂ U. Пiдмножина S називає-

ться U -обмеженою, якщо вiдстань вiд будь-якої точки S до межi U

є додатньою.

У роботi [52] описаний спосiб побудови передспряженого про-

стору до Hb(U) – простору всiх аналiтичних функцiй, визначених на

збалансованiй вiдкритiй пiдмножинi U локально-опуклого простору

E, якi є обмеженими на U -обмежених пiдмножинах з топологiєю,

яка породжена злiченою системою напiвнорми (2.2.1).

Дослiдимо питання регулярностi за Аренсом передспряженого

простору до алгебри Hb(A), використовуючи операцiю “мультиплi-

кативної” згортки “⋆”.

Нехай A – комплексна банахова алгебра. У роздiлi 4 введено

операцiю множення “ ⋆ ” на просторi H∗
b (A) i дослiджено деякi її

властивостi, зокрема, якщо δx, δy – функцiонали значення функцiї

f ∈ Hb(A) в точках x, y ∈ A, то (δx ⋆ δy)(f) = δxy(f).

Нехай Br куля радiуса r > 0, r ∈ Q з центром в точцi 0 в A.

Якщо P ∈ P(nA), то визначимо ||P ||r := supx∈Br
|P (x)|.

Для лiнiйного функцiонала φn ∈ P(nA)∗ визначимо норму

||φn||r := sup
||P ||r≤1

{|φ(P )| : P ∈ P(nA)}. (5.1.4)
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Означення 5.1.9. Для будь-якого дiйсного числа 0 < rk < 1 i

для будь-якої кулi Bm з центром в точцi 0 позначимо множину

Srk(Bm) := {φ := (φn)
∞
n=0 ∈

∞∏
n=0

P(nA)∗ :

iснує C > 0, таке, що ||φn||m ≤ Crnk , n ∈ Z+}.

У роботi [52] доведено, що множина Srk(Bm) є банаховим про-

стором вiдносно норми:

||(φn)∞n=0||m,rk := sup{r−nk ||φn||m : n ∈ N}.

Позначимо пiдмножину функцiоналiв значення функцiї f ∈

Hb(A) в точках x ∈ Bm через

D(Bm) := {δx ∈ H∗
b (A), якщо x ∈ Bm}.

Нехай {rk}m∈N, 0 < rk < 1 – зростаюча послiдовнiсть скалярiв

така, що limk→∞ rk = 1 i (1⧸rk)Bmi
⊂ Bmj

при mi < mj.

Вiдомо, що, δx належить одиничнiй кулi банахового простору

Srk(Bmj
), тобто пiдмножина D(Bmi

) мiститься в одиничнiй кулi ба-

нахового простору Srk(Bmj
) [52] i

sup
x∈Srk

|P (x)| = ||δx|P(nA)||Srk
≤ rnk . (5.1.5)

Визначимо Emi
як замкнений векторний пiдпростiр у банахо-

вому просторi Srk(Bmj
), який породжений D(Bmi

). Таким чином,

елементи Emi
належать до замикання лiнiйної оболонки

∑n
k=1 λkδxk ,

xk ∈ Bmi
, λk ∈ C. Отже, Emi

є банаховим пiдпростором.

Означення 5.1.10. Нехай {Xα : α ∈ A} – напрямлена вiдно-

сно вкладення сiм’я пiдпросторiв банахового простору X така, що
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Xα ̸= Xβ для α ̸= β i X =
∪
α∈AXα, де A – напрямлена множина

вiдносно α ≤ β, якщо Xα ⊆ Xβ. На кожному Xα норма || · ||α та-

ка, що для α ≤ β топологiя, iндукована || · ||β на Xα є сильнiшою,

нiж топологiя iндукована || · ||α. Тодi X з топологiєю iндуктивної

границi називається iндуктивною границею банахових просторiв

{Xα : α ∈ A}.

Топологiєю iндуктивної границi називають найсильнiшу

локально-опуклу топологiю, в якiй всi вiдображення Xα ↪→ X є

неперервними.

Якщо Bmi
⊂ Bmj

, mi < mj, то для функцiоналiв виокнується

нерiвнiсть

||φ||Bmi
≤ ||φ||Bmj

,

отже, вiдображення Srk(Bmj
) → Srk(Bmi

) є канонiчним вкладенням.

Тому, вкладення Emi
↪→ Emj

є неперервним.

Побудуємо iндуктивну границю для сiм’ї банахових просторiв

{Em : m ∈ Q}:

Bb(A) := lim−→
m

Em.

Твеpдження 5.1.11. [52] Iндуктивна границя Bb(A) алгебраї-

чно iзоморфiна до H∗
b (A) i iзоморфiзм Ψ : Bb(A) → H∗

b (A) визнача-

ється наступним чином:

Ψ
(
(φn)

∞
n=1(f)

)
=

∞∑
n=1

φn(Pn),

де f =
∑∞

n=1 Pn – розклад в ряд Тейлора функцiї f ∈ Hb(A) в точцi

x ∈ A.
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Покажемо, що Bb(A) є алгеброю вiдносно операцiй додавання

(φ+ ψ)(f) = φ(f) + ψ(f)

i множення – “мультиплiкативної” згортки:

(φ ⋆ ψ)(f) = φ
(
ψ(f(xy))

)
.

Твеpдження 5.1.12. Топологiчний векторний простiр Bb(A)

є алгеброю вiдносно операцiй “⋆” i “+”.

Доведення. За побудовою, кожен Emi
є замкненим лiнiйним

пiдпростором банахового прсотору Srk(Bmj
), mi < mj, який поро-

джений функцiоналами значення функцiй f ∈ Hb(A) в точках з

Bmi
. Тобто, якщо φ, ψ ∈ Emi

, то для деякого n ∈ N

φ =
n∑
k=1

λkδxk , ψ =
n∑
k=1

µkδyk .

В роботi [52] показано, що сума є неперервною в Emi
:

φ+ ψ =
n∑
k=1

λkδxk +
m∑
k=1

µkδyk ,

а неперервнiсть добутку в Emi
:

φ ⋆ ψ =
n∑
k=1

λkδxk ⋆
n∑
k=1

µkδyk

випливає з формули (5.1.5). Отже, цi операцiї продовжуються до

замикання лiнiйної оболонки множини D(Bmi
).

Оскiльки топологiчний векторний простiр Bb(A) за означенням

– це iндуктивна границя Em, то сума “+” i добуток “⋆” є неперерв-

ними у Bb(A).

Отже, Bb(A) – алгебра. □
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Теоpема 5.1.13. Нехай (xα), (yβ) є n-полiномiально збiжнi на-

прямленостi такi, що для довiльного P ∈ P(nA) виконується

lim
α,β

P (xαyβ) ̸= lim
β,α

P (xαyβ), (5.1.6)

тодi для кожного n ∈ N алгебра Bb(A) не є регулярною за Арен-

сом, тобто iснує бiлiнiйне вiдображення, яке не є регулярним за

Аренсом.

Доведення. Нехай (xα), (yβ) – обмеженi n-полiномiально збi-

жнi напрямленостi в A∗∗ такi, що

lim
α,β

P (xαyβ) ̸= lim
β,α

P (xαyβ)

для деякого P ∈ P(nA). Отже, згiдно з теоремою 5.1.2, банахова

алгебра
⊗n

s,π A є нерегулярною за Аренсом i B(u, v) – бiлiнiйне вiд-

ображення, яке не є регулярним за Аренсом.

Це означає, що на
(⊗n

s,π A
)∗∗

iснує бiлiнiйне вiдображення

B̃(φ, ψ), для якого

B̃(φ, ψ) = lim
α

lim
β
B(uα, vβ) ̸=

lim
β

lim
α
B(uα, vβ) = B̃(ψ, φ),

напрямленостi (uα), (vβ) збiжнi у ∗-слабкiй топологiї до φ, ψ вiд-

повiдно. Для функцiоналiв φ, ψ ∈
(⊗n

s,π A
)∗∗

, який iзоморфний до

P(nA)∗ бiлiнiйне вiдображення B̃ є некомутативним, а, отже, i нере-

гулярним за Аренсом. Оскiльки P(nA)∗ є доповнювальним пiдпро-

стором в H∗
b (A), то ми можемо продовжити B̃(φ, ψ) до неперервного
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бiлiнiйного вiдображення на H∗
b (A) = Bb(A)

∗∗. Нехай B – продовже-

ння вiдображення B̃, яке є нерегулярним за Аренсом. Отже, алгебра

Bb(A) – не є регулярною за Аренсом.

□

Наступний наслiдок є узагальненням теореми 5.1.2.

Наслiдок 5.1.14. Якщо
⊗n

s,π A не є регулярним за Аренсом,

то i простiр, передспряжений до Hb(A), не є регулярним за Арен-

сом.



116

5.2. Неперервнiсть алгебраїчних операцiй в топологiї

Гельфанда, яка породжена алгеброю аналiтичних функцiй

на комплексному банаховому просторi

Нехай X – дiйсний банахiв простiр, X∗ – спряжений простiр

до X, B – одинична куля з центром в точцi 0. Розглянемо компле-

ксифiкацiю XC дiйсного банахового простору, тобто комплексний

лiнiйний простiр {x+ iy : (x, y) ∈ X ×X} з нормою

∥x+ iy∥C = sup
x∗∈B⊂X∗

√
x∗(x)2 + x∗(y)2

для всiх x + iy ∈ XC. Комплексифiкацiя XC iзоморфна до прямої

суми X ⊕X ([85], [68]).

Нехай P – n-однорiдний полiном на X, AP – вiдповiдне n-

лiнiйне вiдображення, асоцiйоване з полiномом P . Визначимо ком-

плексний полiном PC на XC наступним чином:

PC(x+ iy) = AP (x+ iy, · · · , x+ iy)

для всiх x+ iy ∈ XC. В роботi [31] доведено, що

||PC|| ≤
2kkk

k!
||P ||, k ∈ N,

тобто полiном PC – неперервний на XC.

Якщо h =
∑∞

k=0 Pk – розклад в ряд Тейлора аналiтичної фун-

кцiї h в деякiй точцi x ∈ X, то hC =
∑∞

k=0 PkC – аналiтична функцiя

в точцi x+ i0 ∈ XC така, що hC = h для всiх x ∈ X [31].

Для довiльного комплексного банахового простору Z позначи-

мо Hb(Z) – алгебра Фреше всiх аналiтичних функцiй обмеженого

типу на Z, Mb(Z) – спектр Hb(Z).
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Вiдомо, що Z ↪→ Mb(Z), тому топологiю Гельфанда на Mb(Z),

обмежену на Z називають Hb-топологiєю банахового простору Z.

Нехай X – дiйсний банахiв простiр, P(X) – простiр всiх непе-

рервних полiномiв на X. Неперервний полiном P : X → R називає-

ться роздiляючим якщо

inf
||x||=1

|P (x)− P (0)| > 0.

Якщо на X iснує роздiляючий полiном, то слабкополiномiальна

топологiя (найслабша топологiя, в якiй всi полiноми на X є непе-

рервними) збiгається з нормованою топологiєю на X, а, отже, i iз

Hb-топологiєю банахового простору X. Наприклад, у гiльбертовому

просторi ℓ2k, k ∈ N добуток норм є полiномом. Отже, збiжнiсть у Hb-

топологiї банахового простору ℓ2k рiвносильна збiжностi за нормою

i збiжностi у слабкополiномiальнiй топологiї.

В роботi [10] показано, що на комплексному банаховому про-

сторi Z не iснує роздiляючого полiнома.

Теоpема 5.2.1. Якщо на банаховому просторi X iснує роздi-

ляючий полiном P i dimX = ∞, тодi операцiя суми є розривною

на XC у Hb-топологiї.

Доведення. Нехай P – роздiляючий полiном на дiйсному ба-

наховому просторi X, тодi PC – його продовження на комплексифi-

кацiю XC.

Згiдно з [41], в XC iснує напрямленiсть (xα), яка є Hb-збiжною

до 0 така, що ||xα|| = 1. Тодi i напрямленiсть (xα) є збiжною до 0

в Hb-топологiї, де xα – комплексноспряжений елемент до xα. Сума
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елементiв xα+xα i їх рiзниця 1
i
(xα−xα) належать до X. Позначимо

Rexα =
xα + xα

2
, Imxα =

xα − xα
2i

.

Покажемо, що P (xα + xα) ̸→ 0 при xα + xα → 0 в Hb-топологiї

банахового простору X.

Припустимо, що ∥Rexαβ
∥ → 0 на деякiй пiднапрямленостi

(xαβ
) ⊂ (xα). Тодi

PC
(
Rexαβ

+ iImxαβ

)
→ PC

(
iImxαβ

)
= P

(
Imxαβ

)
.

Оскiльки P – роздiляючий полiном, то, якщо P (Imxαβ
) → 0 тодi

∥Imxαβ
∥ → 0, тобто ∥xαβ

∥ → 0, де xαβ
= Rexαβ

+ iImxαβ
. Отримали

суперечнiсть. Це неможливо, оскiльки напрямленiсть (xα) така, що

||xα|| = 1.

Нехай ∥Rexαβ
∥ > 0. Тодi

P (Rexαβ
) = P

(
xαβ

+ xαβ

2

)
̸→ 0

при (xαβ
+ xαβ

) → 0 в Hb-топологiї.

Це значає, що операцiя суми є розривною в Hb-топологiї про-

стору XC. Аналогiчний результат отримаємо, якщо припустимо, що

∥Imxαβ
∥ → 0. □

Нехай ℓ2n – банахова алгебра з поточковою операцiєю множен-

ня:

(xk)
∞
k=1 · (yk)∞k=1 = (xkyk)

∞
k=1.

Теоpема 5.2.2. Операцiя множення в комплекснiй банаховiй

алгебрi ℓ2nC не є неперевною в Hb-топологiї.
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Доведення. Розглянемо для x = (xk)
∞
k=1 ∈ ℓ2nC полiном ви-

гляду:

P (x) =
∞∑
k=1

x2nk .

Тодi для (xα) – напрямленосi в ℓ2nC такої, що ||xα|| = 1 i xα → 0

в Hb-топологiї маємо:

PC(xαxα) =
∞∑
k=1

(xαkxαk)
2n =

∞∑
k=1

|xαk|4n = ||xα||4n ̸→ 0.

□

Розглянемо простiр c0 – сепарабельний банахiв простiр всiх дiй-

сних послiдовностей (xn)
∞
n=1 таких, що limn→∞ xn = 0 з нормою

||(xn)∞n=1|| = sup{|xn|, n ∈ N}. Вiдомо, що в одиничнiй кулi спря-

женого простору c∗0 iснує нормована послiдовнiсть, яка є ∗-слабко

збiжною до нуля, тому Hb-топологiя простору c0 збiгається з слаб-

кою топологiєю на обмежених пiдмножинах c0. Отже, будь-який по-

лiном на c0 є слабко неперервним на обмежених пiдмножинах c0,

тобто P (0) = 0 i infj∈N |P (ej)| = 0, де {ej} – базис Шаудера такий,

що (ej) = (0, · · · , 1, 0, · · · ), тому на c0 роздiляючого полiнома не iснує

[87], [31].

Для дослiдження банахових просторiв, якi є iзоморфними до

c0 або мiстять iзоморфний замкнений пiдпростiр до c0 вченими М.

Буасо i П. Хаєком у [31] було запропоновано розглядати роздiляючi

r-рiвномiрно аналiтичнi функцiї.

Означення 5.2.3. Аналiтична функцiя f : X → R називає-

ться r-рiвномiрно аналiтичною, r > 0, якщо для кожного x ∈ X

вона є обмеженою на кулi Br(x) радiуса r з центром в точцi x.
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Означення 5.2.4. Аналiтична функцiя f : X → R називає-

ться роздiляючою, якщо для деякого дiйсного числа α > 0

∅ ̸= {x ∈ X : f(x) < α} ⊂ B,

де B – одинична куля з центром в точцi 0.

Вiдомим фактом з теорiї роздiляючих полiномiв є наступне

твердження:

Твеpдження 5.2.5 ([31]). Якщо на X iснує роздiляючи полi-

ном P = P1+P2+· · ·+Pn, де Pk – k-однорiдний полiном, k = 1, · · · , n,

то iснує додатнiй 2n!-однорiдний полiном, який є рiвномiрно ана-

лiтичною роздiляючою функцiєю:

d := P
2(n!)
1 + P

2
(n!)
2

2 + · · ·+ P
2
(n!)
n

n .

У [67] запропоновано наступну аналiтичну функцiя на c0:

d
(
(xn)

∞
n=1

)
=

∞∑
n=1

x2nn , для всiх (xn)
∞
n=1 ∈ c0.

Легко бачити, що радiус збiжностi функцiї d в будь-якiй точцi

(xn)
∞
n=1 ∈ c0 дорiвнює 1 а також:

0 ∈ {(xn)∞n=1 ∈ c0 : d((xn)
∞
n=1) < 1} ⊆ B.

Iншi приклади аналiтичних функцiй наведенi, наприклад, у

[31].

Для довiльного комплексного банахового простору Z позначи-

мо Hr
u(Z) – алгебра всiх r-рiвномiрно аналiтичних функцiй на Z.
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Розглянемо наступну 1-рiвномiрно аналiтичну функцiю для

всiх x ∈ c0, яка належить до H1
u(c0):

d(x) =
∞∑
n=1

x2(2n−1)
n .

Позначимо A0 – мiнiмальна алгебра Фреше яка мiстить функцiї з

Hb(c0) i d(x). Очевидно, що Hb(c0) ⊂ A0. Топологiю Гельфанда на

спектрi мiнiмальної алгебри Фреше A0, яка мiстить функцiї з Hb(c0)

i d(x), обмежену на c0 називатимемо A0-топологiєю. Очевидно, що

A0-топологiя банахового простору c0 є сильнiшою, нiж Hb-топологiя

банахового простору c0.

Якщо функцiя f є 1-рiвномiрно аналiтичною на B – одиничнiй

кулi з центром в точцi 0, то f є обмеженою на обмежених пiдмно-

жинах c0, а, отже Hb(c0) ⊂ H1
u(c0). Топологiя Гельфанда спектру

алгебри H1
u(c0), обмежена на c0 є сильнiшою за A0- i Hb-топологiю

банахового простору c0.

Розглянемо послiдовнiсть x = (xn)
∞
n=1 ∈ c0, таку, що

xn = e2n−1 + ie2n, n ∈ N,

де {en} – базис Шаудера в c0. Тодi x = (xn)
∞
n=1 є збiжною до 0 у

слабкiй топологiї простору c0 i d(x) = 0. Отже (xn)
∞
n=1 є збiжною до

0 у A0-топологiї банахового простору c0. З iншого боку

d(x+ x) =
∞∑
n=1

(2e2n−1)
2(2n−1) = 24(2n−1)−2 ̸→ 0.

Доведено наступну теорему.

Теоpема 5.2.6. Операцiя суми в банаховому просторi c0 є роз-

ривною в A0-топологiї.
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Аналогiчний результат можна отримати, якщо розглянути на

c0 поточкову операцiю множення. Тодi c0 – банахова алгебра.

Нехай функцiя d(x), послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 i алгебра A0 визна-

ченi вище. Тодi

d(xx) =
∞∑
n=1

e
4(2n−1)
2n−1 +

∞∑
n=1

e
4(2n−1)
2n = 2 ̸→ 0.

Доведено наступну теорему.

Теоpема 5.2.7. Поточкова операцiя множення в банаховiй ал-

гебрi c0 є розривною в A0-топологiї.

Наслiдок 5.2.8. Оператори Txf = f(x+ y), Qxf = f(xy) (ви-

значенi у роздiлi 4) не є неперервними в слабкiй топологiї банахо-

вого простору c0.

Доведення. Вiдомо, що Hb-топологiя банахового простору c0

збiгається iз слабкою топологiєю на обмежених пiдмножинах в c0.

Як було доведено вище, операцiї суми i добутку не є неперервни-

ми в A0-топологiї банахової алгебри c0. Отже, для всiх f ∈ Hb(c0),

оператори Tx, Qx не є неперервними в слабкiй топологiї простору

c0. □

Висновки до роздiлу 5

Роздiл 5 складається iз двох пiдроздiлiв.

Пiдроздiл 5.1 присвячений дослiдженню регулярностi за Арен-

сом симетричного проективного тензорного степiня комплексної ба-

нахової алгебри A.
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Якщо будь-яке бiлiнiйне вiдображення, визначене на A × A,

яке є асоцiйованим iз операцiєю множення у алгебрi A, є регуляр-

ним за Аренсом (означення 5.1.1), то алгебру A називають регуляр-

ною за Аренсом. На симетричному проективному тензорному сте-

пенi
⊗n

s,π A банахової алгебри A iснує натуральне множення таке,

що
⊗n

s,π A також є банаховою алгеброю. У теоремi 5.1.2 встановлено

умови, при яких
⊗n

s,π A не є регулярним за Аренсом: якщо для (xα),

(yβ) ⊂ A є n-полiномiально збiжних напрямленостей i для деякого

полiнома P ∈ P(nA) маємо

lim
α

lim
β
P (xαyβ) ̸= lim

β
lim
α
P (xαyβ),

то
⊗n

s,π A не є регулярним за Аренсом.

Поняття регулярностi за Аренсом природньо переноситься на

довiльний банахiв простiр X: якщо кожна (симетрична) бiлiнiйна

форма на X × X є регулярною за Аренсом, то банахiв простiр X

називають (симетрично) регулярним (означення 5.1.3). У теоремi

5.1.4 встановлено умови, при яких банахiв простiр
∑nX – скiнче-

на сума симетричних проективних тензорних степенiв банахового

простору X:
n∑
X := C+X +

2⊗
s,π

X + · · ·+
n⊗
s,π

X

не є симетрично регулярним. Для доведення нерегулярностi такого

простору в теоремi 5.1.4 побудовано симетричне бiлiнiйне вiдобра-

ження на
∑nX, яке не є симетрично регулярним за Аресом.

Вiдомо, що банахова алгебра ℓ1 не є регулярною за Аренсом.

У твердженнi 5.1.6 побудовано симетричне бiлiнiйне вiдображення
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на ℓ1 × ℓ1, яке не є регулярним за Аренсом. Використовуючи це

бiлiнiйне вiдображення, в теоремi 5.1.7 побудовано 2n-однорiдний

неперервний полiном P на ℓn, n ≥ 1 такий, що

lim
α

lim
β
P (zα + rβ) ̸= lim

β
lim
α
P (zα + rβ),

де (zα)α∈(A,≤), (rβ)β∈(A,≤) – напряленостi, збiжнi у n-полiномiальнiй

топологiї простору ℓn. Отже, iснує симетричне бiлiнiйне вiдображе-

ння на
∑2n ℓn, n ∈ N, яке є нерегулярним за Аресом i банахiв простiр∑2n ℓn, n ∈ N не є симетрично регулярним.

В цьому пiдроздiлi також розглядається питання регулярностi

за Аренсом передспряженого простору до алгебри Hb(A) аналiти-

чних функцiй обмеженого типу на комплекснiй банаховiй алгебрi

A. Використовуючи описаний у роботi [52] пiдхiд до побудови то-

пологiчного векторного простору Bb(A), який є передспряженим до

Hb(A), в твердженнi 5.1.12 доведено, що Bb(A) є алгеброю вiдносно

операцiй суми “+” i добутку – “мультиплiкативної” згортки “⋆”, яка

введена в роздiлi 4 (твердження 5.1.12). В теоремi 5.1.13 описано

умову, за якої Bb(A) не є регулярним за Аренсом:

Теорема 5.1.13. Нехай (xα), (yβ) є n-полiномiально збiжнi на-

прямленостi такi, що для довiльного P ∈ P(nA) виконується

lim
α,β

P (xαyβ) ̸= lim
β,α

P (xαyβ),

тодi для кожного n ∈ N алгебра Bb(A) не є регулярною за Арен-

сом, тобто iснує бiлiнiйне вiдображення, яке не є регулярним за

Аренсом.

Наступний наслiдок є узагальненням теореми 5.1.2:
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Наслiдок 5.1.14. Якщо
⊗n

s,π A не є регулярним за Аренсом,

то i простiр, передспряжений до Hb(A), не є регулярним за Арен-

сом.

Пiдроздiл 5.2 присвячений дослiдженню неперервностi алгебрi-

їчних операцiї в топологiї Гельфанда, яка породжена алгеброю ана-

лiтичних функцiй на комплексному банаховому просторi. Вiдповiдь

на цi питання пов’язана iз iснуванням роздiляючого полiнома на дiй-

сному банаховому просторi а також роздiляючої аналiтичної фун-

кцiї на банаховому просторi, який мiстить замкнений пiдпростiр,

iзоморфний до c0.

Вiдомо, що на комплексному банаховому просторi не iснує роз-

дiдяючого полiнома, тому розглядаємо XC – комплексифiкацiю дiй-

сного банахового простору X, яка також є банаховим простором.

Пiд Hb-топологiєю банахового простору XC називаємо тополо-

гiю Гельфанда на спектрi алгебри Hb(XC), обмежену на XC. Якщо

на X iснує роздiляючи полiном, то слабкополiномiальна топологiя

банахового простору XC збiгається iз топологiєю, породженою нор-

мою, а, отже, i з Hb-топологiєю.

Теорема 5.2.1. Якщо на нескiнченовимiрному банаховому

просторi X iснує роздiляючий полiном, тодi операцiя суми є роз-

ривною на XC у Hb-топологiї простору XC.

Теорема 5.2.2. Покоординатна операцiя множення в ком-

плекснiй банаховiй алгебрi ℓ2nC, n ∈ N не є неперервною в Hb-

топологiї алгебри ℓ2nC.

Iснують банаховi простори, на яких Hb-топологiя збiгається iз

слабкою топологiєю на обмежених пiдмножинах (наприклад, бана-
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ховi простори, якi мiстять замкнений пiдпростiр, iзоморфний до c0).

В такому випадку роздiляючого полiнома не iснує. Для дослiдження

таких просторiв вченими М. Буазо i П. Хаєком було запропоновано

розглядати роздiляючi r-рiвномiрно аналiтичнi функцiї (аналiтична

функцiя f : X → R називається r-рiвномiрно аналiтичною i роздi-

ляючою, r > 0, якщо для кожного x ∈ X вона є обмеженою на кулi

Br(x) радiуса r з центром в точцi x i, якщо для деякого дiйсного

числа α > 0

∅ /∈ {x ∈ X : f(x) < α} ⊂ B,

де B – одинична куля з центром в точцi 0).

Нехай A0 –мiнiмальна алгебра Фреше, яка мiстить функцiї з

Hb(c0) i роздiляючу аналiтичну функцiю d(x) =
∑∞

n=1 x
2(2n−1)
n , ви-

значену на c0 для x = (xn)
∞
n=1. Топологiя Гельфанда на спектрi алге-

бри A0, обмежену ан c0 називається A0-топологiєю, яка, очевидно,

є сильнiшою нiж Hb-топологiя банахового простору c0.

Теорема 5.2.6. Операцiя суми в банаховому просторi c0 є роз-

ривною в A0-топологiї.

Теорема 5.2.7. Поточкова операцiя множення в банаховiй

алгебрi c0 є розривною в A0-топологiї.

Результати цього роздiлу були опублiкованi у фахових видан-

нях [98], [99] i у матерiалах конференцiй [4], [101], [3], [100].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена алгебрам аналiтичних фун-

кцiй на банахових просторах (зокрема, алгебрам аналiтичних фун-

кцiй обмеженого типу на комплексному банаховому просторi) та

дослiдженню їх спектрiв (множини ненульових неперервних ком-

плекснозначних гомоморфiзмiв вiдповiдних алгерб). В роботi уза-

гальненно вiдоме продовження Аренса операцiї множення довiль-

ної банахової алгебри на простiр, спряжений до алгебри аналiти-

чних функцiй обмеженого типу i дослiджено пов’язане з ним пита-

ння нерегулярностi за Аренсом певних класiв алгебр аналiтичних

функцiй на банахових просторах. Також розглядаються “простiшi”

аналоги алгебр аналiтичних фуннкцiй обмеженого типу на банахо-

вих просторах – алгебри блочно-дiагональних аналiтичних функцiй.

Для конкретних часткових випадкiв банахових просторiв отримано

явний опис множини максимальних iдеалiв таких алгебр. Разом з

тим розглядається неперервнiсть алгебраїчних операцiй (додавання

i множення) у топологiї Гельфанда, яка породжена алгеброю ана-

лiтичних функцiй обмеженого типу на комплексному банаховому

просторi.

Одержано такi результати:

• описано властивостi алгебр блочно-дiагональних аналiтичних

функцiй Hb(Nm), m ≥ 1 на пiдмножинах Nm комплексного бана-

хового простору X, встановлено зв’язок мiж елементами спектру

алгебри блочно-дiагональних аналiтичних функцiй та елементами

спектру алгебри Hb(X) – алгебри аналiтичних функцiй обмежено-
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го типу на X, для конкретних часткових випадкiв описано спектри

алгебр блочно-дiагональних функцiй на банахових прострах ℓ1, ℓ2,

дослiджено гомоморфiзми алгебр блочно-дiагональних аналiтичних

функцiй;

• побудовано “мультиплiкативну” згортку на просторi всiх лi-

нiйних неперервних функцiоналiв алгебри Hb(A). Ця згортка є уза-

гальненням вiдомого продовження Аренса операцiї множення ком-

плексної банахової алгебри A у другий спряжений простiр A∗∗, до-

ведено коректнiсть означення та неперервнiсть такої операцiї;

• встановлено правило, за яким виконується операцiя “мульти-

плiкативної” згортки для конкретних лiнiйних мультиплiкативних

функцiоналiв, показано, що для “адитивної” та “мультиплiкативної”

згортки, в загальному випадку, не виконується дистрибутивний за-

кон;

• показано, що множина оборотних вiдносно “мультиплiкатив-

ної” згортки елементiв спектру алгебри аналiтичних функцiй обме-

женого типу є аналiтичним многовидом вiдносно деякої природньої

топологiї;

• встановлено умови нерегулярностi за Аренсом n-того симе-

тричного проективного тензорного степеня довiльної банахової ал-

гебри, умови iснування нерегуляного за Аренсом бiлiнiйного вiд-

ображення на передспряженому просторi до алгебри аналiтичних

функцiй обмеженого типу, умови, за яких скiнчена сума n-тих си-

метричних проективних тензорних степенiв банахового простору,

зокрема для випадку банахового простору ℓn, є нерегулярною;
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• показано, що, якщо на дiйсному банаховому просторiX (алге-

бри ℓ2n, n ≥ 1) iснує роздiляючий полiном, то операцiя суми (покоор-

динатного множення) не є неперервною в комплексифiкацiїXC(ℓ2nC)

у топологiї Гельфанда, яка породжена вiдповiдною алгеброю ана-

лiтичних функцiй обмеженого типу, доведено, що операцiя суми i

добутку є розривною у c0 у топологiї Гельфанда, яка породжена мi-

нiмальною алгеброю, що мiстить всi аналiтичнi функцiї з Hb(c0) i

роздiляючу аналiтичну функцiю
∑∞

n=1 x
2(2n−1)
n .

Результати дисертацiйної роботи носять теоретичний характер

i можуть бути використанi в дослiдженнях з функцiонального ана-

лiзу, алгебри, топологiї та iнших.
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