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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• p — просте число,

• C(R) — комутаторний iдеал кiльця R,

• P(R) — первинний радикал кiльця R,

• idR — тотожне вiдображення кiльця R в себе,

• charR — характеристика кiльця R,

• Z(R) — центр асоцiативного кiльця R,

• AutR — група автоморфiзмiв кiльця R,

• EndR — група ендоморфiзмiв кiльця R,

• Imϕ — образ гомоморфiзму ϕ,

• Kerϕ — ядро гомоморфiзму ϕ,

• DerR — множина диференцiювань кiльця R,

• ∂x : R → R — внутрiшнє диференцiювання, породжене
елементом x ∈ R, яке дiє за правилом ∂x(r) = xr − rx =

[x, r] для кожного r ∈ R,

• ∆ — довiльна непорожна пiдмножина iз DerR,

• J(R) — радикал Джекобсона кiльця R,

• N(R) — множина усiх нiльпотентних елементiв кiльця R,

• U(R) — група оборотних елементiв кiльця R,

• F (R) — перiодична частина кiльця R,

• Fp(R) — p–компонента перiодичної частини кiльця R,
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• expF2(R) — експонента 2-компоненти F2(R) кiльця R,

• [−,−] — множення Лi,

• (−,−) — множення Жордана,

• RL = (R,+, [−,−]) — кiльце Лi, асоцiйоване з асоцiативним
кiльцем R,

• RJ = (R,+, (−,−)) — жорданове кiльце, асоцiйоване з асо-
цiативним кiльцем R,

• [A,B] — адитивна пiдгрупа в R, породжена усiма комута-
торами вигляду [a, b], де a ∈ A та b ∈ B,

• (A,B) — адитивна пiдгрупа в R, породжена усiма комута-
торами вигляду (a, b) = ab + ba, де a ∈ A та b ∈ B,

• annl I = {a ∈ R | aI = 0} — лiвий анулятор I в R,

• annr I = {a ∈ R | Ia = 0} — правий анулятор I в R,

• ann I = = (annr I) ∩ (annl I),

• CR(I) = {a ∈ R | ai = ia для усiх i ∈ I} — централiзатор I
в R,

• d0 = idR — одиничний ендоморфiзм в кiльцi R для d ∈ ∆,

• RlJ = (R,+, 〈−,−〉) — лiве жорданове кiльце, асоцiйоване
з асоцiативним кiльцем R,

• IDerR — множина внутрiшнiх диференцiювань кiльця R.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властиво-
стей i будови асоцiативних кiлець, iнспiрованих їх диференцiю-
ваннями, та асоцiйованих з ними лiєвських та жорданових кi-
лець.

Поняття диференцiювання в кiльцi достатньо давнє, воно
вiдiграє важливу роль в об’єднаннi аналiзу, алгебричної гео-
метрiї та алгебри. Натхненником його введення в алгебрi ще
в XIX столiттi був Р. Дедекiнд, але тiльки Е. Штейнiц в 1910
роцi формально означив поняття диференцiювання в полi ра-
цiональних функцiй. А. Вейль застосував диференцiювання в
1949 роцi у важливому для сучасної алгебричної геометрiї до-
слiдженнi будови трансцендентних розширень полiв. Незапе-
речний також вплив О. Оре, який винайшов конструкцiю не-
комутативного кiльця полiномiв диференцiйного типу. Н. Дже-
кобсон [68] першим показав, що диференцiювання асоцiатив-
ного кiльця R складають кiльце Лi DerR, в якому внутрiшнi
диференцiювання утворюють iдеал IDerR. Також теорiя поля
включає диференцiювання у свiй перелiк iнструментiв.

В 40-вих роках минулого столiття започатковано пере-
несення досягнень теорiї Галуа алгебричних рiвнянь до теорiї
звичайних лiнiйних диференцiйцних рiвнянь та теорiї рiзни-
цевих рiвнянь. Так зародилася теорiя Пiкара-Вессiо (the Picard-
Vessiot theory). Здобутки в цьому напрямку пiдсумовано в опу-
блiкованих в 50-тих роках монографiях Дж. Рiтта [100] та Е. Кол-
чина [76] (остання перевидана в 1973 роцi), що започаткували
виникнення нового роздiлу — диференцiйної алгебри. Цiкава
монографiя I. Капланського [75] пiдсилила iнтерес до нового
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напрямку. Але справжнiй бум в цьому напрямку почався тiль-
ки пiсля публiкацiї Е. Познера [96], в якiй встановлено:

• (перша теорема Познера) якщо характеристика первинного
кiльця R вiдмiнна вiд 2 та композицiя dδ ∈ DerR, де d, δ —
диференцiювання кiльця R, то диференцiювання d = 0 або
δ = 0 нульове;

• (друга теорема Познера) якщо d — диференцiювання пер-
винного кiльця R, причому елемент xd(x) − d(x)x ∈ Z(R)

центральний для кожного x ∈ R, то d = 0 або кiльце R
комутативне.

Цi теореми стали першими в низцi вiдкритих пiзнiше так зва-
них теорем комутативностi. Вони активiзували вивчення кiлець
iз рiзноманiтними обмеженнями на диференцiювання (напри-
клад, Д. Берген, A. Джiамбруно, Л. Чарiнi, Ч. Ланскi, I. Хер-
стейн та iншi вивчали кiльця з диференцiюванням, всi ненульо-
вi значення якого оборотнi, та кiльця, диференцiювання яких
мають нiльпотентнi значення). Також багатьма iншими дослiд-
никами вивчалися впливи на будову кiльця iнших обмежень,
пов’язаних з диференцiюваннями та напiвпервиннiстю. Один iз
роздiлiв нашої роботи присвячено вивченню кiлець, що мають
диференцiювання з регулярними значеннями.

Властивостi диференцiювань в некомутативних кiльцях
R з одиничним елементом 1 переплiтаються з властивостями
груп зворотних елементiв U(R) цих кiлець. Це пояснюється
тим, що такi кiльця R мають нетривiальнi пiдкiльця Лi внут-
рiшнiх диференцiювань IDerR, властивостi яких взаємопов’я-
занi з властивостями груп зворотних елементiв U(R); але цi
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зв’язки залишаються на даний час мало дослiдженими. В ро-
ботi встановлено умови, за яких IDerR — просте (вiдповiдно
первинне, напiвпервинне, примарне) кiльце Лi.

Починаючи з 1989 року активно дослiджуються диферен-
цiювання, що дiють як гомоморфiзми або антигомоморфiзми
на кiльцях або на їх ненульових iдеалах (вiдповiдно iдеалах
Лi, iдеалах Жордана). Першими в цiй царинi були Х. Белл та
Л. Каппе [26]. За ними вийшли i продовжують виходити в свiт
публiкацiї, присвяченi розширенням їх результатiв на рiзнi уза-
гальнення диференцiювань. Дисертацiя також мiстить дослi-
дження в цьому напрямку.

В алгебрi вiддавна розглядаються рiзнi аспекти жорстко-
стi. В теорiї кiлець рiзноманiтнi види жорсткостi (пов’язанi з
диференцiюваннями або ендоморфiзмами) вивчали В.Д. Бур-
ков, Д. Жордан, Я. Кремпа, К. Мексон, Л. Маклiн, A. Новiцкi,
O.Д. Артемович та iн. В дисертацiї вводиться поняття жосткого
диференцiювання та дослiджується, як його наявнiсть впливає
на будову кiльця.

Останнiм часом А.П. Петравчук, В.В. Бавула, Є.О. Ма-
кедонський та iн. активно вивчають нiльпотентнi та розв’язнi
алгебри Лi диференцiювань полiномiальних кiлець.

У данiй дисертацiйнiй роботi дослiджуються властивостi
асоцiативних кiлець з рiзними властивостями диференцiювань,
пов’язаних з диференцiйною напiвпервиннiстю. Вивчаються та-
кож взаємозв’язки властивостей диференцiйно простих (вiдпо-
вiдно диференцiйно первинних, диференцiйно напiвпервинних)
асоцiативних кiлець R з властивостями їх асоцiйованих кiлець
ЖорданаRJ , лiвих кiлецьЖорданаRlJ , кiлець ЛiRL. При цьо-
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му використано модифiкованi нами методи, закладенi в працях
Х. Белла, Д. Бергена, Н. Джекобсона, А. Джiамбруно, Ч. Лан-
скi, Я. Кремпи, I. Херстейна, O.Д. Артемовича та iн.

Як випливає з викладеного вище, кiльця з диференцiюва-
ннями та їх зв’язки з напiвпервиннiстю перебували i перебува-
ють в центрi активної уваги дослiдникiв iз рiзних країн, а тому
дослiдження їх були i залишаються актуальними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Робота виконана на кафедрi алгебри та геометрiї ДВНЗ
"Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Сте-
фаника". Тематика дисертацiйної роботи пов’язана iз дослiдже-
ннями кафедри алгебри та геометрiї i проводилася за одним iз
основних напрямкiв наукових дослiджень кафедри "Диферен-
цiювання кiлець та майже-кiлець".

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є вивче-
ння властивостей i будови асоцiативних кiлець та асоцiйованих
з ними лiєвських та жорданових кiлець, що визначаються їх
диференцiюваннями.

Об’єкт дослiдження — асоцiативнi кiльця R та асоцiйованi з
ними лiєвськi RL та жордановi RJ кiльця.

Предмет дослiдження — характеризацiя кiлець та опис їх бу-
дови, що iндукується властивостями їх диференцiювань.

Задачi дослiдження:

• встановити будову класичного кiльця дробiв комутативно-
го кiльця з одиницею, кожне ненульове диференцiювання
якого регулярне;
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• дослiдити класичне праве кiльце дробiв правого кiльця Гол-
дi, що має нетотожний автоморфiзм ϕ, для якого кожне
ненульове значення x− ϕ(x) регулярне;

• встановити властивостi кiлець iз "великими" системами нiль-
потентних диференцiювань;

• вивчити властивостi диференцiювань, якi дiють як гомо-
морфiзми або антигомоморфiзми на диференцiйно напiв-
первинних кiльцях;

• дослiдити кiльця iз жорсткими диференцiюваннями;

• знайти взаємозв’язки мiж диференцiйною простотою (вiд-
повiдно диференцiйною первиннiстю, диференцiйною на-
пiвпервиннiстю) кiлець R та асоцiйованих з ними лiєвських
RL та жорданових RJ кiлець.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач
використовуються класичнi i сучаснi методи теорiї асоцiатив-
них кiлець i теорiї неасоцiативних кiлець.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi результати,
що виносяться на захист, новi. У роботi вперше:

• охарактеризовано будову класичного кiльця дробiв комута-
тивного кiльця iз одиницею, кожне ненульове диференцiю-
вання якого регулярне;

• охарактеризовано будову класичного правого кiльця дробiв
правого кiльця Голдi R, що має нетотожний автоморфiзм
ϕ, для якого всi ненульовi значення x − ϕ(x), де x ∈ R,
регулярнi;
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• дослiджено властивостi асоцiативних кiлець, всi диферен-
цiювання яких нiльпотентнi iндексiв ≤ 2;

• дослiджено диференцiювання, якi дiють як гомоморфiзми
або антигомоморфiзми на диференцiйно напiвпервинних кi-
льцях;

• вивчено властивостi кiлець iз жорсткими диференцiюван-
нями i, зокрема, описано комутативнi артiновi кiльця iз
жорсткими диференцiюваннями;

• охарактеризовано лiєвську будову RL диференцiйно напiв-
первинних кiлець R;

• охарактеризовано жорданову будову RJ диференцiйно на-
пiвпервинних кiлець R;

• встановлено взаємозв’язки мiж диференцiйною простотою
(вiдповiдно диференцiйною первиннiстю та диференцiйною
напiвпервиннiстю) кiлець R, RL та RJ .

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiй-
на робота носить теоретичний характер. Її результати та мето-
ди можуть бути використаними в теорiї кiлець (асоцiативних
та неасоцiативних), в подальших дослiдженнях диференцiйних
кiлець та полiв, а також у сумiжних галузях математики.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що на-
ведено в дисертацiї, отримано авторкою самостiйно. У спiль-
нiй статтi [3] та тезах [7,9,10] науковому керiвниковi належить
постановка задач та загальне керiвництво роботою. Iз спiльної
статтi [5] в дисертацiю включено (окрiм роздiлу 2 статтi) тiльки
тi результати, що належать авторцi.



12

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
апробовано на:

1) V Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Нелiнiйнi пробле-
ми аналiзу" (Микуличин, 19-21 вересня 2013);

2) 9 Мiжнароднiй алгебричнiй конференцiї в Українi (Львiв,
8-13 липня 2013);

3) IX Лiтнiй школi "Алгебра, топологiя i аналiз" (Поляниця,
7-18 липня 2014);

4) Мiжнароднiй алгебричнiй конференцiї, присвяченiй 100 ро-
ковинi Л.А. Калужнiна (Київ, 7-12 липня 2014);

5) 16-тiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi Михайла
Кравчука (Київ, 14-15 травня 2015)

6) конференцiї молодих учених "Пiдстригачiвськi читання –
2015"(Львiв, 26-28 травня 2015);

7) X Мiжнароднiй алгебричнiй конференцiї в Українi (Одеса,
20-27 серпня 2015);

8) звiтних науково-практичних конференцiях ДВНЗ "Прикар-
патський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефани-
ка" (Iвано-Франкiвськ, 2013–2015);

9) семiнарах кафедри алгебри та геометрiї ДВНЗ "Прикарпат-
ський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника".

Публiкацiї. Матерiали дисертацiйної роботи викладенi у 12
публiкацiях, у тому числi 5 статей [1-5] у наукових фахових ви-
даннях iз перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки
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України (з них 1 [5] — у науковому фаховому виданнi, що вклю-
чене до мiжнародної наукометричної бази даних "Scopus") та
апробовано на 7 мiжнародних i всеукраїнських наукових кон-
ференцiях [6-12].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз
перелiку умовних позначень, вступу, 4-ох роздiлiв, висновкiв
та списку використаних джерел, що налiчує 109 найменувань.
Загальний обсяг дисертацiї — 108 сторiнок, обсяг списку вико-
ристаних джерел — 14 сторiнок.

Авторка висловлює щиру подяку науковому керiвнику,
доктору фiзико-математичних наук, професору О.Д. Артемо-
вичу за постановку задач i допомогу в роботi над дисертацiєю.
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РОЗДIЛ 1

ПОЧАТКОВИЙ РОЗДIЛ

В цьому роздiлi наведено огляд лiтератури та фактiв,
якi мають безпосереднє вiдношення до отриманих у дисертацiї
результатiв, а також основнi означення та факти, що викори-
стовуватимуться надалi, та огляд основних результатiв роботи.
Окрiм того, цей роздiл мiстить результати авторки про кiльця з
нiльпотентними диференцiюваннями iндексiв≤ 2 та результати
дослiдження диференцiйно напiвпервинних кiлець з диферен-
цiюванням, що дiє як гомоморфiзми або антигомоморфiзми на
самому кiльцi або на його ненульовому iдеалi.

1.1. Огляд вiдомих результатiв, що стосуються те-
матики

Одним iз перших результатiв, що започаткував вивчен-
ня диференцiювань з нiльпотентними значеннями, належить
I. Херстейну [64]. Вiн довiв, що якщо R — первинне кiльце i
d — його внутрiшнє диференцiювання, що задовольняє умову
d(x)n = 0 для усiх x ∈ R та n — фiксоване цiле число, то d = 0.
Цей результат було розширено на випадок напiвпервинних кi-
лець в [53]. Л. Чарiнi та Д. Джiамбруно [41] вивчали ситуацiю,
коли d(x)n(x) = 0 для усiх x ∈ U , де U — iдеал Лi в R. Спершу
вони довели, що d(U) = 0, колиR— первинне кiльце характери-
стики ≤ 2 та R не мiстить жодного правого нiль-iдеала. Згодом
вони отримали такий же результат для фiксованого n(x) = n

та вiльного вiд 2-скруту напiвпервинного кiльця R. Та у 1990
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роцi Ч. Ланскi [80] обiйшов обмеження, що стосувалися iндексiв
нiльпотентностi та характеристики. Вiн довiв, що якщо кiльце
R не мiстить жодного правого нiль-iдеала, U — його iдеал Лi,
та диференцiювання d кiльця R таке, що d(u) — нiльпотентний
елемент для кожного u ∈ U , то d = 0. Рiзними авторами також
отримано багато iнших результатiв. В цьому напрямку в ро-
ботi вивчаються властивостi кiлець, всi диференцiювання яких
нiльпотентнi iндексiв ≤ 2.

Один з роздiлiв роботи присвячено вивченню кiлець, що
мають диференцiювання з регулярними значеннями. Дещо ра-
нiше рiзними авторами опублiковано низку результатiв про кiль-
цяR з одиницею, що мають диференцiювання, кожне ненульове
значення якого оборотне в кiльцi R. Так, Д. Берген, I. Херстейн
та Ч. Ланскi [32] довели, що якщо кiльце R має таке ненульо-
ве диференцiюванням d, що d(x) = 0 або d(x) оборотний для
будь-якого x ∈ R, то R — тiло, або R — кiльце матриць M2(T )

степеня 2 над тiлом T, або R = T [X ]/(X2) — фактор-кiльце
кiльця многочленiв T [X ] вiд одної комутуючої змiнної X над
тiлом T характеристики 2, причому d(T ) = 0 та d(X) = aX + 1

для деякого a ∈ Z(T ). Трохи пiзнiше Д. Берген та Л. Чарiнi
[29] перенесли цей результат на випадок, коли розглядаються
елементи x iз iдеала Лi. Результати цих робiт узагальнювались
в роботах [77], [54], [42] та [67] (див. також [81]). Д. Берген [28]
дослiдив напiвпервиннi кiльця R, якi мають таке ненульове ди-
ференцiювання d, що d(x) нiльпотентний або оборотний для
усiх x ∈ R. Недавно I. Кайгородов та Ю. Попов [74] дослiджу-
вали альтернативнi алгебри з диференцiюванням, що приймає
оборотнi значення. Зазначимо також, що якщо ϕ — автомор-
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фiзм кiльця R, то 1 − ϕ — це його ϕ-диференцiювання (в сен-
сi [23, § 1.1]). Д. Берген та I. Херстейн [30] охарактеризували
кiльця R, в яких для кожного x ∈ R виконується x = ϕ(x) або
x − ϕ(x) оборотний в R. Нами також отримано розширення в
цьому напрямку.

Починаючи з 1989 року активно дослiджується ще одна
тематика. А саме, вивчаються диференцiювання, якi дiють як
гомоморфiзми або антигомоморфiзми на кiльцi або на його не-
нульовому iдеалi (вiдповiдно iдеалi Лi, iдеалi Жордана). Пер-
шопрохiдниками у цiй царинi були Х. Белл та Л. Каппе [26].
Вони довели, що якщо d — диференцiювання кiльця R, яке
дiє як ендоморфiзм або антиендоморфiзм в кiльцi R, то d = 0

тривiальне. M. Єнiгул та Н. Аргач [108], M. Ашраф, Н. Ре-
хман та M. Квадрi [17] розширили цей результат для (σ, τ )-
диференцiювань в первинному кiльцi. A. Асма та K. Дiпак [18],
A. Асма, Н. Рехман та A. Шакiр [20] отримали схожий резуль-
тат для узагальнених (σ, τ )-диференцiювань, що дiють як гомо-
морфiзм або антигомоморфiзм на ненульовому iдеалi Лi U пер-
винного кiльця характеристики 6= 2. Останнiм часом A. Асма
та K. Дiпак [19], Н. Рехман та M. Раза [98, 99], Б. Дхара [48],
Ю. Вонг та Х. Ю [107] i Г. Скудо [102] розширили цi результати
для узагальненого диференцiювання, що дiє на iдеалi (вiдпо-
вiдно iдеалi Лi) первинного та напiвпервинного кiлець. В пiд-
роздiлi 1.3 роботи отримано розширення деяких iз наведених
результатiв на випадок, коли кiльце R диференцiйно первинне
(вiдповiдно диференцiйно напiвпервинне).

Ще у 1979 роцi К. Мексон заявив про проблему дослi-
дження жорстких кiлець, тобто кiлець iз тривiальними ендо-
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морфiзмами. Рiзнi аспекти жорсткостi диференцiювань вивча-
лись вiтчизняними та зарубiжними дослiдниками. Так, В. Бхат
[35] означив поняття d-жорсткого кiльця (пов’язаного з полi-
номiальними кiльцями) та встановив зв’язок мiж d-жорстким
кiльцем та 2-первинним кiльцем. Вiн також знайшов зв’язок
мiж первинним радикалом d-жорсткого кiльця R та первин-
ним радикалом скрученого полiномiального кiльця R[x, s, d].
Д. Жордан в однiй iз своїх робiт показав, що якщо в кiльцi R
нульової характеристики iснує такий центральний елемент z,
що δ(z) — регулярний елемент, то диференцiювання жорстке.
Пiзнiше A. Новiцкi в [92] охарактеризував жорсткi диференцiю-
вання комутативної областi цiлiсностi, а В.Д. Бурков [40] дещо
узагальнив цей результат. Також O.Д. Артемович [14] вивчав
жорсткi кiльця скiнченного рангу та диференцiйно тривiальнi
кiльця скiнченного рангу.

Цiкаву властивiсть виявили I. Херстейн та А. Джiамбру-
но [53], а саме, якщо R — напiвпервинне кiльце та d — таке
його диференцiювання, що d(x)n = 0, де n ≥ 1 фiксоване цi-
ле, то d = 0. Схожi результати було отримано в роботах [36]
та [82]. Дослiдники з’ясували, коли для напiвпервинного кiль-
ця R з умови ad(R)n = 0, де n — фiксоване цiле число, a ∈ R,
d ∈ DerR, випливає, що ad(R) = 0.

Диференцiйно простi кiльця ввiв до розгляду Е. Познер
[97]. Диференцiйно напiвпервиннi кiльця чи ненайперше зустрi-
чаються у Дж. Фiшера [51]; їх вивчали також А. Новiцкi [93],
В. Бурков [39], К. Жордан i Д. Жордан [72], Ю. Хiрано i Х. То-
мiнага [66], А. Тшепiзур [103] та iн.

Взаємозв’язки мiж властивостями асоцiативного кiльця
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R, кiльця Лi RL та жорданового кiльця RJ вивчались I. Хер-
стейном та його студентами (див. [58, 59, 62] та бiблiографiю в
монографiях [60] i [38]).

Останнiм часом також активно вивчаються нiльпотентнi
i розв’язнi алгебри Лi диференцiювань полiномiальних кiлець
(див. [95, 16, 85, 22] та iн.).

1.2. Необхiднi означення i факти

Нехай надалi R — асоцiативне кiльце iз одиницею 1. Вi-
дображення d : R → R називається диференцiюванням кiльця
R, якщо

d(a + b) = d(a) + d(b) та d(ab) = d(a)b + ad(b)

для будь-яких a, b ∈ R. Множину всiх диференцiювань кiльця
R будемо позначати символом

DerR.

Зрозумiло, що нульове вiдображення

0 : R 3 r 7→ 0 ∈ R

— диференцiювання, тобто 0 ∈ DerR. Якщо DerR = {0}, то
кiльцеR будемо називати диференцiйно тривiальним [14]. Мно-
жина DerR — кiльце Лi стосовно операцiй поточкового додава-
ння ” + ” та поточкового множення Лi ”[−,−]”, визначених за
такими правилами:

∀d,δ∈DerR∀x∈R : (d + δ)(x) = d(x) + δ(x),
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та
∀d,δ∈DerR∀x∈R : [d, δ](x) = d(δ(x))− δ(d(x)),

тобто виконуються наступнi властивостi:

(1) (адитивнiсть стосовно першої компоненти)

∀d,δ,µ∈DerR : [d + δ, µ] = [d, µ] + [δ, µ],

(2) (адитивнiсть стосовно другої компоненти)

∀d,δ,µ∈DerR : [d, δ + µ] = [d, δ] + [d, µ],

(3) (антисиметричнiсть)

∀d∈DerR : [d, d] = 0 (⇒ [d, δ] = −[δ, d]),

(4) (тотожнiсть Якобi)

∀d,δ,µ∈DerR : [d, [δ, µ]] + [δ, [µ, d]] + [µ, [d, δ]] = 0.

Якщо a ∈ R, то правило

∂a : R 3 x 7→ ax− xa = [a, x] ∈ R

визначає диференцiювання кiльця R, яке прийнято називати
внутрiшнiм диференцiюванням R, породженим елементом a.
Символом

IDerR

позначатимемо множину всiх внутрiшнiх диференцiювань кiль-
ця R. Послiдовнi комутатори визначаються за формулами:

[x, y]1 = [x, y] = xy − yx

та
[x, y]k = [[x, y]k−1, y]
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для додатних цiлих чисел k ≥ 2 та x, y ∈ R. Кiльце R називає-
ться C-кiльцем, якщо воно задовольняє наступну умову:

(C) для даних x, y ∈ R iснують такi додатнi цiлi числа
m = m(x, y) ≥ 1, n = n(x, y) ≥ 1 та k = k(x, y) ≥ 1, що
[xm, yn]k = 0.

Твердження 1.1 ([43], Теорема 3). Нехай R — C-кiльце, Nr(R)

— сума його всiх правих нiль-iдеалiв. Якщо Nr(R) = 0, то R
комутативне.

Всюди далi ∆ — довiльна непорожна пiдмножина iз DerR

(зокрема, ∆ = {0}) та δ ∈ DerR. ПiдмножинаK кiльця R нази-
вається ∆-стабiльною (або ∆-замкненою), якщо d(a) ∈ K для
усiх d ∈ ∆ та a ∈ K. Iдеал I кiльця Лi (Жордана чи асоцiатив-
ного) A називається ∆-iдеалом, якщо I є ∆-стабiльним. Кiльце
Лi (Жордана чи асоцiативне) A називається:

• простим (вiдповiдно ∆-простим), якщо A2 6= 0 i воно не
мiстить двостороннiх iдеалiв (вiдповiдно ∆-iдеалiв), вiдмiн-
них вiд 0 та A,

• первинним (вiдповiдно ∆-первинним), якщо для будь-яких
двостороннiх iдеалiв (вiдповiдно ∆-iдеалiв) K,S кiльця A
iз умови KS = 0 випливає, що K = 0 або S = 0 (якщо ∆ =

{δ} та A є ∆-первинним, то кажемо, що A — δ-первинне
кiльце),

• напiвпервинним (вiдповiдно ∆-напiвпервинним), якщо для
будь-якого двостороннього iдеала (вiдповiдно ∆-iдеала) K
кiльця A iз умови K2 = 0 випливає, що K = 0,

• примарним, якщо для будь-яких двостороннiх iдеалiв K,S
кiльця A iз умови KS = 0 випливає, що K = 0 або S —
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нiльпотентний iдеал.

Кожне некомутативне ∆-просте кiльце ∆-первинне та кожне
∆-первинне кiльце ∆-напiвпервинне.

Кажуть, що кiльце R вiльне вiд Z-скруту, якщо для кож-
ного елемента r ∈ R та будь-якого цiлого числа n умова nr = 0

виконується тодi i тiльки тодi, коли r = 0. Якщо iмплiкацiя

2r = 0⇒ r = 0

вiрна для будь-якого елемента r ∈ R, то R називається вiльним
вiд 2-скруту. Нехай

Fp(R) = {a ∈ R | a має адитивний порядок pk

для деякого невiд’ємного цiлого числа k = k(a)}

— p-частина кiльця R, де p — просте число. Тодi Fp(R) — ∆-
iдеал кiльця R. Якщо R є ∆-напiвпервинним, то

pFp(R) = 0.

Зокрема, в ∆-первинному кiльцi R виконується умова Fp(R) =

0 (таким чином, його характеристика charR = 0) або Fp(R) =

R (i тому charR = p). Очевидно, що адитивна група R+ ∆-
первинного кiльця R вiльна вiд скруту тодi i тiльки тодi, коли
charR = 0.

Введемо наступне позначення:

d0 = idR

— одиничний автоморфiзм кiльця R для d ∈ ∆. Нагадаємо
деякi властивостi ∆-напiвпервинних та ∆-первинних кiлець, що
використовуються надалi.

Лема 1.1. Наступнi умови рiвносильнi:
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(1) R — ∆-напiвпервинне кiльце,

(2) для будь-яких ∆-iдеалiв A,B кiльця R iмплiкацiя

AB = 0⇒ A ∩B = 0

вiрна,

(3) якщо a ∈ R — такий елемент, що

aRδm1
1 . . . δ

mk
k (a) = 0

для будь-яких цiлих чисел k ≥ 1, mi ≥ 0 та диференцiю-
вань δi ∈ ∆ (i = 1, . . . , k), то a = 0.

Доведення. Доводиться за допомогою простої модифiкацiї тверд-
ження 2 iз [79, §3.2].

Лема 1.2. Наступнi умови рiвносильнi:

(1) R — ∆-первинне кiльце,

(2) лiвий анулятор annl I лiвого ∆-iдеала I кiльця R нульовий,

(3) правий анулятор annr I правого ∆-iдеала I кiльця R нульо-
вий,

(4) якщо a, b ∈ R — такi елементи, що

aRδm1
1 . . . δ

mk
k (b) = 0

для будь-яких цiлих k ≥ 1, mj ≥ 0 та диференцiювань
δj ∈ ∆ (j = 1, . . . , k), то a = 0 або b = 0.

Доведення. Доводиться подiбно як лема 2.1.1 iз [61].

Нижче наводимо вiдомi факти, на якi посилаємося в ди-
сертацiйнiй роботi.
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Твердження 1.2 ([56], Теорема). Нехай R — кiльце з одини-
цею 1, U(R) — його група одиниць. Тодi для кожного n ≥ 1

маємо
γn(U(R)) ≤ 1 + Ln(R),

де γn(U(R)) — n-ний член нижнього центрального ряду групи
U(R), а Ln(R) — iдеал Лi, породжений всiма комутаторами
Лi вигляду [r1, , . . . , rn], де ri ∈ (i = 1, . . . , n), [r1] = r1, [r1, r2] =

r1r2 − r2r1 та [r1, . . . , rn−1, rn] = [[r1, . . . , rn−1], rn].

Твердження 1.3 ([53], Теорема 1). Якщо R — напiвпервинне
кiльце i d – таке його диференцiювання, що

d(x)n = 0

для всiх x ∈ R, де n ≥ 1 – фiксоване цiле число, то d = 0.

Твердження 1.4 ([26], Лема 1). Нехай

H(R) = {a ∈ R | ∂a — ендоморфiзм кiльця R}

та

H∗(R) = {a ∈ R | ∂a — антиендоморфiзм кiльця R}.

Тодi
H(R) = H∗(R) = CR(R2),

де CR(R2) = {a ∈ R | [xy, a] = 0 для всiх x, y ∈ R}.

Твердження 1.5 ([26], Теорема 2). Нехай R — напiвпервинне
кiльце. Якщо d — диференцiювання кiльця R, яке є ендомор-
фiзмом або антиендоморфiзмом, то d = 0.
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Твердження 1.6 ([26], Лема 2). (a) Нехай U — пiдкiльце кiль-
ця R, d — диференцiювання кiльця R, що дiє як гомомор-
фiзм на U . Тодi

d(x)x(y − d(y)) = 0 для всiх x, y ∈ U.

(b) Нехай V — правий iдеал кiльця R, d — диференцiювання
кiльця R, що дiє як антигомоморфiзм на V . Тодi

d(x)y[r, d(x)] = 0 для всiх x, y ∈ V та r ∈ R.

Твердження 1.7 ([60], Лема 1.1). Нехай R — кiльце та U —
його ненульовий правий iдеал. Якщо an = 0 для всiх a ∈ U , де n
— фiксоване цiле число, то R має ненульовий нiльпотентний
iдеал.

Твердження 1.8 ([26], Теорема 3). Нехай R — первинне кiль-
це, U — його ненульовий правий iдеал. Якщо d — диференцiю-
вання кiльця R, що дiє як гомоморфiзм або антигомоморфiзм
на U , то d = 0.

Твердження 1.9 ([82], Наслiдок, p.1688). Нехай R — напiвпер-
винне кiльце iз диференцiюванням d та a ∈ R. Якщо ad(x)n =

0 для усiх x ∈ R, де n — фiксоване цiле число, то ad(R) = 0.

Твердження 1.10 ([14], Твердження 1.2). Нехай R — кому-
тативна область цiлiсностi характеристики 0. Тодi R — ди-
ференцiйно тривiальне кiльце в тому i тiльки тому випадку,
коли його поле дробiв Q(R) – алгебричне розширення поля P ,
P — просте пiдполе в Q(R).

Твердження 1.11 ([14], Твердження 1.3). Нехай R — кому-
тативна область цiлiсностi простої характеристики p. Тодi
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R — диференцiйно тривiальне кiльце в тому i тiльки тому
випадку, коли R = Rp, де Rp = {xp | x ∈ R}.

Нагадаємо, що в комутативному локальному кiльцi R мо-
жна ввести топологiю наступним чином. Розглядаючи iдеали

J(R), J(R)2, . . . , J(R)n, . . .

як околи нуля, отримуємо J(R)-адичну топологiю на кiльцi R.
Якщо для будь-якого додатнього цiлого числа m маємо

ak − al ∈ J(R)m,

де цiлi числа k, l достатньо великi, то послiдовнiсть {an} на-
зивається регулярною. Комутативне локальне кiльце R назива-
ється повним, якщо кожна регулярна послiдовнiсть iз R має
границю в R. Кожне комутативне артiнове кiльце повне. Крiм
того, v-кiльце — це нерозгалужена повна регулярна локальна
нетерова область цiлiсностi розмiрностi один, характеристика
якої вiдрiзняється вiд характеристики її поля лишкiв [47, p.88].

Зауваження 1.1. Якщо поле лишкiв W/pW v-кiльця W має
ненульове диференцiювання d, то за твердженням 2 iз [57]
iснує таке ненульове диференцiювання D : W → W , що

D(a + pW ) = d(a) + pW

для кожного a ∈ W та D(W ) * pW . Як наслiдок,

D(pk−1W ) * pkW

для кожного додатнього цiлого числа k.

За лемою 13 iз [47] для кожного поля P простої хара-
ктеристики p > 0 iснує таке v-кiльце R, поле лишкiв якого



26

iзоморфне P . Якщо локальне кiльце R мiстить пiдполе F , що
вiдображається за модулем максимального iдеала J(R) на поле
лишкiв R/J(R), то F називається полем коефiцiєнтiв кiльця
R.

Твердження 1.12 ([47], Теорема 9). Якщо R — повне локальне
кiльце, що має таку ж характеристику як i його поле лишкiв
R/J(R), то R мiстить поле коефiцiєнтiв.

Твердження 1.13 ([47], Теорема 11). Якщо R — повне локаль-
не кiльце з полем лишкiв R/J(R), що має просту характери-
стику p > 0, то R мiстить таке пiдкiльце V , що V — гомо-
морфний образ деякого v-кiльця, яке має поле лишкiв iзоморфне
R/J(R), причому R = V + J(R) та J(R) ∩ V = J(V ).

Всюди в роботi первинний радикал P(R) кiльця R — це
перетин всiх його первинних iдеалiв. Як вiдомо (див. [79]), P(R)

— нiль-iдеал в R).

Твердження 1.14 ([55], Твердження 13). Нехай R — кiльце,
P(R) — його первинний радикал та δ ∈ DerR. Якщо або R,
або R/P(R) вiльне вiд Z-скруту, то усi мiнiмальнi первиннi
iдеали кiльця R — δ-iдеали та P(R) також δ-iдеал.

Твердження 1.15 ([25], Теорема 8.16). Нехай R — асоцiатив-
не кiльце, в якому або адитивна група R+ без скруту, або iн-
декси нiльпотентних елементiв обмеженi числом n, а поряд-
ки перiодичних елементiв iз R+ бiльшi, нiж n. Тодi усi мiнi-
мальнi первиннi iдеали iнварiантнi стосовно диференцiювань
кiльця R.
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Твердження 1.16 ([104], Наслiдки 2 i 5). Нехай δ — диферен-
цiювання кiльця R. Тодi δ єдиним чином продовжується до
диференцiювання його класичного кiльця дробiв Q(R).

Кiльце R називається правим кiльцем Голдi, якщо воно не
мiстить нескiнченних прямих сум правих iдеалiв i задовольняє
умову обриву зростаючих ланцюгiв правих ануляторiв.

Твердження 1.17 ([32], Теорема 1). Нехай R — кiльце з оди-
ницею та d 6= 0 — диференцiювання в R таке, що для кожного
x ∈ R або d(x) = 0, або d(x) оборотний в R. Тодi R — кiльце
одного iз типiв:

(1) D — тiло,

(2) D2 — кiльце матриць степеня 2,

(3) D[x]/(x2), де charD = 2, d(D) = 0 та d(x) = 1 + ax для
деякого a iз центра Z(D) тiла D.

Твердження 1.18 ([61], Теореми 7.2.1-7.2.2). Нехай R — на-
пiвпервинне праве кiльце Голдi. Тодi:

(1) R має праве кiльце дробiв Q = Q(R);

(2) кiльце Q напiвпросте i задовольняє умову мiнiмальностi
для правих iдеалiв.

Твердження 1.19 ([61], Теорема 7.2.3). Якщо S — напiвпрос-
те артiнове кiльце i R — лiвий порядок в S, то R — напiвпер-
винне кiльце Голдi. Крiм того, якщо S — просте кiльце, то
кiльце R первинне.

Твердження 1.20 ([30], Теорема). Нехай R — кiльце з оди-
ницею та ϕ 6= 1 — автоморфiзм в R такий, що для кожного



28

x ∈ R або x = ϕ(x), або x − ϕ(x) оборотний в R. Тодi R —
кiльце одного iз типiв:

(1) D — тiло,

(2) D ⊕D — кiльцева пряма сума,

(3) M2(D) — кiльце матриць степеня 2 над тiлом D.

Твердження 1.21 ([58], Лема 3). Нехай R – асоцiативне кiль-
це, U — його iдеал Лi та

T (U) = {t ∈ R | [t, R] ⊆ U}.

Тодi T (U) — iдеал Лi та асоцiативне пiдкiльце в R. Крiм того,
U ⊆ T (U).

Твердження 1.22 ([97], Теорема 2). Нехай R — первинне кiль-
це, а d — таке його диференцiювання, що

ad(a)− d(a)a ∈ Z(R).

Якщо d 6= 0, то R комутативне.

Твердження 1.23 ([93], Лема 1.1). Нехай I — iдеал кiльця R
та d ∈ DerR. Тодi:

(a) In = {r ∈ R | dn(r) ∈ I для ∀n=0,1,2,...} — найбiльший
d-iдеал, що мiститься в I,

(b)
∑∞

n=0 d
n(I) — найменший d-iдеал, що мiстить I,

(c) якщо R нетерове, то iснує таке цiле число k, що
∞∑
n=0

dn(I) =

k+1∑
n=0

dn(I)

— d-iдеал кiльця R.
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Твердження 1.24 ([79], §3.2, Твердження 2). В напiвпервин-
ному кiльцi R первинний радикал P(R) = 0 нульовий.

Кiльце (A,+, ·) називається кiльцем Жордана, якщо ви-
конуються такi умови:

a) (A,+) — абелева група,

b) [комутативнiсть]

∀x,y∈A : x · y = y · x,

c)

∀x,y,z∈A : ((x · x) · y) · x = (x · x) · (y · x),

d) [дистрибутивнiсть]

∀x,y,z∈A : x·(y+z) = (x·y)+(x·z) та (x+y)·z = (x·z)+(y ·z).

Твердження 1.25 ([58], Лема 1). Нехай U — iдеал Жордана
асоцiативного кiльця R. Якщо a, b ∈ U , то для будь-якого x ∈
R маємо

(ab + ba)x− x(ab + ba) ∈ U.

1.3. Основнi результати дисертацiйної роботи

Перший роздiл допомiжний; вiн мiстить перелiк результа-
тiв та означень, що використовуються в роботi. У пiдроздiлi 1.4
дослiджуються кiльця, всi диференцiювання яких нiльпотентнi
iндексiв ≤ 2 (твердження 1.26). Як наслiдок встановлено, що
в напiвпервинному кiльцi R всi диференцiювання (вiдповiдно
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внутрiшнi диференцiювання) кiльця R нiльпотентнi тодi i тiль-
ки тодi, коли R диференцiйно тривiальне (вiдповiдно комута-
тивне) (твердження 1.27).

Х. Белл та Л. Каппе [26] встановили, що якщо d – дифе-
ренцiювання кiльця R, що дiє як ендоморфiзм або антиендо-
морфiзм на кiльцi R, то d = 0 нульове. Отримано таке твердже-
ння, що розширює теорему 3 iз [53] на диференцiйний випадок.
Твердження 1.28. Нехай R — кiльце та d ∈ DerR. Якщо R
— d-напiвпервинне кiльце та

(d(x))n = 0

для будь-якого x ∈ R, де n ≥ 1 — фiксоване цiле число, то
d = 0.

У пiдроздiлi 1.4 нами доведено наступнi двi теореми.
Теорема 1.1. Нехай R — кiльце та d ∈ DerR. Якщо R —
d-напiвпервинне кiльце та d — його гомоморфiзм (вiдповiдно
антигомоморфiзм), то d = 0.
Теорема 1.2. Нехай R — кiльце, d ∈ DerR та U — ненульовий
правий d-iдеал в R. Тодi виконується наступне:

(1) якщо R — d-напiвпервинне кiльце та d дiє як гомоморфiзм
на U , то d = 0,

(2) якщо R — d-первинне кiльце та d дiє як антигомоморфiзм
на U , то d = 0.

Як вiдомо, клас диференцiйно напiвпервинних кiлець зна-
чно ширший вiд класу напiвпервинних кiлець. Тому отриманi
вище результати розширюють результати iз [26] та iнших.

Роздiл 2 присвячено жорстким диференцiюванням. В ал-
гебрi дослiджувались рiзнi аспекти жорсткостi. Я. Кремпа ввiв
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поняття σ-жорсткого кiльця [78], а саме:R — σ-жорстке кiльце
для деякого кiльцевого ендоморфiзма σ ∈ EndR, якщо aσ(a) 6=
0 для будь-якого ненульового елемента a ∈ R. Опираючись на
це означення та з огляду на твердження 2.1 (доведене в роботi),
введено таке
Означення 2.1. R — d-жорстке кiльце (або диференцiювання
d жорстке), де d ∈ DerR, якщо для будь-якого a ∈ R викону-
ється d(a) = 0 або ad(a) 6= 0.

Очевидно, що нульове диференцiювання 0 кiльця R жорс-
тке. Також кожне диференцiювання областi цiлiсностi жорстке.

M. Брешар [36], T. Лi та Д. Лiн [82] дослiдили, коли для
напiвпервинного кiльця R з умови ad(R)n = 0, де n — фiксоване
цiле число, a ∈ R, d ∈ DerR, випливає, що ad(R) = 0. За твер-
дженням 2.1 та результатами з [82, p.1688] i [53] ми отримали
такий
Наслiдок 2.1. Нехай R — напiвпервинне кiльце з диференцi-
юванням d та a ∈ R. Якщо ad(R)n = 0, де n — фiксоване цiле
число, то d = 0.

Цей наслiдок розширює деякi результати з [64] та [53].
Д. Андерсон та П. Лiвiнгстон [13] (див. також С. Мю-

лей [91]) продемонстрували, що в скiнченному комутативному
кiльцi R (що не є полем) будь-який автоморфiзм f такий, що
f (x) = x для усiх дiльникiв нуля x ∈ R, є одиничним автомор-
фiзмом. Оскiльки кожне комутативне скiнченне кiльце — скiн-
ченна кiльцева пряма сума локальних кiлець, то очевидним є
факт, що доведення потребує тiльки той випадок, коли кiльце
локальне. З огляду на це, П. Шарма [101] довiв, що якщо R —
скiнченне комутативне локальне кiльце, що не є полем, тодi для
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кожного f ∈ AutR, де f (x) = x для усiх x ∈ J(R), f = idR тодi
i тiльки тодi, коли поле лишкiв R/J(R) диференцiйно тривiаль-
не. Ми розширили цей результат (що необхiдний для доведення
теореми 2.2) у такому виглядi
Теорема 2.1. Нехай R — локальне кiльце з ненульовим лiвим
T -нiльпотентним радикалом Джекобсона J(R). Тодi насту-
пнi твердження еквiвалентнi:

(1) для кожного диференцiювання d ∈ DerR такого, що
d(J(R)) = 0, випливає, що d = 0,

(2) фактор-кiльце R/J(R) — диференцiйно тривiальне поле,

(3) кожен автоморфiзм f ∈ AutR такий, що f (x) = x для
будь-якого x ∈ J(R), тривiальний, тобто f = idR.

Комутативнi артiновi кiльця з жорсткими диференцiюва-
ннями описує така
Теорема 2.2. Нехай R — комутативне артiнове кiльце. Тодi
виконується одна iз властивостей:

(1) R має нежорстке диференцiювання,

(2) R = R1⊕· · ·⊕Rn — кiльцева пряма сума кiлець R1, . . . , Rn,
кожне з яких є полем або диференцiйно тривiальним v-
кiльцем.

Активно дослiджуються властивостi кiлець, що мають ди-
ференцiювання, значення яких задовольняють певним власти-
востям. Так, Дж. Берген, I. Херстейн та Ч. Ланскi [32] дослiди-
ли структуру кiлець R iз одиницею 1, якi мають таке диферен-
цiювання d, що d(x) = 0 або d(x) – оборотний елемент для всiх
x ∈ R. Будемо говорити, що асоцiативне кiльце R задовольняє
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умову (∗), якщо знайдеться таке ненульове диференцiювання
d : R → R, що для будь-якого елемента x ∈ R маємо d(x) = 0

або d(x) — регулярний елемент в кiльцi R. У пiдроздiлi 3.1 до-
ведена така
Теорема 3.1. Нехай R — комутативне кiльце. Тодi R має не-
нульове диференцiювання d, що задовольняє умову (∗), в тому
i тiльки в тому випадку, коли класичне кiльце дробiв Q(R) —
поле або Q(R) = T [X ]/(X2), де характеристика charT = 2,
d(T ) = 0 та d(X) = 1 + aX для деякого a ∈ Z(T ).

Ця теорема у комутативному випадку розширює теорему
iз працi [32].

Будемо говорити, що автоморфiзм ϕ кiльця R задоволь-
няє умову (∗∗), якщо для ϕ-диференцiювання 1−ϕ справджує-
ться властивiсть (∗). Нами отримано таке узагальнення теореми
iз [30].
Теорема 3.2. Нехай R — праве кiльце Голдi. Якщо R має не-
одиничний автоморфiзм ϕ такий, що x − ϕ(x) нульовий або
регулярний для кожного x ∈ R, тодi R — напiвпервинне кiльце
з класичним правим кiльцем дробiв Q одного iз типiв:

(1) Q — тiло,

(2) Q = T ⊕ T — кiльцева пряма сума, де T — тiло,

(3) Q = M2(T ) — кiльце матриць степеня 2 над тiлом T .

Роздiл 4 (основний роздiл роботи) присвячено взаємозв’яз-
кам мiж властивостями асоцiативного диференцiйно напiвпер-
винного кiльця R та властивостями асоцiйованих iз ним кiльця
Лi RL та кiльця Жордана RJ (див. [60] i [38]).
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Теорема 4.2. Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R виконую-
ться наступнi ствердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-
просте жорданове кiльце,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-
первинне жорданове кiльце,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ

— ∆-напiвпервинне жорданове кiльце.

Нами отримано такi (основнi) результати роботи.
Твердження 4.2. Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R вiрнi
такi твердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-
просте кiльце Жордана,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ —
∆-первинне кiльце Жордана,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ

— ∆-напiвпервинне кiльце Жордана.

Вiзьмемо диференцiювання d ∈ ∆. Оскiльки комутатор-
ний iдеал C(R) та annC(R) — ∆-iдеали, то правило

d : R/ annC(R) 3 r+annC(R) 7→ d(r)+annC(R) ∈ R/ annC(R)

визначає диференцiювання d фактор-кiльця R/ annC(R). Тодi
маємо вкладення

∆ = {d | d ∈ ∆} ⊆ Der(R/ annC(R)).
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Оскiльки d(Z(R)) ⊆ Z(R), то правило

d̂ : RL/Z(R) 3 r + Z(R) 7→ d(r) + Z(R) ∈ RL/Z(R)

визначає диференцiювання d̂ фактор-кiльця Лi RL/Z(R). Тодi

∆̂ = {d̂ | d ∈ ∆} ⊆ Der(RL/Z(R)).

З того, що Z(R) — ненульовий iдеал Лi асоцiативного кiльця R
з одиницею, отримуємо, що кiльце Лi RL не є ∆-простим. Наш
наступний результат викладено у такiй теоремi.
Теорема 4.3. Нехай R вiльне вiд 2-скруту кiльце. Тодi вiрнi
такi твердження:

(1) якщо RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце Лi, то R некомутатив-
не та R/ annC(R) — ∆-просте кiльце,

(2) якщо R — ∆-просте кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-просте кiль-
це Лi або R комутативне,

(3) якщо RL/Z(R) — ∆̂-напiвпервинне кiльце Лi, то R неко-
мутативне та фактор-кiльце R/ annC(R) — ∆-напiвпер-
винне кiльце,

(4) якщо R — ∆-напiвпервинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-напiв-
первинне кiльце Лi або R комутативне,

(5) якщо RL/Z(R) — ∆̂-первинне кiльце Лi, то R некомута-
тивне та R/ annC(R) — ∆-первинне кiльце,

(6) якщо R — ∆-первинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-первинне
кiльце Лi або R комутативне.
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1.4. Кiльця з нiльпотетними диференцiюваннями
iндексiв ≤ 2

Нехай m — додатне цiле число. Диференцiювання d ∈
DerR називається нiльпотентним (iндекса нiльпотентностim),
якщо

dm = 0 та dm−1 6= 0.

В 1957 роцi Е. Познер [96] довiв, що для первинного кiльця R
характеристики 6= 2 i його диференцiювань d, δ ∈ DerR вiрна
iмплiкацiя

dδ = 0⇒ d = 0 або δ = 0.

Результати цiєї роботи iнспiрували, зокрема, дослiдження (в
основному, напiвпервинних) кiлець, що мають нiльпотентнi ди-
ференцiювання (див., наприклад, [44], [45], [46], [52] та iн.).

Приклад 1.1. Розглянемо фактор-кiльце

R = Q[x]/(x3) = Q + Qb + Qb2,

де b3 = 0. Якщо d ∈ DerR — таке, що d(b) = b2, то для будь-
яких коефiцiєнтiв p, q, r ∈ Q маємо

d(p + qb + rb2) = qd(b) + rd(b2) = qb2,

d2(p + qb + rb2) = d(qb2) = qd(b2) = 0,

тобто d2 = 0.

Приклад 1.2. Нехай

R = M4(R)

— кiльце матриць степеня 4 над полем дiйсних чисел R,

I = {(xij) ∈ R | xij = 0 для всiх i 6= 1}
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— його правий iдеал. Якщо

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0


та d = ∂A ∈ IDerR, то

d7 = 0 та d6 6= 0.

Окрiм того, d(I) ⊆ I, d4(I) = 0 та d3(I) 6= 0.

Спершу опишемо властивостi кiльця, всi диференцiюван-
ня якого нiльпотентнi iндексiв ≤ 2.

Лема 1.3. Нехай R — кiльце, d ∈ DerR. Якщо d2 = 0, то

2d(x)d(y) = 0.

для будь-яких елементiв x, y ∈ R.

Доведення. Справдi, для довiльних елементiв x, y ∈ R встанов-
люємо

0 = d2(xy) = d(d(x)y + xd(y)) =

= d2(x)y + d(x)d(y) + d(x)d(y) + xd2(y) =

= 2d(x)d(y).

Лема 1.4. Нехай R — кiльце, всi диференцiювання якого нiль-
потентнi iндексiв ≤ 2, d, δ ∈ DerR та a ∈ R. Тодi справджу-
ються такi властивостi:

(i) dδ = −δd,
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(ii) якщо 2[R,R] = 0, то d(R) ⊆ Z(R),

(iii) [a, d(a)] = 0,

(iv) d(e) = 0 для будь-якого iдемпотента e ∈ R (а тому кожен
iдемпотент центральний в R),

(v) кожен R-пiдмодуль A iз DerR — iдеал кiльця Лi DerR,

(vi) δ(Z(R))d(R) = 0,

(vii) 3[R, d(R)] = 0, [R, d(R)]2 = 0 та 3d([R,R]) = 0,

(viii) [d(R), d(R)] = 0,

(ix) якщо R — комутативне кiльце, то (ad(a))2 = 0.

Доведення. Нехай всюди нижче x, a ∈ R.
(i) Переконуємося, що

0 = (d + δ)2(x) = (d + δ)(d(x) + δ(x)) =

= d2(x) + (dδ)(x) + (δd)(x) + δ2(x) = (dδ)(x) + (δd)(x),

тобто dδ = −δd.
(ii) Iз рiвностей

[x, d(a)] = xd(a)− d(a)x = ∂x(d(a)) =

= −d(∂x(a)) = −d(xa− ax) =

= −d(x)a− xd(a) + d(a)x + ad(x)

випливає, що

2[x, d(a)] = 2(xd(a)− d(a)x) = ad(x)− d(x)a. (1.1)

Якщо 2[R,R] = 0, то d(x) ∈ Z(R).
(iii) Покладаючи в (1.1) x = a, отримуємо, що

[a, d(a)] = 0.
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(iv) Оскiльки

d(e) = d(e2) = d(e)e + ed(e),

то ed(e)e = 0. Застосовуючи (iii), робимо висновок, що d(e) = 0.
(v) Нехай θ ∈ A. Позаяк [θ, δ] = 2θδ, то

[θ, δ](R) ⊆ 2θ(δ(R)) ⊆ 2θ(R) ⊆ θ(R),

тобто
[θ, δ] ⊆ Rθ ⊆ A.

(vi) Нехай c ∈ Z(R). Тодi композицiя

d(cδ) = −(cδ)d

кососиметрична, а отже, для будь-якого елемента x ∈ R маємо

d(c)δ(x) + c(dδ)(x) = −c(δd)(x) = c(dδ)(x).

Як наслiдок,
d(c)δ(x) = 0.

(vii) З огляду на властивiсть (ii) знаходимо, що

−d(x)a− xd(a) + d(a)x + ad(x) = −d(xa− ax) =

= −(d∂x)(a) = (∂xd)(a) = xd(a)− d(a)x,

а тому
2(xd(a)− d(a)x) = ad(x)− d(x)a. (1.2)

Подiбним чином до (1.1) отримуємо

xd(a)− d(a)x = 2(ad(x)− d(x)a). (1.3)

Тодi з (1.2) та (1.3) випливає, що

3[a, d(x)] = 0. (1.4)
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Сумуючи (1.2) та (1.3) отримуємо, що

3[x, d(a)] = 3[a, d(x)],

а звiдси 3d([x, a]) = 0. За лемою 1.3 маємо

2[R, d(R)]2 = 0,

звiдки на основi (1.4) отримуємо стверджуване.
(viii) Справдi,

0 = −(d2∂x)(a) = d(∂x(d(a))) =

= d(xd(a)− d(a)x) =

= d(x)d(a) + xd2(a)− d2(a)x− d(a)d(x) = [d(x), d(a)].

(ix) Якщо R — комутативне кiльце, то ad ∈ DerR i зали-
шається застосувати властивiсть (vi).

Нами встановлено такi результати.

Твердження 1.26. Нехай R — кiльце вiльне вiд 2-скруту, всi
диференцiювання якого нiльпотентнi iндексiв нiльпотентнос-
тi ≤ 2. Тодi:

(i) всi його нiльпотентнi елементи мiстяться в радикалi Дже-
кобсона J(R),

(ii) якщо J(R) = 0, то R диференцiйно тривiальне.

Доведення. (i) Нехай x ∈ R та x2 = 0. Тодi для будь-якого еле-
мента a ∈ R маємо

0 = ∂2
x(a) = ∂x(xa− ax) =

= x(xa− ax)− (xa− ax)x =

= x2a− xax− xax + ax2 = −2xax.

(1.5)
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З огляду на те, що R вiльне вiд 2-скруту, отримуємо, що
xaxt = 0 для будь-якого t ∈ R, а тому

(xR)2 = 0.

Це означає, що
x ∈ xR ⊆ J(R).

(ii) Випливає з огляду на лему 1.3.

Твердження 1.27. Нехай R — напiвпервинне кiльце. Якщо
всi диференцiювання (вiдповiдно внутрiшнi диференцiювання)
кiльця R нiльпотентнi, то R диференцiйно тривiальне (вiд-
повiдно комутативне).

Доведення. Оскiльки будь-яке внутрiшнє диференцiювання кiль-
ця R нiльпотентне, то для кожного x ∈ R знайдеться таке до-
датне цiле число n = n(x), що

∂nx(a) = 0

для всiх a ∈ R, тобто

[· · · , [[a, x], x] · · · , x︸ ︷︷ ︸
n разiв

] = 0

За твердженням 1.1 кiльце R комутативне. Тодi з огляду
на лему 1.4 (ix) маємо

aδ(a) = 0

для всiх a ∈ R, що неможливо. Отже, R — диференцiйно три-
вiальне кiльце.
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Наслiдок 1.1. Нехай R — кiльце, всi диференцiювання якого
нiльпотентнi iндексiв нiльпотентностi ≤ 2, та d, δ ∈ DerR.
Тодi справджуються такi властивостi:

(i) якщо R вiльне вiд 2-скруту, то композицiя dδ ∈ DerR,

(ii) якщо R вiльне вiд 3-скруту, то

d(R) ⊆ Z(R), d([R,R]) = 0

та група одиниць U(R) нiльпотентна ступеня ≤ 2.

Доведення. (i) Оскiльки

dδ + δd = d2 + dδ + δd + δ2 = (d + δ)2 = 0 ∈ DerR

та dδ−δd = [d, δ] ∈ DerR, то 2dδ ∈ DerR, а тому dδ — диферен-
цiювання.

(ii) Випливає з леми 1.4 (vii) та твердження 1.2.

Наслiдок 1.2. Якщо R — кiльце, всi внутрiшнi диференцiю-
вання якого нiльпотентнi, то

C(R) ⊆ P(R)
⋂

J(R).

Доведення. Якщо x ∈ R та P — первинний iдеал в R, то

∂nx̄ = 0̄

для x̄ = x + P ∈ R/P та деякого додатнього цiлого числа n.
За твердженням 1.1 фактор-кiльце R/P комутативне, а тому
C(R) ⊆ P(R).

Наслiдок 1.3. Якщо R — регулярне кiльце з нiльпотентними
диференцiюваннями (вiдповiдно нiльпотентними внутрiшнi-
ми диференцiюваннями), то R диференцiйно тривiальне (вiд-
повiдно комутативне).
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Доведення. За наслiдком 1.2 маємо

C(R) ⊆ J(R)

— нiль-iдеал в R. Оскiльки радикал Джекобсона не мiстить
нетривiальних iдемпотентiв, то J(R) = 0. ТодiR— комутативне
кiльце. Решта випливає з огляду на наслiдок 1.1.

1.5. Диференцiювання як гомоморфiзми або анти-
гомоморфiзми в диференцiйно напiвпервинних кiльцях

Х. Белл та Л. Каппе [26] встановили, що якщо d – дифе-
ренцiювання первинного кiльця R, що дiє як ендоморфiзм або
антиендоморфiзм на кiльцi R, то d = 0 нульове. M. Єнiгуль та
Н. Аргач [108], M. Ашраф, Н. Рехман та M. Квадрi [17] дещо
розширили цей результат на випадок (σ, τ )-диференцiювань в
первинному кiльцi. A. Асма та K. Дiпак [18], A. Асма, Н. Ре-
хман та A. Шакiр [20] встановили подiбний результат для (σ, τ )-
диференцiювань, якi дiють як гомоморфiзми або антигомомор-
фiзми на ненульовому iдеалi Лi U первинного кiльця характе-
ристики 6= 2. Останнiм часом A. Асма та K. Дiпак [19], Н. Ре-
хман та M. Раза [98, 99], Б. Дхара [48], Ю. Вонг та Х. Ю [107],
а також Г. Скудо [102] розширили вiдомi ранiше результати
на випадок узагальнених диференцiювань, що дiють як ендо-
морфiзм або антиендоморфiзм на iдеалi (вiдповiдно iдеалi Лi)
в первинних та напiвпервинних кiльцях. Нами вивчаються ди-
ференцiйно напiвпервиннi кiльця з диференцiюванням, що дiє
як ендоморфiзм або антиендоморфiзм на ненульовому право-
му диференцiйному iдеалi. Почнемо з такого твердження, що
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розширює теорему 3 з [53] на диференцiйний випадок.

Твердження 1.28. Нехай R — кiльце та d ∈ DerR. Якщо R
— d-напiвпервинне кiльце та

(d(x))n = 0

для будь-якого x ∈ R, де n ≥ 1 — фiксоване цiле число, то
d = 0.

Доведення. Припустимо, що P — первинний iдеал в R, a ∈ P

та x ∈ R. Оскiльки

0 = (d(ax))n = (d(a)x)n mod P,

то отримаємо
(d(a)x)n = 0

у фактор кiльцi R = R/P . Звiдси робимо висновок, що первин-
не кiльце R має нiльпотентний iдеал

d(a) ·R.

I як наслiдок,
d(a) ∈ P та d(P ) ⊆ P.

Правило
d : R 3 x + P → d(x) + P ∈ R

визначає диференцiювання d фактор-кiльця R таке, що

(d(x))n = 0.

Тодi за твердженням 1.3 робимо висновок, що d = 0. Отже,
d(R) ⊆ P . Звiдси випливає, що d(R) ⊆ P(R). Оскiльки

d(P(R)) ⊆ P(R)

та R – d-напiвпервинне кiльце, отримуємо, що d = 0.
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Наслiдок 1.4. Нехай R — 4-напiвпервинне кiльце, де 4 ⊆
DerR. Якщо будь-яке внутрiшнє диференцiювання кiльця R є
його кiльцевим ендоморфiзмом, то R комутативне.

Доведення. Вiзьмемо a, x, y ∈ R. Оскiльки ∂b ∈ EndR для будь-
яких

b ∈ {δm1
1 . . . δ

mk
k (a) | δi ∈ 4, k ≥ 1

та mi ≥ 0 цiлi числа (i = 1, . . . , k)},

то a ∈ CR(R2) за твердженням 1.4, де R2 = {ab | a, b ∈ R}. Тодi

[x, b][y, b] = xbxb− xb2x− bxyb− bxby =

0 = [xy, b] = xyb− bxy

та

[x, b]y[x, b] = [x, b](yxb− ybx) = [x, b]([yx, b]− [y, b]x) = 0.

З огляду на4-первиннiсть кiльцяR робимо висновок, що [x, b] =

0 для будь-якого x ∈ R. Отже, a ∈ Z(R).

Теорема 1.1. Нехай R — кiльце та d ∈ DerR. Якщо R d-
напiвпервинне та d — гомоморфiзм (вiдповiдно антигомомор-
фiзм) кiльця R, тодi d = 0.

Доведення. 1) Припустимо, що d — ендоморфiзм кiльця R. Згi-
дно твердження 1.6 маємо, що

d(x)x(y − d(y)) = 0 (1.6)

для будь-яких x, y ∈ R. Замiнимо y на yt для будь-якого t ∈ R
та отримаємо, що

d(x)x(y − d(y))t− d(x)xyd(t) = 0.
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Звiдси з огляду на (1.6) випливає, що

d(x)xRd(R) = 0. (1.7)

З тих же мiркувань, пiдставляючи y2 замiсть y в (1.6), отриму-
ємо

xd(y)y + xyd(y) + d(x)y2 = d(x)d(y)y + d(x)yd(y).

Перепишемо (1.6) у виглядi

(d(x)− x)yd(y) = 0. (1.8)

Замiнимо x на rx в (1.8), де r ∈ R, маємо наступне

(d(r)x + rd(x)− rx)yd(y) = 0

або, що еквiвалентно,

d(r)xyd(y) = 0. (1.9)

Оскiльки

= d(x)5 = (d(x2))2d(x) = (d(x)x + xd(x))2d(x) =

= (xd(x)d(x)x)d(x) = 0,

то, з огляду на (1.7) та (1.9), за твердженням 1.28 робимо ви-
сновок, що d = 0.

2) Тепер припустимо, що d — антигомоморфiзм кiльця R.
З тих же мiркувань, що й у доведеннi твердження 1.5,

[r, d(x)]R[r, d(x)] = 0

для будь-яких x, r ∈ R. Тодi

I =
∑
x,r∈R

R[r, d(x)]R
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— нiль-iдеал. Якщо a, b ∈ R, то

d(a[r, d(x)]b) =

= d(a)[r, d(x)]b + a[r, d(x)]d(b)+

+a[d(r), d(x)]b + a[r, d2(x)]b ∈ I.

Отже, I — d-iдеал. Тодi I = 0 та d(R) ⊆ Z(R). Таким чином,
d ∈ EndR. Решта випливає iз частини 1).

Теорема 1.2. Нехай R — кiльце, d ∈ DerR та U — ненульовий
правий d-iдеал в R. Тодi виконується наступне:

(1) якщо R — d-напiвпервинне кiльце та d дiє як гомоморфiзм
на U , то d = 0,

(2) якщо R — d-первинне кiльце та d дiє як антигомоморфiзм
на U , то d = 0.

Доведення. 1) Припустимо, що d дiє як гомоморфiзм на U . Згi-
дно твердження 1.6 отримуємо умову (1.6) для будь-яких x, y ∈
U . Замiнимо x на vx в (1.6), де v ∈ U ; одержуємо

v(xd(y) + d(x)y) + d(v)xy = d(v)xd(y) + vd(x)d(y).

Оскiльки d(xy) = d(x)d(y), то звiдси випливає, що

vd(x)d(y) + d(v)xy = d(v)xd(y) + vd(x)d(y),

а тодi
d(v)x(y − d(y)) = 0. (1.10)

Пiдставляючи yr замiсть y в (1.10), маємо

d(v)xyr − d(v)xd(y)r − d(v)xyd(r) = 0
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або, що еквiвалентно,

d(v)xyd(r) = 0. (1.11)

Замiнюючи r на rs в (1.11), де s ∈ R, одержуємо

d(v)xyRd(R) = 0

i, таким чином, (d(v)xyR)2 = 0. А це означає, що

I =
∑
x,v∈U

d(v)xU

— нiль-iдеал. Оскiльки I — d-iдеал, то отримуємо, що I = 0.
Тодi d(x)xy = 0 i, зокрема, d(x)xd(y) = 0. Так, як i в дове-
деннi твердження 1.8 (див. рiвностi (10) та (11) в працi [26]),
одержуємо

x2d(y) = 0.

Замiнюючи y на yt для будь-якого t ∈ R, маємо

0 = x2d(yt) = x2d(y)t + x2yd(t) = x2yd(t).

Отже,
x2yRdk(R) = 0

для будь-якого цiлого k ≥ 0. Тодi x2y = 0. I, як наслiдок,

x3 = 0

для будь-якого x ∈ U . Згiдно леми 2.1 отримуємо суперечнiсть.
Отже, d = 0.

2) Тепер припустимо, що d дiє на U як антигомоморфiзм.
З тих же мiркувань, що й у доведеннi твердження 1.8, можемо
показати, що

xR[r, d(y)] = 0
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для будь-яких x, y ∈ U та r ∈ R. Тодi

xRdk([r, d(y)]) = 0

для будь-якого цiлого k ≥ 0. З того, що U ненульовий, отриму-
ємо, що [r, d(y)] = 0. Це означає, що d(U) ⊆ Z(R) та d дiє на U
як гомоморфiзм. Решта доведення випливає з частини 1).

Висновки до роздiлу 1

В пiдроздiлi 1.1 та 1.2 подано основнi означення та фа-
кти, що використовуються у наступних роздiлах. Пiдроздiл 1.3
мiстить огляд основних результатiв дисертацiї.

В пiдроздiлi 1.4 дослiджено деякi властивостi кiлець, всi
диференцiювання яких нiльпотентнi iндексiв ≤ 2. Встановлено,
що в напiвпервинному кiльцi всi диференцiювання (вiдповiдно
внутрiшнi диференцiювання) нiльпотентнi тодi i тiльки тодi,
коли воно диференцiйно тривiальне (вiдповiдно комутативне).
Радикал Джекобсона кiльця з нiльпотентними диференцiюва-
ннями iндексiв ≤ 2 мiстить всi нiльпотентнi елементи цього
кiльця.

В пiдроздiлi 1.5 дослiджено властивостi диференцiювань
в диференцiйно напiвпервинних кiльцях, що дiють як гомомор-
фiзми чи антигомоморфiзми. Зокрема, доведено такi результа-
ти:

• розширено теорему 3 iз [53] на диференцiйний випадок (тверд-
ження 1.28);

• якщо d — гомоморфiзм (вiдповiдно антигомоморфiзм) d-
напiвпервинного кiльця R, тодi d = 0 (теорема 1.1);



50

• якщо U — ненульовий правий d-iдеал в R, то:

(1) якщо R — d-напiвпервинне кiльце та d дiє як гомомор-
фiзм на U , то d = 0,

(2) якщо R — d-первинне кiльце та d дiє як антигомомор-
фiзм на U , то d = 0 (теорема 1.2).

Результати роздiлу опублiковано в [1, 4, 8, 12].
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РОЗДIЛ 2

ЖОРСТКI ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ

В алгебрi дослiджувались рiзнi аспекти жорсткостi. Так,
П.Вольпенка, Ф.Пултр та З.Хердлiн [105] встановили iснування
жорстких бiнарних вiдношень на будь-якiй множинi. До робiт,
в яких дослiджувались певнi види жорсткостi, можна вiднести
публiкацiї Г. Бергмана та I. Iзаакса [34], В. Длаба та Б. Неймана
[49], Л. Мексона [86], К. Маклiна [88], О.Д. Артемовича [15] та
iнших.

Я. Кремпа ввiв поняття σ-жорсткого кiльця [78], а саме:R
— σ-жорстке кiльце для деякого кiльцевого ендоморфiзма σ ∈
EndR, якщо aσ(a) 6= 0 для будь-якого ненульового елемента
a ∈ R. Опираючись на це означення та з огляду на тверджен-
ня 2.1 (див. нижче), введемо таке

Означення 2.1. Кiльце R — d-жорстке кiльце (або диферен-
цiювання d є жорстким), де d ∈ DerR, якщо для будь-якого
a ∈ R виконується d(a) = 0 або ad(a) 6= 0.

2.1. Властивостi жорстких диференцiювань

Зрозумiло, що нульове диференцiювання 0 кiльця R жор-
стке. Також кожне диференцiювання областi цiлiсностi жор-
стке. Для доведення наступного твердження встановимо де-
кiлька необхiдних лем.

Лема 2.1. Нехай R — кiльце. Тодi справджуються наступнi
властивостi:
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(1) якщо a∂x(a) = 0 та x∂a(x) = 0 для деяких елементiв a, x ∈
R, то ∂x(a)2 = 0,

(2) якщо a∂x(a) = 0 для будь-яких a, x ∈ R, то C(R) ⊆ N(R),

(3) d(C(R)) ⊆ C(R) для кожного d ∈ DerR.

Доведення. (1) Iз рiвностей

0 = a∂x(a) = a(xa− ax) 0 = x∂a(x) = x(ax− xa)

випливає, що axa = a2x та xax = x2a. Звiдси отримуємо, що

∂x(a)2 = (xa− ax)(xa− ax) = xaxa− xa2x− ax2a + axax = 0.

(2) Приймаючи до уваги доведене в (1), бачимо, що

∂x(a)2 = 0,

а отже, C(R) ⊆ N(R).
(3) Оскiльки

d(r[a, x]t) = d(r)[a, x]t + r[d(a), x]t + r[a, d(x)]t + r[a, x]d(t)

для будь-яких a, x, r, t ∈ R, то отримуємо, що d(C(R)) ⊆ C(R).

Лема 2.2. Нехай d — таке ненульове диференцiювання кiльця
R, що ad(a) = 0 для будь-якого елемента a ∈ R. Тодi:

(1) R — некомутативне кiльце,

(2) d(U(R)) = 0 (зокрема, d(J(R)) = 0).

(3) якщо I — iдеал комутативного кiльця R, то d(R) ⊆ I.
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Доведення. (1) Справдi, якщо R комутативне, то

0 = (a + b)d(a + b) = ad(b) + bd(a) = d(ab)

для будь-яких a, b ∈ R, а тому d(R2) = 0. Проте звiдси випли-
ває, що d = 0. Отримали суперечнiсть.

(2) Нехай u ∈ U(R). Тодi ud(u) = 0 та u ∈ Ker d. Оскiльки

1 + J(R) ⊆ U(R),

то бачимо, що d(J(R)) = 0.
(3) Нехай a, b ∈ R. Так як ad(a) ∈ I для будь-якого еле-

мента a ∈ R та

d(ab) = (a + b)d(a + b)− ad(a)− bd(b),

то отримуємо, що d(R) ⊆ I .

Ми довели таке

Твердження 2.1. Нехай R — кiльце. Тодi виконуються на-
ступнi властивостi:

(1) якщо d — ненульове диференцiювання комутативного кiль-
ця R, то ad(a) 6= 0 для деякого a ∈ R,

(2) iснує елемент a ∈ R та ненульове диференцiювання d ∈
DerR такi, що ad(a) 6= 0.

Доведення. (1) Випливає iз леми 2.2(1).
(2) Доведемо вiд супротивного. Припустимо, що ad(a) = 0

для будь-яких a ∈ R та d ∈ DerR. Згiдно леми 4.2(2) та леми
2.2(2) маємо C(R) ⊆ Z(R). Нехай R означає R/C(R) та для
a ∈ R символом a позначимо сумiжний клас a + C(R). Тодi
правило

D(a) = d(a) + C(R)
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визначає таке диференцiювання D фактор-кiльця R, що

aD(a) = 0.

Згiдно (1) D = 0, а тому d(a) ∈ Z(R). Отже,

0 = (a + b)d(a + b) = d(ab),

i, як наслiдок, d(R2) = 0. Таким чином, отримуємо бажане, а
саме d = 0.

I. Херстейн [64] довiв, що для внутрiшнього диференцiю-
вання d ∈ IDerR первинного кiльця R iз умови d(x)n = 0 для
всiх елементiв x ∈ R та фiксованого додатнього цiлого числа n
випливає, що d = 0 нульове. Пiзнiше I. Херстейн та А. Джам-
бруно [53] поширили цей результат на напiвпервиннi кiльця, а
Л. Чарiнi та А. Джамбруно [41] дослiджували подiбну пробле-
му у випадку, коли x ∈ U , де U — iдеал Лi первинного кiльця
R, яку пiзнiше дещо узагальнив Ч. Ланскi [80]. М. Брешар [37]
розширив результат iз [53], встановивши для напiвпервинного
кiльця R без (n− 1)!-скруту iз таким диференцiюванням d, що
умова ad(x)n = 0 для всiх x ∈ R та фiксованого додатнього
цiлого числа n iмплiкує, що ad(R) = 0. Т.К. Лi та Д.С. Лiн [82]
зняли умову про вiдсутнiсть (n− 1)!-скруту.

За твердженням 2.1 та твердженнями 1.9 i 1.3 отримуємо
такий

Наслiдок 2.1. Нехай R — напiвпервинне кiльце з диференцiю-
ванням d та a ∈ R. Якщо ad(R)n = 0, де n — фiксоване цiле
число, то d = 0.

Цей наслiдок розширює деякi результати з [64] та [53].
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Тепер дослiдимо деякi властивостi жорстких диференцi-
ювань.

Лема 2.3. Нехай R — редуковане кiльце, a ∈ R та d ∈ DerR.
Тодi:

(1) ad(a) = 0 тодi i тiльки тодi, коли d(a)a = 0,

(2) d — жорстке диференцiювання.

Доведення. (1) Очевидно.
(2) Вiд супротивного. Припустимо, що iснує таке a ∈ R,

що d(a) 6= 0 та ad(a) = 0. Тодi за властивiстю (1) отримуємо,
що d(a)a = 0. Бiльше того,

0 = d(ad(a)) = d(a)d(a) + ad2(a).

А звiдси, домножуючи злiва на d(a), одержуємо, що

0 = (d(a))3 + d(a)ad2(a) = (d(a))3.

Таким чином, d(a) = 0, а це веде до суперечностi.

Лема 2.4. Якщо усi диференцiювання кiльця R є жорсткими
i експонента expF2(R) скiнченна, то в фактор-кiльцi R/F2(R)

усi диференцiювання також жорсткi.

Доведення. Доведемо вiд супротивного. Якщо

δ : R/F2(R) 3 r + F2(R) 7→ tr + F2(R) ∈ R/F2(R) (2.1)

— таке диференцiювання, що

tu /∈ F2(R) та utu ∈ F2(R)

для деякого u ∈ R, то правило

d : R 3 r 7→ 2str ∈ R,



56

де експонента expF2(R) = 2s та tr — такi як i в (3.1), є диферен-
цiюванням, що не є жорстким.

Лема 2.5. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту кiльце та d ∈ DerR.
Якщо R — d-жорстке та ∂d(a)-жорстке кiльце для будь-якого
a ∈ N(R), то d(N(R)) = 0.

Доведення. Доведемо за iндукцiєю за iндексом нiльпотентностi
n нiль-елементiв кiльця R. Нехай a ∈ N(R) та a2 = 0. Домно-
жуючи злiва на a рiвнiсть

0 = d(a2) = ad(a) + d(a)a,

отримуємо, що ad(a)a = 0. Оскiльки ∂d(a) жорстке та

a∂d(a)(a) = ad(a)a− a2d(a) = 0,

робимо висновок, що ∂d(a)(a) = 0, тобто ad(a) = d(a)a. Отже,

0 = d(a2) = 2ad(a).

З огляду на жорсткiсть d та умову F2(R) = 0 маємо d(a) = 0.
Тепер припустимо, що a ∈ N(R) та a3 = 0. Тодi (a2)2 = 0

та, застосовуючи отримане вище, d(a2) = 0. Оскiльки

0 = d(a3) = d(a)a2 + ad(a2) = d(a)a2 та

0 = d(a3) = d(a2)a + a2d(a) = a2d(a),

то застосовуючи тi ж мiркування, що й у випадку n = 2, бачи-
мо, що твердження виконується.

Припустимо, що твердження виконується для усiх додат-
них цiлих чисел k < n, тобто якщо bk = 0 (де b ∈ N(R)), то
d(b) = 0. Вiзьмемо a ∈ N(R) та an = 0. Тодi iснують додатнi
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цiлi числа k1, k2 такi, що k1, k2 < n, але 2k1 > n та 3k2 > n.
Крiм того,

(a2)k1 = 0 та (a3)k2 = 0.

Згiдно припущення, маємо d(a2) = d(a3) = 0. Таким чином,
бажаний результат випливає iз застосування тих же мiркувань,
що i вище.

Наступним встановленим нами результатом є таке

Твердження 2.2. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту напiвпер-
винне кiльце. Тодi усi диференцiювання з R жорсткi в тому i
тiльки тому випадку, коли R редуковане (тобто без ненульо-
вих нiльпотентних елементiв).

Доведення. (⇐) Випливає з леми 2.3.
(⇒) Згiдно леми 2.5 маємо N(R) ⊆ Z(R), а отже,

N(R) = 0.

Наслiдок 2.2. Якщо диференцiювання d вiльного вiд 2-скруту
комутативного кiльця R жорстке, то d(N(R)) = 0 та
N(R)d(R) = 0.

Доведення. Справдi, якщо a ∈ R та b ∈ N(R), то ab ∈ N(R), а
тому за лемою 2.5

0 = d(ab) = d(a)b.

Зауваження 2.1. Умова F2(R) = 0 має важливе значення у
наслiдку 2.2.
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Дiйсно, фактор-кiльце R = Z2[X ]/(X2 + 1) кiльця полi-
номiв Z2[X ] за iдеалом (X2 + 1) мiстить елементи 0, 1, x, x + 1,
де

x(x + 1) = x + 1.

Вiдображення d : R → R таке, що d(0) = d(1) = 0 та d(x) =

d(x + 1) = 1, є диференцiюванням кiльця R. Але тодi R — d-
жорстке кiльце, в якому (x + 1)2 = 0 та d(x + 1) 6= 0.

Наслiдок 2.3. Якщо d — жорстке диференцiювання кiльця
R, то d(annl d(R)) = 0.

Доведення. Оскiльки

annl d(R) · d(annl d(R)) = 0,

то отримуємо, що d(annl d(R)) = 0.

2.2. Константи в локальних кiльцях

Д. Андерсон та П. Лiвiнгстон [13] (див. також С. Мю-
лей [91]) продемонстрували, що в скiнченному комутативному
кiльцi R (що не є полем) будь-який автоморфiзм f такий, що
f (x) = x для усiх дiльникiв нуля x ∈ R, є одиничним автомор-
фiзмом. Оскiльки кожне комутативне скiнченне кiльце — скiн-
ченна кiльцева пряма сума локальних кiлець, то очевидним є
факт, що доведення потребує тiльки той випадок, коли кiльце
локальне. З огляду на це, П. Шарма [101] довiв, що якщо R
— скiнченне комутативне локальне кiльце, що не є полем, тодi
для кожного f ∈ AutR, де f (x) = x для усiх x ∈ J(R), f = idR
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тодi i тiльки тодi, коли поле лишкiв R/J(R) диференцiйно три-
вiальне. Ми розширили цей результат (див. твердження 2.1).

Для його доведення потребуємо низку таких допомiжних
тверджень.

Лема 2.6. Нехай R — кiльце з iдеалом I та d ∈ DerR. Якщо
d(I) = 0, то d(R) ⊆ ann I.

Доведення. Справдi, для кожного r ∈ R, j ∈ I зауважуємо, що

0 = d(jr) = jd(r) та 0 = d(rj) = d(r)j.

Наслiдок 2.4. Нехай R — кiльце з iдеалом I, d ∈ DerR, f ∈
AutR та ann I ⊆ I. Тодi вiрнi такi властивостi:

(i) якщо d(I) = 0, то d2(R) = 0 та (d(R))2 = 0,

(ii) якщо f (x) = x для кожного x ∈ I, то f − idR ∈ DerR.

Доведення. (i) Згiдно леми 2.6 отримуємо, що d(R) ⊆ ann I , а
отже,

d2(R) ⊆ d(ann I) ⊆ d(I) = 0

та
(d(R))2 ⊆ (ann I)I = 0.

(ii) Нехай x ∈ I та a, b, r ∈ R. Тодi xr, rx ∈ I ,

xf (r) = f (x)f (r) = f (xr) = xr,

f (r)x = f (r)f (x) = f (rx) = rx,

а отже,
x(f (r)− r) = 0 = (f (r)− r)x.
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Таким чином, f (r)− r ∈ ann I . З огляду на це, бачимо, що

(f − idR)(a + b) = f (a + b)− idR(a + b) =

= (f (a)− idR(a)) + (f (b)− idR(b)) =

= (f − idR)(a) + (f − idR)(b)

та

(f − idR)(a)b + a(f − idR)(b) = f (a)b− ab + af (b)− ab =

= f (a)f (b) + (f (a)− a)(b− f (b))− ab = f (ab)− ab =

(f − idR)(ab).

А це означає, що f − idR ∈ DerR.

Нагадаємо, що кiльце R локальне, якщо воно мiстить та-
кий двобiчний iдеал I , що фактор-кiльце R/I — тiло.

Наслiдок 2.5. Нехай R — локальне кiльце, що не є полем, I
— його iдеал та 0 6= d ∈ DerR. Якщо лiвий анулятор

annl I = {a ∈ R | aI = 0}

(вiдповiдно правий анулятор

annr I = {a ∈ R | Ia = 0})

нульовий, то d(I) 6= 0.

Доведення. Якщо d(I) = 0, тодi за лемою 2.6

d(R) ⊆ ann I ⊆ annl I = 0,

а це означає, що d = 0, суперечнiсть.

Лема 2.7. Нехай R — кiльце, I — такий його iдеал, що ann I ⊆
I. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(i) для кожного f ∈ AutR такого, що f (x) = x для всiх x ∈ I,
випливає, що f = idR,
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(ii) кожне диференцiювання d ∈ DerR нульове, тобто образ
d(I) = 0.

Доведення. (i)⇒ (ii) Вважаємо, що d ∈ DerR та d(I) = 0. Тодi
для всiх a, b ∈ R знаходимо, що

(d + idR)(a + b) = d(a + b) + idR(a + b) =

= (d(a) + idR(a)) + (d(b) + iR(b)) =

= (d + idR)(a) + (d + idR)(b)

та з огляду на наслiдок 2.4

(d + idR)(a) · (d + idR)(b) = (d(a) + a)(d(b) + b) =

= d(a)d(b) + d(a)b + ad(b) + ab =

= d(a)b + ad(b) + ab = (d + idR)(ab) та (d + idR)(1) = 1.

Так, d + idR — кiльце ендоморфiзмiв кiльця R. Бiльше того,

(d + idR)(idR−d) = idR = (idR−d)(d + idR),

а отже, d + idR ∈ AutR. Оскiльки

(d + idR)(x) = d(x) + x = x = idR(x)

для кожного x ∈ I , то робимо висновок, що d = 0.
(ii) ⇒ (i) Нехай f ∈ AutR та f (x) = x для всiх x ∈ I .

Тодi з огляду на наслiдок 2.4 маємо, що f− idR ∈ DerR. Позаяк
(f − idR)(I) = 0, то робимо висновок, що f = idR.

Лема 2.8. Нехай R — локальне кiльце, d ∈ DerR. Тодi вико-
нуються наступнi властивостi:

(1) якщо d(J(R)) = 0, то d = 0R або ann J(R) 6= 0,

(2) якщо ann J(R) = 0, то d = 0R або d(J(R)) 6= 0.
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Лема 2.9. Нехай R — кiльце i I — такий ненульовий iдеал, що
для диференцiювання d ∈ DerR iз умови d(I) = 0, випливає,
що d = 0. Тодi

ann I ⊆ CR(I) ⊆ Z(R),

де централiзатор

CR(I) = {z ∈ R | zj = jz для усiх j ∈ I}.

Доведення. Очевидно, що annI ⊆ CR(I). Якщо a ∈ CR(I), то
∂a(I) = 0, i тому ∂a(R) = 0. Отже, a ∈ Z(R).

Наслiдок 2.6. Нехай R — кiльце i I — ненульовий iдеал, для
якого виконується умова ann I ⊆ I. Якщо I ⊆ Z(R), то R/I
комутативне.

Доведення. Для кожного елемента x ∈ R маємо, що ∂x(I) = 0,
i тодi за лемою 2.6 робимо висновок, що

∂x(R) ⊆ ann I ⊆ I.

Це показує, що R/I комутативне.

Нагадаємо, що двобiчний iдеал I називається T -нiльпо-
тентним злiва, якщо для будь-якої послiдовностi елементiв
a1, a2, . . . iз I знайдеться таке додатне цiле число n, що

anan−1 · · · a1 = 0.

Теорема 2.1. Нехай R — локальне кiльце з ненульовим T -
нiльпотентним злiва радикалом Джекобсона J(R). Тодi на-
ступнi твердження еквiвалентнi:

(1) для кожного диференцiювання d ∈ DerR такого, що
d(J(R)) = 0, випливає, що d = 0,
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(2) фактор-кiльце R/J(R) — диференцiйно тривiальне поле,

(3) кожен автоморфiзм f ∈ AutR такий, що f (x) = x для
будь-якого x ∈ J(R), тривiальний, тобто f = idR.

Доведення. (1) ⇒ (2) Оскiльки R локальне, то ann J(R) ⊆
J(R). Вважаємо, що θ : R/J(R)→ R/J(R) — ненульове дифе-
ренцiювання та для кожного елемента t ∈ R iснує такий еле-
мент wt ∈ R, що

θ(t + J(R)) = wt + J(R),

де wt0 /∈ J(R) для деякого елемента t0 ∈ R. Кожен T -нiль-
потентний злiва iдеал J(R) має ненульовий анулятор. Якщо
0 6= u ∈ ann J(R), то правило

µu(t) = uwt (t ∈ R)

визначає ненульове диференцiювання µu в R для деякого u ∈
R. Справдi, якщо uwt = 0 (t ∈ R) для всiх u ∈ ann J(R), то
wt0 ∈ J(R), отримали суперечнiсть. Таким чином, µu ненульо-
ве. Оскiльки µu(J(R)) = 0, то робимо висновок, що µu(R) = 0,
а це веде до суперечностi. Отже, фактор-кiльце R/J(R) дифе-
ренцiйно тривiальне.

(2) ⇒ (1) Припустимо, що R/J(R) диференцiйно тривi-
альне кiльце. Тодi кожне внутрiшнє диференцiювання фактор-
кiльця R нульове, а тому R комутативне. I як наслiдок,

R/J(R) = F

— диференцiйно тривiальне поле. Припустимо, що d — таке не-
нульове диференцiювання кiльця R, що d(J(R)) = 0. Тодi пра-
вило

D : R 3 r 7→ d(r) ∈ A ∩ J(R) (r ∈ R)
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визначає ненульове вiдображенняD. Оскiльки A∩J(R) — лiвий
F -лiнiйний простiр, то iснує таке поле F = Fi0 (1 ≤ i0 ≤ n),
що вiдображення

θ : F 3 a 7→ d(a) ∈ A ∩ J(R)

ненульове. Якщо charF = p — просте число, тодi за тверджен-
ням 1.11 маємо, що

a = b
p

для деякого b ∈ F . Отже,

θ(a) = θ(b
p
) = pb

p−1
d(b) = 0.

Припустимо, що charF = 0. Згiдно твердження 1.10 поле F ал-
гебричне над полем рацiональних чисел Q, i тому для кожного
a ∈ F iснує його мiнiмальний полiном

ma = Xn + c1X
n−1 + · · · + cn−1X + cn ∈ Q[X ].

Тодi

0 = θ(ma(a)) = (nan−1 + (n− 1)c1a
n−2 + · · · + cn−11)d(a)

i, як наслiдок, d(a) = 0. Отже, θ нульове i ми отримали супере-
чнiсть.

Приймаючи до уваги лему 2.7, отримуємо, що умови (1)

та (3) еквiвалентнi.

2.3. Артiновi d-жорсткi кiльця

Нагадаємо, що кiльце R називається артiновим злiва,
якщо для будь-якого спадного ланцюга

R = R0 ≥ R1 ≥ . . . Rm ≥
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його лiвих iдеалiв R = R0, R1, . . . , Rm, . . . знайдеться такий iн-
декс n, що

Rn = Rn+1 = · · ·

(тобто будь-який спадний ланцюг лiвих iдеалiв кiльця R за
скiнченне число крокiв обривається).

Нижче вивчаємо структуру комутативного артiнового кiль-
ця з жорсткими диференцiюваннями.

Лема 2.10. Нехай R — локальне лiве артiнове кiльце. Якщо в
R усi диференцiювання жорсткi, то в фактор-кiльцi R/ ann J(R)

також.

Доведення. Вiд супротивного припустимо, що

µ : R/ ann J(R) 3 r + ann J(R) 7→ vr + ann J(R) ∈ R/ ann J(R)

(2.2)
— таке диференцiювання, що vu /∈ ann J(R) та uvu ∈ ann J(R)

для деякого елемента 0 6= u ∈ R. Тодi правило

δ : R 3 r 7→ j0vr (r ∈ R),

де j0vu 6= 0 та vr як i у (2.2), визначає диференцiювання δ в R,
що не є жорстким.

Якщо характеристика pn (n ≥ 2) кiльця R — степiнь про-
стого числа p, то розглянемо

Ωk = Ωk(R) = {x ∈ R | pkx = 0} (1 ≤ k ≤ n).

Очевидно, що Ωk — iдеал кiльця R.

Зауваження 2.2. Нехай R — локальне кiльце та d ∈ DerR.
Якщо J(R) = 0 або d(J(R)) = 0, то диференцiювання d жорс-
тке.
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Як вiдомо, R = J(R)∪U(R). Якщо u ∈ U(R) (вiдповiдно
j ∈ J(R)), то d(u) = 0 або ud(u) 6= 0 (вiдповiдно d(j) = 0).
Отже, R — d-жорстке кiльце.

Лема 2.11. Нехай R — локальне лiве артiнове кiльце. Якщо
в R усi диференцiювання жорсткi та J(R)2 = 0, тодi викону-
ється одна iз наступних властивостей:

(1) R — комутативне кiльце,

(2) d(J(R)) = 0 та d(R)J(R) = 0 для будь-якого d ∈ DerR,

(3) C(R) = R та J(R) ∩ Z(R) = 0.

Якщо R вiльне вiд 2-скруту, то R — тiло або C(R) 6= R.

Доведення. Припустимо, що кiльце R некомутативне (тобто ко-
мутаторний iдеал C(R) 6= 0) та d ∈ DerR. Тодi

d(C(R)) ⊆ C(R).

Якщо 0 6= c ∈ J(R) ∩ Z(R), то cd ∈ DerR та

J(R) · cd(J(R)) = 0,

а отже, cd(J(R)) = 0. Звiдси випливає, що d(J(R)) ⊆ J(R).
Оскiльки J(R)d(J(R)) = 0, то робимо висновок, що d(J(R)) =

0. Тодi
0 = d(RJ(R)) = d(R)J(R).

Вважаємо, що J(R) ∩ Z(R) = 0. Якщо C(R) ⊆ J(R), то

C(R)d(C(R)) = 0,

i, як наслiдок,
C(R) ⊆ Z(R) ∩ J(R),
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а це суперечить припущенню. Отже, C(R) * J(R) та

C(R) = R.

В наступнiй теоремi охарактеризовано комутативнi артi-
новi кiльця з жорсткими диференцiюваннями.

Теорема 2.2. Нехай R — комутативне артiнове кiльце. Тодi
виконується одне iз тверджень:

(1) R має нежорстке диференцiювання,

(2) R = R1⊕· · ·⊕Rn — кiльцева пряма сума кiлець R1, . . . , Rn,
кожне з яких є полем або диференцiйно тривiальним v-
кiльцем.

Доведення. Згiдно леми 2.10 вважаємо, що J(R)2 = 0. Таким
чином, маємо два випадки.

1) Нехай характеристика char(R) = char(R/J(R)). За твер-
дженням 1.12 кiльце

R = J(R) + T

— пряма сума груп, де T — пiдполе в R. Тому для кожного
елемента r ∈ R iснують такi єдинi елементи j ∈ J(R) та t ∈ T ,
що

r = j + t. (2.3)

Правило
δ(r) = j (r ∈ R),

де j — таке, як i у (2.3), визначає диференцiювання δ кiльця R,
що не є жорстким. Отже, J(R) = 0.
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2) Нехай тепер char(R) = p2. За твердженням 1.13 кiльце

R = J(R) + C

— сума груп, де C — таке кiльце коефiцiєнтiв, що C ∼= W/p2W

для деякого v-кiльця W та J(R)∩C = pC. Очевидно, що Ω1 ≤
J(R). Якщо

µ : R/Ω1 3 r + Ω1 7→ ar + Ω1 ∈ R/Ω1 (2.4)

— нежорстке диференцiювання, то iснує елемент v ∈ R такий,
що av /∈ Ω1 та vav ∈ Ω1. Тодi правило

δ(r) = par (r ∈ R),

де ar — таке, як i у (2.4), визначає ненульове диференцiювання
δ кiльця R, де δ(v) 6= 0 та

vδ(v) = vpav = 0.

Отримали суперечнiсть. Отже, у фактор-кiльцi R = R/Ω1 усi
диференцiювання жорсткi. З частини 1) випливає, що R — поле
та J(R) = Ω1. Оскiльки Ω1d(Ω1) = 0 для усiх d ∈ DerR, то
бачимо, що d(J(R)) = d(Ω1) = 0. Очевидно, що J(R) = J1⊕ pC
— пряма сума груп, де J1 ≤ J(R) — деяка пiдгрупа. Тодi

J1C = J1 ⊕ (pC
⋂

J1C)

теж пряма сума груп. Якщо

0 6= pc0 ∈ J1C
⋂

pC

для деякого c0 ∈ C, то c0 ∈ U(R) та Cc0 = C. Тодi pc0 ∈ J1Cc0

та
pc0 = j1c1c0
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для деякого j1 ∈ J1 та c1 ∈ C. Звiдси отримуємо, що

(p− j1c1)c0 = 0,

a отже, j1 = pc−1
1 ∈ J1 ∩ pC = 0, суперечнiсть. Це дає, що

J = J1C ⊕ pC та
R = J1C ⊕ C

— пряма сума груп. Тому для кожного елемента r ∈ R iснують
єдинi елементи j ∈ J1C та c ∈ C такi, що

r = j + c. (2.5)

Правило
γ(r) = j (r ∈ R),

де j — такe, як i у (2.5), визначає ненульове диференцiювання
кiльця R, де γ(J(R)) 6= 0, суперечнiсть. Таким чином, R = C.
Якщо поле лишкiв C/pC має ненульове диференцiювання d, то
в силу зауваження 1.1 кiльце C має ненульове диференцiюван-
ня D таке, що

D(C) * pC,

суперечнiсть. Отже, C/pC (та за твердженням 2.1 i кiльце R)
диференцiйно тривiальне.

Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi роботи введено означення жорсткого ди-
ференцiювання кiльця та дослiджено його властивостi.

В пiдроздiлi 2.1 розглянуто кiльця R iз властивiстю

ad(a) 6= 0
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для ненульових a ∈ R. Доведено, що для вiльного вiд 2-скруту
напiвпервинного кiльця R усi диференцiювання жорсткi тодi i
тiльки тодi, коли R редуковане (твердження 2.2).

В пiдроздiлi 2.2 розширено результат iз [101] на випадок
нескiнченних кiлець (теорема 2.1).

В пiдроздiлi 2.3 доведено, що комутативне артiнове кiльце
R або має нежорстке диференцiювання, або R = R1 ⊕ · · · ⊕
Rn — пряма сума кiлець R1, . . . , Rn, кожне з яких є полем або
диференцiально тривiальним v-кiльцем (теорема 2.2).

Результати цього роздiлу мiстяться в в [3, 10].
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РОЗДIЛ 3

ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ IЗ РЕГУЛЯРНИМИ

ЗНАЧЕННЯМИ В КIЛЬЦI

Активно дослiджуються властивостi кiлець, що мають ди-
ференцiювання, значення яких задовольняють певним власти-
востям. Так, Дж. Берген, I. Херстейн та Ч. Ланскi [32] дослi-
дили структуру кiлець R iз одиницею 1, якi мають таке ди-
ференцiювання d, що d(x) = 0 або d(x) – оборотний елемент
для всiх x ∈ R. Зокрема, вони встановили, що R — це тiло,
або кiльце квадратних матриць M2(D) степеня 2 над тiлом D,
або R ∼= D[x]/(x2), де D — тiло характеристики 2, d(D) = 0

та d(x) = ax + 1, де a ∈ Z(D). Дж. Берген i Л. Чарiнi [29]
розширили цей результат на випадок, коли d(x) = 0 або d(x)

– оборотний елемент для всiх елементiв x iз нецентрального
iдеала Лi U кiльця R. Т.К. Лi [81] розглянув бiльш загальний
випадок, коли значення

d(f (x1, . . . , xn))

дорiвнює 0 або є оборотним для всiх елементiв x1, . . . , xn ∈ R,
де f (x1, . . . , xn) — мультилiнiйний полiном, що приймає нецен-
тральне значення. Б. Фельзензвальб та Ч. Ланскi [50] дослi-
джували кiльця R, що не мiстять ненульових однобiчних нiль-
iдеалiв з таким диференцiюванням d, значення якого d(x) нiль-
потентнi для всiх x з певного ненульового iдеала кiльця R. Л.
Чарiнi та А. Джамбруно [41] розширили цей результат на ви-
падок, коли значення x пробiгають iдеал Лi iз R та характе-
ристика кiльця R вiдмiнна вiд 2, а Т.К. Вонг [106] перенiс його
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на випадок мультилiнiйного полiнома iз нецентральним значен-
ням. Пiзнiше Дж. Берген [28] довiв, що кiльце R без ненульових
одностороннiх нiль-iдеалiв i з таким ненульовим диференцiюва-
нням d, що d(x) оборотний або нiльпотентний для всiх x ∈ R
– це тiло або кiльце квадратних матриць M2(D) порядку 2 над
тiлом D. Т.К. Лi та Т.Л. Вонг [83] узагальнили цей результат
на випадок мультилiнiйних полiномiв. В цьому напрямку дослi-
джувалась також низка iнших проблем. Наприклад, I.Херстейн
[65] вивчав первиннi кiльця R iз таким ненульовим диференцi-
юванням d, що d(x)n ∈ Z(R) для всiх x ∈ R, де n — фiксоване
додатне цiле число. Х. Коматсу та А. Накаїма [77], Й. Лiн та
Ц. Лю [84] дослiджували будову кiлець з подiбними властиво-
стями для узагальненого диференцiювання.

Як вiдомо, елемент x ∈ R називається правим регуляр-
ним (вiдповiдно лiвим регулярним) в кiльцi R, якщо для будь-
якого r ∈ R справджується iмплiкацiя

xr = 0⇒ r = 0 ( вiдповiдно rx = 0⇒ r = 0).

Якщо елемент x ∈ R одночасно лiвий i правий регулярний в R,
то вiн називається регулярним.

Нагадаємо, що в книзi Н. Джекобсона [69] адитивне вi-
дображення δ : R → R називається (θ, ϕ)-диференцiюванням,
якщо

δ(xy) = δ(x)θ(y) + ϕ(x)δ(y)

для всiх x, y ∈ R, де θ, ϕ — кiльцевi ендоморфiзми. Якщо
θ = idR, а ϕ — ендоморфiзм кiльця R, то δ називається ϕ-
диференцiюванням.

Надалi будемо говорити, що асоцiативне кiльце R
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• задовольняє умову (∗), якщо знайдеться таке ненульове ди-
ференцiювання d : R→ R, що d(x) = 0 або d(x) — регуляр-
ний елемент в кiльцi R для будь-якого елемента x ∈ R,

• задовольняє умову (∗∗), якщо якщо знайдеться такий нето-
тожний автоморфiзм ϕ : R→ R, що для ϕ-диференцiювання
1− ϕ справджується властивiсть (∗).

Як встановлено в теоремi iз [30], для автоморфiзма Φ :

Q → Q, що є розширенням ϕ : R → R, який задовольняє
властивiсть (∗∗), справджується таке:

(i) автоморфiзм Φ не є внутрiшнiй тодi i тiльки тодi, коли T
має такий невнутрiшнiй автоморфiзм ψ, що ψ2(x) = u−1xu

для будь-якого x ∈ T , де ψ(u) = u та u 6= yψ(u) для кож-
ного y ∈ T ,

(ii) автоморфiзм Φ внутрiшнiй тодi i тiльки тодi, коли T не
мiстить жодного квадратичного розширення свого центра
Z(T ).

3.1. Диференцiювання з регулярними значеннями

Лема 3.1. Нехай кiльце R задовольняє умову (∗) та x ∈ R.
Якщо d(x) = 0, то x = 0 або x — регулярний елемент в R.

Доведення. Припустимо, що x 6= 0. Позаяк d 6= 0, то d(y) 6= 0

для певного елемента y ∈ R. За умовою (∗) вiдомо, що d(y) —
регулярний елемент. Тому

d(xy) = xd(y) 6= 0 та d(yx) = d(y)x 6= 0,



74

а значить, xd(y) та d(y)x — регулярнi елементи. Якщо b ∈ R та
bx = 0 (вiдповiдно xb = 0), то

b(xd(y)) = (bx)d(y) = 0 (вiдповiдно (d(y)x)b = d(y)(xb) = 0).

На основi отриманого вище b = 0, а тому x регулярний в R.

Лема 3.2. Нехай d — ненульове диференцiювання кiльця R,
що задовольняє умову (∗). Якщо L — ненульовий лiвий iдеал
кiльця R, то його образ d(L) 6= 0 ненульовий.

Доведення. Якщо L = R, то твердження вiрне. Тому надалi
L 6= R — власний лiвий iдеал. Припустимо протилежне, тобто

d(L) = 0.

Якщо 0 6= a ∈ L, то за лемою 3.1 робимо висновок, що a —
регулярний елемент вR. Оскiльки ra ∈ L для будь-якого r ∈ R,
то

0 = d(ra) = d(r)a.

Внаслiдок регулярностi елемента a ∈ R отримуємо, що d(r) =

0, тобто d = 0. Отримана суперечнiсть показує, що d(L) 6= 0.

Лема 3.3. Якщо R задовольняє умову (∗), то charR = p для
деякого простого числа p або F (R) = 0 (а тому адитивна група
R+ вiльна вiд скруту).

Доведення. Припустимо, що F (R) 6= 0. Тодi адитивна група
F (R)+ має ненульову p–компоненту Fp(R) для деякого простого
числа p. Нехай x ∈ F (R) — елемент порядку pk. Припустимо,
що k ≥ 2. Тодi

pkd(x) = d(pkx) = 0,
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а отже,
(pd(x))k = 0.

Якщо pd(x) 6= 0, то pd(x) = d(px) — дiльник нуля в R, а це
суперечить умовi (∗). Отже, d(px) = pd(x) = 0 та за лемою 3.1
маємо px — регулярний елемент (що суперечить припущенню)
або px = 0. Отже, k = 1.

Якщо припустити, що p–компонента Fp(R) 6= F (R), то
знайдеться таке просте число q, що q 6= p та Fq(R) 6= 0. Тодi за
лемою 3.2 маємо d(Fq(R)) 6= 0 та d(Fp(R)) 6= 0 i, як наслiдок,

d(Fq(R))d(Fp(R)) = 0,

а це веде до суперечностi з умовою (∗). Отже, F (R) = Fp(R).
Припустимо, що Fp(R) 6= R. Тодi pR 6= 0 та Fp(R)·pR = 0,

а це з огляду на умову (∗) та лему 3.2 веде до суперечностi.
Таким чином, Fp(R) = R.

Кiльце, яке не має ненульових нiльпотентних елементiв,
прийнято називати редукованим.

Наслiдок 3.1. Нехай d — ненульове диференцiювання кiльця
R, яке задовольняє умову (∗), та e = e2 ∈ R. Якщо R реду-
коване (вiдповiдно комутативне), то iдемпотент e ∈ {0, 1}
тривiальний.

Доведення. Зрозумiло, що кiльце R завжди мiстить два три-
вiальнi iдемпотенти 0, 1. Припустимо протилежне, тобто що
знайдеться iдемпотент e 6∈ {0, 1}. Тодi

e(1− e) = 0 = (1− e)e,
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а тому е — дiльник нуля. Оскiльки

d(e) = d(e2) = d(e)e + ed(e)

та
d(e)e = d(e)e + ed(e)e,

то
ed(e)e = 0 та (d(e)e)2 = 0.

Якщо R редуковане (вiдповiдно комутативне), то ed(e) = 0 =

d(e)e. За лемою 3.1 маємо d(e) 6= 0 та згiдно умови (∗) еле-
мент d(e) регулярний. Як наслiдок, e = 0 всупереч зробленому
припущенню.

Лема 3.4. Якщо кiльце R задовольняє умову (∗), то

(i) P(R)2 = 0,

(ii) якщо адитивна група R+ без скруту (вiдповiдно charR >

2), то P(R) = 0 (тобто кiльце R напiвпервинне).

Доведення. (i) Припустимо, що P(R)2 6= 0. Оскiльки

0 6= d(P(R)2) ⊆ P(R),

то з огляду на лему 3.2 i умову (∗) дiстаємо суперечнiсть.
(ii) За твердженням 1.14 (вiдповiдно за твердженням 1.15)

маємо d(P(R)) ⊆ P(R). Тодi внаслiдок умови (∗) та леми 3.1
отримуємо, що P(R) = 0.

Лема 3.5. Напiвпервинне кiльце R з умовою (∗) первинне.
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Доведення. Припустимо, що A,B — такi ненульовi iдеали кiль-
ця R, що AB = 0. Тодi BA = 0 та знайдуться такi ненульовi
елементи a ∈ A та b ∈ B, що ab = 0 = ba, d(b) 6= 0 згiдно леми
3.2 та

B 3 d(a)b = −ad(b) ∈ A, B 3 d(b)a = −bd(a) ∈ A.

Оскiльки A ∩B = 0, то

ad(b) = 0 = d(b)a,

а це веде до суперечностi з огляду на умову (∗). Отже, R —
первинне кiльце.

Наслiдок 3.2. Нехай R — комутативне кiльце з умовою (∗).
Якщо його перiодична частина F (R) = 0 нульова (вiдповiдно
R з характеристикою n > 0 та найбiльший спiльний дiльник
НСД(n, 2) = 1 одиничний), то воно редуковане (а тому пер-
винне).

Доведення. Нехай x2 = 0 для деякого елемента x ∈ R. Тодi

0 = d(x2) = 2xd(x),

а звiдси отримуємо, що xd(x) = 0. Внаслiдок умови (∗) маємо
d(x) = 0. З леми 3.1 випливає, що x = 0 або x — регулярний
елемент в кiльцi R. Отже, кiльце R редуковане.

Зазначимо, що в комутативному кiльцi R для множини
всiх регулярних елементiв S iснує кiльце дробiв Q(R) = RS−1

(див. [21]).

Нижче доведено таке
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Теорема 3.1. Нехай R — комутативне кiльце. Тодi R має не-
нульове диференцiювання d, що задовольняє умову (∗), в тому
i тiльки в тому випадку, коли класичне кiльце дробiв Q(R)

— поле або Q(R) = T [X ]/(X2), де d(T ) = 0, характеристика
charT = 2 та d(X) = 1 + aX для деякого a ∈ Z(T ).

Доведення. Якщо кiльце R первинне (а отже, область цiлiсно-
стi), то Q(R) — поле. Таким чином, вважаємо, що R не є обла-
стю цiлiсностi. За лемою 3.4 маємо P(R)2 = 0 та charR = 2.
Нехай d — ненульове диференцiювання кiльця R, що задоволь-
няє умову (∗). Тодi можемо продовжити d до диференцiюван-
ня D над Q(R) (див. твердження 1.16). Отже, за твердженням
1.17 маємо Q(R) ∼= T [X ]/(X2), де характеристика charT = 2,
d(T ) = 0 та d(X) = 1 + aX для деякого a ∈ Z(T ).

3.2. Кiльця, що мають ϕ-диференцiювання
з регулярними значеннями

Лема 3.6. Нехай R — кiльце з неодиничним автоморфiзмом
ϕ, що задовольняє умову (∗∗). Якщо ϕ(x) = x для деякого x ∈
R, то x = 0 або x регулярний в кiльцi R.

Доведення. Оскiльки ϕ(r)− r 6= 0 для деякого r ∈ R, то

x(ϕ(r)− r) = ϕ(xr)− xr 6= 0,

а значить, елемент x регулярний.

Наслiдок 3.3. Нехай R — кiльце з неодиничним автоморфiз-
мом ϕ, що задовольняє умову (∗∗). Тодi:
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(a) P(R) = 0 (а тодi R напiвпервинне),

(b) адитивна група R+ без скруту або pR = 0 для деякого
простого числа p.

Доведення. (a) Якщо 0 6= x ∈ P(R), то за лемою 3.6 та умовою
(∗∗) маємо, що

0 6= ϕ(x)− x ∈ P(R)

— регулярний елемент в R. Отримали суперечнiсть.
(b) Припустимо, що iснує ненульовий елемент 0 6= x ∈

Fp(R) порядку pk в адитивнiй групi R+, де k — деяке додатне
цiле число. Тодi x− ϕ(x) ∈ Fp та

(pk · 1)(x− ϕ(x)) = 0.

На основi леми 3.6 та умови (∗∗) отримуємо, що k = 1, а отже,
pR = 0.

ЯкщоR — напiвпервинне праве кiльце Голдi, то iснує його
класичне праве кiльце дробiв Q = Q(R) (див. твердження 1.18
та 1.19). Тодi кожен регулярний елемент з R оборотний в Q.

Нами отримано розширення теореми iз [30].

Теорема 3.2. Нехай R — праве кiльце Голдi. Якщо R має та-
кий неодиничний автоморфiзм ϕ, що x − ϕ(x) нульовий або
регулярний для кожного x ∈ R, тодi R — напiвпервинне кiль-
це з класичним правим кiльцем дробiв Q одного iз типiв:

(1) Q — тiло,

(2) Q = T ⊕ T — кiльцева пряма сума, де T — тiло,
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(3) Q = M2(T ) — кiльце матриць степеня 2 над тiлом T .

Доведення. Нехай ϕ ∈ AutR задовольняє (∗∗), а Φ ∈ AutQ —
його продовження на класичне праве кiльце дробiв Q кiльця R.
Попередньо встановимо деякi властивостi.

(1◦) Якщо I — власний лiвий iдеал в Q, то I ∩ Φ(I) = 0.
Справдi, нехай I ненульовий. Вiд супротивного припустимо, що
знайдеться

0 6= q ∈ I
⋂

Φ(I).

Вважаємо без обмеження загальностi, що q ∈ R. Оскiльки q =

Φ(y) для певного y ∈ I та

y = Φ−1(q) = ϕ−1(q) ∈ R,

то y−ϕ(y) ∈ I ∩R — лiвий регулярний елемент в R. Як наслi-
док, y ∈ U(Q) та I = Q. Отримали суперечнiсть.

(2◦) Кожен лiвий iдеал iз Q є мiнiмальним в Q. Дiйсно,
для ненульового власного лiвого iдеала I ≤ Q сума M = I +

Φ(I) також лiвий iдеал в Q та

0 6= Φ(I) ≤M + Φ(M).

Внаслiдок цього M = Q та Q = I ⊕Φ(I) — пряма сума iдеалiв.
Якщо S — ненульовий лiвий iдеал кiльця Q та S ≤ I , то

з тих же мiркувань отримуємо, що

Q = S ⊕ Φ(S)

— пряма сума iдеалiв. Тому для кожного 0 6= l ∈ I маємо
розклад

l = n + Φ(m)

для певних елементiв n,m ∈ S, а звiдси

Φ(m) = l − n ∈ I ∩ Φ(I).
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Тому m = 0, l = n ∈ S та I = S — мiнiмальний лiвий iдеал в
кiльцi Q.

(3◦) Якщо кiльце Q не є простим, то Q = I1 ⊕ I2 —
пряма сума iдеалiв I1, I2 таких, що I2 = Φ(I1) — тiло. Якщо
I — ненульовий власний iдеал iз Q, то за встановленим в (2◦)

робимо висновок, що

Q = I ⊕ Φ(I)

— пряма сума iдеалiв, причому I — мiнiмальний лiвий iдеал в
Q. Тому I ∼= Φ(I) — тiло.

(4◦) Якщо Q — просте кiльце, то Q — тiло або Q =

M2(T ) — кiльце матриць степеня 2 над тiлом T . Якщо при-
пустити, що Q не є тiлом, то з огляду на (2◦) Q — просте ар-
тiнове кiльце. Звiдси легко випливає, що Q = M2(T ) над тiлом
T .

Решта випливає iз твердження 1.20.

Висновки до роздiлу 3

В даному роздiлi роботи дослiджується будова кiлець,
що мають диференцiювання (вiдповiдно неодиничний автомор-
фiзм) з регулярними значеннями (див. означення умов (∗) та
(∗∗)).

В пiдроздiлi 3.1:

• встановлено деякi елементарнi властивостi диференцiювань
з регулярними значеннями (тобто з умовою (∗));

• охарактеризовано будову комутативних кiлецьR, що мають
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ненульове диференцiювання d, яке задовольняє умову (∗)
(теорема 3.1).

В пiдроздiлi 3.2:

• дослiджено деякi елементарнi властивостi кiлець, що ма-
ють ϕ-диференцiювання з регулярними значеннями (тобто
з умовою (∗∗));

• описано будову правих кiлець Голдi R, що мають неодинич-
ний автоморфiзм ϕ, який задовольняє умову (∗∗) (теорема
3.2).

Результати цього роздiлу мiстяться в [2, 6, 7, 11].
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РОЗДIЛ 4

СТРУКТУРИ ЛI ТА ЖОРДАНА ДИФЕРЕНЦIЙНО

НАПIВПЕРВИННИХ КIЛЕЦЬ

Нехай надалi R — асоцiативне кiльце з одиницею 1 (з опе-
рацiями додавання "+" та множення "·"), DerR — множина
усiх диференцiювань в R. На множинi R визначимо двi опера-
цiї:

• множення Лi "[−,−]"

[a, b] = a · b− b · a

та
• множення Жордана "(−,−)"

(a, b) = a · b + b · a

для будь-яких a, b ∈ R. Тодi

RL = (R,+, [−,−])

— кiльце Лi та
RJ = (R,+, (−,−))

— жорданове кiльце (див. [70] та [71]), асоцiйованi з асоцiатив-
ним кiльцем R. Пригадаємо, що адитивна пiдгрупа A кiльця R
називається:

• iдеалом Лi кiльця R, якщо

[a, r] ∈ A,

• iдеалом Жордана кiльця R, якщо

(a, r) ∈ A
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для усiх a ∈ A та r ∈ R. Очевидно, що A — iдеал Лi (вiдповiдно
Жордана) кiльця R тодi i тiльки тодi, коли AL (вiдповiдно AJ)
— iдеал кiльця RL (вiдповiдно RJ).

Приклад 4.1. Кожен iдеал асоцiативного кiльця R є його iде-
алом Лi. Навпаки невiрно. Наприклад,

R = {

(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ Z}

— кiльце iз

U = {

(
a b

0 a

)
| a, b ∈ Z}

iдеалом Лi, що не iдеалом в кiльцi R.

Взаємозв’язки мiж властивостями асоцiативного кiльця
R, кiльця Лi RL та жорданового кiльця RJ вивчались I. Хер-
стейном та його студентами (див. [58, 59, 62] та бiблiографiю
в монографiях [60] i [38]). Вiн, зокрема, отримав для кiльця
R характеристики вiдмiнної вiд 2, що з простоти R випливає
простота жорданового кiльця RJ [58, Теорема 1]. K. Маккрiмон
[90, Теорема 4] довiв, що R — проста алгебра тодi i тiльки тодi,
коли RJ — проста жорданова алгебра. Наш результат в цьому
напрямку — це теорема 4.3.

4.1. Диференцiйнi аналоги результатiв Херстейна

Для доведення теореми 4.3 нам необхiднi наведенi нижче
результати. Домовимось, що всюди в цьому пiдроздiлi k ≥ 1 та
mi ≥ 0 — цiлi числа (i = 1, . . . , k).
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Лема 4.1. Нехай R — ∆-напiвпервинне кiльце, A та B — його
∆-iдеали. Тодi виконуються такi властивостi:

(i) якщо AB = 0, то BA = 0,

(ii) annlA = annrA,

(iii) A ∩ annrA = 0.

Доведення. (i) Справдi, BA — ∆-iдеал та (BA)2 = 0 i тому
BA = 0.

(ii) Позначимо (annrA)A символом X . Оскiльки X — ∆-
iдеал та X2 = 0, то робимо висновок, що X = 0. Це означає,
що

annrA ⊆ annlA.

Зворотне включення доводимо аналогiчно.
(iii) Оскiльки A ∩ annrA — нiльпотентний ∆-iдеал, то

отримуємо бажане.

Надалi нехай

Xa = {[δm1
1 . . . δ

mk
k (a), x] | x ∈ R, δi ∈ ∆, mi ≥ 0

та k ≥ 1 — цiлi числа (i = 1, . . . , k)}.

Очевидно, що [a, x] ∈ Xa.

Лема 4.2. Нехай R — ∆-напiвпервине кiльце та a ∈ R. Тодi
вiрнi наступнi властивостi:

(i) якщо
a[δm1

1 . . . δ
mk
k (a), R] = 0

для будь-яких цiлих чисел k ≥ 1, mi ≥ 0 та диференцiю-
вань δi ∈ ∆ (i = 1, . . . , k), то a ∈ Z(R),
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(ii) якщо I — правий ∆-iдеал кiльця R, то Z(I) ⊆ Z(R),

(iii) якщо I — комутативний правий ∆-iдеал кiльця R та I
ненульовий, то I ⊆ Z(R). Бiльше того, якщо R — ∆-
первинне кiльце, то воно комутативне.

Доведення. (i) Нехай x, y ∈ R та d, δ ∈ ∆. Оскiльки

[b, xy] = [b, x]y + x[b, y] (4.1)

для будь-яких b ∈ Xa та a[b, xy] = 0, то робимо висновок, що
ax[b, y] = 0. Звiдси отримуємо, що ayx[b, y] = 0 та yax[b, y] = 0

та, як наслiдок,
(R[a, y]R)2 = 0. (4.2)

Крiм того,
0 = d(a[b, x]) = d(a)[b, x].

Домножуючи (4.1) на d(a) злiва, отримуємо

d(a)x[b, y] = 0.

Бiльше того,

0 = δ(ax[d(b), y]) = δ(a)x[d(b), y]

та, мiркуючи подiбним чином, одержуємо

δm1
1 . . . δ

mk
k (a)x[δm1

1 . . . δ
mk
k (a), y] = 0

для будь-яких цiлих чисел k ≥ 1, mi ≥ 0 та диференцiювань
δi ∈ ∆ (i = 1, . . . , k). Як i у доведеннi умови (4.2), робимо
висновок, що

(R[δm1
1 . . . δ

mk
k (a), y]R)2 = 0.
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Тодi

I =

∞∑
k=1

∑
δ1 . . . δk ∈ ∆

y ∈ R

R[δm1
1 . . . δ

mk
k (a), y]R

— сума нiльпотентних iдеалiв, а тому є нiль-iдеалом. Оскiльки
I — ∆-iдеал, то бачимо, що I = 0 та, як наслiдок, a ∈ Z(R).

(ii) Нехай a ∈ Z(I) та y ∈ R. Тодi для δ1, . . . , δk ∈ ∆

маємо
δm1

1 . . . δ
mk
k (a) ∈ Z(I)

та ay ∈ I . Звiдси одержеємо наступне

a(δm1
1 . . . δ

mk
k (a)y) = δm1

1 . . . δ
mk
k (a)(ay) = a(yδm1

1 . . . δ
mk
k (a)).

Таким чином,
a[δm1

1 . . . δ
mk
k (a), y] = 0.

Згiдно (i) отримуємо, що a ∈ Z(R) центральний.
(iii) Згiдно (ii) маємо I ⊆ Z(R). Вважаємо, що R є

∆-первинним, u, v ∈ R та a ∈ I . Тодi au ∈ I i так au ∈ Z(R).
Оскiльки

a(uv) = (au)v = v(au) = (va)u = a(vu),

то бачимо, що
[u, v] ∈ annr I.

За лемою 1.2(3) отримуємо, що [u, v] = 0, а отже, R комутатив-
не.

Лема 4.3. Нехай R — ∆-первинне кiльце та a ∈ R. Якщо
a ∈ CR(I) для деякого ненульовго правого ∆-iдеала I з R, то
a ∈ Z(R).
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Доведення. Вiзьмемо y ∈ R та b ∈ I . Тодi by ∈ I i так
bay = a(by) = bya. Звiдси випливає, що

I [a, y] = 0 = [a, y]I.

За лемою 1.2(3) робимо висновок, що [a, y] = 0. Отже, a ∈
Z(R).

Лема 4.4. Лiвий анулятор annl(Xa) — лiвий ∆-iдеал кiльця R.

Доведення. Випливає безпосередньо iз означення.

Лема 4.5. Якщо R — ∆-напiвпервинне кiльце, то

CR([R,R]) ⊆ Z(R).

Доведення. Вiзьмемо a ∈ CR([R,R]), d, δ ∈ ∆ та x, y ∈ R. Замi-
нимо x на a та xd(a) на xy в (4.1). Тодi одержимо

[x, xd(a)] = [x, x]d(a) + x[x, d(a)]

та, як наслiдок,

[a, x[x, d(a)]] = 0 та [a, x][x, d(a)] = 0.

Тодi, з тих же мiркувань, що й у доведеннi леми 4.2(1), отри-
муємо, що [a, x] ∈ annl(Xa) та A = annl(Xa) — ∆-iдеал. Тому

[δ(a), x][d(a), x] = δ([a, x][d(a), x]) = 0.

Оскiльки A∩ annlA = 0, то робимо висновок, що a ∈ Z(R).

Лема 4.6. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту ∆-напiвпервинне
кiльце. Якщо a ∈ R комутує з усiма елементами iз Xa, то
a ∈ Z(R).
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Доведення. Нехай r, x, y ∈ R та d ∈ ∆. Очевидно, що ∂2
a(x) = 0.

З рiвностi ∂2
a(xy) = 0 слiдує, що

2∂a(x)∂a(y) = 0,

а тодi ∂a(x)∂a(y) = 0. Оскiльки

0 = ∂a(x)∂a(rx) = ∂a(x)∂a(r)x + ∂a(x)r∂a(x) = ∂a(x)r∂a(x),

то робимо висновок, що

∂a(x)R∂a(x) = 0 та (∂a(x)R)2 = 0.

Бiльше того, a[b, x] = [b, x]a для будь-якого [b, x] ∈ Xa, i тодi

d(a)[b, x] + a[d(b), x] + a[b, d(x)] =

= [b, x]d(a) + [d(b), x]a + [b, d(x)]a.

З цього випливає, що

d(a)[b, x] = [b, x]d(a).

А це означає, що CR(Xa) є ∆-стабiльним та (∂d(a)(x)R)2 = 0. Як
наслiдок,

I =

∞∑
k=1

∑
x ∈ R
mk ≥ 0

δ1, . . . , δk ∈ ∆

∂δm1
1 ...δ

mk
k (a)(x)R

— сума нiльпотентних iдеалiв, a тому I — нiль-iдеал. Оскiльки
I — ∆-iдеал, робимо висновок, що I = 0. Отже, a ∈ Z(R).

Наступна лема — це розширення леми 1 з [62] на дифе-
ренцiйний випадок.

Лема 4.7. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту ∆-напiвпервинне
кiльце, T — його ∆-iдеал Лi. Якщо [T, T ] ⊆ Z(R), то T ⊆
Z(R).
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Доведення. Нехай x ∈ R та t ∈ T .
1) Якщо [T, T ] = 0, то [t, x] ∈ T i так [t, [t, x]] = 0. За

лемою 4.6 маємо T ⊆ Z(R).
2) Тепер припустимо, що 0 6= [a, b] ∈ [T, T ] для деяких

a, b ∈ T . Тодi

∂a(b) ∈ Z(R) та ∂2
a(R) ⊆ Z(R).

Бiльше того, маємо, що

Z(R) 3 ∂2
a(bx) = ∂a(∂a(b)x + b∂a(x)) =

= ∂2
a(b)x + 2∂a(b)∂a(x) + b∂2

a(x) =

= 2∂a(b)∂a(x) + b∂2
a(x),

а отже,
[2∂a(b)∂a(x) + b∂2

a(x), b] = 0.

Тодi

0 = 2∂b(∂a(b))∂a(x) + 2∂a(b)∂b(∂a(x))+

+∂b(b)∂
2
a(x) + b∂b(∂

2
a(x)) =

= 2∂a(b)∂b(∂a(x))

(4.3)

та
∂a(ba) = ∂a(b)a + b∂a(a) = ∂a(b)a.

Замiнимо ba на x в (4.3) та отримаємо

0 = 2∂a(b)∂b(∂a(b)a) =

= 2∂a(b)(∂b(∂a(b)) + ∂a(b)∂b(a)) = −2∂a(b)
3.

Тому ∂a(b)
3 = 0 i R∂a(b) — нiльпотентний iдеал в R та, як

наслiдок, ∑
a,b∈T

R∂a(b)
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— ненульовий нiль ∆-iдеал. Отримали суперечнiсть.

Лема 4.8. Якщо U — ∆-iдеал Лi кiльця R та

I(U) = {u ∈ U | uR ⊆ U},

то I(U) — найбiльший ∆-iдеал кiльця R такий, що

I(U) ⊆ U.

Доведення. Нехай u, v ∈ I(U), x, y ∈ R та δ ∈ ∆. Очевидно, що
I(U) — адитивна пiдгрупа кiльця R, I(U) ⊆ U та

(ux)y = u(xy) ∈ (ux)R = u(xR) ⊆ uR ⊆ U,

тобто ux ∈ I(U). Iз рiвностей

u(xy)− (yu)x = (ux)y − y(ux) = [ux, y] ∈ U

(а також (yu)x ∈ U) маємо, що yu ∈ I(U). Отже, U — двобiч-
ний iдеал кiльця R. Бiльше того,

δ(u)x + uδ(x) = δ(ux) ∈ δ(U) ⊆ U

та uδ(x) ∈ uR ⊆ U . Таким чином, δ(u)x ∈ U . Це означає,
що I(U) — ∆-iдеал кiльця R. Якщо A — ∆-iдеал кiльця R, що
мiститься в U , то

AR ⊆ A ⊆ U,

а отже, A ⊆ I(U).

Лема 4.9. Нехай U — ∆-iдеал Лi кiльця R. Якщо U — асоцiа-
тивне пiдкiльце iз R, то [U,U ] = 0 або U мiстить ненульовий
∆-iдеал кiльця R.
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Доведення. Вважаємо, що x ∈ R та [U,U ] 6= 0. Тодi [u, v] 6= 0

для деяких u, v ∈ U та

[u, vx] = u(vx)− (vx)u = (uv − vu)x + v(ux− xu).

Оскiльки [u, x], [u, vx] ∈ U та v[u, x] ∈ U , то робимо висновок,
що [u, v]x ∈ U . Це означає, що [u, v] ∈ I(U). З огляду на лему
4.8 дiстаємо, що I(U) — ненульовий ∆-iдеал iз R, що мiститься
в U .

Твердження 4.1. Якщо U — ∆-iдеал Лi кiльця R, то [U,U ] =

0 або iснує такий ненульовий ∆-iдеал IU кiльця R, що [IU , R] ⊆
U .

Доведення. Згiдно твердження 1.21 маємо

T (U) = {t ∈ R | [t, R] ⊆ U},

що є одночасно iдеалом Лi та асоцiативним пiдкiльцем кiльця
R та U ⊆ T (U). Бiльше того, для δ ∈ ∆ маємо

[δ(t), R] + [t, δ(R)] = δ([t, R]) ⊆ δ(U) ⊆ U,

i тому [δ(t), R] ⊆ U . Отже, T (U) є ∆-стабiльним. Якщо

[U,U ] 6= 0,

то згiдно лем 4.8 та 4.9 отримуємо

IU = I(T (U)) ⊆ T (U)

— такий ненульовий ∆-iдеал з R, що [IU , R] ⊆ U .

Лема 4.10. Нехай U — ∆-iдеал Лi кiльця R. Якщо [U,U ] = 0,
то централiзатор CR(U) — ∆-iдеал Лi та асоцiативне пiд-
кiльце кiльця R.
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Доведення. Встановлюється безпосередньою перевiркою.

Тепер розширимо теорему 1.3 з [60] в у такому виглядi.

Теорема 4.1. Нехай R — ∆-просте кiльце характеристики 2.
Якщо U — ∆-iдеал Лi кiльця R, то виконується одна з нас-
тупних умов:

(1) [R,R] ⊆ U ,

(2) U ⊆ Z(R),

(3) R мiстить таке пiдполе P , що U ⊆ P та [P,R] ⊆ P .

Доведення. Якщо [U,U ] 6= 0, то [R,R] ⊆ U за твердженням 4.1.
Тому припускаємо, що [U,U ] = 0. Згiдно з лемою 4.10 CR(U) —
такий ∆-iдеал Лi та асоцiативне пiдкiльце кiльця R, що U ⊆
CR(U).

a) Якщо пiдкiльце CR(U) некомутативне, то CR(U) = R

за лемою 4.9. Отже, U ⊆ Z(R).
b) Тепер припустимо, що централiзатор CR(U) комутатив-

ний. Якщо c ∈ CR(U) та x ∈ R, то

c2 ∈ CR(U) та [c2, x] = [[c, x], x] = 2c[c, x] = 0.

Звiдси випливає, що c2 ∈ Z(R). Згiдно iз твердженням 1.22
маємо, що Z(R) — поле. Як наслiдок, c2 (i так c) оборотний в
CR(U). Отже, CR(U) — поле.

Наслiдок 4.1. Нехай R — ∆-просте кiльце. Якщо U — ∆-iдеал
Лi кiльця R, то виконується одна з наступних умов:

(1) [R,R] ⊆ U ,
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(2) U ⊆ Z(R),

(3) charR = 2 та R мiстить таке пiдполе P , що U ⊆ P та
[P,R] ⊆ P .

4.2. Жорданова структура

Лема 4.11. Нехай R — ∆-просте кiльце характеристики 6= 2,
U — його власний ∆-iдеал Жордана та a ∈ R. Якщо [a,R] ⊆ U ,
то a = 0.

Доведення. Вiзьмемо x, y ∈ U . Оскiльки [a, x] ∈ U та (a, x) ∈
U , то отримаємо, що 2ax ∈ U i, як наслiдок, ax ∈ U та (ax, y) ∈
U . Бiльше того, з умови axy ∈ U випливає, що yax ∈ U . Це
означає, що RaR ⊆ U . Оскiльки d(a) ∈ U для будь-якого d ∈
∆, то з огляду на твердження 1.23 отримуємо, що

∞∑
k=1

∑
δ1, . . . , δk ∈ ∆

(m1, . . . ,mk) ∈ Nk

Rδm1
1 . . . δ

mk
k (a)R

— власний ∆-iдеал кiльцяR, що мiститься в U . Отже, a = 0.

Зауваження 4.1. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту кiльце, U —
його ∆-iдеал Жордана. Якщо ∆ мiстить усi внутрiшнi дифе-
ренцiювання кiльця R, то U — iдеал в R.

Справдi, маємо

2xa = [a, x] + (a, x) ∈ U

для будь-яких a, b, x ∈ U i тому xa ∈ U . Застосовуючи схожi
мiркування, робимо висновок, що ax ∈ U .

Наш результат полягає в наступнiй теоремi.
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Теорема 4.2. Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R виконую-
ться наступнi твердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ —
∆-просте жорданове кiльце,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ —
∆-первинне жорданове кiльце,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ

— ∆-напiвпервинне жорданове кiльце.

Доведення. (1) (⇐) ЯкщоA— ненульовий власний ∆-iдеал кiль-
ця R, то AJ — ненульовий власний ∆-iдеал кiльцяЖордана RJ .
Отримали суперечнiсть.

(⇒) Нехай U — власний ∆-iдеалЖордана кiльцяR, a, b ∈
U та x ∈ R. Згiдно твердження 1.25 маємо [(a, b), x] ∈ U та за
лемою 4.11 бачимо, що

(a, b) = 0. (4.4)

Зокрема, 2a2 = 0 та, як наслiдок, a2 = 0. Тодi

2axa = (a, (a, x)) = 0,

а звiдси випливає, що axa = 0. Оскiльки

0 = (a + b)x(a + b) = axb + bxa

та
0 = (b, (a, x)) = b(ax + xa) + (ax + xa)b =

= bax + bxa + axb + xba,

то робимо висновок, що bax + xab = 0. Проте ab = −ba, i тому
bax− xba = 0. Це означає, що ba ∈ Z(R). Тодi

(RabR)2 = 0.
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Оскiльки

I =

∞∑
k=1

∑
a, b ∈ U, δ1, . . . , δk ∈ ∆

(m1, . . . ,mk) ∈ Nk

Raδm1
1 . . . δ

mk
k (b)R

— ∆-iдеал кiльцяR, що є сумою нiльпотентних iдеалiв, ми отри-
муємо, що I = 0. Таким чином,

0 = (b, x)a = (bx + xb)a = bxa + xba = 2bxa.

Робимо висновок, що URU = 0. З умов

(RUR)2 = 0 та δ(RUR) ⊆ RUR

для будь-якого δ ∈ ∆ випливає, що U = 0.
(2) (⇐) Якщо A,B — ∆-iдеали кiльця R такi, що AB = 0,

то (BA)2 = 0. Тодi BA — iдеал Жордана кiльця R, що задо-
вольняє умову

(BA,BA) = 0.

Тому умова (4.4) справджується для U = BA. Так, як i в дове-
деннi частини (1), отримуємо, що BA = 0. Тодi AJ , BJ — такi
∆-iдеали в кiльцi Жордана RJ , що

(AJ , BJ) = 0.

Отже, A = 0 або B = 0.
(⇒) Нехай a1, a2 ∈ A та x, y ∈ R. Вважаємо, що RJ не є

∆-первинним i тому iснують такi ненульовi ∆-iдеали Жордана
A,B кiльця R, що

(A,B) = 0.

З тих же мiркувань, що й вище, робимо висновок, що A∩B = 0.
Тодi за твердженням 1.25 маємо [(a1, a2), x] ∈ A, а отже,

[(a1, a2), x]± ((a1, a2), x) ∈ A.
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Тому x(a1, a2)y ∈ A. Таким чином, R мiстить ∆-iдеали

R(A,A)R ⊆ A та R(B,B)R ⊆ B

такi, що
R(A,A)R(B,B)R ⊆ A ∩B = 0.

Отже, (A,A) = 0 або (B,B) = 0, а це веде до суперечностi.
(3) (⇐) Якщо A — такий ненульовий ∆-iдеал кiльця R,

що A2 = 0, то AJ — ненульовий ∆-iдеал кiльця Жордана RJ

такий, що
(AJ , AJ) = 0.

Отримали суперечнiсть.
(⇒) Вважаємо, що R має такий ненульовий ∆-iдеалЖор-

дана U , що
(U,U) = 0.

Тодi умова (4.4) справедлива для будь-яких a, b ∈ U . Як i в
доведеннi частини (1), отримуємо, що U = 0.

Якщо R — кiльце, то на множинi R можемо визначити
лiве множення Жордана "〈−,−〉" за правилом

〈a, b〉 = 2ab

для будь-яких a, b ∈ R. Тодi вiрними є такi рiвностi:

〈〈〈a, a〉, b〉, a〉 = 〈〈a, a〉, 〈b, a〉〉

та
〈〈a, b〉, a〉 = 〈a, 〈b, a〉〉,

а отже,
RlJ = (R,+, 〈−,−〉)
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— некомутативне кiльце Жордана (що називається лiвим жор-
дановим кiльцем, асоцiйованим з асоцiативним кiльцем R).
Очевидно, що для комутативного кiльця R маємо

RJ = RlJ .

Якщо A — адитивна пiдгрупа кiльця R така, що 〈a, r〉, 〈r, a〉 ∈
A для будь-яких a ∈ A та r ∈ R, то A називається iдеалом
кiльця RlJ . Якщо δ ∈ ∆ та a, b ∈ R, то

δ(〈a, b〉) = δ(2ab) = 2δ(a)b + 2aδ(b) = 〈δ(a), b〉 + 〈a, δ(b)〉,

i тому δ ∈ Der(RlJ). З iншого боку, якщо δ ∈ Der(RlJ), то

2δ(ab) = δ(〈a, b〉) = 〈δ(a), b〉 + 〈a, δ(b)〉 = 2(δ(a)b + aδ(b)).

Якщо R — вiльне вiд 2-скруту кiльце, то δ ∈ DerR.
Аналiзуючи схожим чином, як i в теоремi 4.2, отримуємо

наступне

Твердження 4.2. Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R вiрнi
такi твердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-
просте кiльце Жордана,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ —
∆-первинне кiльце Жордана,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ

— ∆-напiвпервинне кiльце Жордана.
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4.3. Структура Лi

Наступна лема у випадку первинного кiльця мiститься у
працi [87, Лема 7].

Лема 4.12 ([27], Лема 1.7). Нехай R — кiльце. Якщо

[[R,R], [R,R]] = 0,

то комутаторний iдеал C(R) — нiль-iдеал.

Наслiдок 4.2. Якщо R — некомутативне ∆-напiвпервинне
кiльце, то адитивна комутаторна група [R,R] некомутатив-
на (стосовно множення елементiв в кiльцi).

Вiзьмемо d ∈ ∆. Оскiльки C(R) та annC(R) — ∆-iдеали,
то правило

d : R/ annC(R) 3 r+annC(R) 7→ d(r)+annC(R) ∈ R/ annC(R)

визначає диференцiювання d фактор-кiльця R/ annC(R). Тодi
маємо вкладення

∆ = {d | d ∈ ∆} ⊆ Der(R/ annC(R)).

Оскiльки d(Z(R)) ⊆ Z(R), то правило

d̂ : RL/Z(R) 3 r + Z(R) 7→ d(r) + Z(R) ∈ RL/Z(R)

визначає диференцiювання d̂ фактор-кiльця Лi RL/Z(R). Тодi

∆̂ = {d̂ | d ∈ ∆} ⊆ Der(RL/Z(R)).

З того, що Z(R) — ненульовий iдеал Лi асоцiативного кiльця R
з одиницею, отримуємо, що кiльце Лi RL не є ∆-простим. Наш
наступний результат викладено у такiй теоремi.
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Теорема 4.3. Нехай R — вiльне вiд 2-скруту кiльце. Тодi вiрнi
такi твердження:

(1) якщо фактор-кiльце Лi RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце Лi,
то R некомутативне та R/ annC(R) — ∆-просте кiльце,

(2) якщо R — ∆-просте кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-просте кiль-
це Лi або R комутативне,

(3) якщо RL/Z(R) — ∆̂-напiвпервинне кiльце Лi, то R неко-
мутативне та фактор-кiльце R/ annC(R) — ∆-напiвпер-
винне кiльце,

(4) якщо R — ∆-напiвпервинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-напiв-
первинне кiльце Лi або R комутативне,

(5) якщо RL/Z(R) — ∆̂-первинне кiльце Лi, то R некомута-
тивне та R/ annC(R) — ∆-первинне кiльце,

(6) якщо R — ∆-первинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-первинне
кiльце Лi або R комутативне.

Доведення. (1) Очевидно, що кiльце R некомутативне. Якщо A
— ненульовий власний ∆-iдеал кiльця R, то AL — ненульовий
власний ∆-iдеал кiльця RL. Тому A ⊆ Z(R) та, як наслiдок,

A · C(R) = 0.

(2) Припустимо, що ∆-просте кiльце R некомутативне та
U — його ненульовий власний ∆-iдеал Лi. Згiдно твердження
4.1 отримуємо, що [U,U ] = 0. Тодi за лемою 4.7 дiстаємо, що
U ⊆ Z(R). Отже, фактор-кiльце Лi RL/Z(R) є ∆̂-простим.

(3) Нехай A — такий ненульовий ∆-iдеал з R, що A2 = 0.
Тодi AL — ненульовий ∆-iдеал кiльця Лi RL та, бiльше того,

[AL, AL] = 0.
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За лемою 4.7 випливає, що A ⊆ Z(R), а отже, A · C(R) = 0.
(4) Вважаємо, що R некомутативне. Нехай A — такий не-

нульовий ∆-iдеал Лi кiльця R, що [A,A] = 0. Тодi за лемою 4.7
маємо A ⊆ Z(R) та, як наслiдок, RL/Z(R) — ∆̂-напiвпервинне
кiльце Лi.

(5) Нехай A,B — такi ненульовi ∆-iдеали з R, що AB = 0.
Очевидно, що [A,B] ⊆ Z(R). Тодi A ⊆ Z(R) або B ⊆ Z(R).

(6) Припустимо, що R некомутативне та A,B — такi не-
нульовi ∆-iдеали Лi з R, що

[A,B] = 0.

Тодi A∩B ⊆ Z(R). Оскiльки A∩B ⊆ annC(R) в ∆-первинному
кiльцi R, то отримуємо, що перетин A∩B = 0 нульовий. Якщо
T (A) = R (див. доведення твердження 4.1), то [R,R] ⊆ A та
B ⊆ CR([R,R]). За лемою 4.5 маємо включення A ⊆ Z(R).
Таким чином, вважаємо, що T (A) 6= R. Якщо [T (A), T (A)] = 0,
то [A,A] = 0 та згiдно iз лемою 4.7 одержуємо A ⊆ Z(R).
Припустимо, що [T (A), T (A)] 6= 0. За лемою 4.9 T (A) мiстить
ненульовий ∆-iдеал I кiльця R. Оскiльки

[I, B] ⊆ A ∩B = 0,

то робимо висновок, що B ⊆ Z(R) за лемою 4.3.

Лема 4.13. Iснує iзоморфiзм кiлець Лi.

IDerR 3 ∂a 7→ a + Z(R) ∈ RL/Z(R).

Доведення. Встановлюється безпосередньою перевiркою.

Наслiдок 4.3. Нехай R — кiльце. Тодi виконуються наступнi
властивостi:
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(1) IDerR — просте кiльце Лi тодi i тiльки тодi, коли фак-
тор-кiльце Лi RL/Z(R) просте,

(2) IDerR — первинне кiльце Лi тодi i тiльки тодi, коли фак-
тор-кiльце Лi RL/Z(R) первинне,

(3) IDerR — напiвпервинне кiльце Лi тодi i тiльки тодi, коли
фактор-кiльце Лi RL/Z(R) напiвпервинне,

(4) IDerR — примарне кiльце Лi тодi i тiльки тодi, коли фак-
тор-кiльце Лi RL/Z(R) примарне.

Висновки до роздiлу 4

В цьому роздiлi дослiджуються властивостi кiлець Лi та
Жордана (якi позначаються вiдповiдно RL та RJ), асоцiйова-
них з асоцiативним кiльцем R. Тут представлено результати,
що стосуються взаємозв’язкiв мiж диференцiйною простотою
(вiдповiдно диференцiйною первиннiстю та диференцiйною на-
пiвпервиннiстю) кiлець R, RL та RJ .

В пiдроздiлi 4.1 напрацьовано необхiднi (надалi) пiдго-
товчi результати. Встановлено, що для ∆-iдеала Лi U кiльця R
виконується [U,U ] = 0 або iснує такий ненульовий ∆-iдеал IU
кiльця R, що [IU , R] ⊆ U (твердження 4.1). Знайдено розшире-
ння теореми 1.3 iз [60] на випадок диференцiйно простих кiлець
(теорема 4.1), а саме: доведено, що якщо U — ∆-iдеал Лi кiльця
R, то виконується одна з наступних умов:

(1) [R,R] ⊆ U ,

(2) U ⊆ Z(R),
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(3) R мiстить таке пiдполе P , що U ⊆ P та [P,R] ⊆ P .

В пiдроздiлi 4.2 для вiльного вiд 2-скруту кiльця R знай-
дено взаємозв’язки мiж властивостями кiльця Жордана RJ та
властивостями асоцiативного кiльця R, тобто встановлено (тео-
рема 4.2), що вiрнi наступнi твердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-просте
жорданове кiльце,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-
первинне жорданове кiльце,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ —
∆-напiвпервинне жорданове кiльце,

а також знайдено аналогiчнi зв’язки мiж властивостями лiвого
кiльця Жордана RlJ та властивостями асоцiативного кiльця R
(твердження 4.2):

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-просте
кiльце Жордана,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-
первинне кiльце Жордана,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ —
∆-напiвпервинне кiльце Жордана.

Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R знайдемо взаємозв’яз-
ки мiж властивостями фактор-кiльця Лi RL/Z(R) та власти-
востями (асоцiативного) фактор-кiльця R/ annC(R) (теорема
4.3). Для асоцiативного кiльця R знайдено зв’язки мiж кiль-
цями Лi внутрiшнiх диференцiювань IDerR та асоцiйованим
фактор-кiльцем кiльцем Лi RL/Z(R) (наслiдок 4.3).
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В пiдроздiлi 4.3 для вiльного вiд 2-скруту кiльця R з’ясо-
вано вiрнiсть таких тверджень:

(1) якщо RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце Лi, то R некомутативне
та R/ annC(R) — ∆-просте кiльце,

(2) якщо R — ∆-просте кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце
Лi або R комутативне,

(3) якщо RL/Z(R) — ∆̂-напiвпервинне кiльце Лi, то R некому-
тативне та фактор-кiльце R/ annC(R) — ∆-напiвпервинне
кiльце,

(4) якщо R — ∆-напiвпервинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-напiв-
первинне кiльце Лi або R комутативне,

(5) якщо RL/Z(R) — ∆̂-первинне кiльце Лi, то R некомутатив-
не та R/ annC(R) — ∆-первинне кiльце,

(6) якщо R — ∆-первинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-первинне
кiльце Лi або R комутативне.

Результати цього пiдроздiлу можна знайти в [9, 5, 11].
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ВИСНОВКИ

В першому роздiлi дисертацiї дослiджено деякi власти-
востi кiлець, всi диференцiювання яких нiльпотентнi iндексiв
≤ 2. Встановлено, що в напiвпервинному кiльцi всi диференцi-
ювання (вiдповiдно внутрiшнi диференцiювання) нiльпотентнi
тодi i тiльки тодi, коли воно диференцiйно тривiальне (вiдпо-
вiдно комутативне). Отримано, що радикал Джекобсона кiльця
з нiльпотентними диференцiюваннями iндексiв ≤ 2 мiстить всi
його нiльпотентнi елементи.

А також дослiджено диференцiйно напiвпервиннi кiльця
з диференцiюваням, що дiє як гомоморфiзми чи антигомомор-
фiзми. За певних умов встановлено, що таке диференцiювання
обов’язково нульове.

В другому роздiлi введено означення жорсткого диферен-
цiювання кiльця та дослiджено його властивостi.

А саме розглянуто кiльця R iз властивiстю ad(a) 6= 0 для
деякого d ∈ DerR. Встановлено, що для вiльного вiд 2-скруту
напiвпервинного кiльця R усi диференцiювання жорсткi тодi i
тiльки тодi, коли R редуковане.

Розширено результат П. Шарма на випадок нескiнченних
кiлець у такому такому виглядi: нехай R — локальне кiльце
iз ненульовим лiвим T -нiльпотентним радикалом Джекобсона
J(R), тодi наступнi ствердження еквiвалентнi:

(1) для кожного диференцiювання d ∈ DerR такого, що
d(J(R)) = 0, випливає, що d = 0,

(2) фактор-кiльце R/J(R) — диференцiйно тривiальне поле,

(3) кожен автоморфiзм f ∈ AutR такий, що f (x) = x для
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будь-якого x ∈ J(R), тривiальний, тобто f = idR.

Також встановлено, за яких умов комутативне артiнове
кiльце R має диференцiювання, що не є жорстким.

В третьому роздiлi роботи дослiджується будова кiлець,
що мають диференцiювання (вiдповiдно неодиничний автомор-
фiзм) з регулярними значеннями. Пригадаємо, що асоцiативне
кiльце R задовольняє умову (∗), якщо знайдеться таке нену-
льове диференцiювання d : R → R, що d(x) = 0 або d(x) —
регулярний елемент в кiльцi R для будь-якого елемента x ∈ R.
Також автоморфiзм ϕ кiльця R задовольняє умову (∗∗), якщо
для ϕ-диференцiювання 1− ϕ справджується властивiсть (∗).

В даному роздiлi отримано наступнi результати:

• встановлено деякi елементарнi властивостi кiльця R, що
має диференцiювання з регулярними значеннями (тобто з
умовою (∗));

• охарактеризовано будову комутативних кiлецьR, що мають
ненульове диференцiювання d, яке задовольняє умову (∗).

• дослiджено деякi елементарнi властивостi кiлець, що ма-
ють ϕ-диференцiювання з регулярними значеннями (тобто
з умовою (∗∗));

• описано будову правих кiлець Голдi R, що мають неодинич-
ний автоморфiзм ϕ, який задовольняє умову (∗∗).

В четвертому роздiлi дослiджуються зв’язки властиво-
стей кiлець Лi та кiлець Жордана (якi позначаються вiдповiдно
через RL та RJ), асоцiйованих з асоцiативним кiльцем R. Тут
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представлено результати, що стосуються взаємозв’язкiв мiж ди-
ференцiйною простотою (вiдповiдно диференцiйною первиннi-
стю та диференцiйною напiвпервиннiстю) цих кiлець.

На початку роздiлу доведено властивостi, якi використо-
вуються в дослiдженнях пiзнiше, та знайдено розширення ре-
зультатiв I. Херстейна на випадок диференцiйно простих кi-
лець.

В даному роздiлi для вiльного вiд 2-скруту кiльця R до-
слiджено взаємозв’язки мiж властивостями асоцiйованого кiль-
ця Жордана RJ та властивостями кiльця R, тобто встановлено,
що вiрнi наступнi твердження:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-просте
жорданове кiльце,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ — ∆-
первинне жорданове кiльце,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RJ —
∆-напiвпервинне жорданове кiльце,

а також знайдено такi зв’язки мiж властивостями лiвого кiльця
Жордана RlJ та властивостями асоцiативного кiльця R:

(1) R — ∆-просте кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-просте
кiльце Жордана,

(2) R — ∆-первинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ — ∆-
первинне кiльце Жордана,

(3) R — ∆-напiвпервинне кiльце тодi i тiльки тодi, коли RlJ —
∆-напiвпервинне кiльце Жордана.
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Для вiльного вiд 2-скруту кiльця R знайдемо взаємозв’яз-
ки мiж властивостями фактор-кiльця Лi RL/Z(R) та власти-
востями (асоцiативного) фактор-кiльця R/ annC(R). Для асо-
цiативного кiльця R знайдено зв’язки мiж кiльцем Лi внутрi-
шнiх диференцiювань IDerR та асоцiйованим фактор-кiльцем
Лi RL/Z(R).

Бiльше того для вiльного вiд 2-скруту кiльця R з’ясовано,
що:

(1) якщо RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце Лi, то R некомутативне
та R/ annC(R) — ∆-просте кiльце,

(2) якщо R — ∆-просте кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-просте кiльце
Лi або R комутативне,

(3) якщо RL/Z(R) — ∆̂-напiвпервинне кiльце Лi, то R некому-
тативне та фактор-кiльце R/ annC(R) — ∆-напiвпервинне
кiльце,

(4) якщо R — ∆-напiвпервинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-напiв-
первинне кiльце Лi або R комутативне,

(5) якщо RL/Z(R) — ∆̂-первинне кiльце Лi, то R некомутатив-
не та R/ annC(R) — ∆-первинне кiльце,

(6) якщо R — ∆-первинне кiльце, то RL/Z(R) — ∆̂-первинне
кiльце Лi або R комутативне.

Розробленi методи у дисертацiйнiй роботi можна вико-
ристати при подальшому дослiдженнi теорiї кiлець. Результати
цих дослiджень можуть бути використанi при читаннi лекцiй та
спецкурсiв на механiко-математичних i фiзико-математичних
факультетах навчальних закладiв.
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