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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Числовi множини (R ∈ (0,+∞]):

N = {1, 2, 3, . . . } — множина натуральних чисел;

N0 = {0, 1, 2, . . . } — множина невiд’ємних цiлих чисел;

R — множина дiйсних чисел (дiйсна пряма);

R = R ∪ {−∞,+∞} — розширена дiйсна пряма;

C — множина комплексних чисел (комплексна площина);

DR = {z ∈ C : |z| < R}.

Класи функцiй (A ∈ (−∞,+∞], R ∈ (0,+∞]):

Λ — клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей

λ = (λn)n∈N0
;

X — клас всiх функцiй h : R→ R;

L — клас неперервних зростаючих до +∞ на [x0,+∞) функцiй;

ΩA — клас неперервних на [σ0, A) функцiй Φ таких, що

xσ − Φ(σ)→ −∞, σ ↑ A, для кожного x ∈ R;

Ω∗A — клас опуклих на [σ0, A) функцiй Φ ∈ ΩA;

Ω′A — клас опуклих на (−∞, A) функцiй Φ таких, що

Φ(σ)→ +∞ i Φ′+(σ)→ +∞, якщо σ ↑ A;

HR — клас аналiтичних у крузi DR функцiй вигляду

f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, f 6≡ const.

Позначення, пов’язанi з дiйсними функцiями (λ ∈ Λ, h ∈ X):
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nλ(x) =
∑

λn≤x 1, x ∈ [0,+∞), — лiчильна функцiя послiдовностi λ;

h̃(σ) = sup{σx− h(x) : x ∈ R}, σ ∈ R, — функцiя, спряжена за

Юнгом з h.

Характеристики аналiтичної у крузi функцiї (f ∈ HR,

f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, r ∈ [0,R), Φ ∈ ΩlnR):

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r} — максимум модуля функцiї f ;

µ(r, f) = max{|an|rn : n ∈ N0} — максимальний член функцiї f ;

G(r, f) =
∑∞

n=0 |an|rn;

TΦ(f) = limr↑R
lnM(r,f)

Φ(ln r) — Φ-тип функцiї f ;

tΦ(f) = limr↑R
lnµ(r,f)
Φ(ln r) ;

TΦ(f) = limr↑R
lnG(r,f)
Φ(ln r) .

Характеристики цiлої функцiї (f ∈ H+∞, Φ ∈ Ω+∞):

T (r, f) = 1
2π

∫ 2π

0 ln+ |f(reiθ)|dθ — характеристика Неванлiнни

функцiї f ;

ρΦ(f) = limr→+∞
ln lnM(r,f)

ln Φ(ln r) — Φ-порядок функцiї f ;

κΦ(f) = limr→+∞
ln lnµ(r,f)
ln Φ(ln r) ;

τΦ(f) = limr→+∞
ln lnG(r,f)
ln Φ(ln r) .

Характеристики ряду Дiрiхле (F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn, s = σ + it,

λ ∈ Λ, Φ ∈ ΩA):

E1(F ) =
{
σ ∈ R :

∑∞
n=0 |an|eσλn < +∞

}
;

E2(F ) =
{
σ ∈ R : limn→∞ |an|eσλn = 0

}
;

σa(F ) =


−∞, якщо E1(F ) = ∅,

supE1(F ), якщо E1(F ) 6= ∅,
— абсциса збiжностi

ряду F ;
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β(F ) = lim
n→∞

1
λn

ln 1
|an| =


−∞, якщо E2(F ) = ∅,

supE2(F ), якщо E2(F ) 6= ∅;

M(σ, F ) = sup{|F (s)| : Re s = σ}, σ < σa(F ), — максимум модуля

ряду F ;

µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ∈ N0}, σ < β(F ), — максимальний член

ряду F ;

G(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an|eσλn, σ < σa(F );

TΦ(F ) = TΦ,A(F ) = limσ↑A
lnM(σ,F )

Φ(σ) — Φ-тип ряду F у пiвплощинi

{s : Re s < A}, A ≤ σa(F );

tΦ(F ) = tΦ,A(F ) = limσ↑A
lnµ(σ,F )

Φ(σ) , A ≤ β(F ).

Класи рядiв Дiрiхле (λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞]):

DA(λ) — клас рядiв Дiрiхле вигляду F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn, F 6≡ const,

для яких σa(F ) ≥ A;

DA = ∪λ∈ΛDA(λ);

D∗A(λ) — клас рядiв Дiрiхле вигляду F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn, F 6≡ const,

для яких β(F ) ≥ A;

D∗A = ∪λ∈ΛD∗A(λ);

S = D+∞ — клас цiлих рядiв Дiрiхле F 6≡ const зi зростаючою

до +∞ послiдовнiстю показникiв;

S+ — клас рядiв Дiрiхле F ∈ S з невiд’ємними коефiцiєнтами;

S∗ — клас рядiв Дiрiхле F ∈ S, для яких

iснує спадна до 0 на (σ0,+∞) функцiя α така,

що lnG(σ, F ) = O(lnS((1 + α(σ))σ, F )), σ → +∞,

де S(σ, F ) = max{|F (s)| : |s| = σ}.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Задача щодо описання зростання аналiтичної

функцiї через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв степеневого ряду чи

ряду Дiрiхле, який задає цю функцiю, є однiєю з центральних задач

теорiї аналiтичних функцiй.

Важливими характеристиками зростання аналiтичних функцiй є їх

порядок, тип, уточнений порядок, а також їх узагальненi версiї — α, β-

порядок чи Φ-тип. Роль цих характеристик в теорiї аналiтичних фун-

кцiй є загальновiдомою. Згаданi поняття знаходять своє використання

i в iнших роздiлах математики, в яких як природнi об’єкти виника-

ють аналiтичнi функцiї, зокрема, в теорiї ймовiрностей ([41, 6, 53, 26,

54, 35, 36, 92, 93]), теорiї диференцiальних рiвнянь ([9, 55, 77, 91, 82]),

функцiональному аналiзi ([28]), теорiї наближень ([4, 5]), алгебрi ([46]).

Зростання аналiтичної функцiї, як правило, ототожнюють зi зро-

станням логарифма її максимуму модуля. З огляду на це, основою

класифiкацiї при побудовi тiєї чи iншої шкали зростання аналiтичних

функцiй є швидкiсть зростання логарифма їх максимуму модуля.

На початковому етапi вивчення властивостей аналiтичних функцiй

найбiльш плiдними виявились поняття порядку та типу цiлої функцiї,

якi виникають внаслiдок порiвняння зростання такої функцiї зi зро-

станням степеневих функцiй. Певної зручностi у використаннi цих по-

нять додають класичнi формули Кошi-Адамара, за якими порядок i

тип цiлої функцiї порiвняно просто визначаються через послiдовнiсть
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модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення.

У випадку цiлої функцiї нульового чи нескiнченного порядку поня-

ття її порядку та типу, як i формули Кошi-Адамара для обчислення

цих величин, дають обмежену iнформацiю щодо зростання самої фун-

кцiї. У зв’язку з цим в роботах Е. Бореля, Е. Лiндельофа, Е. Мейє,

П. Бутру, О. Блюменталя, Ж. Валiрона, А. Шенхаге, Г.А. Фрiдмана

будувались новi шкали зростання, в яких вибирались вiдмiннi вiд сте-

пеневих функцiї порiвняння, а для побудованих шкал встановлювались

аналоги формул Кошi-Адамара.

Гнучку шкалу зростання цiлих функцiй, яка мiстить усi ранiше вiдо-

мi шкали, було запропоновано М.М. Шереметою [74]. При її побудовi в

якостi функцiй порiвняння вибираються не конкретнi елементарнi фун-

кцiї чи їх композицiї, а видiляються широкi класи функцiй порiвняння

з мiнiмальними обмеженнями, достатнiми для отримання формул типу

Кошi-Адамара. В результатi цих дослiджень виникло поняття узагаль-

неного порядку (α, β-порядку) цiлої функцiї. Фiксуючи в узагальненiй

шкалi одну з функцiй α чи β та вважаючи iншу довiльною, отримуємо

доволi загальнi її пiдшкали. Зокрема, прийнявши α(x) = x i перепозна-

чивши β через Φ, приходимо до поняття Φ-типу цiлої функцiї. Зазна-

чимо, що необхiдну та достатню умови на опуклу функцiю Φ, за якої

Φ-тип кожної цiлої функцiї дорiвнює Φ-типу логарифма максимально-

го члена її степеневого розвинення (а тому й виражається через модулi

коефiцiєнтiв цього розвинення за формулою типу Кошi-Адамара), зна-

йшов П.В. Фiлевич [62]. Ця умова виявилась значно слабшою за умови,

за яких ранiше були вiдомi формули типу Кошi-Адамара для узагаль-
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неної шкали у випадку α(x) = x. Це свiдчить про нетривiальнiсть за-

дачi щодо знаходження необхiдних i достатнiх умов на функцiї α i β,

за яких α, β-порядок кожної цiлої функцiї можна виразити через по-

слiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення за деякою

формулою типу Кошi-Адамара.

Дослiдження, аналогiчнi згаданим вище, проводились i для опису

зростання аналiтичних у крузi функцiй, зображених степеневими ряда-

ми. Шкали зростання, що виникають внаслiдок порiвняння зростання

аналiтичної в одиничному крузi функцiї з конкретними неперервни-

ми зростаючими до +∞ на [r0, 1) функцiями, розглядались в роботах

Ж. Валiрона, Ф. Бойєрманна, М. Фуджiвари, Г. Мак-Лейна, Г.А. Фрi-

дмана, Н.В. Говорова. Зростання аналiтичних в одиничному крузi фун-

кцiй в термiнах узагальнених порядкiв вивчав М.М. Шеремета [75].

Безпосереднiм узагальненням степеневого ряду, що задає цiлу чи

аналiтичну в крузi функцiю, є цiлий (абсолютно збiжний в C) чи, вiд-

повiдно, абсолютно збiжний у пiвплощинi ряд Дiрiхле зi зростаючою

до +∞ системою показникiв (λn). Тому згаданi вище результати для

степеневих рядiв узагальнювались на випадок таких рядiв Дiрiхле.

Прямими аналогами порядку та типу цiлої функцiї, зображеної сте-

пеневим рядом, для цiлих рядiв Дiрiхле є їх R-порядок та R-тип, що

були уведенi Ж. Рiттом. Крiм того, Ж. Рiтт встановив достатнi умо-

ви на послiдовнiсть (λn), за яких для обчислення R-порядку та R-

типу кожного цiлого ряду Дiрiхле зi заданою системою показникiв (λn)

правильнi прямi аналоги формул Кошi-Адамара. Питання про остато-

чнiсть знайдених Ж. Рiттом умов розглядалось, зокрема, в роботах
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К. Сугiмури, Ф.Й. Гече, В.С. Бойчука i А.Е. Єременка. Однак, на-

скiльки нам вiдомо, необхiднi та достатнi умови застосовностi згаданих

аналогiв формул Кошi-Адамара досi не були встановленi.

Загальнi результати щодо опису зростання цiлого ряду Дiрiхле через

послiдовнiсть модулiв його коефiцiєнтiв отримано в роботах Б.В. Вин-

ницького i М.М. Шеремети, Я.Д. П’янила i М.М. Шеремети, М.М. Ше-

ремети, В.А. Осколкова, В.А. Осколкова i Л.I. Калiнiченко.

Дослiдження зростання абсолютно збiжних у пiвплощинi в термi-

нах порядкiв, типiв чи узагальнених порядкiв проведено в роботах

Е.Я. Дагене, В.С. Бойчука, Ю.М. Галя i М.М. Шеремети, А.М. Гай-

сина, О.Б. Скаскiва i В.М. Сорокiвського.

Використовуючи поняття α, β-порядку абсолютно збiжного у пiв-

площинi Re s < A ряду Дiрiхле, яке для A = +∞ введене в роботi

Я.Д. П’янила i М.М. Шеремети [49], а для A = 0 — в роботi Ю.М. Га-

ля i М.М.Шеремети [11], згаданi дослiдження стосовно зростання рядiв

Дiрiхле в термiнах узагальнених порядкiв можна охарактеризувати як

такi, що визначають достатнi умови на послiдовнiсть (λn) та функцiї

порiвняння α i β, за яких узагальнений порядок кожного абсолютно збi-

жного у пiвплощинi Re s < A ряду Дiрiхле вигляду F (s) =
∑
ane

sλn ви-

ражається через послiдовнiсть (|an|) за формулою типу Кошi-Адамара.

Зазначимо, що за знайдених умов α, β-порядок кожного такого ряду

F дорiвнює α, β-порядку логарифма його максимального члена. Цей

факт, на якому не завжди акцентувалась увага, ставав визначальним

при встановленнi формул типу Кошi-Адамара, оскiльки зростання ло-

гарифма максимального члена ряду Дiрiхле вiдносно довiльної функцiї
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порiвняння порiвняно просто описується через послiдовнiсть модулiв

коефiцiєнтiв цього ряду за допомогою функцiї, спряженої за Юнгом зi

заданою функцiєю порiвняння.

У цьому зв’язку виникає загальна проблема щодо отримання не ли-

ше достатнiх, а й необхiдних i достатнiх умов на послiдовнiсть (λn)

та функцiї порiвняння α i β, за яких узагальнений порядок кожного

абсолютно збiжного у пiвплощинi Re s < A ряду Дiрiхле дорiвнює α, β-

порядку логарифма його максимального члена. Ця проблема, безумов-

но, складна i далека вiд остаточного розв’язання, а тому природною є

спроба отримання її розв’язання для узагальнених пiдшкал зростання,

тобто у випадку, коли одна з функцiй α чи β задана конкретно. Зокре-

ма, актуальною є задача про встановлення необхiдних i достатнiх умов

на послiдовнiсть (λn) та функцiю порiвняння Φ, за яких узагальнений

Φ-тип кожного абсолютно збiжного у пiвплощинi Re s < A ряду Дiрi-

хле дорiвнює Φ-типу логарифма його максимального члена. За певних

умов на функцiю Φ розв’язок сформульованої задачi випливає з ре-

зультатiв М.М. Шеремети [78], однак в загальному випадку ця задача

залишалась нерозв’язаною.

Рiвнiсть мiж α, β-порядком i α, β-порядком логарифма максималь-

ного члена аналiтичної функцiї, зображеної степеневим рядом чи ря-

дом Дiрiхле з фiксованою системою показникiв, є достатньою, але не

обов’язково необхiдною умовою для того, щоб її α, β-порядок можна

було виразити через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв вiдповiдного

ряду. Тому природно постає задача про встановлення необхiдних i до-

статнiх умов на функцiї α i β (чи на одну з цих функцiй, якщо iнша
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є заданою), за яких α, β-порядок аналiтичної функцiї, зображеної тим

чи iншим рядом, залежить лише вiд послiдовностi модулiв його коефi-

цiєнтiв. Зазначимо, що задачi такого роду в лiтературi досi практично

не розглядались.

Доволi часто основою класифiкацiї при побудовi тiєї чи iншої шкали

зростання аналiтичних функцiй замiсть швидкостi зростання логари-

фма їх максимуму модуля є швидкiсть зростання їх характеристики

Неванлiнни. Добре вiдомо, що для цiлих функцiй їх порядок збiгається

з порядком їх характеристики Неванлiнни. Цей факт свiдчить про те,

що швидкiсть зростання логарифма максимуму модуля цiлої функцiї

скiнченного порядку є близькою до швидкостi зростання її характери-

стики Неванлiнни. Однак, як довiв Р. Пелi ще в 1932 р., для кожного

ρ > 0 iснує цiла функцiя порядку ρ, логарифм максимуму модуля якої

на деякiй послiдовностi зростає швидше за її характеристику Неван-

лiнни (у такому випадку кажуть, що цiла функцiя має ефект Пелi).

У випадку ρ ≥ 1 приклади таких цiлих функцiй побудовано також в

роботi А.А. Гольдберга i Й.В. Островського [26], причому для заданої

зростаючої до +∞ послiдовностi (λn) цi функцiї будувались у вигля-

дi ряду Дiрiхле з невiд’ємними коефiцiєнтами an i показниками λn. У

зв’язку зi сказаним виникає задача про можливiсть встановлення необ-

хiдних i достатнiх умов, за яких заданий ряд Дiрiхле вказаного вигляду

має ефект Пелi. Розв’язок цiєї задачi за додаткової умови на послiдов-

нiсть (λn) було знайдено П.В. Фiлевичем [85]. У загальному випадку

ця задача не була розв’язаною.

Сформульованi задачi, а також ряд iнших задач розглянуто в данiй
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дисертацiйнiй роботi. З огляду на сказане вище, актуальнiсть розгляду

задач такого роду не повинна викликати сумнiву.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений плана-

ми наукової роботи Iнституту прикладних проблем механiки i матема-

тики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України. Матерiал дисертацiї є складо-

вою частиною дослiджень за держбюджетними темами "Прямi та обер-

ненi задачi спектральної теорiї операторiв та функцiональних алгебр

на банахових просторах"(номер державної реєстрацiї 0111U008862) та

"Алгебро-геометричнi методи дослiдження iнварiантних структур на

многовидах та релятивiстських рiвнянь математичної i теоретичної фi-

зики"(номер державної реєстрацiї 0110U004819).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є опи-

сання зв’язку мiж зростанням аналiтичних функцiй та поведiнкою по-

слiдовностi модулiв коефiцiєнтiв розвинень цих функцiй у степеневий

ряд чи ряд Дiрiхле.

Задачi дослiдження:

1) знайти необхiдну та достатню умову на послiдовнiсть показникiв

абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле i функцiю порiвняння

Φ, за якої Φ-тип цього ряду дорiвнює Φ-типу логарифма його макси-

мального члена;

2) встановити необхiдну i достатню умову застосовностi формули

Ж. Рiтта для обчислення R-порядку цiлого ряду Дiрiхле;

3) отримати необхiдну i достатню умову на функцiю порiвняння Φ,

за якої Φ-тип кожної аналiтичної в крузi функцiї можна виразити через
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послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення;

4) описати всi функцiї порiвняння Φ, для яких Φ-порядок кожної

цiлої функцiї можна виразити через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв

її степеневого розвинення;

5) знайти необхiднi та достатнi умови наявностi ефекту Пелi для

цiлих рядiв Дiрiхле з невiд’ємними коефiцiєнтами.

Об’єктом дослiдження є аналiтичнi функцiї, зображенi степеневими

рядами та рядами Дiрiхле.

Предметом дослiдження є зростання аналiтичних функцiй, зобра-

жених степеневими рядами та рядами Дiрiхле.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач вико-

ристовуються загальнi методи теорiї функцiй, а також деякi прийоми

та iдеї з робiт М.М. Шеремети та П.В. Фiлевича.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати ди-

сертацiї є новими i полягають в наступному:

1) знайдено необхiдну та достатню умову на послiдовнiсть показни-

кiв абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле i функцiю порiв-

няння Φ, за якої Φ-тип цього ряду дорiвнює Φ-типу логарифма його

максимального члена;

2) встановлено, що умова К. Сугiмури є не лише достатньою, а й

необхiдною умовою застосовностi формули Ж. Рiтта для обчислення

R-порядку цiлого ряду Дiрiхле;

3) отримано необхiдну i достатню умову на функцiю порiвняння Φ,

за якої Φ-тип кожної аналiтичної в крузi функцiї можна виразити через

послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення;
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4) описано всi функцiї порiвняння Φ, для яких Φ-порядок кожної

цiлої функцiї можна виразити через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв

її степеневого розвинення;

5) знайдено необхiднi та достатнi умови наявностi ефекту Пелi для

цiлих рядiв Дiрiхле з невiд’ємними коефiцiєнтами.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-

сертацiї мають теоретичний характер i є певним внеском у теорiю ана-

лiтичних функцiй. Вони можуть бути використанi як в теорiї функцiй,

так i в iнших галузях сучасної математики.

Особистий внесок здобувача. Викладенi в дисертацiйнiй роботi

результати отримано автором самостiйно. Науковому керiвнику

П. В. Фiлевичу в роботах, опублiкованих спiльно, належать постановки

задач та деякi iдеї щодо їх розв’язання.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiї були оприлюдненi i обговоренi на таких конференцiях:

1) Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В.Я. Скоробогатька

(Дрогобич, 19–23 вересня 2011 року);

2) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Алгебра, топологiя, аналiз,

стохастика" (Микуличин, 20–23 вересня 2012 року);

3) Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї

ймовiрностей та математичного аналiзу" (Ворохта, 25 лютого – 3 бере-

зня 2013 року);

4) V всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Нелiнiйнi проблеми ана-

лiзу" (Iвано-Франкiвськ, 19–21 вересня 2013 року);

5) Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Комплексний аналiз та сумi-



16

жнi питання" (Львiв, 23–28 вересня 2013 року);

6) Конференцiї молодих учених "Пiдстригачiвськi читання – 2014"

(м. Львiв, 28–30 травня 2014 року).

Про результати дисертацiї також доповiдалося на Львiвському мiж-

вузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники проф.

А.А. Кондратюк, проф. О.Б. Скаскiв), на науковому семiнарi вiддiлу

диференцiальних рiвнянь i теорiї функцiй Iнституту прикладних про-

блем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України (керiв-

ники член-кор. НАН України Б.Й. Пташник, проф. В.О. Пелих), а та-

кож на навчально-науковому семiнарi "Прикладний нелiнiйний аналiз"

кафедри математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ "Прикарпат-

ський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника" (керiвники

проф. А.В. Загороднюк, доц. С.В. Шарин).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 13 на-

укових працях, з них 7 ([13, 14, 15, 16, 17, 18, 89]) — у фахових вида-

ннях iз перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України

(1 ([18]) — без спiвавторiв, 1 ([17]) — у науковому фаховому виданнi,

яке включено до мiжнародної наукометричної бази даних "Scopus"), 2

([19, 90]) — у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй, 4 ([20,

21, 22, 23]) — у матерiалах всеукраїнських наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складає-

ться з перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, виснов-

кiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг дисертацiї — 151

сторiнка. Список використаних джерел займає 14 сторiнок i мiстить 98

найменувань.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ I

ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Огляд лiтератури та вибiр напрямiв дослiджень

Важливими характеристиками зростання аналiтичних функцiй є їх по-

рядок, тип, уточнений порядок, а також їх узагальненi версiї — α, β-

порядок чи Φ-тип. Зростання аналiтичної функцiї, як правило, отото-

жнюють зi зростанням логарифма її максимуму модуля.

Нехай N0 = N ∪ {0} — множина невiд’ємних цiлих чисел, R ∈

(0,+∞], DR = {z ∈ C : |z| < R}. Через HR позначимо клас аналi-

тичних у крузi DR функцiй f 6≡ const вигляду

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. (1.1)

Для r ∈ [0,R) максимум модуля i максимальний член функцiї f ∈ HR

визначаємо вiдповiдно за рiвностями

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}, µ(r, f) = max{|an|rn : n ∈ N0}.

Для заданої функцiї f ∈ H+∞ її порядок ρ(f) i тип T (f) визначаю-

ться вiдповiдно за рiвностями

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln r
, T (f) = lim

r→+∞

lnM(r, f)

rρ
,
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де ρ — фiксоване додатне число. Якщо 0 < ρ(f) < +∞, то в означеннi

типу часто приймають ρ = ρ(f) (у цьому випадку кажуть, що функцiя

f має тип T (f) за порядку ρ(f)), однак поняття типу цiлої функцiї

можна розглядати й незалежно вiд поняття її порядку.

Якщо функцiя f ∈ H+∞ має вигляд (1.1), то її порядок i тип цiл-

ком визначаються послiдовнiстю (|an|) за вiдомими формулами Кошi-

Адамара

ρ(f) = lim
n→∞

n lnn

− ln |an|
, T (f) =

1

eρ
lim
n→∞

n|an|ρ/n.

Порядок i тип цiлої функцiї, що виникають внаслiдок порiвняння

її зростання зi зростанням степеневих функцiй, як i формули Кошi-

Адамара для обчислення цих величин, дають обмежену iнформацiю

щодо зростання самої функцiї у випадку, коли задана функцiя є нульо-

вого чи нескiнченного порядку, або скiнченного порядку нульового чи

нескiнченного типу за цього порядку. У зв’язку з цим вже в роботах

Е. Бореля, Е. Лiндельофа, Е. Мейє, П. Бутру, О. Блюменталя, Ж. Ва-

лiрона, А. Шенхаге, Г.А. Фрiдмана будувались новi шкали зростання, в

яких вибирались вiдмiннi вiд степеневих функцiї порiвняння, а для по-

будованих шкал встановлювались аналоги формул Кошi-Адамара (див.

роботи [67, 68, 74] i бiблiографiю в них, а також [25, с. 566–567] i [27,

с. 8–13]).

Гнучку шкалу зростання цiлих функцiй, яка мiстить усi ранiше вiдо-

мi шкали, було запропоновано М.М. Шереметою [74]. При її побудовi в

якостi функцiй порiвняння вибираються не конкретнi елементарнi фун-

кцiї чи їх композицiї, а видiляються широкi класи функцiй порiвняння

з мiнiмальними обмеженнями, достатнiми для отримання формул типу
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Кошi-Адамара.

Нехай L — клас неперервних зростаючих до +∞ на [x0,+∞) фун-

кцiй. Якщо α, β ∈ L, то, як звично, величину

ρα,β(f) = lim
r→+∞

α(lnM(r, f))

β(ln r)

називатимемо узагальненим порядком (α, β-порядком) цiлої функцiї f .

Поняття α, β-порядку й було, по сутi, введено в згаданiй вище роботi

М.М. Шеремети, який встановив достатнi умови на функцiї порiвняння

α i β, за яких α, β-порядок кожної цiлої функцiї f вигляду (1.1) можна

виразити через (|an|) за деякою формулою типу Кошi-Адамара.

Скажемо, що l ∈ L′, якщо l є диференцiйовною функцiєю з класу L,

для якої l(2x) ∼ l(x), x→ +∞, i що l ∈ L′′, якщо l є диференцiйовною

функцiєю з класу L, для якої виконується умова

∀γ ∈ L : l

((
1 +

1

γ(x)

)
x

)
∼ l(x), x→ +∞.

Теорема 1.1 ([74]). Нехай α, η, γ ∈ L′′, ρ > 0 — фiксоване число,

β(x) = η−1(γρ(x)), F (x, c) = β−1(cα(x)). Якщо α, γ ∈ L′ i виконується

умова

∀c ∈ (0,+∞) : (lnF (ex, c))′x = O(1), x→ +∞,

або якщо α /∈ L′ чи γ /∈ L′ i виконується умова

∀c ∈ (0,+∞) : (lnF (ex, c))′x → 1/ρ, x→ +∞, (1.2)

то для кожної функцiї f ∈ H+∞ вигляду (1.1) правильна формула

ρα,β(f) = lim
n→∞

α(n/ρ)

β
(
e1/ρ|an|−1/n

) .
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Деякi доповнення до теореми 1.1 зроблено в роботах С.К. Балашова

[1] та Я.Д. П’янила [48].

Аналiз доведень отриманих в [74, 1, 48] теорем показує, що за вка-

заних в них умов на функцiї порiвняння α i β, для кожної функцiї

f ∈ H+∞ її α, β-порядок дорiвнює α, β-порядку логарифма її макси-

мального члена, тобто ρα,β(f) = ρ∗α,β(f), де

ρ∗α,β(f) = lim
r→+∞

α(lnµ(r, f))

β(ln r)
.

Цей факт, про який в цитованих роботах явно не згадано, став ви-

рiшальним при встановленнi згаданих формул типу Кошi-Адамара з

огляду на те, що зростання логарифма максимального члена функцiї

f ∈ H+∞ вигляду (1.1) можна порiвняно просто описати через послi-

довнiсть (|an|). При здiйсненнi такого опису корисним є поняття спря-

женої за Юнгом функцiї.

Для кожного A ∈ (−∞,+∞] нехай Ω′A — клас опуклих на (−∞, A)

функцiй Φ таких, що Φ(σ) → +∞ i Φ′+(σ) → +∞, якщо σ ↑ A. Якщо

Φ ∈ Ω′A, то нехай Φ̃ : R→ R — функцiя, спряжена з Φ за Юнгом, тобто

Φ̃(σ) = sup{σx− Φ(x) : x ∈ R}, σ ∈ R.

(Тут ми вважаємо, що Φ(x) = +∞, якщо x ≥ A i A < +∞.) Добре

вiдомим (див., наприклад, [30, с. 186–188]) є наступне твердження.

Лема 1.1. Нехай Φ ∈ Ω′+∞, а f ∈ H+∞ — цiла функцiя вигляду (1.1).

Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) lnµ(r, f) ≤ Φ(ln r), r ≥ r0;

(ii) ln |an| ≤ −Φ̃(n), n ≥ n0.
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Фiксуючи одну з функцiй α чи β в шкалi М.М. Шеремети, а iн-

шу вважаючи довiльною, отримуємо хоч i часткову, але доволi загаль-

ну шкалу зростання цiлих функцiй. Зокрема, прийнявши α(x) = x i

перепозначивши β через Φ, прийдемо до поняття узагальненого типу

(Φ-типу)

TΦ(f) = lim
r→+∞

lnM(r, f)

Φ(ln r)

цiлої функцiї f . Зазначимо, що необхiдну i достатню умову на непе-

рервно диференцiйовну функцiю Φ ∈ Ω′+∞, за якої Φ-тип кожної фун-

кцiї f ∈ H+∞ дорiвнює Φ-типу логарифма її максимального члена,

тобто TΦ(f) = tΦ(f), де

tΦ(f) = lim
r→+∞

lnµ(r, f)

Φ(ln r)
,

знайшов П.В. Фiлевич [62].

Теорема 1.2 ([62]). Нехай Φ ∈ Ω′+∞ — неперервно диференцiйовна на

(−∞,+∞) функцiя. Для того, щоб TΦ(f) = tΦ(f) для кожної функцiї

f ∈ H+∞ необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

ln Φ′(x) = o(Φ(x)), x→ +∞. (1.3)

Якщо Φ ∈ Ω′+∞, то (див., наприклад, [30, с. 186–188]) функцiя Φ̃ є

опуклою на R i Φ̃(σ)/σ → +∞, σ → +∞, а тому для деякого σ0 > 0

функцiя Φ(σ) = Φ̃(σ)/σ, σ ≥ σ0, є неперервною зростаючою до +∞

функцiєю. Врахувавши, що для довiльної сталої c > 0 спряженою за

Юнгом з функцiєю cΦ(x) є функцiя cΦ̃(σ/c), яка при σ ≥ σ0 збiгається

з функцiєю σΦ(σ/c), i скориставшись лемою 1.1 нескладно довести, що
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для кожної функцiї f ∈ H+∞ вигляду (1.1) правильна рiвнiсть

tΦ(f) = lim
n→∞

n

ψ
(

1
n ln 1

|an|

) , (1.4)

де ψ — обернена до Φ функцiя (на цей факт, наскiльки нам вiдомо,

у випадку неперервно диференцiйовної функцiї Φ ∈ Ω′+∞ вперше було

звернуто увагу в роботi М.М. Зелiска i М.М. Шеремети [98]).

Отже, за умови (1.3) на неперервно диференцiйовну функцiю Φ ∈

Ω′+∞ для кожної f ∈ H+∞ вигляду (1.1) правильна наступна формула

типу Кошi-Адамара

TΦ(f) = lim
n→∞

n

ψ
(

1
n ln 1

|an|

) . (1.5)

Зауважимо, що серед результатiв робiт [74, 1, 48] у випадку Φ-типу

(α(x) = x, β(x) = Φ(x)) застосовною є лише теорема 1.1 в тiй частинi,

коли α /∈ L′. Тодi, окрiм iнших, повинна виконуватись умова (1.2), яка

у розглянутому випадку набуде вигляду

∀c ∈ (0,+∞) : (ln Φ−1(cex))′x → 1/ρ, x→ +∞,

що, як легко бачити, рiвносильно умовi

Φ(x)

xΦ′(x)
→ 1/ρ, x→ +∞.

Зрозумiло, що ця умова для неперервно диференцiйовної функцiї Φ ∈

Ω′+∞ є значно сильнiшою за умову (1.3). Отже, наведенi в [74, 1, 48]

умови на функцiї порiвняння α i β швидше за все є далекими вiд оста-

точних умов iснування формул типу Кошi-Адамара для обчислення

α, β-порядку кожної цiлої функцiї f вигляду (1.1) через (|an|).
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Дослiдження, аналогiчнi до розглянутих вище, проводились i для

функцiй, аналiтичних в одиничному крузi D1, тобто для функцiй з

класу H1. Шкали зростання, що виникають внаслiдок порiвняння зро-

стання аналiтичної в одиничному крузi функцiї з конкретними непе-

рервними зростаючими до +∞ на [r0, 1) функцiями, розглядались в

роботах Ж. Валiрона, Ф. Бойєрманна, М. Фуджiвари, Г. Мак-Лейна,

Г.А. Фрiдмана, Н.В. Говорова (див. роботи [67, 68, 24, 70, 75] i бiблiогра-

фiю в них, а також [42, с. 50–51]). Зростання аналiтичних в одиничному

крузi функцiй в термiнах узагальнених порядкiв вивчалось в роботах

М.М. Шеремети [70, 75].

Нехай Λ — клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей

λ = (λn). Для послiдовностi λ ∈ Λ i постiйної величини A ∈ (−∞,+∞]

через DA(λ) позначимо клас абсолютно збiжних у пiвплощинi

{s : Re s < A} рядiв Дiрiхле вигляду

F (s) =
∞∑
n=0

ane
sλn, s = σ + it, (1.6)

таких, що F (s) 6≡ const. Якщо F ∈ DA(λ) — ряд Дiрiхле вигляду (1.6),

то для всiх σ < A максимум модуля i максимальний член цього ряду

визначаємо вiдповiдно за рiвностями

M(σ, F ) = sup{|F (s)| : Re s = σ}, µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ∈ N0}.

Розглянемо аналiтичну в крузi DR, R ∈ (0,+∞], функцiю f , задану

степеневим рядом (1.1). Зробивши в цьому рядi замiну z = es, отри-

маємо абсолютно збiжний у пiвплощинi {s : Re s < A}, A = lnR, ряд

Дiрiхле (1.6) з показниками λn = n, n ∈ N0, i за такої замiни матимемо

σ = ln r, M(σ, F ) = M(r, f), µ(σ, F ) = µ(r, f). Отже, цiлi (A = +∞)
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чи абсолютно збiжнi у пiвплощинi (−∞ < A < +∞) ряди Дiрiхле

F ∈ DA(λ) є безпосереднiми узагальненнями степеневих розвинень цi-

лих (R = +∞) чи, вiдповiдно, аналiтичних у крузi (0 < R < +∞)

функцiй f ∈ HR. З огляду на це, розглянутi вище результати що-

до зростання аналiтичних функцiй, зображених степеневими рядами,

природно узагальнювались на випадок рядiв Дiрiхле.

Прямими аналогами порядку i типу цiлої функцiї вигляду (1.1) для

цiлих рядiв Дiрiхле вигляду (1.6) є введенi Ж. Рiттом [94] величини

R(F ) = lim
σ→+∞

ln lnM(σ, F )

σ
, T (F ) = lim

σ→+∞

lnM(σ, F )

eρσ
,

де ρ — фiксоване додатне число, якi, як звично (див. [71, с. 29]), на-

зиватимемо R-порядком (порядком за Рiттом) та R-типом (типом за

Рiттом) ряду (1.6). Зрозумiло, що у випадку послiдовностi λ = (λn) та-

кої, що λn = n, n ∈ N0, для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) вигляду

(1.6) правильнi наступнi прямi аналоги формул Кошi-Адамара

R(F ) = lim
n→∞

λn lnλn
− ln |an|

, T (F ) =
1

eρ
lim
n→∞

λn|an|ρ/λn. (1.7)

Для послiдовностi λ ∈ Λ нехай

τ(λ) = lim
n→∞

lnn

λn
, τ(λ) = lim

n→∞

lnn

λn
,

δ(λ) = lim
n→∞

lnn

λn lnλn
, δ(λ) = lim

n→∞

lnn

λn lnλn
.

Ж. Рiтт [94] довiв, що перша з формул (1.7) залишатиметься пра-

вильною для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) вигляду (1.6) у випад-

ку довiльної послiдовностi λ ∈ Λ, що задовольняє умову τ(λ) < +∞.

Сильнiший результат отримав К. Сугiмура [95].
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Теорема 1.3 ([95]). Нехай λ ∈ Λ. Умова δ(λ) = 0 є достатньою

для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була правильна

перша з формул (1.7).

Зауважимо, що теорему 1.3 пiзнiше передоводили К. Танака [96] i

А.Г. Аспейтiя [80].

Умова δ(λ) = 0 в теоремi 1.3 є в певному сенсi близькою до оста-

точної. Такий висновок дозволяє зробити наступна теорема, що також

доведена К. Сугiмурою [95] .

Теорема 1.4 ([95]). Нехай λ ∈ Λ. Умова δ(λ) = 0 є необхiдною для то-

го, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була правильна перша

з формул (1.7).

Ф.Й. Гече [12] розглянув таке запитання: чи можна умову δ(λ) = 0

в теоремi 1.3 замiнити умовою δ(λ) = 0, тобто чи є умова δ(λ) = 0

не лише необхiдною, а й достатньою для того, щоб для кожного ряду

Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була правильна перша з формул (1.7)? Власне,

Ф.Й. Гече [12] довiв наступну теорему, з якої випливає негативна вiд-

повiдь на розглянуте ним запитання.

Теорема 1.5 ([12]). Для довiльної спадної до 0 послiдовностi (εn) iсну-

ють послiдовнiсть λ ∈ Λ, ряд Дiрiхле F ∈ S(λ) i послiдовнiсть на-

туральних чисел (nk) такi, що

lnnk
λnk lnλnk

= εnk (k ∈ N0); R(F ) > lim
n→∞

λn lnλn
− ln |an|

.

Що стосується другої з формул (1.7), то стосовно неї правильна на-

ступна теорема Ж. Рiтта [94].
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Теорема 1.6 ([94]). Нехай λ ∈ Λ. Умова τ(λ) = 0 є достатньою

для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була правильна

друга з формул (1.7).

Наступна теорема, яка є наслiдком з отриманих в роботi В.С. Бой-

чука i О.Е. Єременка [3] результатiв для випадку τ(λ) > 0, показує, що

умова τ(λ) = 0 в теоремi 1.6 є в певному сенсi близька до остаточної.

Теорема 1.7 ([3]). Нехай λ ∈ Λ. Умова τ(λ) = 0 є необхiдною для то-

го, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була правильна друга

з формул (1.7).

У зв’язку з теоремами 1.3–1.7 виникає наступна задача, яка, наскiль-

ки нам вiдомо, досi не була розв’язаною.

Задача 1.1. Встановити необхiдну i достатню умову на послiдов-

нiсть λ ∈ Λ, за якої для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) вигляду

(1.6) правильна перша (друга) з формул (1.7).

У загальнiй постановцi задачу щодо опису зростання цiлого ряду

Дiрiхле через послiдовнiсть модулiв його коефiцiєнтiв було розглянуто

i частково розв’язано в роботах Б.В. Винницького i М.М. Шеремети

[7, 8], Я.Д. П’янила i М.М. Шеремети [49], М.М. Шеремети [76, 71],

В.А. Осколкова [44], В.А. Осколкова i Л.I. Калiнiченко [45], М.М. Зелi-

ска [33]. Як зазначено в роботi В.А. Осколкова i Л.I. Калiнiченко [45],

на сьогоднi ця задача є далекою вiд остаточного розв’язання.

Зазначимо також, що частковi шкали зростання для абсолютно збi-

жних у пiвплощинi {s : Res < 0} рядiв Дiрiхле вигляду (1.6) будува-

лись в роботах Е.Я. Дагене [29], В.С. Бойчука [2] i А.М. Гайсина [10].
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Зростання таких рядiв в термiнах узагальнених порядкiв вивчалось в

роботах Ю.М. Галя i М.М. Шеремети [11], О.Б. Скаскiва i В.М. Соро-

кiвського [50], Л.В. Кулявець [36, 37].

Використовуючи поняття α, β-порядку абсолютно збiжного у пiв-

площинi {s : Re s < A} ряду Дiрiхле, яке для A = +∞ введене в

роботi Я.Д. П’янила i М.М. Шеремети [49], а для A = 0 — в роботi

Ю.М. Галя i М.М. Шеремети [11], результати практично усiх цито-

ваних вище робiт (за винятком робiт [7, 8, 44, 45, 33, 36, 37], в яких

розглядались дещо iншi шкали зростання) можемо охарактеризувати

як такi, що визначають достатнi умови на послiдовнiсть λ та функцiї

порiвняння α i β, за яких узагальнений порядок кожного абсолютно

збiжного у пiвплощинi {s : Re s < A}, де A = +∞ чи A = 0, ряду

Дiрiхле вигляду (1.6) виражається через послiдовнiсть (|an|) за фор-

мулою типу Кошi-Адамара. За знайдених умов, як показує аналiз ре-

зультатiв згаданих робiт, α, β-порядок кожного такого ряду F дорiв-

нює α, β-порядку логарифма його максимального члена. Цей факт, на

якому не завжди акцентувалась увага, ставав визначальним при вста-

новленнi формул типу Кошi-Адамара, оскiльки зростання логарифма

максимального члена ряду Дiрiхле порiвняння просто описується через

послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв цього ряду.

Розглянемо довiльну дiйсну функцiю Φ : [σ0, A) → (0,+∞) i не-

хай Φ∗ — найбiльша опукла на [σ0, A) функцiя, яка не перевищує Φ.

Зауважимо, що Φ∗ збiгається на [σ0, A) з другою спряженою за Юн-

гом з Φ функцiєю (див., наприклад, [30, с. 187]). Зрозумiло, що для

ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) вигляду (1.6) нерiвнiсть lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ),
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σ ∈ [σ1, A), завдяки опуклостi функцiї lnµ(σ, F ), є рiвносильною до

нерiвностi lnµ(σ, F ) ≤ Φ∗(σ), σ ∈ [σ2, A), а опис зростання функцiї

lnµ(σ, F ) вiдносно опуклої функцiї через послiдовнiсть (|an|) можна

здiйснити за допомогою твердження типу леми 1.1, зокрема, за допо-

могою такої леми (див. [71, с. 18–19], [79]).

Лема 1.2 ([79]). Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ Ω′A — неперервно дифе-

ренцiйовна на (−∞, A) функцiя така, що функцiя Φ′ є зростаючою на

(−∞, A), ϕ — обернена до Φ′ функцiя, Ψ(x) = x− Φ(x)
Φ′(x), а F ∈ DA(λ) —

ряд Дiрiхле вигляду (1.6). Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A);

(ii) ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0.

У зв’язку зi сказаним виникає загальна проблема щодо отриман-

ня необхiдних i достатнiх умов на послiдовнiсть (λn) та функцiї по-

рiвняння α i β, за яких узагальнений порядок кожного ряду Дiрiхле

F ∈ DA(λ) дорiвнює α, β-порядку логарифма його максимального чле-

на. Ця проблема, безумовно, складна i далека вiд остаточного розв’я-

зання, а тому природною є спроба отримання її розв’язання для час-

ткових шкал зростання, тобто у випадку, коли одна з функцiй α чи β

задана конкретно. Зокрема, актуальною є наступна задача.

Задача 1.2. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], a функцiя Φ задовольняє

умови леми 1.2. Знайти необхiдну i достатню умову на послiдов-

нiсть λ i функцiю Φ, за якої для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ)

правильна рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), де

TΦ(F ) = lim
σ↑A

lnM(σ, F )

Φ(σ)
, tΦ(F ) = lim

σ↑A

lnµ(σ, F )

Φ(σ)
.
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Величина TΦ(F ) називається Φ-типом ряду F . Як зауважено в ро-

ботi М.М. Зелiска i М.М. Шеремети [98], з леми 1.2 випливає, що

tΦ(F ) = lim
n→∞

λn

Φ′
(

Ψ−1
(

1
λn

ln 1
|an|

))
для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) вигляду (1.6). Отже, умова на

послiдовнiсть λ i функцiю Φ, про яку йдеться в задачi 1.2, буде одно-

часно умовою, за якої для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) правильна

формула

TΦ(F ) = lim
n→∞

λn

Φ′
(

Ψ−1
(

1
λn

ln 1
|an|

)) .
За певних додаткових умов на функцiю Φ розв’язок задачi 1.2 ви-

пливає з наступної теореми М.М. Шеремети [78].

Теорема 1.8 ([78]). Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ Ω′A — двiчi

неперервно диференцiйовна на (−∞, A) функцiя така, що Φ′(σ)
Φ(σ) ↗ +∞

i ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)), якщо σ ↑ A. Для того, щоб для кожного ря-

ду Дiрiхле F ∈ DA(λ) з нерiвностi tΦ(F ) ≤ 1 випливала нерiвнiсть

TΦ(F ) ≤ 1, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

lnnλ(x) = o(Φ(Ψ(ϕ(x)))), x→ +∞. (1.8)

Нехай t ∈ (0,+∞) — фiксоване число. Застосовуючи теорему 1.8 до

функцiї tΦ замiсть функцiї Φ, бачимо, що якщо функцiя Φ задовольняє

умови цiєї теореми, то для того, щоб TΦ(F ) = tΦ(F ) для кожного ряду

Дiрiхле F ∈ DA(λ), необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∀t > 0 : nλ(x) = o(Φ(Ψ(ϕ(x/t)))), x→ +∞.

Зауважимо, однак, що з теореми 1.8 не випливає теорема 1.2. Крiм

того, накладенi в теоремi 1.8 умови на функцiю Φ не дозволяють за-
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стосувати цю теорему для отримання розв’язку задачi 1.1 у випадку

другої з формул (1.7).

Рiвнiсть мiж α, β-порядком i α, β-порядком логарифма максималь-

ного члена аналiтичної функцiї, заданої степеневим рядом чи рядом

Дiрiхле, є достатньою, але не обов’язково необхiдною умовою для то-

го, щоб її α, β-порядок можна було виразити через послiдовнiсть мо-

дулiв коефiцiєнтiв вiдповiдного ряду. З огляду на це, виникає задача

про встановлення необхiдних i достатнiх умов на функцiї α i β, за яких

α, β-порядок аналiтичної функцiї, заданої тим чи iншим рядом, зале-

жить лише вiд послiдовностi модулiв його коефiцiєнтiв.

Нехай R ∈ (0,+∞]. Для функцiї f ∈ HR вигляду (1.1) i кожного

r ∈ (0,R) покладемо

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an|rn.

Якщо Φ ∈ Ω′lnR, то нехай

TΦ(f) = lim
r→R

lnM(r, f)

Φ(ln r)
, TΦ(f) = lim

r→R

lnG(r, f)

Φ(ln r)
.

Для зручностi n-ний коефiцiєнт степеневого розвинення функцiї

f ∈ HR позначатимемо також через an(f).

Позначимо через FR клас вiдображень F : HR → [0,+∞] таких, що

F (f) = F (g) для довiльних функцiй f, g ∈ HR, послiдовностi модулiв

коефiцiєнтiв степеневих розвинень яких спiвпадають, тобто |an(f)| =

|an(g)|, n ∈ N0. Зауважимо, що якщо Φ ∈ Ω′lnR, то TΦ ∈ FR тодi i лише

тодi, коли TΦ(f) = TΦ(f) для кожної f ∈ HR.

Наступну теорему, яка в частинi достатностi випливає з теореми 1.2,

було анонсовано П.В. Фiлевичем в [64].
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Теорема 1.9 ([64]). Нехай Φ ∈ Ω′+∞ — неперервно диференцiйовна на

(−∞,+∞) функцiя. Для того, щоб TΦ(f) = TΦ(f) для кожної функцiї

f ∈ H+∞, необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (1.3).

З теорем 1.2 i 1.9 випливає наступна теорема.

Теорема 1.10. Нехай Φ ∈ Ω′+∞ — неперервно диференцiйовна на

(−∞,+∞) функцiя. Тодi наступнi твердження рiвносильнi:

(i) TΦ ∈ F+∞;

(ii) TΦ(f) = tΦ(f) для кожної функцiї f ∈ H+∞;

(iii) виконується умова (1.3).

З теореми 1.10 можемо зробити наступнi висновки: якщо умова (1.3)

виконується, то, згiдно з (1.4), для кожної функцiї f ∈ H+∞ правильна

формула (1.5); якщо ж умова (1.3) не виконується, то Φ-тип цiлої фун-

кцiї f ∈ H+∞ вигляду (1.1) не можна, взагалi кажучи, виразити через

послiдовнiсть (|an|), тобто у цьому випадку не iснує жодної формули

типу Кошi-Адамара для обчислення величини TΦ(f).

У зв’язку з теореми 1.9 i 1.10 виникає питання щодо можливостi

встановлення аналогiв цих теорем для аналiтичних в крузi функцiй,

зокрема, постає наступна задача.

Задача 1.3. Нехай R ∈ (0,+∞). Знайти необхiдну i достатню умо-

ву на неперервно диференцiйовну на (−∞, lnR) функцiю Φ ∈ Ω′lnR, за

якої TΦ ∈ FR, тобто TΦ(f) = TΦ(f) для кожної функцiї f ∈ HR.

Викликає iнтерес розгляд подiбних задач i для iнших загальних

шкал зростання аналiтичних функцiй.
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Введемо узагальнений порядок функцiї f ∈ H+∞ за формулою

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln Φ(ln r)
,

де Φ ∈ Ω′+∞. Така шкала є природною з огляду на те, що функцiя

lnM(ex, f) належить до класу Ω′+∞ у випадку довiльної трансценден-

тної цiлої функцiї f . Для функцiї f ∈ H+∞ покладемо також

τΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnG(r, f)

ln Φ(ln r)
.

Задача 1.4. Знайти необхiдну i достатню умову на неперервно ди-

ференцiйовну на (−∞,+∞) функцiю Φ ∈ Ω′+∞, за якої ρΦ(f) ∈ F+∞,

тобто ρΦ(f) = τΦ(f) для кожної функцiї f ∈ H+∞.

Доволi часто основою класифiкацiї при побудовi тiєї чи iншої шкали

зростання аналiтичних функцiй замiсть швидкостi зростання логари-

фма їх максимуму модуля є швидкiсть зростання їх характеристики

Неванлiнни. Добре вiдомо, що для цiлої функцiї f її порядок збiгає-

ться з порядком її характеристики Неванлiнни

T (r, f) =
1

2π

∫ π

−π
ln+ |f(reiθ)|dθ.

Бiльше того, якщо f має порядок ρ < +∞, а ρ(r) — деякий її уточнений

порядок, то

lim
r→+∞

lnM(r, f)

rρ(r)
≤ c(ρ) lim

r→+∞

T (r, f)

rρ(r)
,

де c(ρ) — додатна стала, залежна лише вiд ρ (див., наприклад, [25,

с. 554]). Звiдси випливає, що

lim
r→+∞

lnM(r, f)

T (r, f)
≤ c(ρ).
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З iншого боку, як довiв Р. Пелi ще в 1932 р., для кожного ρ > 0 iснує

цiла функцiя порядку ρ така, що

lim
r→+∞

lnM(r, f)

T (r, f)
= +∞. (1.9)

Якщо для цiлої функцiї f виконується спiввiдношення (1.9), то будемо

казати, як i в роботi А.А. Гольдберга i Й.В. Островського [26], що ця

функцiя має ефект Пелi.

Нехай λ ∈ Λ. Позначимо через S+(λ) клас вiдмiнних вiд тотожної

сталої цiлих рядiв Дiрiхле вигляду

f(z) =
∞∑
n=0

ane
zλn (1.10)

з невiд’ємними коефiцiєнтами an. Покладемо S+ = ∪λ∈ΛS+(λ).

Теорема 1.11 ([26]). Нехай λ ∈ Λ, ρ ≥ 1. Iснує цiлий ряд Дiрiхле

f ∈ S+(λ) такий, що ρf = ρ i функцiя f має ефект Пелi.

Умова ρ ≥ 1 в теоремi 1.11 обумовлена тим, що довiльна функцiя

f ∈ S+, як легко бачити, завжди є порядку ρ(f) ≥ 1.

Теорему 1.11 застосовано в [26] для дослiдження властивостей ха-

рактеристичних функцiй ймовiрнiсних законiв. Проте, як зазначено в

[26], ця теорема може мати й самостiйний iнтерес.

Зауважимо також, що теорема 1.11 лише стверджує iснування цi-

лих функцiй f ∈ S+(λ), що мають ефект Пелi. Її доведення є чисто

конструктивним, що не дає змоги вказати простi достатнi умови наяв-

ностi у цiлої функцiї f ∈ S+(λ) ефекту Пелi. У зв’язку з цим виникає

наступна задача.
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Задача 1.5. Для заданого ряду Дiрiхле f ∈ S+ вигляду (1.10) вста-

новити необхiднi i достатнi умови на послiдовностi (an) i λ, за яких

функцiя f має:

(i) ефект Пелi;

(ii) ефект Пелi та заданий порядок ρ ≥ 1.

Нехай α — неспадна додатна на [x0,+∞) функцiя. Функцiю α на-

зиватимемо помiрно змiнною, якщо α(2x) = O(α(x)), x→ +∞.

П.В. Фiлевич [85] анонсував наступнi результати.

Теорема 1.12 ([85]). Нехай f ∈ S+(λ). Функцiя f має ефект Пелi

тодi i лише тодi, коли lnM(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю.

Теорема 1.13 ([85]). Нехай ρ ∈ [1,+∞), послiдовнiсть λ ∈ Λ така,

що τ(λ) < +∞, а f ∈ S+ — ряд Дiрiхле вигляду (1.10). Для того, щоб

функцiя f мала ефект Пелi i порядок ρ(f) = ρ, необхiдно i достатньо,

щоб iснували зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (κk) вiдповiдно

невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що

an = 0 (n < n0); ank 6= 0 (k ∈ N0);

κk =
ln ank − ln ank+1

λnk+1
− λnk

(k ∈ N0);

an ≤ anke
κk(λnk−λn) (n ∈ (nk, nk+1), k ∈ N0);

lim
k→∞

κkλnk+1

ln ank+1

= −1; lim
k→∞

lnλnk+1

lnκk
= ρ− 1.

Як бачимо, теорема 1.13 дає розв’язок задачi 1.5 лише в частинi

(ii) i лише за додаткової умови τ(λ) < +∞. У загальному випадку ця

задача не була розв’язаною.
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1.2. Основний змiст дисертацiї

У роздiлi 2 дисертацiйної роботи дослiджується задача щодо опису зро-

стання рядiв Дiрiхле через послiдовнiсть модулiв їх коефiцiєнтiв в тер-

мiнах узагальнених шкал зростання.

Нехай N0 — множина невiд’ємних цiлих чисел, R = R∪{−∞,+∞},

Λ — клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей λ = (λn)n∈N0

i A ∈ (−∞,+∞].

Для ряду Дiрiхле вигляду

F (s) =
∞∑
n=0

ane
sλn, s = σ + it, (1.11)

покладемо

E1(F ) =

{
σ ∈ R :

∞∑
n=0

|an|eσλn < +∞

}
,

E2(F ) =
{
σ ∈ R : lim

n→∞
|an|eσλn = 0

}
.

Абсцису абсолютної збiжностi i абсцису iснування максимального чле-

на ряду (1.11) визначимо вiдповiдно за рiвностями

σa(F ) =


−∞, якщо E1(F ) = ∅,

supE1(F ), якщо E1(F ) 6= ∅,

β(F ) =


−∞, якщо E2(F ) = ∅,

supE2(F ), якщо E2(F ) 6= ∅.

Якщо σa(F ) > −∞, то для всiх σ < σa(F ) нехай

M(σ, F ) = sup{|F (s)| : Re s = σ}
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— максимум модуля ряду (1.11). Якщо ж β(F ) > −∞, то для всiх

σ < β(F ) нехай

µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ∈ N0}

— максимальний член цього ряду.

Через DA(λ) позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (1.11) таких, що

F (s) 6≡ const i σa(F ) ≥ A. Покладемо DA = ∪λ∈ΛDA(λ).

Через D∗A(λ) позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (1.11) таких, що

F (s) 6≡ const i β(F ) ≥ A. Покладемо D∗A = ∪λ∈ΛD∗A(λ).

Зростання ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) утотожнюємо зi зростанням

функцiї lnM(σ, F ), σ ∈ (−∞, A).

Нехай ΩA — клас неперервних на пiвiнтервалi вигляду [σ0, A) фун-

кцiй Φ таких, що xσ−Φ(σ)→ −∞, σ ↑ A, для кожного x ∈ R, а Ω∗A —

пiдклас опуклих на [σ0, A) функцiй Φ ∈ ΩA. Якщо Φ ∈ ΩA, то нехай

Φ̃ : R→ R — функцiя, спряжена з Φ за Юнгом, тобто

Φ̃(x) = sup{xσ − Φ(σ) : σ ∈ R}, x ∈ R.

(Тут ми вважаємо, що Φ(σ) = +∞, якщо σ /∈ [σ0, A).)

Поняття функцiї, спряженої за Юнгом з функцiєю Φ ∈ ΩA, вiдiграє

важливу роль при описi зростання ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) вiдносно

заданої функцiї Φ через послiдовнiсть модулiв його коефiцiєнтiв.

Властивостi спряжених за Юнгом функцiй наведено у допомiжному

пiдроздiлi 2.1. Зокрема, якщо Φ ∈ ΩA, то з наведених у пiдроздiлi 2.1

результатiв випливають наступнi факти: Φ̃ є опуклою на R функцiєю;

якщо ϕ — правобiчна похiдна вiд функцiї Φ̃, то

Φ̃(x) = xϕ(x)− Φ(ϕ(x)), x ∈ R,
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ϕ(x) < A на R i ϕ(x)↗ A, якщо x ↑ +∞; якщо

x0 = inf{x > 0 : Φ(ϕ(x)) > 0},

то функцiя Φ(x) = Φ̃(x)/x є зростаючою до A на (x0,+∞). З опу-

клостi функцiї Φ̃ випливає її неперервнiсть, а тому й неперервнiсть на

(x0,+∞) функцiї Φ. Тому на iнтервалi (A0, A), де A0 = Φ(x0+0), визна-

чена обернена до Φ функцiя ψ, яка на вказаному iнтервалi неперервна

i зростає до +∞. Вважаємо, що ψ(σ) = +∞ для кожного σ ∈ [A,+∞].

Загальнi результати щодо зростання рядiв Дiрiхле отримано в пiд-

роздiлi 2.2. Зокрема, тут доведено наступну (в певнiй частинi вiдому)

лему, що дає опис зростання логарифма максимального члена ряду Дi-

рiхле F ∈ DA(λ) вiдносно заданої функцiї Φ ∈ ΩA через послiдовнiсть

модулiв його коефiцiєнтiв.

Лема 2.8. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а F ∈ D∗A — ряд Дiрiхле

вигляду (1.11). Тодi lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A), якщо i лише

якщо ln |an| ≤ −Φ̃(λn) для всiх n ≥ n0.

Крiм того, в пiдроздiлi 2.2 доведено наступнi теореми, якi будуть

iстотно використовуватися в наступних пiдроздiлах.

Теорема 2.1. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞] i Φ,Γ ∈ ΩA. Якщо
∞∑
n=0

1

eΦ̃(λn)−Γ̃(λn)
< +∞,

то кожен ряд Дiрiхле F з класу D∗A(λ) такий, що lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ),

σ ∈ [σ1, A), належить до класу DA(λ) i для нього lnM(σ, F ) ≤ Γ(σ),

σ ∈ [σ2, A).

Теорема 2.2. Нехай A ∈ (−∞,+∞], послiдовнiсть λ ∈ Λ така,

що τ(λ) > 0, якщо A < +∞, i τ(λ) = +∞, якщо A = +∞, а
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G ∈ D∗A(λ)\DA(λ) — ряд Дiрiхле вигляду

G(s) =
∞∑
n=0

bne
sλn, s = σ + it,

для якого bn ≥ 0, n ∈ N0. Тодi для довiльної додатної на (−∞, A)

функцiї l iснує ряд Дiрiхле F ∈ DA(λ) вигляду (2.1) такий, що an = bn

або an = 0 для кожного n ∈ N0 i M(σ, F ) = F (σ) ≥ l(σ) для всiх

σ ∈ [σ0, A).

Зростання рядiв Дiрiхле в термiнах узагальнених типiв дослiджує-

ться в пiдроздiлах 2.3 i 2.4.

Якщо Φ ∈ ΩA i F ∈ DA, то величину

TΦ(F ) = TΦ,A(F ) = lim
σ↑A

lnM(σ, F )

Φ(σ)

називатимемо Φ-типом ряду F у пiвплощинi {s : Re s < A}.

Для Φ ∈ ΩA i F ∈ D∗A нехай

tΦ(F ) = tΦ,A(F ) = lim
σ↑A

lnµ(σ, F )

Φ(σ)
.

У пiдроздiлi 2.3 наведено наступну теорему, що мiстить розв’язок

задачi 1.2.

Теорема 2.7. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ ΩA. Для того,

щоб TΦ(F ) = tΦ(F ) для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ), необхiдно i

достатньо, щоб виконувалась умова

∀t > 0 : lnn = o(Φ(ϕ(λn/t))), n→∞. (1.12)

Зауважимо також, що якщо F ∈ DA(λ) i tΦ(F ) = +∞, то TΦ(F ) =

+∞ за нерiвнiстю µ(σ, F ) ≤M(σ, F ), σ < A, а тому TΦ(F ) = tΦ(F ). З
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огляду на це, наступна теорема уточнює теорему 2.7 в частинi доста-

тностi.

Теорема 2.8. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ ΩA. Якщо вико-

нується умова (1.12), то кожен ряд Дiрiхле F з класу D∗A(λ) такий,

що tΦ(F ) < +∞, належить до класу DA(λ) i для нього виконується

рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ).

Для послiдовностi λ ∈ Λ, функцiї Φ ∈ ΩA i довiльних t2 > t1 > 0

покладемо

∆(t1, t2) = ∆Φ,λ(t1, t2) = lim
n→∞

lnn

t1Φ̃(λn/t1)− t2Φ̃(λn/t2)
.

Теореми 2.7 i 2.8 є наслiдками з двох наступних теорем вiдповiдно.

Теорема 2.11. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 > t0 ≥

0 — довiльнi сталi. Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈

DA(λ) такого, що tΦ(F ) = t0, справджувалась нерiвнiсть TΦ(F ) < T0,

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∃c ∈ (t0, T0) : ∆(c, T0) < 1. (1.13)

Теорема 2.12. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 > t0 ≥ 0 —

довiльнi сталi. Якщо виконується умова (1.13), то кожен ряд Дiрiхле

F з класу D∗A(λ) такий, що tΦ(F ) = t0, належить до класу DA(λ) i

для нього виконується нерiвнiсть TΦ(F ) < T0.

Як зауважено у пiдроздiлi 2.4, у випадку A = +∞ для довiльної

послiдовностi λ ∈ Λ iснує функцiя Φ ∈ ΩA така, що виконується умова

(1.12), а тому за теоремою 2.7 для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ)

маємо TΦ(F ) = tΦ(F ) . Це не так у випадку A < +∞. Бiльше того,

справедлива така теорема.
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Теорема 2.13. Нехай A ∈ (−∞,+∞), а λ ∈ Λ. Для того, щоб iсну-

вала функцiя Φ ∈ ΩA така, що для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ)

виконується рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), необхiдно i досить, щоб
∞∑
n=1

1

nλn
< +∞.

Для ряду Дiрiхле F ∈ D∗+∞(λ) вигляду (1.11) покладемо

K(F ) = lim
n→∞

λn lnλn
− ln |an|

.

Розв’язок задачi 1.1 у випадку першої з формул 1.7 отримано у пiд-

роздiлi 2.5. Як випливає з наступної теореми, умова δ(λ) = 0 у теоремi

1.3 є також необхiдною, тобто ця умова є остаточною умовою застосов-

ностi формули R(F ) = K(F ).

Теорема 2.15. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) > 0, то iснує ряд Дiрiхле

F ∈ D+∞(λ) такий, що R(F ) > K(F ).

Теореми 1.3 i 2.15 є наслiдками з наведених далi загальнiших теорем

2.16 i 2.17 вiдповiдно.

Теорема 2.16. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) < +∞, то кожен ряд Дiрiхле

F ∈ D∗+∞(λ) такий, що K(F ) < 1/δ(λ), є цiлим i для нього правильна

нерiвнiсть

R(F ) ≤ K(F )

1− δ(λ)K(F )
.

Отже, якщо K(F ) < 1/δ(λ) для деякого ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ),

то за теоремою 2.16 величини K(F ) i R(F ) є скiнченними одночасно.

Така ситуацiя, взагалi кажучи, є неможливою, якщо K(F ) ≥ 1/δ(λ).

Теорема 2.17. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) > 0 i K ∈
[
1/δ(λ),+∞

)
, то

для довiльної функцiї H ∈ L iснує ряд Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) такий, що
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K(F ) = K i

lim
σ→+∞

lnM(σ, F )

H(σ)
= +∞. (1.14)

Теорема 2.15 є наслiдком з теореми 2.16 (досить, наприклад, вибрати

H(σ) = exp(σ2)).

Теорема 2.17, з одного боку, вказує на iстотнiсть умови K(F ) <

1/δ(λ) в теоремi 2.16. З iншого боку, з цiєї теореми можна зробити

такий висновок: якщо δ(λ) > 0, то ряди Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) можуть

зростати як завгодно швидко навiть тодi, коли величина K(F ) для них

залишається скiнченною.

Теореми 2.16 i 2.17 отримано у пiдроздiлi 2.5 в якостi наслiдкiв з

теорем 2.1 i 2.2 вiдповiдно.

Задача щодо встановлення умов, за яких узагальнений тип чи поря-

док аналiтичної функцiї можна виразити через послiдовнiсть модулiв

коефiцiєнтiв її степеневого розвинення, тiсно повязана з не менш скла-

дною задачею щодо встановлення умов, за яких узагальнений тип чи

порядок аналiтичної функцiї не залежить вiд аргументiв коефiцiєнтiв її

степеневого розвинення. Для двох загальних шкал зростання розв’язки

задач такого роду (див. задачi 1.3 i 1.4) знайдено в роздiлi 3.

Нехай R ∈ (0,+∞]. Для функцiй f ∈ HR i Φ ∈ ΩlnR покладемо

tΦ(f) = lim
r→R

lnµ(r, f)

Φ(ln r)
.

Зрозумiло, що tΦ(f) ≤ TΦ(f) ≤ TΦ(f). Зауважимо також, що TΦ ∈ FR

тодi i лише тодi, коли TΦ(f) = TΦ(f) для кожної f ∈ HR.

Для функцiї Φ ∈ ΩlnR покладемо

∆Φ = lim
n→∞

lnn

Φ(ϕ(n))
,
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ϕ визначаються за функцiєю Φ так само, як i вище.

Розв’язок задачi 1.3 дає наступна теорема, отримана у пiдроздiлi

3.1.

Теорема 3.1. Нехай R ∈ (0,+∞], Φ ∈ ΩlnR. Тодi наступнi твердже-

ння рiвносильнi:

(i) TΦ ∈ FR;

(ii) TΦ(f) = tΦ(f) для кожної функцiї f ∈ HR;

(iii) ∆Φ = 0.

Для довiльних функцiй Φ ∈ Ω∗+∞ i f ∈ H+∞ покладемо

cΦ = lim
x→+∞

lnx

ln Φ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln ln Φ′+(x)

ln Φ(x)
,

κΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnµ(r, f)

ln Φ(ln r)
.

Тодi ρΦ = ρΦ(f) є вiдображенням з класу F+∞ тодi i лише тодi, коли

для довiльної f ∈ H+∞ правильна рiвнiсть ρΦ(f) = τΦ(f).

Розв’язок задачi 1.4 мiститься в наступнiй теоремi, отриманнiй у

пiдроздiлi 3.2.

Теорема 3.4. Нехай Φ ∈ Ω∗+∞. Тодi наступнi твердження рiвносиль-

нi:

1) ρΦ ∈ F+∞;

2) ρΦ(f) = κΦ(f) для довiльної f ∈ H+∞;

3) dΦ ≤ cΦ.

У роздiлi 4 дисертацiйної роботи дослiджується задача 1.5 щодо на-

явностi ефекту Пелi для цiлих рядiв Дiрiхле f ∈ S+ вигляду (1.10).

Задачу 1.5 у частинах (i) та (ii) повнiстю розв’язано вiдповiдно у
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пiдроздiлах 4.2 та 4.3.

Через S позначимо клас вiдмiнних вiд тотожної сталої цiлих рядiв

Дiрiхле вигляду (1.10), де λ ∈ Λ. Для ряду Дiрiхде f ∈ S вигляду

(1.10) покладемо Tn =
∑∞

k=n |ak| для кожного n ∈ N0. Поряд з рядом

(1.10) розглянемо ряд Дiрiхле

f̃(z) =
∞∑
n=0

Tne
zλn. (1.15)

З наведених у пiдроздiлi 4.1 допомiжних результатiв випливає, що

β(f̃) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

Tn
= +∞.

Отже, для ряду (1.15) його максимальний член

µ(r, f̃) = max{Tnerλn : n ∈ N0}

є визначеним для кожного r ∈ R.

Позначимо через S∗ клас рядiв Дiрiхле f ∈ S, для яких iснує спадна

до 0 на [r0,+∞) функцiя α така, що

lnG(r, f) = O(lnM((1 + α(r))r, f)), r → +∞.

Зрозумiло, що S+ ⊂ S∗ ⊂ S.

Основним результатом пiдроздiлу 4.2 є наступний критерiй наяв-

ностi ефекту Пелi для цiлого ряду Дiрiхле f ∈ S∗ в термiнах його

коефiцiєнтiв i показникiв.

Теорема 4.1. Для кожного цiлого ряду Дiрiхле f ∈ S∗ вигляду (1.10)

рiвносильними є такi твердження:

(i) f має ефект Пелi;

(ii) T (r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;
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(iii) lnM(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(iv) lnG(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(v) lnµ(r, f̃) не є помiрно змiнною функцiєю;

(vi) iснують зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (Kk) вiдповiдно

невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що

Tn = 0 (n < n0); Tnk 6= 0 (k ∈ N0); (1.16)

Kk =
ln |Tnk| − ln |Tnk+1

|
λnk+1

− λnk
(k ∈ N0); (1.17)

|Tn| ≤ |Tnk|eKk(λnk−λn) (n ∈ (nk, nk+1), k ∈ N0); (1.18)

lim
k→∞

Kkλnk+1

ln |Tnk+1
|

= −1. (1.19)

Розв’язок задачi 1.5 у частинi (ii) мiстить така теорема.

Теорема 4.4. Нехай ρ ∈ [1,+∞), а f ∈ S∗ — цiлий ряд Дiрiхле ви-

гляду (1.10). Для того, щоб функцiя f мала ефект Пелi i порядок

ρ(f) = ρ, необхiдно i достатньо, щоб iснували зростаючi до +∞ по-

слiдовностi (nk) i (Kk) вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел

такi, що виконуються спiввiдношення (1.16)–(1.19) i

lim
k→∞

lnλnk+1

lnKk
= ρ− 1. (1.20)
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Роздiл 2

ЗРОСТАННЯ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

Нехай A ∈ (−∞,+∞], λ = (λn) — зростаюча до +∞ послiдовнiсть,

DA(λ) — клас абсолютно збiжних у пiвплощинi {s : Re s < A} рядiв

Дiрiхле вигляду

F (s) =
∞∑
n=0

ane
sλn, s = σ + it, (2.1)

таких, що F (s) 6≡ const, а ΩA — клас неперервних на пiвiнтервалi ви-

гляду [σ0, A) функцiй Φ таких, що

∀x ∈ R : lim
σ↑A

(xσ − Φ(σ)) = −∞. (2.2)

Зауважимо, що у випадку A < +∞ умова (2.2) рiвносильна умовi

Φ(σ) → +∞, σ → A − 0, а у випадку A = +∞ ця умова рiвносильна

умовi Φ(σ)/σ → +∞, σ → +∞.

При описi зростання ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) вiдносно заданої дiй-

сної функцiї Φ ∈ ΩA в термiнах послiдовностi модулiв його коефiцiєн-

тiв важливу роль вiдiграє поняття функцiї Φ̃, спряженої за Юнгом з

Φ. З огляду на це, у пiдроздiлi 2.1 наведено необхiднi нам властивостi

спряжених за Юнгом функцiй, деякi з яких є добре вiдомими (див.,

наприклад, [30, § 3.2], [69], [73], [43]).
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Результати загального характеру щодо зростання ряду Дiрiхле F ∈

DA(λ) отримаємо у пiдроздiлi 2.2. Тут доведемо твердження типу ле-

ми 1.2, в якому для заданих ряду F ∈ DA(λ) вигляду (2.1) i функцiї

Φ ∈ ΩA вкажемо умови на послiдовнiсть (|an|), якi є необхiдними i до-

статнiми для виконання нерiвностi lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ), σ ∈ [σ1, A). Крiм

того, встановимо достатнi умови на послiдовнiсть λ i функцiї Φ,Γ ∈ ΩA,

за яких для ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) з нерiвностi lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ),

σ ∈ [σ1, A), випливає нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ Γ(σ), σ ∈ [σ2, A).

Зростання рядiв Дiрiхле в термiнах узагальнених типiв вивчається

у пiдроздiлах 2.3 i 2.4. Зокрема, тут знайдено необхiдну i достатню

умову на послiдовнiсть λ i функцiю Φ ∈ ΩA, за якої для кожного ряду

Дiрiхле F ∈ DA(λ) правильна рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), чим повнiстю

розв’язано задачу 1.2 (а тому й задачу 1.1 у випадку другої з формул

(1.7)). Бiльше того, для заданих T0 ≥ t0 ≥ 0 встановлено необхiдну

i достатню умову на послiдовнiсть λ i функцiю Φ ∈ ΩA, за якої для

кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) з нерiвностi tΦ(F ) ≤ t0 випливає

нерiвнiсть TΦ(F ) ≤ T0.

Нарештi, у пiдроздiлi 2.5 розв’язано задачу 1.1 у випадку першої з

формул (1.7).

2.1. Властивостi спряжених за Юнгом функцiй

Позначимо через X клас всiх функцiй h : R → R. Якщо h ∈ X, то

нехай h̃ ∈ X — функцiя, спряжена за Юнгом з функцiєю h, тобто

h̃(σ) = sup{σx− h(x) : x ∈ R}, σ ∈ R.
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Якщо h : D → R — деяка дiйсна функцiя (D ⊂ R), то при означеннi

спряженої з нею за Юнгом ми довизначаємо функцiю h до функцiї з

класу X, приймаючи h(x) = +∞, x /∈ D.

Зрозумiло, що якщо h, g ∈ X i h(x) ≥ g(x) для всiх x ∈ R, то

h̃(σ) ≤ g̃(σ) для всiх σ ∈ R.

Нехай h ∈ X. Тодi ˜̃h(x) ≤ h(x) для всiх x ∈ R (˜̃h — спряжена за

Юнгом з h̃, тобто друга спряжена за Юнгом з h). Справдi, з означення

функцiї h̃ випливає, що для всiх σ, x ∈ R виконується нерiвнiсть σx−

h(x) ≤ h̃(σ), а тому й нерiвнiсть xσ − h̃(σ) ≤ h(x). Взявши супремум

вiд обидвох частин останньої нерiвностi за всiма σ ∈ R, отримуємо˜̃
h(x) ≤ h(x) для всiх x ∈ R.

Лема 2.1. Нехай h, g ∈ X. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) h̃(σ) ≤ g(σ) для всiх σ ∈ R;

(ii) h(x) ≥ g̃(x) для всiх x ∈ R.

Доведення. Якщо виконується умова (i), то ˜̃h(x) ≥ g̃(x) для всiх x ∈ R.

Звiдси випливає (ii), оскiльки ˜̃h(x) ≤ h(x) для всiх x ∈ R.

Якщо виконується умова (ii), то h̃(σ) ≤ ˜̃g(σ) для всiх σ ∈ R. Звiдси

випливає (i), оскiльки ˜̃g(σ) ≤ g(σ) для всiх σ ∈ R.

Лема 2.2. Нехай h ∈ X. Тодi h̃ — опукла на R функцiя, тобто для

довiльних x1, x2, x3 ∈ R таких, що x1 ≤ x2 ≤ x3 правильна нерiвнiсть

h̃(x2)(x3 − x1) ≤ h̃(x1)(x3 − x2) + h̃(x3)(x2 − x1). (2.3)

Доведення. Для кожного t ∈ R маємо

(tx2 − h(t))(x3 − x1) = (tx1 − h(t))(x3 − x2) + (tx3 − h(t))(x2 − x1).
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Беручи супремум вiд обидвох частин наведеної рiвностi за всiма t ∈ R,

бачимо, що виконується нерiвнiсть (2.3).

Для функцiї h ∈ X покладемо Dh = {x ∈ R : h(x) < +∞}. Зрозумi-

ло, що в означеннi функцiї h̃ замiсть супремуму за всiма x ∈ R досить

брати супремум за всiма x ∈ Dh.

Зокрема, якщо функцiя h ∈ X така, що множина Dh мiстить лише

один елемент, тобто Dh = {x0}, то

h̃(σ) = σx0 − h(x0), σ ∈ R.

Зауважимо, що якщо g(x) = xσ0 − c0, x ∈ R, де σ0 ∈ R i c0 < +∞,

то, як легко бачити, Dg̃ = {σ0}, причому g̃(σ0) = c0.

Лема 2.3. Нехай функцiя h ∈ X така, що Dh є промiжком дiйсної

осi i h — опукла на Dh. Тодi
˜̃
h(x) = h(x), x ∈ Dh.

Доведення. Оскiльки ˜̃h(x) ≤ h(x) для всiх x ∈ R, то досить довести,

що h(x) ≤ ˜̃h(x) для всiх x ∈ Dh.

Якщо h(x) = −∞ для деякого x ∈ Dh, то з опуклостi h на Dh

випливає, що h(x) = −∞ для всiх x ∈ Dh. Тодi, зрозумiло, h(x) ≤ ˜̃h(x)

для всiх x ∈ Dh.

Припустимо, що h(x) > −∞ для всiх x ∈ Dh, i зафiксуємо довiльне

x0 ∈ Dh. Тодi для кожного x ∈ Dh за опуклiстю функцiї h маємо

h(x)− h(x0) ≥ σ0(x− x0),

де σ0 — одна з одностороннiх похiдних h′−(x0) чи h′+(x0). Отже, h(x) ≥

g(x), x ∈ R, де g(x) = xσ0−c0, а c0 = x0σ0−h(x0). Тодi
˜̃
h(x) ≥ ˜̃g(x), x ∈

R. Але ˜̃g(x) = g(x), x ∈ R, а тому ˜̃h(x0) ≥ ˜̃g(x0) = g(x0) = h(x0).
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Лема 2.4. Нехай функцiї h, g ∈ X такi, що Dh є промiжком дiйсної

осi, g(x) ≤ h(x), x ∈ Dh, i g опукла на Dh. Тодi g(x) ≤ ˜̃h(x), x ∈ Dh.

Доведення. Нехай α(x) = g(x), x ∈ Dh, i α(x) = +∞, x /∈ Dh. Тодi

Dα = Dh i за попередньою лемою ˜̃α(x) = α(x), x ∈ Dh.

Оскiльки α(x) ≤ h(x), x ∈ Dh, то α(x) ≤ h(x) для всiх x ∈ R. Тодi˜̃α(x) ≤ ˜̃h(x) для всiх x ∈ R. Отже, якщо x ∈ Dh, то g(x) = α(x) =˜̃α(x) ≤ ˜̃h(x).

Нехай A ∈ (−∞,+∞] i Φ : [σ0, A) → R — функцiя з класу ΩA.

Вважаємо, що функцiя Φ належить до класу X, приймаючи для цього

Φ(σ) = +∞ для всiх σ /∈ [σ0,+∞) (тодi DΦ = [σ0,+∞)). Зафiксуємо

довiльне x ∈ R i покладемо

y(σ) = xσ − Φ(σ), σ ∈ [σ0, A).

Функцiя y неперервна на [σ0, A), причому, згiдно з (2.2), y(σ) → −∞,

якщо σ ↑ A. Зрозумiло, що тодi ця функцiя досягає на [σ0, A) свого

максимуму, а тому

Φ̃(x) = max
σ≥σ0

y(σ), x ∈ R.

Для кожного фiксованого x ∈ R розглянемо множину

S(x) = {σ ≥ σ0 : y(σ) = Φ̃(x)}.

Зi сказаного вище випливає, що S(x) є непорожньою обмеженою звер-

ху множиною. Нехай ϕ(x) = supS(x). Тодi ϕ(x) ∈ S(x), тобто iснує

maxS(x) i φ(x) = maxS(x). Справдi, якщо припустити, що φ(x) /∈

S(x), то множина S(x) нескiнченна i σ < ϕ(x) для кожного σ ∈ S(x).

Нехай тодi (σn) — деяка зростаюча до ϕ(x) послiдовнiсть елементiв
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множини S(x). Для кожного n ∈ N0 маємо y(σn) = Φ̃(x). Спрямував-

ши тут n до ∞ i скориставшись неперервнiстю функцiї Φ, отримуємо

y(ϕ(x)) = Φ̃(x), тобто ϕ(x) ∈ S(x), що суперечить зробленому припу-

щенню. Отже, множина S(x) має найбiльший елемент i ним є ϕ(x).

Лема 2.5. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA i

ϕ(x) = max{σ ∈ [σ0, A) : xσ − Φ(σ) = Φ̃(x)}, x ∈ R.

Тодi:

(i) ϕ — неспадна на R функцiя;

(ii) ϕ — неперервна справа на R функцiя;

(iii) ϕ(x)→ A, x→ +∞;

(iv) в кожнiй точцi x ∈ R правобiчна похiдна вiд функцiї Φ̃(x)

дорiвнює ϕ(x);

(v) якщо x0 = inf{x > 0 : Φ(ϕ(x)) > 0}, то функцiя Φ(x) = Φ̃(x)/x

є зростаючою до A на (x0,+∞);

(vi) функцiя α(x) = Φ(ϕ(x)) є неспадною на [0,+∞).

Доведення. Нехай x1 < x2. Оскiльки xjϕ(xj) − Φ(ϕ(xj)) = Φ̃(xj), j ∈

{1, 2}, то з означення функцiї Φ̃ випливають нерiвностi

x1ϕ(x1)− Φ(ϕ(x1)) ≥ x1ϕ(x2)− Φ(ϕ(x2)),

x2ϕ(x2)− Φ(ϕ(x2)) ≥ x2ϕ(x1)− Φ(ϕ(x1)),

додавши якi, отримаємо (ϕ(x2) − ϕ(x1))(x2 − x1) ≥ 0. Звiдси маємо

ϕ(x1) ≤ ϕ(x2). Твердження (i) доведено.

Нехай x0 ∈ R — фiксована точка. З твердження (i) випливає iснува-

ння правобiчної границi ϕ(x0+0), а також нерiвнiсть ϕ(x0+0) ≥ ϕ(x0).
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Доведемо, що ϕ(x0 + 0) = ϕ(x0), тобто що ϕ неперервна справа в точцi

x0. Справдi, з означення функцiї Φ̃ випливає нерiвнiсть

xϕ(x0)− Φ(ϕ(x0)) ≤ xϕ(x)− Φ(ϕ(x)),

спрямовуючи в якiй x до x0 справа, отримуємо

Φ̃(x0) ≤ x0ϕ(x0 + 0)− Φ(ϕ(x0 + 0)).

З iншого боку,

Φ̃(x0) ≥ x0ϕ(x0 + 0)− Φ(ϕ(x0 + 0)).

Отже,

Φ̃(x0) = x0ϕ(x0 + 0)− Φ(ϕ(x0 + 0)).

Тодi з означення функцiї ϕ випливає, що ϕ(x0 + 0) ≤ ϕ(x0), а тому

ϕ(x0 + 0) = ϕ(x0). Твердження (ii) доведено.

Доведемо (iii). Припустимо, вiд супротивного, що ϕ(+∞) = B < A.

Нехай C ∈ (B,A). Скориставшись означенням функцiї Φ̃, для довiль-

ного x ∈ R маємо xC − Φ(C) ≤ xϕ(x) − Φ(ϕ(x)). Звiдси випливає

нерiвнiсть x(C − ϕ(x)) ≤ Φ(C) − Φ(ϕ(x)), спрямовуючи в якiй x до

+∞, отримуємо +∞ ≤ Φ(C)− Φ(B), що неможливо.

Доведемо твердження (iv). Нехай x ∈ R — фiксована точка i h > 0.

З означення функцiї Φ̃ маємо

Φ̃(x+ h)− Φ̃(x)

h
≥ (x+ h)ϕ(x)− Φ(ϕ(x))− Φ̃(x)

h
= ϕ(x),

Φ̃(x+ h)− Φ̃(x)

h
≤ Φ̃(x+ h)− (xϕ(x+ h)− Φ(ϕ(x+ h)))

h
= ϕ(x+ h).

Отже,

ϕ(x) ≤ Φ̃(x+ h)− Φ̃(x)

h
≤ ϕ(x+ h).
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Спрямовуючи тут h до 0 i використовуючи при цьому твердженням

(ii), бачимо, що правобiчна похiдна функцiї Φ̃(x) в точцi x дорiвнює

ϕ(x).

Доведемо (v). Оскiльки xϕ(x)− Φ̃(x) = Φ(ϕ(x)) > 0, x > x0, то

(Φ(x))′+ =
xϕ(x)− Φ̃(x)

x2
> 0, x > x0,

а тому функцiя Φ(x) зростає на iнтервалi (x0,+∞).

Крiм того, з нерiвностi xϕ(x) − Φ̃(x) > 0, x > x0, випливає, що

Φ(x) < ϕ(x) < A, x > x0. З iншого боку, для довiльного фiксованого

x1 i всiх x ≥ x1 отримуємо

Φ̃(x) = Φ̃(x1) +

∫ x

x1

ϕ(t)dt ≥ Φ̃(x1) + (x− x1)ϕ(x1),

звiдки випливає, що

lim
x→+∞

Φ(x) ≥ ϕ(x1).

Спрямувавши тут x1 до +∞, бачимо, що Φ(x)→ A, x→ +∞.

Доведемо (vi). Нехай x2 > x1 ≥ 0. Тодi

α(x2)− α(x1) = x2ϕ(x2)− x1ϕ(x1) + Φ̃(x1)− Φ̃(x2) ≥

≥ x2ϕ(x2)− x1ϕ(x1) + (x1 − x2)ϕ(x2) =

= x1(ϕ(x2)− ϕ(x1)) ≥ 0,

а тому функцiя α(x) = Φ(ϕ(x)) є неспадною на [0,+∞).

Лема 2.6. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ1,Φ2 ∈ ΩA i Φ1(σ) = Φ2(σ) для

всiх σ ∈ [σ0, A). Тодi Φ̃1(x) = Φ̃2(x) для всiх x ≥ x0.

Доведення. Для j ∈ {1, 2} нехай DΦj = [σj, A) i

ϕj(x) = max{σ ∈ [σj, A) : xσ − Φj(σ) = Φ̃j(x)}, x ∈ R.
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З леми 2.5 випливає, що

min{ϕ1(x), ϕ2(x)} ≥ max{σ0, σ1, σ2}, x ≥ x0.

Тодi для кожного x ≥ x0 маємо

Φ̃1(x) = xϕ1(x)− Φ1(ϕ1(x)) = xϕ1(x)− Φ2(ϕ1(x)) ≤

≤ max
σ≥σ2

(xσ − Φ2(σ)) = Φ̃2(x),

Φ̃2(x) = xϕ2(x)− Φ2(ϕ2(x)) = xϕ2(x)− Φ1(ϕ2(x)) ≤

≤ max
σ≥σ1

(xσ − Φ1(σ)) = Φ̃1(x),

а тому Φ̃1(x) = Φ̃2(x).

Лема 2.7. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а β — звуження функцiї˜̃
Φ на DΦ (Dβ = DΦ). Тодi:

(i) β̃(x) = Φ̃(x), x ∈ R;

(ii) β(ϕ(x)) = Φ(ϕ(x)), x ∈ R, де ϕ — правобiчна похiдна вiд Φ̃;

(iii) β ∈ Ω∗A.

Доведення. Нехай γ(σ) =
˜̃
Φ(σ), σ ∈ R. За лемою 2.5 функцiя Φ̃ є

опуклою на R, причому DΦ̃ = R, а тому γ̃(x) = Φ̃(x), x ∈ R, за лемою

2.3. Оскiльки γ(σ) ≤ β(σ) ≤ Φ(σ), σ ∈ R, то γ̃(x) ≥ β̃(x) ≥ Φ̃(x),

x ∈ R, звiдки випливає (i).

Крiм того, для довiльних σ, x ∈ R маємо

xσ − ˜̃Φ(σ) = xσ − γ(σ) ≤ γ̃(x) = Φ̃(x) = xϕ(x)− Φ(ϕ(x)). (2.4)

Звiдси, прийнявши σ = ϕ(x), отримуємо ˜̃Φ(ϕ(x)) ≥ Φ(ϕ(x)), x ∈ R. З

iншого боку, ˜̃Φ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ R, а тому (ii) доведено.
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Для доведення (iii) перепишемо (2.4) у виглядi

˜̃
Φ(σ) ≥ x(σ − ϕ(x)) + Φ(ϕ(x)), σ, x ∈ R. (2.5)

Оскiльки β є опуклою на Dβ, то досить довести, що виконується

(2.2) з β замiсть Φ.

Нехай спочатку A < +∞. Зафiксуємо довiльне c > 0 i виберемо

x0 > 0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть Φ(ϕ(x0)) ≥ c. Скориставшись

(2.5) з x = x0 для всiх σ ∈ [ϕ(x0), A) маємо ˜̃Φ(σ) ≥ c. З довiльностi

c > 0 випливає, що ˜̃Φ(σ) → +∞, σ → A− 0, а тому виконується (2.2)

з β замiсть Φ.

Нехай A = +∞. Зафiксуємо довiльне x0 > 0. Скориставшись (2.5) з

x = x0, отримуємо

lim
σ→+∞

˜̃
Φ(σ)

σ
≥ lim

σ→+∞

(
x0

(
1− ϕ(x0)

σ

)
+

Φ(ϕ(x0))

σ

)
= x0.

З довiльностi x0 > 0 випливає, що ˜̃Φ(σ)/σ → +∞, σ → +∞, а тому

виконується (2.2) з β замiсть Φ.

2.2. Загальнi результати щодо зростання рядiв Дiрi-

хле

Нехай N0 — множина невiд’ємних цiлих чисел, R = R ∪ {−∞,+∞},

Λ — клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей λ = (λn)n∈N0

i A ∈ (−∞,+∞].

Для послiдовностi λ ∈ Λ покладемо

τ(λ) = lim
n→∞

lnn

λn
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i розглянемо ряд Дiрiхле вигляду (2.1). Нехай

E1(F ) =

{
σ ∈ R :

∞∑
n=0

|an|eσλn < +∞

}
,

E2(F ) =
{
σ ∈ R : lim

n→∞
|an|eσλn = 0

}
.

Абсцису абсолютної збiжностi i абсцису iснування максимального чле-

на ряду (2.1) визначимо вiдповiдно за рiвностями

σa(F ) =


−∞, якщо E1(F ) = ∅,

supE1(F ), якщо E1(F ) 6= ∅,

β(F ) =


−∞, якщо E2(F ) = ∅,

supE2(F ), якщо E2(F ) 6= ∅.

Легко бачити, що

β(F ) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

|an|
.

Добре вiдомо також (див., наприклад, [39, с. 114–115]), що

σa(F ) ≤ β(F ) ≤ σa(F ) + τ(λ)

i цi нерiвностi точнi (бiльше того, як доведено в [87], для довiльних

A,B ∈ R таких, що A ≤ B ≤ A + τ(λ), iснує ряд Дiрiхле F вигляду

(2.1), для якого σa(F ) = A и β(F ) = B).

Якщо σa(F ) > −∞, то для всiх σ < σa(F ) нехай

M(σ, F ) = sup{|F (s)| : Re s = σ}

— максимум модуля ряду (2.1). Якщо ж β(F ) > −∞, то для всiх

σ < β(F ) нехай

µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ∈ N0}
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— максимальний член цього ряду. У випадку σa(F ) > −∞, як добре

вiдомо, µ(σ, F ) ≤M(σ, F ) для всiх σ < σa(F ).

Через DA(λ) позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (2.1) таких, що

F (s) 6≡ const i σa(F ) ≥ A. Покладемо DA = ∪λ∈ΛDA(λ).

Через D∗A(λ) позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (2.1) таких, що

F (s) 6≡ const i β(F ) ≥ A. Покладемо D∗A = ∪λ∈ΛD∗A(λ).

Якщо F ∈ DA, то, як добре вiдомо, µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) для всiх

σ < A.

Зауважимо, що DA(λ) ⊂ D∗A(λ) для довiльної послiдовностi

λ ∈ Λ. Зi сказаного вище випливає, що у випадку скiнченного A маємо

DA(λ) = D∗A(λ) тодi i лише тодi, коли τ(λ) = 0. Крiм того,

D+∞(λ) = D∗+∞(λ) тодi i лише тодi, коли τ(λ) < +∞. Зрозумiло також,

що DA ⊂ D∗A i це включення строге.

Лема 2.8. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а F ∈ D∗A — ряд Дiрiхле

вигляду (2.1). Тодi lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A), якщо i лише

якщо ln |an| ≤ −Φ̃(λn) для всiх n ≥ n0.

Доведення. Припустимо, що lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A).

Покладемо Ψ(σ) = Φ(σ) для кожного σ ∈ [σ0, A) i Ψ(σ) = +∞ для ко-

жного σ /∈ [σ0, A). Нехай h ∈ X — функцiя така, що h(λn) = − ln |an|

для всiх n ∈ N0 i h(x) = +∞ для всiх x ∈ R\{λ0, λ1, . . . }. Тодi

lnµ(σ, F ) = h̃(σ), якщо σ < β(F ). Отже, h̃(σ) ≤ Ψ(σ) для всiх σ ∈ R.

За лемою 2.1 маємо h(x) ≥ Ψ̃(x), x ∈ R. Тому, скориставшись лемою

2.6, для всiх n ≥ n0 отримуємо ln |an| = −h(λn) ≤ −Ψ̃(λn) = −Φ̃(λn).

Припустимо, що ln |an| ≤ −Φ̃(λn) для всiх n ≥ n0. Якщо µ(σ, F )

є обмеженою на (−∞, A) функцiєю, то lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх
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σ ∈ [σ0, A). Якщо функцiя µ(σ, F ) необмежена на (−∞, A), то поряд з

рядом F розглянемо ряд Дiрiхле

G(s) =
∞∑
n=0

bne
sλn, s = σ + it, (2.6)

такий, що bn = 0 для n < n0 i bn = an для n ≥ n0. Тодi, як лег-

ко обґрунтувати, µ(σ, F ) = µ(σ,G) для всiх σ ∈ [σ0, A). Крiм то-

го, ln |bn| ≤ −Φ̃(λn) для всiх n ∈ N0, а тому за лемою 2.1 маємо

lnµ(σ,G) ≤ Φ(σ), σ < A. Звiдси й випливає, що lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ)

для всiх σ ∈ [σ0, A).

Доведемо тепер наступну загальну теорему про зростання рядiв Дi-

рiхле.

Теорема 2.1. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞] i Φ,Γ ∈ ΩA. Якщо
∞∑
n=0

1

eΦ̃(λn)−Γ̃(λn)
< +∞, (2.7)

то кожен ряд Дiрiхле F з класу D∗A(λ) такий, що lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ),

σ ∈ [σ1, A), належить до класу DA(λ) i для нього lnM(σ, F ) ≤ Γ(σ),

σ ∈ [σ2, A).

Доведення. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а функцiї Φ,Γ ∈ ΩA такi, що

виконується умова (2.7).

Розглянемо довiльний ряд Дiрiхле F ∈ D∗A(λ) вигляду (2.1) такий,

що lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ), σ ∈ [σ1, A). За лемою 2.8 маємо ln |an| ≤ −Φ̃(λn),

n ≥ n1.

Зафiксуємо n2 ≥ n1 таке, що∑
n≥n2

1

eΦ̃(λn)−Γ̃(λn)
≤ 1

2
.
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Тодi для всiх σ ∈ [σ2, A) отримуємо
∞∑
n=0

|an|eσλn =
∑
n<n2

|an|eσλn +
∑
n≥n2

|an|eσλn ≤
1

2
eΓ(σ) +

∑
n≥n2

eσλn

eΦ̃(λn)
=

=
1

2
eΓ(σ) + eΓ(σ)

∑
n≥n2

eσλn−Γ(σ)

eΦ̃(λn)
≤ eΓ(σ)

(
1

2
+
∑
n≥n2

eΓ̃(λn)

eΦ̃(λn)

)
≤ eΓ(σ).

Отже, σa(F ) ≥ A, тобто F ∈ DA(λ). Крiм того, lnM(σ, F ) ≤ Γ(σ),

σ ∈ [σ2, A). 2

Далi нам буде потрiбна i така теорема.

Теорема 2.2. Нехай A ∈ (−∞,+∞], послiдовнiсть λ ∈ Λ така,

що τ(λ) > 0, якщо A < +∞, i τ(λ) = +∞, якщо A = +∞, а

G ∈ D∗A(λ)\DA(λ) — ряд Дiрiхле вигляду (2.6), для якого bn ≥ 0,

n ∈ N0. Тодi для довiльної додатної на (−∞, A) функцiї l iснує ряд

Дiрiхле F ∈ DA(λ) вигляду (2.1) такий, що an = bn або an = 0 для

кожного n ∈ N0 i M(σ, F ) = F (σ) ≥ l(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A).

Доведення. Не зменшуючи загальностi, можемо вважати функцiю l не-

спадною на (−∞, A).

Оскiльки G ∈ D∗A(λ)\DA(λ), то β(G) ≥ A i σa(G) < A. З нерiвностi

β(G) ≥ A випливає iснування зростаючої до A послiдовностi (ηn) такої,

що
1

λn
ln

1

bn
≥ ηn, n ∈ N0.

Тодi bn ≤ e−ηnλn, n ∈ N0. Оскiльки σa(G) < A, то для всiх σ ∈

(σa(G), A) i довiльного m ∈ N0 маємо∑
n≥m

bne
σλn = +∞.



59

Зафiксуємо зростаючу до A послiдовнiсть (σn). Виберемо зростаю-

чу послiдовнiсть (mk) невiд’ємних цiлих чисел так, щоб для кожного

k ∈ N0 виконувались нерiвностi

ηmk
≥ σk, e(σk−σk+1)λmk+1(l(σk+2) + 1) <

1

(k + 1)2
,

mk+1−1∑
n=mk

bne
σkλn ≥ l(σk+1),

i покладемо

pk = min

{
p ≥ mk :

p∑
n=mk

bne
σkλn ≥ l(σk+1)

}
.

Зауважимо, що тодi mk ≤ pk ≤ mk+1 − 1 i

l(σk+1) ≤
pk∑

n=mk

bne
σkλn < l(σk+1) + bpke

σkλpk ≤

≤ l(σk+1) + e(σk−ηpk )λpk ≤ l(σk+1) + 1.

Нехай n ∈ N0. Покладемо an = bn, якщо n ∈ [mk, pk] для деякого

k ∈ N0, i an = 0, якщо n /∈ [mk, pk] для кожного k ∈ N0. Розглянемо

ряд Дiрiхле F вигляду (2.1) i доведемо, що σa(G) ≥ A. Справдi, для

кожного фiксованого j ∈ N0 маємо∑
n≥mj+1

ane
σjλn =

∑
k≥j+1

pk∑
n=mk

bne
σjλn =

∑
k≥j+1

pk∑
n=mk

bne
σkλne(σj−σk)λn

≤
∑
k≥j+1

e(σj−σk)λmk

pk∑
n=mk

bne
σkλn

≤
∑
k≥j+1

e(σk−1−σk)λmk (l(σk+1) + 1) <
∑
k≥j+1

1

k2
< +∞,
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звiдки i випливає, що σa(F ) ≥ A. Крiм того, якщо σ ∈ [σ0, A), то

σ ∈ [σk, σk+1) для деякого k ∈ N0 i тодi

F (σ) ≥
pk∑

n=mk

ane
σλn =

pk∑
n=mk

bne
σλn ≥

pk∑
n=mk

bne
σkλn ≥ l(σk+1) ≥ l(σ).

Теорему доведено.

Теорема 2.2 буде iстотно використовуватись при доведеннi основних

результатiв наступних пiдроздiлiв. Тут вкажемо на два простi наслiдки

з цiєї теореми.

Важливою задачею при дослiдженнi властивостей цiлих рядiв Дiрi-

хле є задача про встановлення оцiнок зверху для максимуму модуля цi-

лого ряду Дiрiхле через його максимальний член (див., наприклад, ро-

боти [51, 58] i бiблiографiю в них). Зокрема, для заданої функцiї h ∈ L

встановлювались умови на послiдовнiсть λ ∈ Λ, за яких для кожного

ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) i всiх σ ≥ σ0 зовнi деякої малої виняткової

множини значень σ виконується спiввiдношення M(σ, F ) ≤ h(µ(σ, F ))

чи для всiх σ ≥ σ0 виконується спiввiдношення M(σ, F ) ≤ µ(h(σ), F ).

З наступної теореми, яка випливає з теореми 2.2, бачимо, що виконан-

ня такого сорту спiввiдношень для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ)

можливе лише за умови τ(λ) < +∞.

Теорема 2.3. Нехай λ ∈ Λ, τ(λ) = +∞. Тодi для довiльних функцiй

l1, l2 ∈ L iснує ряд Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) такий, що

lim
σ→+∞

M(σ, F )

l1(µ(l2(σ), F ))
= +∞.

Доведення. Як зазначалося вище, у випадку τ(λ) = +∞ множина

D∗+∞(λ)\D+∞(λ) не є порожньою. Тому досить застосувати теорему
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2.2 до довiльного ряду G ∈ D∗+∞(λ)\D+∞(λ) вигляду (2.6) такого, що

bn ≥ 0, n ∈ N0, i до функцiї l(σ) = l21(µ(l2(σ), G)).

Якщо τ(λ) > 0, то у випадку скiнченного A iснують абсолютно

збiжнi у пiвплощинi {s : Re s < A} ряди Дiрiхле довiльного швидкого

зростання з обмеженим максимальним членом. Цей факт випливає з

наступної теореми.

Теорема 2.4. Нехай λ ∈ Λ, τ(λ) > 0. Тодi для довiльної додатної на

(−∞, 0) функцiї l iснує ряд Дiрiхле F ∈ D0(λ) вигляду (2.1) такий,

що an = 1 або an = 0 для кожного n ∈ N0 i M(σ, F ) = F (σ) ≥ l(σ)

для всiх σ ∈ [σ0, 0).

Доведення. Розглянемо ряд Дiрiхле

G(s) =
∞∑
n=0

esλn.

Зрозумiло, що β(G) = 0, а тому G ∈ D∗0(λ).

Зафiксуємо деяке σ ∈ (−τ(λ), 0). Тодi τ(λ) > −σ, звiдки негайно

випливає, що множина E = {k ∈ N0 : ln k ≥ −σλk} є нескiнченною.

Для довiльного k ∈ E маємо

k∑
n=[k/2]

eσλn ≥
k∑

n=[k/2]

eσλk ≥ k

2
eσλk ≥ k

2
e− ln k =

1

2
.

Отже, ряд G в точцi s = σ є розбiжним, а тому G /∈ D0(λ).

Для завершення доведення залишилось застосувати теорему 2.2.
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2.3. Узагальненi типи зростання рядiв Дiрiхле

Якщо Φ ∈ ΩA i F ∈ DA, то величину

TΦ(F ) = TΦ,A(F ) = lim
σ↑A

lnM(σ, F )

Φ(σ)

називатимемо Φ-типом ряду F у пiвплощинi {s : Re s < A}.

Для Φ ∈ ΩA i F ∈ D∗A нехай

tΦ(F ) = tΦ,A(F ) = lim
σ↑A

lnµ(σ, F )

Φ(σ)

— Φ-тип логарифма максимального члена ряду F у пiвплощинi

{s : Re s < A}.

Якщо F ∈ DA, то, зрозумiло, tΦ(F ) ≤ TΦ(F ).

Поняття Φ-типу ряду Дiрiхле є узагальненням класичного понят-

тя типу цiлого ряду Дiрiхле. Типом цiлого (F ∈ D+∞) ряду Дiрiхле

називається величина

T (F ) = lim
σ↑+∞

lnM(σ, F )

eρσ
,

де ρ — фiксоване додатне число. Якщо τ(λ) = 0, то тип кожного цiлого

ряду Дiрiхле вигляду (2.1) може бути обчислений (див., наприклад, [39,

с. 178]) через послiдовнiсть (|an|) за формулою

T (F ) = lim
n→∞

λn
eρ
|an|

ρ
λn . (2.8)

Нехай Φ ∈ ΩA i Φ̃ — функцiя, спряжена за Юнгом з функцiєю Φ,

тобто

Φ̃(x) = sup{xσ − Φ(σ) : σ ∈ [σ0, A)}, x ∈ R.

З наведених вище лем 2.2 i 2.5 випливають наступнi факти: Φ̃ є опу-

клою на R функцiєю; якщо ϕ — правобiчна похiдна вiд функцiї Φ̃, то

Φ̃(x) = xϕ(x)− Φ(ϕ(x)), x ∈ R,
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ϕ(x) < A на R i ϕ(x)↗ A, якщо x ↑ +∞; якщо

x0 = inf{x > 0 : Φ(ϕ(x)) > 0},

то функцiя Φ(x) = Φ̃(x)/x є зростаючою до A на (x0,+∞). З опу-

клостi функцiї Φ̃ випливає її неперервнiсть, а тому й неперервнiсть

на (x0,+∞) функцiї Φ. Тому на iнтервалi (A0, A), де A0 = Φ(x0 + 0),

визначена обернена до Φ функцiя ψ, яка на вказаному iнтервалi не-

перервна i зростає до +∞. Вважаємо, що ψ(σ) = +∞ для кожного

σ ∈ [A,+∞]. Зауважимо, що якщо F ∈ D∗A — ряд Дiрiхле вигляду

(2.1), то β(F ) ≥ A, а тому

1

λn
ln

1

|an|
≥ A0, n ≥ n0.

Нехай t > 0 — фiксоване число. Враховуючи, що спряженою за Юнгом

з функцiєю h(σ) = tΦ(σ), σ ∈ [σ0, A), є функцiя h̃(x) = tΦ̃(x/t), x ∈ R,

i h̃(x) = xΦ(x/t), x ≥ tx0, за лемою 2.8 отримуємо

tΦ(F ) = lim
n→∞

λn

ψ
(

1
λn

ln 1
|an|

) . (2.9)

Отже, для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D∗A, а тому й для кожного

ряду Дiрiхле F ∈ DA вигляду (2.1) правильна формула (2.9). Тому Φ-

тип довiльного ряду Дiрiхле F ∈ DA вигляду (2.1) такого, що TΦ(F ) =

tΦ(F ), можна обчислити через послiдовнiсть (|an|) за формулою

TΦ(F ) = lim
n→∞

λn

ψ
(

1
λn

ln 1
|an|

) , (2.10)

яка у розглянутому вище класичному випадку (A = +∞ i Φ(σ) = eρσ,

σ ≥ 0) збiгається з формулою (2.8). З огляду на сказане, природно

виникає наступна задача, яка є переформулюванням задачi 1.2 для

ширшого класу функцiй Φ.
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Задача 2.6. Знайти необхiдну i достатню умову на послiдовнiсть

λ ∈ Λ i функцiю Φ ∈ ΩA, за якої для довiльного ряду Дiрiхле F ∈ DA

вигляду (2.1) правильна рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), а тому й формула

(2.12).

В окремих випадках розв’язок задачi 2.6 отримано в роботах [62, 63,

78, 65]. Позначимо через Ω∗A — клас опуклих на [σ0, A) функцiй Φ ∈ ΩA.

Зауважимо, що тодi одностороннi похiднi Φ′− та Φ′+ є неспадними на

[σ0, A) функцiями i Φ′−(σ) → +∞, x ↑ A. Крiм того, скориставшись

означенням функцiї Φ̃ i лемою 2.5, легко довести, що

Φ′−(ϕ(x)) ≤ x ≤ Φ′+(ϕ(x)), x > x0 := Φ′+(σ0). (2.11)

Розв’язок сформульованої задачi для цiлих рядiв Дiрiхле у випадку

послiдовностi λ = (n) знайдено, фактично, в [62] (насправдi, в [62]

розглядаються цiлi функцiї, зображенi степеневими рядами). Наведемо

у рiвносильному формулюваннi результат з [62].

Теорема 2.5 ([62]). Нехай λ = (n), Φ ∈ Ω∗+∞ — неперервно диферен-

цiйовна на [σ0, A) функцiя. Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле

F ∈ D+∞(λ) справджувалась рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), необхiдно i до-

статньо, щоб виконувалась умова

ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)), σ → +∞.

Нехай Φ : [σ0, A) → R — неперервно диференцiйовна функцiя з

класу Ω∗A така, що Φ′ є додатною зростаючою на [σ0, A) функцiєю.

Тодi з (2.11) випливає, що звуження правобiчної похiдної ϕ функцiї Φ̃

на iнтервал (x0,+∞) є оберненою до Φ′ функцiєю. Покладемо

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
, σ ∈ [σ0, A).
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(Функцiя Ψ, як вiдомо, називається спряженою за Ньютоном з функцi-

єю Φ.) Легко бачити, що Ψ(ϕ(x)) = Φ(x), x ∈ [x0,+∞). Для послiдов-

ностi λ ∈ Λ нехай nλ(x) =
∑

λn≤x 1 — її лiчильна функцiя. Наступну

теорему отримав М.М. Шеремета [78].

Теорема 2.6 ([78]). Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ Ω∗A — двiчi

неперервно диференцiйовна на [σ0, A) функцiя така, що Φ′(σ)
Φ(σ) ↗ +∞

i ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)), якщо σ ↑ A. Для того, щоб для кожного ря-

ду Дiрiхле F ∈ DA(λ) з нерiвностi tΦ(F ) ≤ 1 випливала нерiвнiсть

TΦ(F ) ≤ 1, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

lnnλ(x) = o(Φ(Ψ(ϕ(x)))), x→ +∞. (2.12)

Зауваження 2.1. Замiнивши в теоремi 2.6 нерiвностi tΦ(F ) ≤ 1 i

TΦ(F ) ≤ 1 вiдповiдно на рiвностi tΦ(F ) = 1 i TΦ(F ) = 1, отримаємо,

як легко бачити, твердження, рiвносильне теоремi 2.6.

Зауваження 2.2. Умову (2.12) можемо переписати у виглядi

lnnλ(x) = o(Φ(Φ(x))), x→ +∞. (2.13)

Крiм того, як легко бачити, ця умова рiвносильна кожнiй з умов

lnnλ(Φ
′(σ)) = o(Φ(Ψ(σ))), σ ↑ A;

lnn = o(Φ(Φ(λn))), n→∞.

Зауваження 2.3. Достатнiсть умови (2.12) у теоремi 2.6 доведено

в [78] лише за припущення, що Φ ∈ Ω∗A є двiчi неперервно-диференцi-

йовною функцiєю такою, що функцiя Φ′/Φ неспадає на [σ0, A).

Нехай t ∈ (0,+∞) — фiксоване число. Застосовуючи теорему 2.6 до

функцiї tΦ замiсть функцiї Φ i враховуючи зауваження 2.2, бачимо,
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що якщо функцiя Φ ∈ Ω∗A задовольняє умови теореми 2.6 i λ ∈ Λ, то

для того, щоб TΦ(F ) = tΦ(F ) для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ),

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∀t > 0 : lnn = o(Φ(Φ(λn/t))), n→∞. (2.14)

Зауважимо також, що з теореми 2.6 не випливає теорема 2.5. Крiм

того, теорема 2.6 не дає вiдповiдi на таке запитання: чи є умова τ(λ) = 0

необхiдною для того, щоб для кожного цiлого ряду Дiрiхле вигляду

(2.1) справджувалась формула (2.8)? Зазначимо, що позитивна вiдпо-

вiдь на сформульоване запитання випливає з отриманих нижче резуль-

татiв.

З огляду на теорему 2.6 виникає i така задача, яка є загальнiшою

за задачу 2.6.

Задача 2.7. Нехай T0 ≥ t0 ≥ 0 — довiльнi сталi. Знайти необхiдну

i достатню умову на послiдовнiсть λ ∈ Λ i функцiю Φ ∈ ΩA, за якої

для довiльного ряду Дiрiхле F ∈ DA такого, що tΦ(F ) = t0, виконува-

лась нерiвнiсть TΦ(F ) ≤ T0.

Нижче отримаємо розв’язки задач 2.6 i 2.7 в повному обсязi.

Для послiдовностi λ ∈ Λ, функцiї Φ ∈ ΩA i довiльних t2 > t1 > 0

покладемо

∆(t1, t2) = ∆Φ,λ(t1, t2) = lim
n→∞

lnn

t1Φ̃(λn/t1)− t2Φ̃(λn/t2)
.

Вкажемо, насамперед, на деякi властивостi величини ∆(t1, t2). Для цьо-

го нам буде потрiбна така лема.
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Лема 2.9. Нехай Ψ — опукла на R функцiя i x0 ≥ 0. Тодi для довiль-

них t1, t2, t3 ∈ R таких, що t3 > t2 > t1 > 0 правильнi нерiвностi

t1Ψ

(
x0

t1

)
− t2Ψ

(
x0

t2

)
≥ t2 − t1
t3 − t1

(
t1Ψ

(
x0

t1

)
− t3Ψ

(
x0

t3

))
,

t2Ψ

(
x0

t2

)
− t3Ψ

(
x0

t3

)
≤ t3 − t2
t3 − t1

(
t1Ψ

(
x0

t1

)
− t3Ψ

(
x0

t3

))
.

Доведення. Оскiльки Ψ — опукла на R функцiя, то для x0 ≥ 0 i до-

вiльних t1, t2, t3 ∈ R таких, що t3 > t2 > t1 > 0, правильна нерiвнiсть

Ψ

(
x0

t2

)(
x0

t1
− x0

t3

)
≤ Ψ

(
x0

t1

)(
x0

t2
− x0

t3

)
+ Ψ

(
x0

t3

)(
x0

t1
− x0

t2

)
,

домноживши яку на добуток t1t2t3, отримуємо

Ψ

(
x0

t2

)
t2(t3 − t1) ≤ Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t2) + Ψ

(
x0

t3

)
t3(t2 − t1).

Скориставшись отриманою нерiвнiстю, маємо

Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t1)−Ψ

(
x0

t2

)
t2(t3 − t1) ≥

≥Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t1)−Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t2)−Ψ

(
x0

t3

)
t3(t2 − t1) =

=Ψ

(
x0

t1

)
t1(t2 − t1)−Ψ

(
x0

t3

)
t3(t2 − t1),

Ψ

(
x0

t2

)
t2(t3 − t1)−Ψ

(
x0

t3

)
t3(t3 − t1) ≤

≤Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t2) + Ψ

(
x0

t3

)
t3(t2 − t1)−Ψ

(
x0

t3

)
t3(t3 − t1) =

=Ψ

(
x0

t1

)
t1(t3 − t2)−Ψ

(
x0

t3

)
t3(t3 − t2),

звiдки й випливають потрiбнi нерiвностi.
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Якщо d — фiксоване число, то для функцiї γ(t) = tΦ̃(d/t), t ∈

R\{0}, маємо

γ′+(t) = Φ̃

(
d

t

)
− d

t
ϕ

(
d

t

)
= −Φ

(
ϕ

(
d

t

))
.

Отже,

t1Φ̃

(
d

t1

)
− t2Φ̃

(
d

t2

)
=

∫ t2

t1

Φ

(
ϕ

(
d

t

))
dt. (2.15)

Нехай a > 0 — фiксоване число. Розглянемо функцiю y = ∆(a, t),

t ∈ (a,+∞). Врахувавши, що функцiя α(x) = Φ(ϕ(x)) є додатною на

(x0,+∞), i скориставшись (2.15) та лемами 2.2 i 2.9, для довiльних

t2 > t1 > a отримуємо

0 ≤ y(t2) ≤ y(t1) ≤
t2 − a
t1 − a

y(t2).

Звiдси випливає, що функцiя y тотожно дорiвнює нулю, або тотожно

дорiвнює +∞, або вона є додатною неперервною незростаючою на

(a,+∞) функцiєю.

Нехай b > 0 — фiксоване число. Розглянемо функцiю y = ∆(t, b),

t ∈ (0, b). Знову скориставшись лемою 2.9, для довiльних 0 < t1 < t2 <

b отримуємо

0 ≤ y(t1) ≤
b− t2
b− t1

y(t2).

Звiдси випливає, що якщо y(t2) = 0 для деякого t2 ∈ (0, b), то y(t) = 0

на (0, t2]; якщо y(t1) = +∞ для деякого t1 ∈ (0, b), то y(t) = +∞ на

[t1, b); якщо в деякiй точцi t ∈ (0, b) функцiя y не приймає значень 0 i

+∞, то в цiй точцi задана функцiя зростає.

Зауважимо також, що за лемою 2.6 функцiя α(x) = Φ(ϕ(x)) є не-

спадною на [0,+∞), а тому з (2.15) для довiльних d ≥ 0 i t2 > t1 > 0
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маємо

(t2 − t1)Φ
(
ϕ

(
d

t2

))
≤ t1Φ̃

(
d

t1

)
− t2Φ̃

(
d

t2

)
≤

≤ (t2 − t1)Φ
(
ϕ

(
d

t1

))
. (2.16)

Розв’язок задачi 2.6 мiститься в такiй теоремi.

Теорема 2.7. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ ΩA. Для того,

щоб TΦ(F ) = tΦ(F ) для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ), необхiдно i

достатньо, щоб виконувалась умова

∀t > 0 : lnn = o(Φ(ϕ(λn/t))), n→∞. (2.17)

Зауваження 2.4. Нехай Φ ∈ ΩA, а β — звуження функцiї ˜̃Φ на DΦ.

Тодi за лемою 2.7 маємо β ∈ Ω∗A, β(ϕ(x)) = Φ(ϕ(x)) для кожного

x ∈ R, а також β̃(x) = Φ̃(x) для всiх x ∈ R, звiдки випливає, що ϕ

є правобiчною похiдною вiд β̃. Крiм того, оскiльки для кожного ряду

F ∈ DA(λ) функцiї lnM(σ, F ) i lnµ(σ, F ) є опуклими на (−∞, A), то

TΦ(F ) = Tβ(F ) i tΦ(F ) = tβ(F ) за лемою 2.4. З огляду на сказане,

при доведеннi теореми 2.7, як i при доведеннi наведених далi теорем,

можна було б обмежитись функцiями Φ з класу Ω∗A, який є вужчим

за клас ΩA. Бiльше того, функцiї з класу Ω∗A володiють добрими для

використань властивостями, якi випливають з їх опуклостi. Незва-

жаючи на це, умова належностi функцiї Φ до ширшого класу ΩA не

викликатиме в нас жодних додаткових труднощiв.

Зауваження 2.5. Якщо функцiя Φ ∈ ΩA є опуклою на [σ0, A), тобто

Φ ∈ Ω∗A, то за нерiвностями (2.11) умова (2.17) рiвносильна умовi

∀t > 0 : lnnλ(tΦ
′
+(σ)) = o(Φ(σ)), σ ↑ A, (2.18)
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причому тут Φ′+ можна замiнити на Φ′−.

Зауваження 2.6. Умови (2.14) i (2.17) рiвносильнi для кожної фун-

кцiї Φ ∈ Ω∗A. Цей факт випливає з нерiвностей (2.19), наведених в

наступнiй лемi.

Лема 2.10. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ Ω∗A i q ∈ (0, 1). Тодi для всiх

x ≥ x0 виконуються нерiвностi

(1− q)Φ(ϕ(qx)) ≤ Φ(Φ(x)) < Φ(ϕ(x)). (2.19)

Доведення. Якщо Φ ∈ Ω∗A, то Φ є зростаючою на [σ1, A) функцiєю.

Оскiльки

Φ(x) = ϕ(x)− Φ(ϕ(x))

x
< ϕ(x), x > x1,

то Φ(Φ(x)) < Φ(ϕ(x)), x > x2, тобто виконується права з нерiвностей

(2.19).

Далi, скориставшись опуклiстю функцiї Φ i (2.11), маємо

Φ(ϕ(x))− Φ(ϕ(qx)) ≤ (ϕ(x)− ϕ(qx))Φ′−(ϕ(x)) ≤ (ϕ(x)− ϕ(qx))x

для всiх x > x3, а тому для всiх x > x4 отримуємо

Φ(ϕ(qx))− Φ(Φ(x)) ≤ (ϕ(qx)− Φ(x))Φ′−(ϕ(qx)) ≤

≤
(
ϕ(qx)− ϕ(x) +

Φ(ϕ(x))

x

)
qx ≤

≤
(

Φ(ϕ(qx))− Φ(ϕ(x))

x
+

Φ(ϕ(x))

x

)
qx = qΦ(ϕ(qx)).

Звiдси випливає лiва з нерiвностей (2.19).

Зауважимо також, що якщо F ∈ DA(λ) i tΦ(F ) = +∞, то TΦ(F ) =

+∞ за нерiвнiстю µ(σ, F ) ≤M(σ, F ), σ < A, а тому TΦ(F ) = tΦ(F ). З
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огляду на це, наступна теорема уточнює теорему 2.7 в частинi доста-

тностi.

Теорема 2.8. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ ΩA. Якщо вико-

нується умова (2.17), то кожен ряд Дiрiхле F з класу D∗A(λ) такий,

що tΦ(F ) < +∞, належить до класу DA(λ) i для нього виконується

рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ).

Розв’язок задачi 2.7 мiститься в такiй теоремi.

Теорема 2.9. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 ≥ t0 ≥

0 — довiльнi сталi. Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈

DA(λ) такого, що tΦ(F ) = t0, справджувалась нерiвнiсть TΦ(F ) ≤ T0,

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∀T > T0 ∃c ∈ (t0, T ) : ∆(c, T ) < 1. (2.20)

Як випливає з теореми 2.9, умова

∀T > 1 ∃c ∈ (1, T ) : ∆(c, T ) < 1, (2.21)

є необхiдною i достатньою для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле

F ∈ DA(λ) з нерiвностi tΦ(F ) ≤ 1 випливала нерiвнiсть TΦ(F ) ≤ 1.

Якщо A = +∞ i Φ(σ) = σ lnσ, σ ≥ e, то, як легко перевiрити, умова

(2.21) набуде вигляду

lim
n→∞

ln lnn

λn
< 1,

а умову (2.12) можна записати у виглядi

lnn = o(eλn), n→∞.
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Звiдси бачимо, що умова (2.21) не збiгається, взагалi кажучи, з умовою

(2.12) з теореми 2.6, тобто ця теорема без додаткових умов на функцiю

Φ перестає бути вiрною.

З боку достатностi теорему 2.9 можна уточнити.

Теорема 2.10. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 ≥ t0 ≥ 0 —

довiльнi сталi. Якщо виконується умова (2.20), то кожен ряд Дiрiхле

F з класу D∗A(λ) такий, що tΦ(F ) = t0, належить до класу DA(λ) i

для нього виконується нерiвнiсть TΦ(F ) ≤ T0.

Теореми 2.9 i 2.10 є безпосереднiми наслiдками з наведених далi

теорем 2.11 i 2.12 вiдповiдно.

Теорема 2.11. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 > t0 ≥

0 — довiльнi сталi. Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈

DA(λ) такого, що tΦ(F ) = t0, справджувалась нерiвнiсть TΦ(F ) < T0,

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∃c ∈ (t0, T0) : ∆(c, T0) < 1. (2.22)

Теорема 2.12. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а T0 > t0 ≥ 0 —

довiльнi сталi. Якщо виконується умова (2.22), то кожен ряд Дiрiхле

F з класу D∗A(λ) такий, що tΦ(F ) = t0, належить до класу DA(λ) i

для нього виконується нерiвнiсть TΦ(F ) < T0.

Перейдемо до доведення наведених теорем.

Доведення теореми 2.12. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ ΩA, а

T0 > t0 ≥ 0 — довiльнi сталi. Припустимо, що виконується умова (2.22),

тобто для деякого c ∈ (t0, T0) маємо ∆(c, T0) < 1. Розглянемо функцiю
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y = ∆(c, t), t ∈ (c,+∞). З властивостей цiєї функцiї, описаних вище,

випливає iснування числа T ∈ (c, T0) такого, що ∆(c, T ) < 1. Нехай

q ∈ (∆(c, T ), 1). Тодi iснує n0 ∈ N0 таке, що

lnn ≤ q

(
cΦ̃

(
λn
c

)
− T Φ̃

(
λn
T

))
, n ≥ n0,

а тому
∞∑
n=0

1

ecΦ̃(λn/c)−T Φ̃(λn/T )
< +∞. (2.23)

Розглянемо довiльний ряд Дiрiхле F ∈ D∗A(λ) такий, що tΦ(F ) = t0.

Тодi tΦ(F ) < c, а тому lnµ(σ, F ) ≤ cΦ(σ), σ ∈ [σ1, A). За теоремою

2.1, з огляду на (2.23), ряд F належить до класу DA(λ) i для цього

ряду виконується нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ TΦ(σ), σ ∈ [σ2, A), з якої

випливає, що TΦ(F ) ≤ T < T0. 2

Для доведення теореми 2.11 нам буде потрiбна наступна лема.

Лема 2.11. Нехай (xn) — додатна послiдовнiсть така, що

lim
n→∞

lnn

xn
= δ ≥ 1.

Тодi для кожного q ∈ (0, 1) множина E(q) = {n ∈ N0 : lnn ≥ qxn ∧

x[n/2] ≥ qxn} є нескiнченною.

Доведення. Якщо δ = +∞, то, прийнявши

mk = min{n ∈ N0 : lnn ≥ (k + 1)xn},

бачимо, що mk ∈ E(q) для кожного k ∈ N0. Якщо ж δ < +∞, то для

деякої зростаючої послiдовностi (pk) невiд’ємних цiлих чисел маємо

ln pk ∼ δxpk , k →∞, i, як наслiдок,

lim
k→∞

xpk
x[pk/2]

=
1

δ
lim
k→∞

ln pk
x[pk/2]

=
1

δ
lim
k→∞

ln[pk/2]

x[pk/2]
≤ 1

δ
lim
n→∞

lnn

xn
= 1.

Зрозумiло, що тодi pk ∈ Eq для всiх k ≥ k0(q).
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Доведення теореми 2.11. З огляду на теорему 2.12, нам залишається

довести лише необхiднiсть умови (2.22).

Припустимо, що ця умова не виконується, тобто ∆(c, T0) ≥ 1 для

всiх c ∈ (t0, T0), i доведемо, що тодi iснує ряд Дiрiхле F ∈ DA(λ)

вигляду (2.1) такий, що tΦ(F ) = t0, але TΦ(F ) ≥ T0.

Для довiльних t2 > t1 > 0 покладемо

δ(t1, t2) = lim
n→∞

lnn

(t2 − t1)Φ(ϕ(λn/t1))
.

Зауважимо, що ∆(t1, t2) ≥ δ(t1, t2) за правою з нерiвностей (2.16).

Розглянемо спочатку випадок, коли для всiх c ∈ (t0, T0) виконується

нерiвнiсть δ(c, T0) ≥ 1, яка є сильнiшою нiж нерiвнiсть ∆(c, T0) ≥ 1. За

лемою 2.11 для довiльних фiксованих c ∈ (t0, T0) та q ∈ (0, 1) множина

E(c, q) тих n ∈ N0, для яких одночасно виконуються нерiвностi

lnn ≥ q(T0 − c)Φ
(
ϕ

(
λn
c

))
, Φ

(
ϕ

(
λ[n/2]

c

))
≥ qΦ

(
ϕ

(
λn
c

))
,

є нескiнченною. Нехай (ck) спадна до t0 послiдовнiсть точок iнтерва-

лу (t0, T0), а (qk) зростаюча до 1 послiдовнiсть точок iнтервалу (0, 1).

Виберемо послiдовнiсть (nk) невiд’ємних цiлих чисел так, щоб для до-

вiльного k ∈ N0 виконувались умови nk ∈ E(ck, qk) i [nk+1/2] > nk.

Нехай n ∈ N0. Покладемо bn = e−ckΦ̃(λn/ck), якщо n ∈ [[nk/2], nk]

для деякого k ∈ N0, i нехай bn = 0, якщо n /∈ [[nk/2], nk] для кожного

k ∈ N0. Розглянемо ряд Дiрiхле (2.6) з так визначеними коефiцiєнтами

bn. Цей ряд можемо записати у виглядi

G(s) =
∞∑
k=0

nk∑
n=[nk/2]

esλn

eckΦ̃(λn/ck)
. (2.24)



75

Для всiх n ∈ N0 таких, що n ∈ [[nk/2], nk] для деякого k ∈ N0, маємо

1

λn
ln

1

bn
=
ck
λn

Φ̃

(
λn
ck

)
= Φ

(
λn
ck

)
.

Оскiльки за лемою 2.5 функцiя Φ є зростаючою до A на (x0,+∞),

то β(G) = A. Отже, G ∈ D∗A(λ). Крiм того, якщо ψ : (A0, A) →

(x0,+∞) — обернена до Φ функцiя (тут A0 = Φ(x0 + 0)), то для всiх

n ∈ [[nk/2], nk] i кожного k ≥ k0 маємо

λn

ψ
(

1
λn

ln 1
bn

) = ck,

звiдки випливає, що tΦ(G) = t0.

Якщо G ∈ DA(λ), то досить покласти an = bn для всiх n ∈ N0,

тобто прийняти F = G. Справдi, якщо σk = ϕ(λnk/ck), то для кожного

k ∈ N0 i всiх n ∈ [[nk/2], nk] маємо

σkλn − ckΦ̃
(
λn
ck

)
= λnϕ

(
λnk
ck

)
− λnϕ

(
λn
ck

)
+ ckΦ

(
ϕ

(
λn
ck

))
≥

≥ ckΦ

(
ϕ

(
λn
ck

))
≥ ckΦ

(
ϕ

(
λ[nk/2]

ck

))
≥ ckqkΦ

(
ϕ

(
λnk
ck

))
,

а тому

M(σk, G) = G(σk) ≥
nk∑

n=[nk/2]

eσkλn

eckΦ̃(λn/ck)
≥ nk

2
eckqkΦ(ϕ(λnk/ck)) ≥

≥ eqk(T0−ck)Φ(ϕ(λnk/ck))−ln 2eckqkΦ(ϕ(λnk/ck)) = eqkT0Φ(σk)−ln 2.

Звiдси випливає, що lnM(σk, G) ≥ qkT0Φ(σk) − ln 2 для всiх k ∈ N0.

Оскiльки σk → A, k →∞, то

TΦ(F ) = TΦ(G) ≥ lim
k→∞

lnM(σk, G)

Φ(σk)
≥ T0 lim

k→∞
qk = T0.
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Якщо G /∈ DA(λ), то за теоремою 2.2 iснує ряд F ∈ DA(λ) вигляду

(2.1) такий, що an = bn або an = 0 для кожного n ∈ N0 i F (σ) ≥ eT0Φ(σ)

для всiх σ ∈ [σ0, A). Зрозумiло, що тодi tΦ(F ) = t0 i TΦ(F ) ≥ T0.

Отже, у випадку, коли для всiх c ∈ (t0, T0) виконується нерiвнiсть

δ(c, T0) ≥ 1, iснування потрiбного ряду доведено. Розглянемо тепер

протилежний випадок, тобто припустимо, що для деякого d0 ∈ (t0, T0)

виконується нерiвнiсть δ(d0, T0) < 1. Тодi

ln p < (T0 − d0)Φ

(
ϕ

(
λp
d0

))
− ln 3, p ≥ p0.

Звiдси, врахувавши, що функцiя α(x) = Φ(ϕ(x)) є неспадною на

[0,+∞), для кожного c ∈ (t0, d0] отримуємо

ln p < (T0 − c)Φ
(
ϕ

(
λp
c

))
− ln 3, p ≥ p0. (2.25)

Згiдно зi зробленим вище припущенням, ∆(c, T0) ≥ 1 для всiх

c ∈ (t0, T0). З описаних вище властивостей функцiї y = ∆(t, T0),

t ∈ (0, T0), випливає, що тодi для всiх c ∈ (t0, T0) виконується силь-

нiша нерiвнiсть ∆(c, T0) > 1.

Нехай (ck) спадна до t0 послiдовнiсть точок з (t0, c0]. Оскiльки

∆(ck, T0) > 1 для кожного k ∈ N0, то iснує послiдовнiсть (nk) невiд’єм-

них цiлих чисел така, що n0 ≥ 2p0 i для довiльного k ∈ N0 виконуються

умови [nk+1/2] > nk i

lnnk > ckΦ̃

(
λnk
ck

)
− T0Φ̃

(
λnk
T0

)
. (2.26)

Нехай n ∈ N0. Покладемо bn = e−ckΦ̃(λn/ck), якщо n ∈ [[nk/2], nk]

для деякого k ∈ N0, i нехай bn = 0, якщо n /∈ [[nk/2], nk] для кожного

k ∈ N0. Розглянемо ряд Дiрiхле (2.6) з так визначеними коефiцiєнтами
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bn. Цей ряд можемо записати у виглядi (2.24). Застосовуючи такi самi

мiркування, як i вище, бачимо, що β(G) = A i tΦ(G) = t0.

Використовуючи (2.25) з c = ck i p = [nk/2], а також (2.26), для

кожного k ∈ N0 отримуємо

(T0 − ck)Φ
(
ϕ

(
λ[nk/2]

ck

))
>

> ln
[nk

2

]
+ ln 3 > lnnk > ckΦ̃

(
λnk
ck

)
− T0Φ̃

(
λnk
T0

)
=

=

∫ T0

ck

Φ

(
ϕ

(
λnk
t

))
dt ≥ (T0 − ck)Φ

(
ϕ

(
λnk
T0

))
,

а тому
λ[nk/2]

ck
>
λnk
T0
. (2.27)

Покладемо σk = ϕ(λnk/T0). Тодi для кожного k ∈ N0 i всiх n ∈

[[nk/2], nk], скориставшись (2.26), монотоннiстю функцiї ϕ i (2.27), ма-

ємо

σkλn − ckΦ̃
(
λn
ck

)
=

= λnϕ

(
λnk
T0

)
− ckΦ̃

(
λn
ck

)
− T0Φ

(
ϕ

(
λnk
T0

))
+ T0Φ(σk) =

= (λn − λnk)ϕ
(
λnk
T0

)
− ckΦ̃

(
λn
ck

)
+ T0Φ̃

(
λnk
T0

)
+ T0Φ(σk) >

> (λn − λnk)ϕ
(
λnk
T0

)
− ckΦ̃

(
λn
ck

)
+ ckΦ̃

(
λnk
ck

)
− lnnk + T0Φ(σk) =

= (λn − λnk)ϕ
(
λnk
T0

)
+ ck

∫ λnk/ck

λn/ck

ϕ(x)dx− lnnk + T0Φ(σk) ≥
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≥ (λn − λnk)ϕ
(
λnk
T0

)
+ ck

(
λnk
ck
− λn
ck

)
ϕ

(
λn
ck

)
− lnnk + T0Φ(σk) =

= (λnk − λn)
(
ϕ

(
λn
ck

)
− ϕ

(
λnk
T0

))
− lnnk + T0Φ(σk) ≥

≥ − lnnk + T0Φ(σk).

Якщо G ∈ DA(λ), то досить покласти an = bn для всiх n ∈ N0, тобто

прийняти F = G. Справдi, для кожного k ∈ N0 маємо

M(σk, G) = G(σk) ≥
nk∑

n=[nk/2]

eσkλn

eckΦ̃(λn/ck)
≥ nk

2
e− lnnk+T0Φ(σk) = eT0Φ(σk)−ln 2.

Звiдси випливає, що lnM(σk, G) ≥ T0Φ(σk) − ln 2 для всiх k ∈ N0.

Оскiльки σk → A, k →∞, то TΦ(F ) = TΦ(G) ≥ T0.

Якщо G /∈ DA(λ), то за теоремою 2.2 iснує ряд F ∈ DA(λ) вигляду

(2.1) такий, що an = bn або an = 0 для кожного n ∈ N0 i F (σ) ≥ eT0Φ(σ)

для всiх σ ∈ [σ0, A). Зрозумiло, що тодi tΦ(F ) = t0 i TΦ(F ) ≥ T0. 2

Доведення теореми 2.8. Нехай λ ∈ Λ, A ∈ (−∞,+∞], а Φ ∈ ΩA.

Припустимо, що виконується умова (2.17), i розглянемо ряд Дiрiхле

F ∈ D∗A(λ) такий, що tΦ(F ) < +∞. Покладемо t0 = tΦ(F ). Нехай

T0 > t0 i c ∈ (t0, T0) — довiльнi фiксованi числа. Скориставшись умовою

(2.17) з t = T0 i лiвою з нерiвностей (2.16), для всiх n ≥ n0 отримуємо

lnn ≤ T0 − c
2

Φ

(
ϕ

(
λn
T0

))
≤ 1

2

(
cΦ̃

(
λn
c

)
− T0Φ̃

(
λn
T0

))
,

а тому ∆(c, T0) ≤ 1/2 < 1. За теоремою 2.12 ряд F належить до класу

DA(λ) i для нього виконується нерiвнiсть TΦ(F ) < T0, з якої, завдяки

довiльностi T0 > t0, випливає рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ). 2
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Доведення теореми 2.7. З огляду на теорему 2.8, нам залишається до-

вести лише необхiднiсть умови (2.17). Припустимо, що ця умова не

виконується, тобто iснують додатнi сталi t0 i δ такi, що

lim
n→∞

lnn

Φ(ϕ(λn/t0)))
≥ δ. (2.28)

Покладемо T0 = t0+δ. Тодi, скориставшись правою з нерiвностей (2.16),

для кожного c ∈ (t0, T0) i всiх n ≥ n0 отримуємо

cΦ̃

(
λn
c

)
− T0Φ̃

(
λn
T0

)
≤ (T0 − c)Φ

(
ϕ

(
λn
c

))
≤ δΦ

(
ϕ

(
λn
t0

))
.

Звiдси i з (2.28) випливає, що ∆(c, T0) ≥ 1 для кожного c ∈ (t0, T0).

За теоремою 2.11 iснує ряд Дiрiхле F ∈ DA(λ) такий, що tΦ(F ) = t0 i

TΦ(F ) ≥ T0 > t0. 2

2.4. Показники i Φ-тип абсолютно збiжного у пiвпло-

щинi ряду Дiрiхле

Нехай λ ∈ Λ — деяка послiдовнiсть. Розглянемо довiльну неперервну

зростаючу на [0,+∞) функцiю l таку, що lnn ≤ l(λn) для всiх n ∈ N0,

i нехай ϕ(x) = l(x2), x ≥ 0. Функцiя ϕ є неперервною зростаючою до

+∞ на [0,+∞), а тому для деякої Φ ∈ Ω∗+∞ маємо Φ′(x) = ϕ−1(x),

x ≥ x0. Тодi для кожного B > 0 отримуємо

lnnλ(BΦ′(x)) ≤ l(BΦ′(x)) ≤ l((Φ′(x))2) =

= ϕ(Φ′(x)) = x = o(Φ(x)), x→ +∞,

тобто виконується умова (2.18) (з A = +∞). Звiдси i з теореми 2.7

випливає наступне твердження (див. зауваження 2.5): якщо A = +∞,
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то для довiльної послiдовностi λ ∈ Λ iснує функцiя Φ ∈ ΩA така, що

TΦ(F ) = tΦ(F ) для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ).

У випадку A < +∞ наведене твердження не є правильним. Бiльше

того, справедлива така теорема.

Теорема 2.13. Нехай A ∈ (−∞,+∞), а λ ∈ Λ. Для того, щоб iсну-

вала функцiя Φ ∈ ΩA така, що для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ)

виконується рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), необхiдно i досить, щоб
∞∑
n=1

1

nλn
< +∞. (2.29)

Теорема 2.13 є безпосереднiм наслiдком з 2.7 i наступного твердже-

ння.

Теорема 2.14. Нехай A ∈ (−∞,+∞), а λ ∈ Λ. Для того, щоб iсну-

вала функцiя Φ ∈ ΩA така, що виконується умова (2.17), необхiдно i

досить, щоб виконувалась умова (2.29).

Насамперед доведемо декiлька лем, якi будуть потрiбнi для доведе-

ння теореми 2.14.

Для кожного A ∈ (−∞,+∞] нехай Ω′A — клас опуклих на (−∞, A)

функцiй Φ таких, що Φ(σ) → +∞ i Φ′+(σ) → +∞, якщо σ ↑ A.

Зауважимо, що в означеннi класу Ω′A у випадку A = +∞ зайвою є

умова Φ′+(σ) → +∞, σ ↑ A, а у випадку A < +∞ зайвою є умова

Φ(σ) → +∞, σ ↑ A. Крiм того, Φ ∈ Ω′A тодi i лише тодi, коли звуже-

ння функцiї Φ на деякий (на довiльний) пiвiнтервал вигляду [σ0, A) є

функцiєю з класу Ω∗A.

Лема 2.12. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Φ ∈ Ω′A, x0 = inf{x ∈ (−∞, A) :
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Φ′+(x) > 0}, t0 = inf{Φ(x) : x ∈ (x0, A)} i

α(t) = Φ′+(Φ−1(t)), t > t0. (2.30)

Тодi функцiя α є додатною неспадною неперервною справа на (t0,+∞)

i для довiльного фiксованого t1 > t0 iнтеграл∫ +∞

t1

dt

α(t)
(2.31)

збiгається (розбiгається) тодi i лише тодi, коли A < +∞ (A = +∞).

Доведення. Оскiльки Φ′+(x) > 0 на (x0,+∞), то функцiя Φ зростає на

(x0,+∞). Крiм того, Φ неперервна на (−∞, A). Отже, обернена фун-

кцiя Φ−1 визначена на iнтервалi (t0,+∞) i є на ньому неперервною

зростаючою функцiєю. Звiдси випливає, що α — додатна неспадна не-

перервна справа на (t0,+∞) функцiя.

Якщо t1 > t0 i x1 = Φ−1(t1), то за (2.30) маємо∫ +∞

t1

dt

α(t)
=

∫ A

x1

dΦ(x)

α(Φ(x))
=

∫ A

x1

Φ′+(x)dx

Φ′+(x)
=

∫ A

x1

dx = A− x1,

а тому iнтеграл (2.31) збiгається (розбiгається) тодi i лише тодi, коли

A < +∞ (A = +∞). 2

Зауваження 2.7. Лема 2.12 залишиться правильною, якщо в нiй Φ′+

замiнити на Φ′−, а вiдносно функцiї α стверджувати, що вона є не-

перервною злiва, а не справа.

Лема 2.13. Нехай A ∈ (−∞,+∞], t0 ∈ (−∞,+∞), а α — додатна

неспадна неперервна справа на (t0,+∞) функцiя така, що для деякого

фiксованого t1 > t0 iнтеграл (2.31) збiгається у випадку A < +∞ i

розбiгається у випадку A = +∞. Тодi iснує функцiя Φ ∈ Ω′A, для якої

виконується рiвнiсть (2.30).
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Доведення. Для всiх t > t0 покладемо

β(t) = A−
∫ +∞

t

dy

α(y)
,

якщо A < +∞, i нехай

β(t) =

∫ t

t1

dy

α(y)
,

якщо A = +∞. Тодi функцiя β є неперервною зростаючою до A на

(t0,+∞), причому

β′+(t) =
1

α(t)
, t > t0.

Тому для всiх x ∈ (x0, A), де x0 = inf{β(t) : t > t0}, визначена обернена

функцiя Φ(x) = β−1(x). Ця функцiя зростає до +∞ на (x0, A) i для неї

маємо

Φ′+(x) =
1

β′+(Φ(x))
= α(Φ(x)), x ∈ (x0, A), (2.32)

звiдки легко отримуємо (2.30). Крiм того, з (2.32) випливає, що функцiя

Φ′+ є зростаючою до +∞ на (x0, A). Отже, якщо x0 = −∞, то Φ ∈ Ω′A.

Якщо ж x0 > −∞, то, скориставшись опуклiстю функцiї Φ на (x0, A),

маємо t0 = Φ(x0 + 0) > −∞, а тому функцiю Φ можна довизначити до

функцiї з класу Ω′A, поклавши Φ(x) = t0 для всiх x ≤ x0. 2

Зауваження 2.8. Якщо в лемi 2.13 вважати функцiю α неперервною

злiва, а не справа, то можна стверджувати, що iснує функцiя Φ ∈

Ω′A, для якої замiсть (2.30) виконується рiвнiсть α(t) = Φ′−(Φ−1(t)),

t > t0.

Лема 2.14. Нехай α — додатна неспадна на [a,+∞) функцiя, для

якої ∫ +∞

a

dt

α(t)
< +∞. (2.33)
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Тодi iснує додатна неспадна на [a,+∞) функцiя β така, що β(t) =

o(α(t)), якщо t→ +∞, i
∫ +∞
a

dt
β(t) < +∞.

Лема 2.14 є добре вiдомою. Зокрема, як зауважив В. Бергвайлер [81],

для її доведення досить покласти β(t) = sup{α(y)
√
γ(y) : y ∈ [a, t]},

t ≥ a, де

γ(y) =

∫ +∞

y

dτ

α(τ)
, y ≥ a.

Тодi, очевидно, β є додатною неспадною на [a,+∞) функцiєю. Оскiль-

ки γ(y) → 0, y → +∞, то для довiльного фiксованого ε > 0 iснує

y0 ≥ a таке, що γ(y) ≤ ε для всiх y ≥ y0. Тому для всiх t ≥ y0 маємо

β(t) ≤ max{α(y0)γ(a), α(t)ε},

звiдки отримуємо

lim
t→+∞

β(t)

α(t)
≤ ε.

З довiльностi ε > 0 випливає спiввiдношення β(t) = o(α(t)), t → +∞.

Крiм того,∫ +∞

a

dt

β(t)
≤
∫ +∞

a

dt

α(t)
√
γ(t)

= −
∫ +∞

a

dγ(t)√
γ(t)

=

∫ γ(a)

0

dx√
x
< +∞.

Лема 2.15. Нехай α — додатна неспадна на [a,+∞) функцiя, для

якої виконується (2.33). Тодi iснує неперервна зростаюча до +∞ на

[a,+∞) функцiя γ така, що γ(a) = a, γ(t) = o(t), якщо t → +∞, i∫ +∞
a

dt
α(γ(t)) < +∞.

Доведення. Згiдно з лемою 2.14, для функцiї α iснує додатна неспадна

на [a,+∞) функцiя β така, що β(t) = o(α(t)), t → +∞, i
∫ +∞
a

dt
β(t) <

+∞. Для всiх t ≥ a покладемо

η(t) =

∫ t

a

α(τ)

β(τ)
dτ + a.
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Функцiя η є неперервною зростаючою до +∞ на [a,+∞), причому

η(a) = a i t = o(η(t)), t → +∞. Нехай γ = η−1. Тодi γ(a) = a, γ — не-

перервна зростаюча до +∞ на [a,+∞) функцiя i γ(t) = o(t), t→ +∞.

Крiм того, ∫ +∞

a

dt

α(γ(t))
=

∫ +∞

a

dη(y)

α(y)
=

∫ +∞

a

dy

β(y)
< +∞.

Лему доведено. 2

Безпосереднiм наслiдком з лем 2.14 i 2.15 є таке твердження.

Лема 2.16. Нехай α — додатна неспадна на [a,+∞) функцiя, що за-

довольняє (2.33). Тодi iснують додатна неспадна на [a,+∞) функцiя

β, для якої β(t) = o(α(t)), t → +∞, i неперервна зростаюча до +∞

на [a,+∞) функцiя γ, для якої γ(a) = a i γ(t) = o(t), t → +∞, такi,

що
∫ +∞
a

dt
β(γ(t)) < +∞.

Доведення теореми 2.14. Достатнiсть. Припустимо, що виконується

умова (2.29), i нехай α — неперервна зростаюча на [0,+∞) функцiя

така, що α(lnn) = λn, n ∈ N. Якщо t ∈ [λn, λn+1) для деякого n ∈ N,

то

lnnλ(t) = ln(n+ 1) ≤ lnn+ 1 = α−1(λn) + 1 ≤ α−1(t) + 1.

Отже, lnnλ(t) ≤ α−1(t) + 1, t ≥ λ1.

Далi зауважимо, що з умови (2.29) випливає умова (2.33) (з a = 0),

оскiльки
∞∑
n=1

1

nλn
≥
∫ +∞

1

dy

yα(ln y)
=

∫ +∞

1

d ln y

α(ln y)
=

∫ +∞

0

dt

α(t)
.

За лемою 2.16 iснують додатна неспадна на [0,+∞) функцiя β, для

якої β(t) = o(α(t)), t → +∞, i неперервна зростаюча до +∞ на
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[0,+∞) функцiя γ, для якої γ(0) = 0 i γ(t) = o(t), t → +∞, такi,

що
∫ +∞

0
dt

β(γ(t)) < +∞. Нехай δ(t) = β(t + 0), t ≥ 0. Функцiя δ, як i

функцiя β, є додатною неспадною на [0,+∞), причому δ(t) = o(α(t)),

t→ +∞. Крiм того, функцiя β є неперервною справа на [0,+∞). Згi-

дно з лемою 2.13, iснує функцiя Ψ ∈ Ω′A, для якої δ(γ(t)) = Ψ′+(Ψ−1(t)),

t > 0. Нехай Φ — звуження Ψ на деякий пiвiнтервал [σ0, A). Функцiя

Φ i буде шуканою. Справдi, Φ ∈ Ω∗A, а тому й Φ ∈ ΩA. Крiм того, для

кожного C > 0 i всiх σ ∈ [σ0(C), A) маємо

lnnλ(CΦ′+(σ)) = lnnλ(Cδ(γ(Φ(σ)))) ≤ lnnλ(α(γ(Φ(σ)))) ≤

≤ α−1(α(γ(Φ(σ)))) + 1 = γ(Φ(σ)) + 1,

звiдки випливає (2.18), а тому й (2.17).

Необхiднiсть. Припустимо, що iснує функцiя Φ ∈ ΩA, для якої ви-

конується умова (2.17). Не зменшуючи загальностi можемо вважати

(див. лему 2.7), що Φ ∈ Ω∗A (iнакше замiсть Φ далi розглядаємо ˜̃Φ).

Тодi умова (2.17) є рiвносильною умовi (2.18), з якої, зокрема, маємо

lnnλ(Φ
′
+(σ)) ≤ Φ(σ), σ ∈ [σ0, A).

Продовжимо функцiю Φ до функцiї з класу Ω′A i це продовження

позначимо також через Φ. Покладемо

x0 = inf{x ∈ (−∞, A) : Φ′−(x) > 0}, t0 = inf{Φ(x) : x ∈ (x0, A)}

i нехай

α(t) = Φ′−(Φ−1(t)), t > t0.

Тодi (див. зауваження 2.7) функцiя α є додатною неспадною неперерв-

ною злiва на (t0,+∞) i для фiксованого t1 > t0 iнтеграл (2.31) збiгає-

ться.
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Нехай n0 — найменше натуральне число, для якого правильнi нерiв-

ностi ln(n− 1) ≥ t1 i λn ≥ Φ′+(σ0). Якщо n ≥ n0, a σ ∈ [σ0, A) таке, що

Φ′−(σ) ≤ λn ≤ Φ′+(σ), то

α(lnn) ≤ α(lnnλ(λn)) ≤ α(lnnλ(Φ
′
+(σ))) ≤ α(Φ(σ)) = Φ′−(σ) ≤ λn,

а тому
∞∑

n=n0

1

nλn
≤

∞∑
n=n0

1

nα(lnn)
≤
∫ +∞

n0−1

dy

yα(lnn)
=

=

∫ +∞

ln(n0−1)

dt

α(t)
≤
∫ +∞

t1

dt

α(t)
< +∞,

звiдки випливає (2.29). Теорему доведено. 2

2.5. Умова застосовностi формули для обчислення

R-порядку цiлого ряду Дiрiхле

Прямим аналогом порядку цiлої функцiї, зображеної степеневим ря-

дом, для цiлого ряду Дiрiхле F вигляду (2.1) є введена Ж. Рiттом [94]

величина

R(F ) = lim
σ→+∞

ln lnM(σ, F )

σ
,

яка називається R-порядком цього ряду.

Для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D∗+∞(λ) вигляду (2.1) введемо на-

ступнi позначення

R∗(F ) = lim
σ→+∞

ln lnµ(σ, F )

σ
, K(F ) = lim

n→∞

λn lnλn
− ln |an|

.

Якщо λ ∈ Λ, то нехай

δ(λ) = lim
n→∞

lnn

λn lnλn
.
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Як довiв К. Сугiмура [95] (див. теорему 1.3), умова δ(λ) = 0 є доста-

тньою для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) була пра-

вильна формула R(F ) = K(F ) для обчислення R-порядку цього ряду

через послiдовнiсть (|an|) модулiв його коефiцiєнтiв. З наступної теоре-

ми випливає, що умова δ(λ) = 0 у наведеному твердженнi К. Сугiмури

є також необхiдною, тобто ця умова є остаточною умовою застосовностi

формули R(F ) = K(F ).

Теорема 2.15. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) > 0, то iснує ряд Дiрiхле

F ∈ D+∞(λ) такий, що R(F ) > K(F ).

Теореми 1.3 i 2.15 є наслiдками з наведених далi загальнiших теорем

2.16 i 2.17 вiдповiдно.

Теорема 2.16. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) < +∞, то кожен ряд Дiрiхле

F ∈ D∗+∞(λ) такий, що K(F ) < 1/δ(λ), є цiлим i для нього правильна

нерiвнiсть

R(F ) ≤ K(F )

1− δ(λ)K(F )
.

Отже, якщо K(F ) < 1/δ(λ) для деякого ряду Дiрiхле F ∈ D+∞(λ),

то за теоремою 2.16 величини K(F ) i R(F ) є скiнченними одночасно.

Така ситуацiя, взагалi кажучи, є неможливою, якщо K(F ) ≥ 1/δ(λ).

Теорема 2.17. Нехай λ ∈ Λ. Якщо δ(λ) > 0 i K ∈
[
1/δ(λ),+∞

)
, то

для довiльної функцiї H ∈ L iснує ряд Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) такий, що

K(F ) = K i

lim
σ→+∞

lnM(σ, F )

H(σ)
= +∞. (2.34)

Теорема 2.15 є наслiдком з теореми 2.17 (досить, наприклад, вибрати

H(σ) = exp(σ2)).
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Теорема 2.17, з одного боку, вказує на iстотнiсть умови K(F ) <

1/δ(λ) в теоремi 2.16. З iншого боку, з цiєї теореми можна зробити

такий висновок: якщо δ(λ) > 0, то ряди Дiрiхле F ∈ D+∞(λ) можуть

зростати як завгодно швидко навiть тодi, коли величина K(F ) для них

залишається скiнченною.

Теореми 2.16 i 2.17 легко отримаємо з теорем 2.1 i 2.2 вiдповiдно.

Для цього нам будуть потрiбнi наступнi леми, якi в принципi є добре

вiдомими.

Лема 2.17. Нехай F ∈ D∗+∞. Тодi R∗(F ) = K(F ).

Доведення. Зауважимо, що якщо Φ ∈ Ω∗+∞ i c — додатна стала, то для

функцiї h(σ) = Φ(cσ) маємо

h̃(x) = sup
σ∈R

(xσ − Φ(cσ)) = sup
t∈R

(
xt

c
− Φ(t)

)
= Φ̃

(x
c

)
, x ∈ R.

Покладемо Φ(σ) = eσ, σ ≥ 0. Тодi, як легко перевiрити, Φ̃(x) =

x ln(x/e) для всiх x ≥ 1.

Спочатку доведемо нерiвнiсть K(F ) ≤ R∗(F ). Ця нерiвнiсть три-

вiальна, якщо R∗(F ) = +∞. Нехай R∗(F ) < +∞, а c > R∗(F ) —

довiльна стала. З означення величини R∗(F ) випливає, що

lnµ(σ, F ) ≤ Φ(cσ), σ ≥ σ0. (2.35)

Тодi за лемою 2.8 маємо

ln |an| ≤ −Φ̃(λn/c), n ≥ n0, (2.36)

що можна переписати у виглядi

ln |an| ≤ −
λn
c

ln
λn
ec
, n ≥ n0. (2.37)
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Звiдси випливає нерiвнiсть K(F ) ≤ c. З довiльностi c > R∗(F ) отри-

муємо K(F ) ≤ R∗(F ).

Доведемо тепер, що R∗(F ) ≤ K(F ). Ця нерiвнiсть тривiальна, якщо

K(F ) = +∞. Нехай K(F ) < +∞, а c > K(F ) — довiльна стала. З

означення величини K(F ) випливає (2.37), звiдки маємо (2.36). Тодi за

лемою 2.8 виконується (2.35). Отже, R∗(F ) ≤ c. З довiльностi c > K(F )

отримуємо R∗(F ) ≤ K(F ). 2

Лема 2.18. Нехай (xn) — додатна неспадна послiдовнiсть. Якщо
∞∑
n=0

1

xn
< +∞, (2.38)

то n = o(xn), n→∞.

Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що n 6= o(xn), n→∞. Тодi

для деякого β > 0 iснує безлiч k ∈ N таких, що k > βxk. Отже, для

безлiчi k ∈ N маємо
k∑

n=[k/2]

1

xn
≥

k∑
n=[k/2]

1

xk
≥ k

2
· 1

xk
≥ k

2
· β
k

=
β

2
,

що суперечить умовi (2.38). 2

Доведення теореми 2.16. Нехай λ ∈ Λ, δ(λ) < +∞, а F ∈ D∗+∞(λ) —

ряд Дiрiхле такий, що K(F ) < 1/δ(λ). Приймемо A0 = K(F ),

B0 =
A0

1− δ(λ)A0
.

Нехай B > B0 — довiльне фiксоване число. Тодi

1

A0
− 1

B
>

1

A0
− 1

B0
= δ(λ),

а тому iснує A ∈ (A0, B) таке, що

1

A
− 1

B
> δ(λ). (2.39)
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Покладемо Φ(σ) = eσ, σ ≥ 0. Тодi (див. доведення леми 2.17) при

n→∞ отримуємо

Φ̃

(
λn
A

)
− Φ̃

(
λn
B

)
=
λn
A

ln
λn
eA
− λn
B

ln
λn
eB
∼
(

1

A
− 1

B

)
λn lnλn,

а тому, згiдно з (2.39),

lim
n→∞

lnn

Φ̃(λn/A)− Φ̃(λn/B)
< 1.

Звiдси випливає, що
∞∑
n=0

1

eΦ̃(λn/A)−Φ̃(λn/B)
< +∞. (2.40)

За лемою 2.17 маємо R∗(F ) = K(F ) = A0 < A, а тому lnµ(σ, F ) ≤

Φ(Aσ), σ ≥ σ1. Звiдси i з (2.40) випливає, згiдно з теоремою 2.1, що

ряд F є цiлим i для нього правильна нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ Φ(Bσ),

σ ≥ σ2. Тодi R(F ) ≤ B. Оскiльки B > B0 — довiльне число, то

R(F ) ≤ B0 =
K(F )

1− δ(λ)K(F )
,

що й потрiбно було довести. 2

Доведення теореми 2.17. Розглянемо послiдовнiсть λ ∈ Λ таку, що

δ(λ) > 0, i нехай K ∈
[
1/δ(λ),+∞

)
— довiльне фiксоване число,

а H ∈ L. Доведемо, що iснує ряд Дiрiхле F ∈ D+∞(λ), для якого

K(F ) = K i виконується спiввiдношення (2.34). При цьому можемо

вважати, не зменшуючи загальностi, що σ = o(H(σ)), σ → +∞.

Покладемо δ = 1/K i нехай (βk) — зростаюча до δ послiдовнiсть

точок iнтервалу (0, δ). Оскiльки βk < δ(λ) для кожного k ∈ N0, то

iснує зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що

lnnk
λnk lnλnk

≥ βk, k ∈ N0. (2.41)
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Приймемо δn = β0 для всiх n ≤ n0 i δn = βk+1 для всiх n ∈ (nk, nk+1] та

k ∈ N0. Зауважимо, що (δn) — неспадна послiдовнiсть з iнтервалу (0, δ),

яка прямує до δ. Звiдси, зокрема, випливає, що для деякого p0 ∈ N

такого, що λp0 ≥ x0, послiдовнiсть (eδnλn lnλn)∞n=p0
є зростаючою. Крiм

того, для всiх k ∈ N0 за (2.41) маємо eδnkλnk lnλnk ≤ nk. Тому, згiдно з

лемою 2.18,
∞∑

n=p0

e−δnλn lnλn = +∞. (2.42)

Нехай bn = 0, якщо n < p0, i bn = e−δnλn lnλn, якщо n ≥ p0. Розгля-

немо ряд Дiрiхле

G(s) =
∞∑
n=0

bne
sλn.

З (2.42) випливає, що цей ряд розбiгається в точцi s = 0, тобто G /∈

D+∞(λ). З iншого боку,

β(G) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

bn
= lim

n→∞
(δn lnλn) = +∞,

тобто G ∈ D∗+∞(λ). За теоремою 2.2 iснує ряд Дiрiхле F ∈ D+∞(λ)

вигляду (2.1) такий, що an = bn або an = 0 для кожного n ∈ N0 i

M(σ, F ) = F (σ) ≥ exp(H2(σ)) для всiх σ ≥ σ0. Зрозумiло, що тодi

виконується спiввiдношення (2.34). Покажемо, що K(F ) = K. Насам-

перед зауважимо, що ряд F не зводиться до експоненцiального по-

лiнома, бо для експоненцiального полiнома виконується спiввiдноше-

ння lnM(σ, F ) = O(σ), σ → +∞, яке суперечить (2.34), оскiльки

σ = o(H(σ)), σ → +∞. Отже, an = bn для безлiчi значень n. Вра-

хувавши, що величина
λn lnλn
− ln |an|
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дорiвнює 1/δn у випадку, якщо an = bn, i дорiвнює 0, якщо an = 0,

отримуємо

K(F ) = lim
n→∞

λn lnλn
− ln |an|

= lim
n→∞

1

δn
=

1

δ
= K.

Теорему доведено. 2

2.6. Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 присвячено дослiдженню зростання рядiв Дiрiхле в термiнах

послiдовностi модулiв їх коефiцiєнтiв.

Встановлено достатнi умови на послiдовнiсть λ i функцiї Φ,Γ ∈ ΩA,

за яких для ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) з нерiвностi lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ),

σ ∈ [σ1, A), випливає нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ Γ(σ), σ ∈ [σ2, A).

Знайдено необхiдну i достатню умову на послiдовнiсть λ i функцiю

Φ ∈ ΩA, за якої для кожного ряду Дiрiхле F ∈ DA(λ) правильна

рiвнiсть TΦ(F ) = tΦ(F ), яка дозволяє виразити величину TΦ(F ) че-

рез послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв цього ряду за формулою типу

Кошi-Адамара. Як наслiдок, встановлено, що умова τ(λ) = 0 є остато-

чною умовою застосовностi прямого аналогу формули Кошi-Адамара

для обчислення R-типу цiлого ряду Дiрiхле.

Доведено, що умова δ(λ) = 0 є остаточною умовою застосовностi

прямого аналогу формули Кошi-Адамара для обчислення R-порядку

цiлого ряду Дiрiхле.
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Роздiл 3

ЗРОСТАННЯ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ,

ЗОБРАЖЕНИХ СТЕПЕНЕВИМИ РЯДАМИ

Задача щодо встановлення умов, за яких узагальнений тип чи по-

рядок аналiтичної функцiї можна виразити через послiдовнiсть моду-

лiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення за деякою формулою типу

Кошi-Адамара, тiсно повязана з не менш складною задачею щодо вста-

новлення умов, за яких узагальнений тип чи порядок аналiтичної фун-

кцiї не залежить вiд аргументiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення.

Для двох загальних шкал зростання розв’язки задач такого роду (див.

задачi 1.3 i 1.4) знайдено в даному роздiлi.

3.1. Зростання аналiтичних у крузi функцiй в термi-

нах узагальнених типiв

Нехай R ∈ (0,+∞], DR = {z ∈ C : |z| < R}, N0 = N ∪ {0}. Через HR

позначимо клас аналiтичних у крузi DR функцiй вигляду

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, (3.1)
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що вiдмiннi вiд постiйної. Для всiх r ∈ (0,R) максимум модуля i ма-

ксимальний член функцiї f ∈ HR визначаємо вiдповiдно за рiвностями

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}, µ(r, f) = max{|an|rn : n ∈ N0}.

Крiм того, покладемо

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an|rn.

Для зручностi n-ний коефiцiєнт степеневого розвинення функцiї f по-

значатимемо також через an(f).

Нехай FR — клас вiдображень F : HR → [0,+∞] таких, що F (f) =

F (g) для довiльних функцiй f, g ∈ HR, послiдовностi модулiв коефiцi-

єнтiв степеневих розвинень яких спiвпадають, тобто |an(f)| = |an(g)|,

n ∈ N0. Якщо F ∈ FR — деяке фiксоване вiдображення, то для ко-

жної f ∈ HR величина F (f) не залежить вiд аргументiв коефiцi-

єнтiв an(f). Розглянувши поряд з функцiєю f функцiю g таку, що

an(g) = |an(f)|, n ∈ N0, бачимо, що функцiя g, а тому й величина

F (f) = F (g) повнiстю визначається послiдовнiстю (|an(f)|) (зазначи-

мо, що M(r, g) = G(r, f)).

Нехай R ∈ (0,+∞]. Якщо f ∈ HR i Φ ∈ ΩlnR, то, як звично, вели-

чину

TΦ(f) = lim
r→R

lnM(r, f)

Φ(ln r)

називатимемо Φ-типом функцiї f . Покладемо також

tΦ(f) = lim
r→R

lnµ(r, f)

Φ(ln r)
, TΦ(f) = lim

r→R

lnG(r, f)

Φ(ln r)
.

Зрозумiло, що tΦ(f) ≤ TΦ(f) ≤ TΦ(f). Зауважимо також, що TΦ ∈ FR

тодi i лише тодi, коли TΦ(f) = TΦ(f) для кожної f ∈ HR.
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Скрiзь у цьому пiдроздiлi функцiї ϕ i ψ визначаються за функцiєю

Φ так само, як i в пiдроздiлi 2.3. Покладемо

∆Φ = lim
n→∞

lnn

Φ(ϕ(n))
.

Зауважимо, що якщо Φ ∈ Ω∗lnR, то

∆Φ = lim
x↑lnR

ln Φ′+(x)

Φ(x)
.

Розв’язок задачi 1.3 дає наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай R ∈ (0,+∞], Φ ∈ ΩlnR. Тодi наступнi твердже-

ння рiвносильнi:

(i) TΦ ∈ FR;

(ii) TΦ(f) = tΦ(f) для кожної функцiї f ∈ HR;

(iii) ∆Φ = 0.

Теорема 3.1 випливає з наступних теорем.

Теорема 3.2. Нехай R ∈ (0,+∞], Φ ∈ ΩlnR. Якщо ∆Φ = 0, то

TΦ(f) = tΦ(f) для кожної f ∈ HR.

Теорема 3.3. Нехай R ∈ (0,+∞], Φ ∈ ΩlnR. Якщо ∆Φ > 0, то iснує

функцiя g ∈ HR така, що TΦ(g) > TΦ(g).

Зауважимо, що теорема 3.2 є безпосереднiм наслiдком з теореми 2.7.

Нижче наведемо iнше її доведення.

Застосовуючи формулу (2.9) у випадку λn = n, n ∈ N0, для довiль-

ної f ∈ HR вигляду (3.1) маємо

tΦ(f) = lim
n→∞

n

ψ
(

1
n ln 1

|an|

) .
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Отже, якщо ∆Φ = 0, то, згiдно з теоремою 1.9, для кожної f ∈ HR

вигляду (3.1) отримуємо

TΦ(f) = lim
n→∞

n

ψ
(

1
n ln 1

|an|

) , (3.2)

тобто у випадку ∆Φ = 0 маємо формулу типу Кошi–Адамара, за якою

Φ-тип кожної аналiтичної функцiї f ∈ HR вигляду (3.1) можна обчи-

слити через послiдовнiсть (|an|). У випадку ∆Φ 6= 0 формула (3.2), вза-

галi кажучи, неправильна. Бiльше того, згiдно з теоремою 1.9, не iснує

жодної формули, за якою Φ-тип кожної аналiтичної функцiї f ∈ HR

вигляду (3.1) можна обчислити через послiдовнiсть (|an|).

У випадку R = +∞ теорему 3.2 доведено П.В. Фiлевичем в роботi

[65], а теорему 3.3 ним же анонсовано в [64]. За словами П.В. Фiлевича

в його доведеннi (не опублiкованому) теореми 3.3 при R = +∞ iсто-

тно використовувалось поняття випадкової цiлої функцiї i прийоми з

робiт [84, 60, 61, 56, 65]. У данiй роботi наведемо iнше (не ймовiрнiсне)

доведення теореми 3.3 у загальному випадку, тобто при R ∈ (0,+∞].

Зазначимо, що наше доведення базується на iдеях з робiт [34, 57].

Наведемо спочатку деякi допомiжнi результати.

Для аналiтичної в крузi DR функцiї f вигляду (3.1) нехай

ν(r, f) = max{n ∈ N0 : |an|rn = µ(r, f)}

— її центральний iндекс. Добре вiдомо, що ν(r, f) = r(lnµ(r, f))′+ для

всiх r ∈ (0,R). Крiм того, правильна така лема ([86]).

Лема 3.1. Нехай (nk) — зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих

чисел, R ∈ (0,+∞], а (ck) — зростаюча до R додатна послiдовнiсть.
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Якщо комплексна послiдовнiсть (an) така, що an0 6= 0,

an = 0, n < n0, (3.3)

|ank+1
| = |an0|

k∏
j=0

c
nj−nj+1

j , k ∈ N0, (3.4)

|an| ≤ |ank|c
nk−n
k , n ∈ (nk, nk+1), k ∈ N0, (3.5)

то степеневий ряд (3.1) задає аналiтичну в крузi DR функцiю f , для

якої:

(i) ν(r, f) = n0 для всiх r ∈ (0, c0);

(ii) ν(r, f) = nk+1 для всiх r ∈ [ck, ck+1) i k ∈ N0.

Лема 3.2. Нехай R ∈ (0,+∞], Ψ ∈ Ω′lnR, а (nk) — послiдовнiсть не-

вiд’ємних цiлих чисел i (dk) — зростаюча до R додатна послiдовнiсть

такi, що

Ψ′−(ln dk) ≤ nk ≤ Ψ′+(ln dk) < Ψ′−(ln dk+1), k ∈ N0. (3.6)

Якщо

ck = exp

{
nk+1 ln dk+1 − nk ln dk + Ψ(ln dk)−Ψ(ln dk+1)

nk+1 − nk

}
, k ∈ N0,

(3.7)

а комплексна послiдовнiсть (an) така, що

|an0| = exp{Ψ(ln d0)− n0 ln d0} (3.8)

i виконуються спiввiдношення (3.3)–(3.5), то dk < ck < dk+1 для всiх

k ∈ N0 i степеневий ряд (3.1) задає аналiтичну в крузi DR функцiю
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f , для якої

lnµ(dk, f) = Ψ(ln dk), k ∈ N0, (3.9)

lnµ(r, f) ≤ Ψ(ln r), r ∈ (0,R). (3.10)

Доведення. З (3.6) i опуклостi функцiї Ψ для кожного k ∈ N0 випли-

вають нерiвностi

nk ≤ Ψ′+(ln dk) <
Ψ(ln dk+1)−Ψ(ln dk)

ln dk+1 − ln dk
< Ψ′−(ln dk+1) ≤ nk+1. (3.11)

Скориставшись (3.11) i (3.7), для всiх k ∈ N0 отримуємо

ck > exp

{
nk+1 ln dk+1 − nk ln dk − nk+1(ln dk+1 − ln dk)

nk+1 − nk

}
= dk,

ck < exp

{
nk+1 ln dk+1 − nk ln dk − nk(ln dk+1 − ln dk)

nk+1 − nk

}
= dk+1.

Отже, dk < ck < dk+1, k ∈ N0. Звiдси випливає, що (ck) — зростаюча

до R додатна послiдовнiсть. Оскiльки послiдовнiсть (nk) також зро-

стаюча, то за лемою 3.1 степеневий ряд (3.1) з коефiцiєнтами an, що

задовольняють умови (3.8) та (3.3)–(3.5), задає аналiтичну в крузi DR

функцiю f , для якої

µ(r, f) = |an0|rn0, r ∈ (0, c0], (3.12)

µ(r, f) = |ank+1
|rnk+1, r ∈ [ck, ck+1], k ∈ N0. (3.13)

Доведемо за iндукцiєю (3.9). Якщо k = 0, то за (3.12) i (3.8) маємо

lnµ(d0, f) = ln |an0|+ n0 ln d0 = Ψ(ln d0).

Припустимо, що для деякого k ∈ N0 рiвнiсть lnµ(dk, f) = Ψ(ln dk) вже
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доведено. Тодi, використовуючи (3.13), (3.4) i (3.7), отримуємо

lnµ(dk+1, f) = ln |ank+1
|+ nk+1 ln dk+1 =

= ln |ank| − (nk+1 − nk) ln ck + nk+1 ln dk+1 =

= ln |ank|+ nk ln dk − (nk+1 − nk) ln ck + nk+1 ln dk+1 − nk ln dk =

= lnµ(dk, f) + Ψ(ln dk+1)−Ψ(ln dk) = Ψ(ln dk+1).

Далi покладемо c−1 = 0 i нехай k ∈ N0. Якщо r ∈ (ck−1, dk), то

lnµ(r, f)−Ψ(ln r) = Ψ(ln dk)−Ψ(ln r) + lnµ(r, f)− lnµ(dk, f) =

=

∫ dk

r

Ψ′−(ln t)

t
dt−

∫ dk

r

nk
t
dt ≤

∫ dk

r

Ψ′−(ln dk)− nk
t

dt ≤ 0.

Якщо ж r ∈ (dk, ck), то

lnµ(r, f)−Ψ(ln r) = lnµ(r, f)− lnµ(dk, f) + Ψ(ln dk)−Ψ(ln r) =

=

∫ r

dk

nk
t
dt−

∫ r

dk

Ψ′+(ln t)

t
dt ≤

∫ r

dk

nk −Ψ′+(ln dk)

t
dt ≤ 0.

Отже, lnµ(r, f) ≤ Ψ(ln r) для всiх r ∈ (0,R). Лему 3.2 доведено. 2

Лема 3.3. Нехай A ∈ (−∞,+∞], Ψ ∈ Ω′A i

A0 = inf{x ∈ (−∞, A) : Ψ′−(x) > 0,Ψ(x) > 0}.

Тодi функцiя

H(x) = x− Ψ(x)

Ψ′−(x)

є неспадною на (A0, A) i H(x)→ A, x→ A.

Доведення. Нехай x1, x2 ∈ (A0, A) i x1 < x2. Тодi

Ψ(x2) = Ψ(x1) +

∫ x2

x1

Ψ′−(x)dx ≤ Ψ(x1) + (x2 − x1)Ψ
′
−(x2),
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а тому

H(x2)−H(x1) = x2 −
Ψ(x2)

Ψ′−(x2)
− x1 +

Ψ(x1)

Ψ′−(x1)
≥

≥ x2 −
Ψ(x1) + (x2 − x1)Ψ

′
−(x2)

Ψ′−(x2)
− x1 +

Ψ(x1)

Ψ′−(x1)
=

=
Ψ(x1)(Ψ

′
−(x2)−Ψ′−(x1))

Ψ′−(x2)Ψ′−(x1)
≥ 0.

Звiдси випливає, що H є неспадною на (A0, A).

Нехай A1 = limx→AH(x). Очевидно, що A1 ≤ A. Припустимо, вiд

супротивного, що A1 < A i нехай A2 = max{A0, A1}. Тодi для всiх

x ∈ (A2, A) маємо

x− Ψ(x)

Ψ′−(x)
< A1,

звiдки отримуємо
Ψ′−(x)

Ψ(x)
<

1

x− A1
.

Тому, якщо x0 ∈ (A2, A) — фiксоване число, а x ∈ (x0, A) — довiльне

число, то

ln Ψ(x)− ln Ψ(x0) =

∫ x

x0

Ψ′−(t)

Ψ(t)
dt <

∫ x

x0

dt

t− A1
= ln

x− A1

x0 − A1
.

Звiдси у випадку скiнченного A випливає, що функцiя Ψ є обмеженою

зверху на iнтервалi (−∞, A), а у випадку A = +∞, що границя

lim
x→+∞

Ψ(x)

x

є скiнченною. В обох випадках це суперечить означенню класу Ω′A.

Отже, A1 = A. 2

Зауваження 3.1. Зрозумiло, що лема 3.3 залишиться правильною,

якщо в нiй Ψ′− замiнити на Ψ′+.
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Лема 3.4. Нехай m,n ∈ N, m ≤ n, r2 ≥ r1 > 0. Тодi для кожного

многочлена вигляду

P (z) =
n∑

j=m

ajz
j

правильна подвiйна нерiвнiсть(
r2

r1

)m
≤ M(r2, P )

M(r1, P )
≤
(
r2

r1

)n
.

Доведення. Розглянемо многочлени

ϕ(w) =
P (r2w)

M(r2, P )wm−1
=

1

M(r2, P )

n∑
j=m

ajr
j
2w

j−m+1,

ψ(w) =
wn+1

M(r1, P )
P
(r1

w

)
=

1

M(r1, P )

n∑
j=m

ajr
j
1w

n+1−j.

Легко бачити, що ϕ(0) = ψ(0) = 0 i M(1, ϕ) = M(1, ψ) = 1. Тодi за

лемою Шварца для кожного ρ ∈ (0, 1] маємо

M(ρ, ϕ) =
M(r2ρ, P )

M(r2, P )ρm−1
≤ ρ, M(ρ, ψ) =

ρn+1

M(r1, P )
M

(
r1

ρ
, P

)
≤ ρ.

Залишилось прийняти ρ = r1
r2
. 2

Наступну лему доведено в [34, с. 46].

Лема 3.5. Нехай N ∈ N. Iснують числа e0(N), . . . , eN−1(N) ∈ {−1, 1}

такi, що

max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣
N−1∑
j=0

ej(N)eijθ

∣∣∣∣∣ ≤ 2√
2− 1

√
N.

Доведення теореми 3.2. Нехай R ∈ (0,+∞], а функцiя Φ ∈ ΩlnR така,

що ∆Φ = 0. Доведемо, що для кожної аналiтичної функцiї f ∈ HR ви-

гляду (3.1) правильна рiвнiсть TΦ(f) = tΦ(f). Очевидно, що для цього

досить довести нерiвнiсть TΦ(f) ≤ tΦ(f). Не зменшуючи загальностi,

будемо вважати, що Φ ∈ Ω′lnR (див. лему 2.7).
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Зафiксуємо довiльне r ∈ (0,R). Тодi для кожного R ∈ (r,R) отри-

муємо

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an|Rn
( r
R

)n
≤ µ(R, f)

∞∑
n=0

( r
R

)n
=

= µ(R, f)
R

R− r
. (3.14)

Покладемо

R(r) = sup

{
R ∈ (r,R) : Φ′+(lnR) ≤ R

R− r

}
.

Зауважимо, що тодi

Φ′−(lnR(r)) ≤ R(r)

R(r)− r
≤ Φ′+(lnR(r)), (3.15)

звiдки, зокрема, маємо

R(r)

r
→ 1, r → R. (3.16)

Крiм того, оскiльки lnx < x− 1 для всiх x > 1, то

Φ(lnR(r))− Φ(ln r) =

∫ lnR(r)

ln r

Φ′−(x)dx ≤ Φ′−(lnR(r)) ln
R(r)

r
≤

≤ R(r)

R(r)− r
R(r)− r

r
=
R(r)

r
.

Звiдси i з (3.16) випливає, що

Φ(lnR(r)) ∼ Φ(ln r), r → R.

Тому, використовуючи (3.14) з R = R(r) i праву з нерiвностей (3.15),

отримуємо

TΦ(f) = lim
r→R

lnG(r, f)

Φ(lnR(r))
≤ lim

r→R

lnµ(R(r), f) + ln Φ′+(lnR(r))

Φ(lnR(r))
≤

≤ tΦ(f) + ∆Φ = tΦ(f).

Теорему 3.2 доведено. 2
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Доведення теореми 3.3. Нехай R ∈ (0,+∞], а функцiя Φ ∈ ΩlnR така,

що ∆Φ > 0. Доведемо, що iснує аналiтична функцiя g ∈ HR, для

якої TΦ(g) > TΦ(g). Не зменшуючи загальностi можемо вважати, що

Φ ∈ Ω′lnR (див. лему 2.7).

Зафiксуємо деяке δ ∈ (0,∆Φ/8) i покладемо Ψ(x) = δΦ(x) для всiх

x ∈ (0, lnR). Зрозумiло, що тодi Ψ ∈ ΩlnR i

lim
r→R

ln(Ψ′+(ln r)− 1)

Φ(ln r)
= ∆Φ > 8δ.

Тому для множини

E = {r ∈ (0,R) : ln[Ψ′+(ln r)] > 8δΦ(ln r)}

маємо supE = R. Крiм того, для кожного r ∈ E такого, що

Ψ′+(ln r) ≥ Ψ′+(−∞) + 1,

iснує d ∈ (0,R), для якого

Ψ′−(ln d) ≤ [Ψ′+(ln r)] ≤ Ψ′+(ln d);

тодi d ≤ r, а тому

ln[Ψ′+(ln r)] > 8δΦ(ln d).

Зi сказаного i з леми 3.2 випливає iснування послiдовностi натураль-

них чисел (nk) i зростаючої до R додатної послiдовностi (dk) таких, що

виконується (3.6) i для кожного k ∈ N0 маємо

lnnk > 8δΦ(ln dk), (3.17)

ln(5k + 16) ≤ Ψ(ln dk), (3.18)(
dk

h(dk+1)

)nk+1−nk
≤ 1

2
, (3.19)
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де h(r) = H(ln r), а H — функцiя з леми 3.3.

Визначимо послiдовнiсть (ck) згiдно з (3.7). Нехай (an) — невiд’ємна

послiдовнiсть така, що виконуються (3.8), (3.3), (3.4) i an = ankc
nk−n
k

для всiх n ∈ (nk, nk+1) i k ∈ N0. Зрозумiло, що тодi виконується i (3.5).

За лемами 3.1 i 3.2 степеневий ряд (3.1) задає аналiтичну в крузi

DR функцiю f , для якої правильнi спiввiдношення (3.9), (3.10), (3.12),

(3.13). Зауважимо, що ряд (3.1) можна записати у виглядi

f(z) = an0z
n0 +

∞∑
p=0

np+1∑
n=np+1

anz
n = an0z

n0 +
∞∑
p=0

np+1∑
n=np+1

anpc
np−n
p zn

Для кожного p ∈ N0 покладемо Np = np+1 − np i нехай

Pp(z) =

np+1∑
n=np+1

1√
Np

en−np−1(Np)anz
n,

де e0(Np), . . . , eNp−1(Np) ∈ {−1, 1} — числа, iснування яких стверджу-

ється лемою 3.5 при N = Np. Розглянемо степеневий ряд

g(z) = an0z
n0 +

∞∑
p=0

Pp(z).

Оскiльки |cn(g)| ≤ an для всiх n ∈ N0, то цей ряд задає аналiтичну в

крузi DR функцiю.

Далi покажемо, що TΦ(g) ≥ 4δ. Справдi,

G(ck, g) ≥
nk+1∑

n=nk+1

1√
Nk

ankc
nk−n
k cnk = µ(ck, f)

√
Nk ≥

√
Nk ≥

√
nk+1

2

для всiх k ≥ k1. Тому, враховуючи (3.17), отримуємо

TΦ(g) ≥ lim
k→∞

lnG(ck, g)

Φ(ln ck)
≥ 1

2
lim
k→∞

lnnk+1

Φ(ln ck)
≥ 4δ lim

k→∞

Φ(ln dk+1)

Φ(ln ck)
≥ 4δ.

Доведемо, що TΦ(g) ≤ 2δ. З цiєю метою зафiксуємо деяке k ∈ N0 i

для кожного p ∈ N0 оцiнимо M(ck, Pp) зверху через µ(ck, f).
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Насамперед за (3.13) i лемою 3.5 для всiх p ∈ N0 маємо

M(cp, Pp) = max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣∣
np+1∑

n=np+1

1√
Np

en−np−1(Np)anpc
np−n
p cnpe

inθ

∣∣∣∣∣∣ =

=
1√
Np

µ(cp, f) max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣Np−1∑
j=0

ej(Np)e
ijθ

∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

Np

µ(cp, f)
2√

2− 1

√
Np ≤ 5µ(cp, f).

Нехай k ≥ 1 i p ≤ k − 1. Тодi cp < ck i

lnµ(ck, f)− lnµ(cp, f) =

∫ ck

cp

ν(t, f)

t
dt ≥

∫ ck

cp

np+1

t
dt = np+1 ln

ck
cp
,

тобто

µ(cp, f)

(
ck
cp

)np+1

≤ µ(ck, f).

Тому, скориставшись лемою 3.4, отримуємо

M(ck, Pp) ≤M(cp, Pp)

(
ck
cp

)np+1

≤ 5µ(cp, f)

(
ck
cp

)np+1

≤ 5µ(ck, f).

Далi маємо

ln ck − lnh(dk+1) ≥ ln ck − ln dk+1 +
Ψ(ln dk+1)

nk+1
=

=
nk+1 ln dk+1 − nk ln dk + Ψ(ln dk)−Ψ(ln dk+1)

nk+1 − nk
−

− ln dk+1 +
Ψ(ln dk+1)

nk+1
=

=
nk(ln dk+1 − ln dk) + Ψ(ln dk)−Ψ(ln dk+1)

nk+1 − nk
+

Ψ(ln dk+1)

nk+1
=

=
nknk+1(ln dk+1 − ln dk) + nk+1Ψ(ln dk)− nkΨ(ln dk+1)

(nk+1 − nk)nk+1
>
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>
nknk+1(ln dk+1 − ln dk) + nk+1Ψ(ln dk)

(nk+1 − nk)nk+1
−

− nk(Ψ(ln dk) + nk+1(ln dk+1 − ln dk))

(nk+1 − nk)nk+1
=

Ψ(ln dk)

nk+1
> 0,

тобто ck > h(dk+1), k ≥ k2.

Нехай p ≥ k+ 1, k ≥ k2. Використовуючи лему 3.4 i спiввiдношення

(3.13) та (3.4), отримуємо

M(ck, Pp) ≤M(cp, Pp)

(
ck
cp

)np+1

≤ 5µ(cp, f)

(
ck
cp

)np+1

=

= 5µ(ck, f)
anpc

np
p

ankc
nk
k

(
ck
cp

)np+1

= 5µ(ck, f)
c
np−nk+1
k

cp

p−1∏
j=k

1

c
nj+1−nj
j

.

Отже,

M(ck+1, Pp) ≤ 5µ(ck, f)
ck
ck+1

< 5µ(ck, f),

а якщо p ≥ k + 2, то, скориставшись (3.19), маємо

M(ck, Pp) ≤ 5µ(ck, f)
c
np−nk+1+1
k

cp

p−1∏
j=k+1

1

c
nj+1−nj
j

≤

≤ 5µ(ck, f)
ck
cp

p−1∏
j=k+1

(
cj−1

cj

)nj+1−nj
<

< 5µ(ck, f)

p−1∏
j=k+1

(
dj

h(dj+1)

)nj+1−nj
≤

≤ 5µ(ck, f)

p−1∏
j=k+1

1

2
=

5

2p−k−1
µ(ck, f).

Використовуючи встановленi оцiнки, а також спiввiдношення (3.18)
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та (3.9), для всiх k ≥ k2 отримуємо

M(ck, g) ≤ an0c
n0
k +

∞∑
p=0

M(ck, Pp) ≤

≤ µ(ck, f) +
k+1∑
p=0

5µ(ck, f) +
∞∑

p=k+2

5

2p−k−1
µ(ck, f) =

= (5k + 16)µ(ck, f) ≤ eΨ(ln dk)µ(ck, f) = µ(dk, f)µ(ck, f) ≤ µ2(ck, f).

Отже, lnM(ck, g) ≤ 2 lnµ(ck, f), k ≥ k2. Оскiльки на вiдрiзку [ck, ck+1]

функцiя lnM(r, g) є опуклою вiдносно ln r, а функцiя lnµ(r, f) — лi-

нiйною вiдносно ln r i обидвi функцiї є додатними на [ck, ck+1], k ≥ k3,

то на кожному з таких вiдрiзкiв функцiя

y(r) =
lnM(r, g)

lnµ(r, f)

досягає свого максимуму в однiй з точок ck чи ck+1. Тому lnM(r, g) ≤

2 lnµ(r, f) для всiх r ∈ [r0,R). Тодi, з огляду на (3.10),

TΦ(g) ≤ 2 lim
r→R

lnµ(r, f)

Φ(ln r)
≤ 2 lim

r→R

Ψ(ln r)

Φ(ln r)
= 2δ,

а тому TΦ(g) > TΦ(g). Теорему доведено. 2

3.2. Зростання цiлих функцiй в термiнах узагальне-

них Φ-порядкiв

У цьому пiдроздiлi розглядатимемо доволi загальну шкалу зростан-

ня цiлих функцiй, увiвши узагальнений порядок функцiї f ∈ H+∞ за

формулою

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln Φ(ln r)
,
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де Φ ∈ Ω∗+∞. Така шкала є природною з огляду на те, що для кожної

фiксованої f ∈ H+∞ функцiя lnM(ex, f) належить до класу Ω′+∞.

Для довiльних функцiй Φ ∈ Ω∗+∞ i f ∈ H+∞ покладемо

cΦ = lim
x→+∞

lnx

ln Φ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln ln Φ′+(x)

ln Φ(x)
,

κΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnµ(r, f)

ln Φ(ln r)
τΦ(f) = lim

r→+∞

ln lnG(r, f)

ln Φ(ln r)
.

Тодi, як легко бачити,

cΦ ≤ κΦ(f) ≤ ρΦ(f) ≤ τΦ(f). (3.20)

Крiм того, cΦ ∈ [0, 1], причому для кожного c ∈ [0, 1] можна навести

приклад функцiї Φ ∈ Ω+∞ такої, що cΦ = c. Ясно також, що κΦ =

κΦ(f) i τΦ = τΦ(f) — вiдображення з класу F+∞. Крiм того, ρΦ = ρΦ(f)

є вiдображенням з класу F+∞ тодi i лише тодi, коли для довiльної

f ∈ H+∞ правильна рiвнiсть ρΦ(f) = τΦ(f).

Розв’язок задачi 1.4 мiститься в наступнiй теоремi.

Теорема 3.4. Нехай Φ ∈ Ω∗+∞. Тодi наступнi твердження рiвносиль-

нi:

1) ρΦ ∈ F+∞;

2) ρΦ(f) = κΦ(f) для довiльної f ∈ H+∞;

3) dΦ ≤ cΦ.

Врахувавши другу та третю з нерiвностей (3.20), а також той факт,

що G(r, f) = M(r, g) для f, g ∈ H+∞ таких, що an(g) = |an(f)|, n ∈ N0,

теорему 3.4 легко отримуємо з двох наступних теорем.

Теорема 3.5. Нехай Φ ∈ Ω∗+∞. Якщо dΦ ≤ cΦ, то для довiльної цiлої

функцiї f ∈ H+∞ правильна рiвнiсть τΦ(f) = κΦ(f).
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Теорема 3.6. Нехай Φ ∈ Ω∗+∞. Якщо dΦ > cΦ, то iснує цiла функцiя

f ∈ H+∞ така, що τΦ(f) > ρΦ(f).

З наведених теорем можна зробити такi висновки:

1) якщо dΦ ≤ cΦ, то для кожної цiлої функцiї f ∈ H+∞ її узагальне-

ний порядок ρΦ(f) можна виразити через послiдовнiсть (|an(f)|); фор-

мами такого вираження є рiвностi ρΦ(f) = κΦ(f) чи ρΦ(f) = τΦ(f);

2) якщо dΦ > cΦ, то iснують цiлi функцiї f, g ∈ H+∞ такi, що

|an(f)| = |an(g)|, n ∈ N0, i ρΦ(f) 6= ρΦ(g), тобто, взагалi кажучи,

узагальнений порядок цiлої функцiї не можна виразити лише через

послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення.

Доведення теореми 3.5. Нехай Φ ∈ Ω∗+∞, виконується умова dΦ ≤ cΦ

i f ∈ H+∞ — довiльна цiла функцiя вигляду (3.1). Досить довести,

згiдно з (3.20), що τΦ(f) ≤ κΦ(f). Нема що доводити, якщо κΦ(f) =

+∞. Нехай κΦ(f) < +∞ i κ — довiльне число таке, що κ > κΦ(f). З

означення величини κΦ(f), умови dΦ ≤ cΦ i першої з нерiвностей (3.20)

для всiх r ≥ r1 отримуємо

lnµ(r, f) ≤ Φκ(ln r), ln Φ′+(ln r) ≤ Φκ(ln r). (3.21)

Оскiльки Φ ∈ Ω∗+∞, то Φ′+ є неспадною, необмеженою на [x0,+∞)

функцiєю, а тому для кожного r ≥ r2 маємо Φ′+(ln r) ≥ 1 i iснує

R(r) = sup

{
R > r : Φ′+(lnR) ≤ r

R− r

}
.

Зауважимо, що тодi

1 ≤ Φ′−(lnR(r)) ≤ r

R(r)− r
≤ Φ′+(lnR(r)),
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звiдки, зокрема, отримуємо нерiвнiсть R(r) ≤ 2r. Крiм того, оскiльки

lnx < x− 1 для всiх x > 1, то

Φ(lnR(r))− Φ(ln r) =

∫ lnR(r)

ln r

Φ′−(x)dx ≤ Φ′−(lnR(r)) ln
R(r)

r
<

<
r

R(r)− r
R(r)− r

r
= 1.

Тому, використовуючи нерiвностi (3.14) i (3.21), для всiх r ≥ r3 отри-

муємо

lnG(r, f) ≤ lnµ(R(r), f) + ln
2r

R(r)− r
≤

≤ Φκ(lnR(r)) + ln Φ′+(lnR(r)) + ln 2 ≤ 3(1 + Φ(ln r))κ.

Звiдси маємо

τΦ(f) ≤ lim
r→+∞

ln 3 + κ ln(1 + Φ(ln r))

ln Φ(ln r)
= κ.

З довiльностi κ > κΦ(f) випливає, що τΦ(f) ≤ κΦ(f). Теорему доведе-

но. 2

Доведення теореми 3.6. Нехай для функцiї Φ ∈ Ω∗+∞ виконується умо-

ва dΦ > cΦ. Доведемо, що тодi iснує цiла функцiя f ∈ H+∞ така, що

τΦ(f) > ρΦ(f).

Нехай δ ∈ (cΦ, dΦ), а (δn) — спадна до 0 фiксована послiдовнiсть.

Виберемо зростаючу до +∞ послiдовнiсть (xk) так, щоб виконувались

наступнi умови:

Φ′+(x0) > 1; (3.22)

xk+1 ≥ xk + 1, k ∈ N0; (3.23)



111

ln δk = o(ln Φ(xk)), k → +∞; (3.24)

(Φ′+(xk+1))
δk+1 ≥ 2(Φ′+(xk))

δk + 1, k ∈ N0; (3.25)

(Φ′+(xk))
δk < lnxk+1, k ∈ N0; (3.26)

ln ln Φ′+(xk) ≥ δ ln Φ(xk), k ∈ N0. (3.27)

Для всiх x ∈ [xk, xk+1) i кожного k ∈ N0 покладемо

ψ(x) = (Φ′+(xk))
δk.

Нехай

Ψ(x) =

∫ x

x0

ψ(t)dt, x ≥ x0.

Тодi для всiх x ∈ [xk, xk+1) i k ∈ N маємо

Φ(x) ≥ Φ(x)− Φ(xk) =

∫ x

xk

Φ′+(t)dt ≥ Φ′+(xk)(x− xk),

а тому, використовуючи умову (3.26), отримуємо

Ψ(x) =

∫ xk

x0

ψ(t)dt+

∫ x

xk

ψ(t)dt ≤

≤
∫ xk

x0

(Φ′+(xk−1))
δk−1dt+

∫ x

xk

(Φ′+(xk))
δkdt ≤

≤ (xk − x0)(Φ
′
+(xk−1))

δk−1 + (x− xk)(Φ′+(xk))
δk ≤

≤ xk lnxk + (x− xk)(Φ′+(xk))
δk =

= xk lnxk + (x− xk)1−δk((x− xk)Φ′+(xk))
δk ≤

≤ x lnx+ x1−δkΦδk(x) ≤ x(lnx+ Φδk(x)).
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Звiдси випливає, що

lim
x→+∞

ln Ψ(x)

ln Φ(x)
= cΦ. (3.28)

Нехай n0 = 0, nk+1 = [ψ(xk)] i ck = exk для всiх k ∈ N0. Тодi n1 ≥ 1

за умовою (3.22), ck+1 ≥ eck i nk+1 ≥ 2nk для всiх k ∈ N0 за умовами

(3.23) i (3.25) вiдповiдно.

Покладемо b0 = bn0 = 1, bnk+1
=
∏k

j=0 c
nj−nj+1

j для всiх k ∈ N0 i нехай

bn = bnkc
nk−n
k , якщо n ∈ (nk, nk+1) i k ∈ N0. Розглянемо степеневий ряд

g(z) =
∞∑
n=0

bnz
n.

За лемою 3.1 цей ряд задає цiлу функцiю g ∈ H+∞ таку, що ν(r, g) =

nk+1 = [ψ(ln ck)] = [ψ(ln r)] для всiх r ∈ [ck, ck+1) i k ∈ N0. Отже,

ν(r, g) = [ψ(ln r)], r ≥ c0, а тому ν(r, g) ∼ ψ(ln r), r → +∞. За пра-

вилом Лопiталя маємо lnµ(r, g) ∼ Ψ(ln r), r → +∞. Звiдси i з (3.28)

отримуємо, що κΦ(g) = cΦ.

Крiм того, скориставшись умовами (3.24) i (3.27), маємо

lim
k→∞

ln lnnk+1

ln Φ(ln ck)
= lim

k→∞

ln lnψ(xk)

ln Φ(xk)
=

= lim
k→∞

ln ln(Φ′+(xk))
δk

ln Φ(xk)
≥ δ > cΦ. (3.29)

Далi, для r > 0 i k ∈ N нехай

Ak(r) =

nk−1∑
n=0

bnr
n, Bk(r) =

∞∑
n=nk

bnr
n.

Оцiнимо зверху Ak(ck) i Bk+1(ck). Для цього скористаємось рiвнiстю

µ(ck, g) = µ(ck − 0, g) = bnkc
nk
k , k ∈ N0,

яка випливає з неперервностi функцiї µ(r, g), r > 0.
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Нехай, отже, k ∈ N i n ∈ [0, nk− 1]. Тодi n ∈ [nm, nm+1) для деякого

m ≤ k − 1, а тому

bnc
n
k = bnmc

nm−n
m cnk = bnk

k−1∏
j=m

c
nj+1−nj
j cnm−nm cnk ≤ bnk

k−1∏
j=m

c
nj+1−nj
k−1 cnm−nk−1 cnk =

= bnkc
nk−n
k−1 c

n
k = µ(ck, g)

(
ck−1

ck

)nk−n
≤ µ(ck, g)

1

enk−n
.

Звiдси отримуємо

Ak(ck) =

nk−1∑
n=0

bnc
n
k < µ(ck, g)

nk−1∑
n=0

1

2nk−n
< µ(ck, g), k ∈ N. (3.30)

Нехай тепер k ∈ N0 i n ≥ nk+1. Тодi n ∈ [nm, nm+1) для деякого

m ≥ k + 1, а тому

bnc
n
k = bnmc

nm−n
m cnk = bnk

m−1∏
j=k

c
nj−nj+1

j cnm−nm cnk ≤ bnkc
nk−nk+1

k c
nk+1−n
k+1 cnk =

= bnkc
nk−nk+1+n
k c

nk+1−n
k+1 = µ(ck, g)

(
ck
ck+1

)n−nk+1

≤ µ(ck, g)
1

en−nk+1
.

Звiдси для всiх k ∈ N0 отримуємо

Bk+1(ck) =
∞∑

n=nk+1

bnc
n
k < µ(ck, g)

∞∑
n=nk+1

1

2n−nk+1
= 2µ(ck, g). (3.31)

Покладемо Nk = nk+1 − nk для кожного k ∈ N0 i розглянемо сте-

пеневий ряд (3.1), коефiцiєнти якого an(f) = an визначено наступним

чином

an =
1√
Nk

bnen−nk(Nk), n ∈ [nk, nk+1), k ∈ N0,

де e0(Nk), . . . , eNk−1(Nk) ∈ {−1, 1} — числа, iснування яких стверджу-

ється лемою 3.5 при N = Nk. Тодi |an| ≤ bn для всiх n ∈ N0, а тому

ряд (3.1) задає цiлу функцiю f ∈ H+∞.
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Зрозумiло, що для цiєї функцiї

G(ck, f) ≥
nk+1−1∑
n=nk

anc
n
k =

1√
Nk

nk+1−1∑
n=nk

bnkc
nk−n
k cnk =

= µ(ck, g)
√
Nk ≥

√
Nk ≥

√
nk+1

2

для кожного k ∈ N0. Тому, скориставшись (3.29), отримуємо

τΦ(f) ≥ lim
k→+∞

ln lnG(ck, g)

ln Φ(ln ck)
≥ lim

k→+∞

ln lnnk+1

ln Φ(ln ck)
≥ δ > cΦ. (3.32)

З iншого боку, використовуючи (3.30), (3.31) i лему 3.5, для кожного

k ∈ N маємо

M(ck, f) ≤
nk−1∑
n=0

|an|cnk + max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣
nk+1−1∑
n=nk

anc
n
ke

inθ

∣∣∣∣∣+
∞∑

n=nk+1

|an|cnk ≤

≤ Ak(ck) +
1√
Nk

max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣ nk+1−1∑
n=nk

bnkc
nk−n
k en−nk(Nk)c

n
ke

inθ

∣∣∣∣+Bk+1(ck) ≤

≤ µ(ck, g) +
1√
Nk

µ(ck, g) max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣Nk−1∑
j=0

ej(Nk)e
ijθ

∣∣∣∣+ 2µ(ck, g) ≤

≤ 3µ(ck, g) +
1√
Nk

µ(ck, g)
2√

2− 1

√
Nk < 8µ(ck, g).

Отже, lnM(ck, f) < 3+lnµ(ck, g), k ∈ N. Оскiльки на вiдрiзку [ck, ck+1],

k ∈ N, функцiя lnM(r, f) є опуклою, а функцiя lnµ(r, g) — лiнiйною

вiдносно ln r, то на цьому вiдрiзку функцiя h(r) = lnM(r, f)− lnµ(r, g)

досягає свого максимуму в однiй з точок ck чи ck+1. Тому lnM(r, f) ≤

3 + lnµ(r, g) для всiх r ≥ c1. Тодi

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln Φ(ln r)
≤ lim

r→+∞

ln lnµ(r, g)

ln Φ(ln r)
= cΦ.

Звiдси i з (3.32) маємо τΦ(f) > ρΦ(f). Теорему доведено. 2
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3.3. Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячено дослiдженню зростання аналiтичних функцiй, зо-

бражених степеневими рядами, в термiнах послiдовностi модулiв кое-

фiцiєнтiв цих рядiв.

Тут, зокрема, отримано необхiдну i достатню умову на функцiю по-

рiвняння Φ, за якої Φ-тип кожної аналiтичної в крузi функцiї f можна

виразити через послiдовнiсть (|an|) модулiв коефiцiєнтiв її степенево-

го розвинення. За знайденої умови Φ-тип кожної функцiї f дорiвнює

Φ-типу логарифма її максимального члена i, як наслiдок, виражається

через послiдовнiсть (|an|) за формулою типу Кошi-Адамара. Якщо зна-

йдена умова не виконується, то не iснує жодної формули, за якою Φ-тип

кожної функцiї f можна було б обчислити через послiдовнiсть (|an|).

Крiм того, у даному роздiлi описано всi функцiї порiвняння Φ, для

яких Φ-порядок кожної цiлої функцiї можна виразити через послiдов-

нiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення.
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Роздiл 4

ЕФЕКТ ПЕЛI ДЛЯ ЦIЛИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

Нехай Ω′+∞ — клас опуклих на R функцiй Φ таких, що Φ(x)/x →

+∞, якщо x→ +∞.

Для довiльної трансцендентної цiлої функцiї f її максимум модуля

i характеристику Неванлiнни визначимо вiдповiдно за рiвностями

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}, T (r, f) =
1

2π

∫ π

−π
ln+ |f(reiθ)|dθ,

де ln+ x = ln max{x, 1}. Зрозумiло, що T (r, f) ≤ lnM(r, f) для всiх

r ≥ r0. Як вiдомо, lnM(ex, f) i T (ex, f) є функцiями з класу Ω′+∞.

Як i в [26], скажемо, що функцiя f має ефект Пелi, якщо для неї

виконується спiввiдношення

lim
r→+∞

lnM(r, f)

T (r, f)
= +∞. (4.1)

Дж. Клунi [83] довiв, що для кожної Φ ∈ Ω′+∞ iснує трансцендентна

цiла функцiя f , для якої lnM(r, f) ∼ Φ(ln r), r → +∞, i справджує-

ться спiввiдношення

lnM(r, f) ∼ T (r, f), r → +∞. (4.2)

Отже, жоднi умови на зростання цiлої функцiї не можуть забезпечити

наявностi в неї ефекту Пелi.
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З iншого боку, умови на зростання цiлої функцiї, якi забезпечують

вiдсутнiсть в неї ефекту Пелi, вже можна вказати. Зокрема, як добре

вiдомо (див., наприклад, [31]), для кожної трансцендентної цiлої фун-

кцiї f такої, що

lnM(r, f) = O(ln2 r), r → +∞, (4.3)

справджується спiввiдношення (4.2). Поряд з цим, серед трансценден-

тних цiлих функцiй, для яких умова (4.3) не виконується, iснують цiлi

функцiї довiльного повiльного зростання, що мають ефект Пелi ([88]).

Позначимо через Λ клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдов-

ностей λ = (λn). Нехай D — клас вiдмiнних вiд тотожної сталої рядiв

Дiрiхле вигляду

f(z) =
∞∑
n=0

ane
zλn, (4.4)

де λ ∈ Λ i (an) — комплексна послiдовнiсть. Нехай S — пiдклас цiлих

(абсолютно збiжних в C) рядiв Дiрiхле з класу D, а S+, у свою чер-

гу, — пiдклас рядiв Дiрiхле з класу S з невiд’ємними коефiцiєнтами an.

Кожен ряд з класу S задає деяку цiлу функцiю. Ряд з ширшого класу

D може бути розбiжним в кожнiй точцi z ∈ C.

Нехай α — неспадна додатна на [x0,+∞) функцiя. Як звично, фун-

кцiю α називаємо помiрно змiнною, якщо α(2x) = O(α(x)), x → +∞.

Легко перевiрити, що наведена умова рiвносильна до таких:

1) α(Cx) = O(α(x)), x→ +∞, для кожного фiксованого C > 1;

2) iснує C > 1 таке, що α(Cx) = O(α(x)), x→ +∞.

Використовуючи (див., наприклад, [25, с. 54]) добре вiдомi нерiвно-

стi

T (r, f) ≤ ln+M(r, f) ≤ R + r

R− r
T (r, f), R > r > 0, (4.5)
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що виконуються для кожної цiлої функцiї f , легко довести, що якщо f

має ефект Пелi, то lnM(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю. Обернене

твердження загалом невiрне: згiдно з сформульованим вище результа-

том Дж. Клунi функцiя lnM(r, f) може не бути помiрно змiнною, про-

те f не зобов’язана мати ефект Пелi. Однак, для функцiй f з класу

S+ (див. теорему 1.12) i навiть для функцiй f з ширшого класу S∗,

який уведемо нижче, обернене твердження є правильним, тобто f має

ефект Пелi тодi i лише тодi, коли lnM(r, f) не є помiрно змiнною фун-

кцiєю. Саме цей факт дозволить описати наявнiсть ефекту Пелi для

цiлої функцiї f з класу S+ (чи S∗), заданої у виглядi ряду Дiрiхле (4.4),

в термiнах коефiцiєнтiв an i показникiв λn цього ряду.

Зокрема, задачу 1.5 у частинах (i) та (ii) повнiстю розв’язано вiдпо-

вiдно у пiдроздiлах 4.2 та 4.3.

Результати пiдроздiлу 4.1 носять допомiжний характер.

4.1. Допомiжнi результати

Для довiльного ряду Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) розглянемо множину

B(f) = {r ∈ R : |an|erλn = o(1), n→∞}

i покладемо

β(f) =


−∞, якщо B(f) = ∅;

supB(f), якщо B(f) 6= ∅.

Легко довести, що

β(f) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

|an|
.
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Зрозумiло також, що якщо B(f) 6= ∅, то B(f) = (−∞, β(f)) або

B(f) = (−∞, β(f)] i для кожного r ∈ (−∞, β(f)) визначенi макси-

мальний член

µ(r, f) = max{|an|erλn : n ∈ N0}

та центральний iндекс

ν(r, f) = max{n ∈ N0 : |an|erλn = µ(r, f)}

ряду Дiрiхле (4.4). Крiм того, добре вiдомим є наступне твердження

(див., наприклад, [39, с. 180–184]).

Лема 4.1. Якщо ряд Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) такий, що β(f) =

+∞, то iснують зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (κk) вiдпо-

вiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що

an = 0 (n < n0); ank 6= 0 (k ∈ N0); (4.6)

κk =
ln |ank| − ln |ank+1

|
λnk+1

− λnk
(k ∈ N0); (4.7)

|an| ≤ |ank|eκk(λnk−λn) (n ∈ (nk, nk+1), k ∈ N0), (4.8)

i ν(r, f) = n0, якщо r < κ0, та ν(r, f) = nk+1, якщо r ∈ [κk,κk+1) i

k ∈ N0.

Послiдовностi (nk) i (κk) , про якi йдеться в лемi 4.1, є вiдповiдно

зростаючими послiдовностями усiх значень i усiх точок розриву цен-

трального iндексу ν(r, f). За умов леми 4.1 маємо λν(r,f) = λn0, µ(r, f) =

|an0|erλn0 , якщо r < κ0, та λν(r,f) = λnk+1
, µ(r, f) = |ank+1

|erλnk+1 , якщо

r ∈ [κk,κk+1) i k ∈ N0. Отже,

λν(r,f) = (lnµ(r, f))′+,
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а тому

lnµ(r, f)− lnµ(r, f) =

∫ R

r

λν(t,f)dt, R > r. (4.9)

Крiм того, µ(r, f) є зростаючою до +∞ на R функцiєю, а тому з рiв-

ностi lnµ(r, f) = ln |aν(r,f)|+ rλν(r,f), прийнявши

r0 = inf{r > 0 : µ(r, f) > 1},

отримуємо
rλν(r,f)

ln |aν(r,f)|
< −1, r > r0 ≥ 0. (4.10)

В певному сенсi протилежним до леми 4.1 є таке твердження ([58]).

Лема 4.2. Якщо для ряду Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) iснують зро-

стаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (κk) вiдповiдно невiд’ємних цi-

лих i дiйсних чисел такi, що виконуються спiввiдношення (4.6)–(4.8),

то для цього ряду β(f) = +∞ i ν(r, f) = n0, якщо r < κ0, та

ν(r, f) = nk+1, якщо r ∈ [κk,κk+1) i k ∈ N0.

Доведення наступної леми ґрунтується на мiркуваннях, близьких до

мiркувань з [59].

Лема 4.3. Нехай ряд Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) такий, що β(f) =

+∞, а (nk) i (κk) — зростаючi послiдовностi вiдповiдно усiх значень i

усiх точок розриву центрального iндексу ν(r, f). Тодi наступнi твер-

дження рiвносильнi:

(i) lnµ(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(ii) правильне спiввiдношення

lim
r→+∞

rλν(r,f)

lnµ(r, f)
= +∞; (4.11)
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(iii) виконується рiвнiсть

lim
r→+∞

rλν(r,f)

ln |aν(r,f)|
= −1;

(iv) справедливе спiввiдношення

lim
k→∞

κkλnk+1

ln |ank+1
|

= −1. (4.12)

Доведення. Насамперед доведемо, що lnµ(r, f) є помiрно змiнною фун-

кцiєю тодi i лише тодi, коли рiвнiсть (4.11) не виконується. Звiдси буде

випливати рiвносильнiсть тверджень (i) та (ii).

Якщо lnµ(r, f) є помiрно змiнною функцiєю, то iснує стала C1 > 1

така, що lnµ(2r, f) ≤ C1 lnµ(r, f) для всiх r ≥ r1. Тодi, згiдно з (4.9),

rλν(r,f) ≤
∫ 2r

r

λν(t,f)dt = lnµ(2r, f)− lnµ(r, f) ≤

≤ (C1 − 1) lnµ(r, f), r ≥ r1,

звiдки бачимо, що (4.11) не виконується.

Навпаки, якщо (4.11) не виконується, то iснує стала C2 така, що

rλν(r,f) ≤ C2 lnµ(r, f) для всiх r ≥ r2. Виберемо сталу C > 1 так, щоб

виконувалась нерiвнiсть C−1
C C2 ≤ 1

2 . Тодi, згiдно з (4.9),

lnµ(Cr, f)− lnµ(r, f) =

∫ Cr

r

λν(t,f)dt ≤

≤ (C − 1)rλν(Cr,f) ≤
C − 1

C
C2 lnµ(Cr, f) ≤ 1

2
lnµ(Cr, f),

звiдки отримуємо, що lnµ(Cr, f) ≤ 2 lnµ(r, f) для всiх r ≥ r2. Отже,

lnµ(r, f) є помiрно змiнною функцiєю. Рiвносильнiсть тверджень (i) та

(ii) доведено.
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Рiвносильнiсть тверджень (ii) та (iii) випливає з рiвностей

rλν(r,f)

lnµ(r, f)
=

rλν(r,f)

ln |aν(r,f)|+ rλν(r,f)
=

1
ln |aν(r,f)|
rλν(r,f)

+ 1

i з нерiвностi (4.10).

Доведемо рiвносильнiсть тверджень (iii) та (iv). Нехай

k0 = min{k ∈ N0 : ln |ank+1
| < 0}.

Тодi для всiх цiлих k ≥ k0 маємо

max

{
rλν(r,f)

ln |aν(r,f)|
: r ∈ [κk,κk+1)

}
=

κkλnk+1

ln |ank+1
|
.

Отже,

lim
r→+∞

rλν(r,f)

ln |aν(r,f)|
= lim

k→∞

κkλnk+1

ln |ank+1
|
.

З отриманої рiвностi i випливає рiвносильнiсть (iii) та (iv). 2

Лема 4.4. Нехай ряд Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) такий, що β(f) =

+∞, а (nk) i (κk) — зростаючi послiдовностi вiдповiдно усiх значень

i усiх точок розриву центрального iндексу ν(r, f). Тодi

lim
k→∞

lnλnk+1

lnκk
= lim

r→+∞

ln lnµ(r, f)

ln r
− 1. (4.13)

Доведення. З нерiвностi (4.9) для всiх достатньо великих r отримуємо

rλν(r,f) ≤
∫ 2r

r

λν(t,f)dt = lnµ(2r, f)− lnµ(r, f) ≤ lnµ(2r, f),

rλν(r,f) ≥
∫ r

0

λν(t,f)dt = lnµ(r, f)− lnµ(0, f).

Звiдси бачимо, що

lim
r→+∞

lnλν(r,f)

ln r
+ 1 = lim

r→+∞

ln lnµ(r, f)

ln r
. (4.14)
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Нехай k0 = min{k ∈ N0 : lnκk > 0}. Тодi для всiх цiлих k ≥ k0 маємо

max

{
lnλν(r,f)

ln r
: r ∈ [κk,κk+1)

}
=

lnλnk+1

lnκk
.

Отже,

lim
r→+∞

lnλν(r,f)

ln r
= lim

k→∞

lnλnk+1

lnκk
,

звiдки, згiдно з (4.14), отримуємо (4.13). Лему доведено. 2

Далi знову ж розглянемо довiльний ряд Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4)

i покладемо

A(f) =

{
r ∈ R :

∞∑
n=0

|an|erλn < +∞

}
,

σa(f) =


−∞, якщо Af = ∅;

supAf , якщо Af 6= ∅.

Величина σa(f), як вiдомо, називається абсцисою абсолютної збiжностi

ряду (4.4). Для неї, очевидно, правильна нерiвнiсть σa(f) ≤ β(f).

Якщо A(f) 6= ∅, то для всiх r < σa(f) покладемо

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an|erλn.

Зрозумiло, що ряд (4.4) є цiлим, тобто f ∈ S, тодi i лише тодi, коли

σa(f) = +∞. Для цiлого ряду Дiрiхле функцiя G(r, f) є визначеною

на R i, очевидно, M(r, f) ≤ G(r, f) для всiх r ≥ 0; якщо ж f ∈ S+, то

M(r, f) = G(r, f), r ≥ 0.

Нам буде потрiбний наступний критерiй цiлостi ряду (4.4) (див.,

наприклад, [72]).

Лема 4.5. Для того, щоб ряд Дiрiхле f ∈ D вигляду (4.4) був цiлим

(тобто належав до класу S), необхiдно i досить, щоб виконувалась
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умова

lim
n→∞

1

λn
ln

1∑∞
k=n |ak|

= +∞.

Для послiдовностi λ ∈ Λ покладемо

τ(λ) = lim
n→∞

lnn

λn
.

Справедливий наступний класичний результат Ж. Валiрона [97] (див.

також [39, с. 184], [47], [58]).

Лема 4.6. Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) < A < +∞. Тодi

для кожного ряду Дiрiхле f ∈ S вигляду (4.4) виконується спiввiдно-

шення

G(r, f) = o(µ(r + A, f)), r → +∞.

Лема 4.7. Нехай λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел. Тодi для кожно-

го ряду Дiрiхле f ∈ S вигляду (4.4) i довiльного фiксованого A > 0

виконується спiввiдношення

G(r, f) = o(M(
√

(r + A)2 + π2, f)), r → +∞. (4.15)

Доведення. Нехай f ∈ S — ряд Дiрiхле вигляду (4.4). Для всiх x ∈ R

покладемо

M(x, f) = sup{|f(x+ iy)| : y ∈ R}.

Очевидно, щоM(r, f) ≤ G(r, f). Вiдомо (див., наприклад, [39, с. 183]),

що µ(r, f) ≤M(r, f). Крiм того, оскiльки λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих

чисел, то λn ≥ n для всiх n ∈ N0. Отже, τ(λ) = 0, а тому, згiдно з лемою

4.6, для довiльного фiксованого A > 0 виконується спiввiдношення

G(r, f) = o(M(r + A, f)), r → +∞. (4.16)
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З цiлостi показникiв λn випливає також, що для кожного фiксова-

ного x ∈ R функцiя |f(x + iy)|, як функцiя вiд y, є перiодичною з

перiодом 2π. Отже,

M(x, f) = max{|f(x+ iy)| : y ∈ [−π, π]}.

Враховуючи, що для r ≥ 0 круг {z ∈ C : |z| ≤
√
r2 + π2} мiстить

вiдрiзок [r − iπ, r + iπ], за принципом максимуму модуля отримуємо

M(r, f) ≤M(
√
r2 + π2, f), r ≥ 0.

Звiдси i з (4.16) отримуємо (4.15).

Нехай ρ(f) — порядок цiлої функцiї f , тобто

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln r
.

Наступна лема, в принципi, є добре вiдомою.

Лема 4.8. Нехай f — цiла функцiя, вiдмiнна вiд тотожної постiй-

ної. Якщо lnM(r, f) є помiрно змiнною функцiєю, то ρ(f) < +∞.

Доведення. Справдi, якщо функцiя lnM(r, f) є помiрно змiнною, то

iснує стала C0 > 1 така, що lnM(er, f) ≤ C0 lnM(r, f) для всiх r ≥ r0.

Крiм того, як вiдомо, функцiя lnM(r, f) — опукла вiдносно ln r, а тому

K(r, f) = r(lnM(r, f))′+

є неспадною невiд’ємною на (0,+∞) функцiєю. З огляду на це, для

всiх r ≥ r0 маємо

K(r, f) ≤
∫ er

r

K(t, f)

t
dt = lnM(er, f)− lnM(r, f) ≤

≤ (C0 − 1) lnM(r, f).
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Тому для всiх r ≥ r0 отримуємо

ln lnM(r, f)− ln lnM(r0, f) =

∫ r

r0

K(t, f)

t lnM(t, f)
dt ≤

≤ (C0 − 1)

∫ r

r0

dt

t
= (C0 − 1) ln

r

r0
,

звiдки й випливає, що ρ(f) ≤ C0 − 1 < +∞.

4.2. Критерiй наявностi ефекту Пелi

Для ряду Дiрiхде f ∈ S вигляду (4.4) покладемо Tn =
∑∞

k=n |ak| для

кожного n ∈ N0. Поряд з рядом (4.4) розглянемо ряд Дiрiхле

f̃(z) =
∞∑
n=0

Tne
zλn. (4.17)

За лемою 4.5 маємо

β(f̃) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

Tn
= +∞.

Отже, для ряду (4.17) його максимальний член

µ(r, f̃) = max{Tnerλn : n ∈ N0}

є визначеним для кожного r ∈ R.

Позначимо через S∗ клас рядiв Дiрiхле f ∈ S, для яких iснує спадна

до 0 на (a,+∞) функцiя α така, що

lnG(r, f) = O(lnM((1 + α(r))r, f)), r → +∞. (4.18)

Зрозумiло, що S+ ⊂ S∗ ⊂ S.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступний критерiй на-

явностi ефекту Пелi для цiлого ряду Дiрiхле f ∈ S∗ в термiнах його

коефiцiєнтiв i показникiв.
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Теорема 4.1. Для кожного цiлого ряду Дiрiхле f ∈ S∗ вигляду (4.4)

рiвносильними є такi твердження:

(i) f має ефект Пелi;

(ii) T (r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(iii) lnM(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(iv) lnG(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(v) lnµ(r, f̃) не є помiрно змiнною функцiєю;

(vi) iснують зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (Kk) вiдповiдно

невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що

Tn = 0 (n < n0); Tnk 6= 0 (k ∈ N0); (4.19)

Kk =
ln |Tnk| − ln |Tnk+1

|
λnk+1

− λnk
(k ∈ N0); (4.20)

|Tn| ≤ |Tnk|eKk(λnk−λn) (n ∈ (nk, nk+1), k ∈ N0); (4.21)

lim
k→∞

Kkλnk+1

ln |Tnk+1
|

= −1. (4.22)

Доведення. Нехай f ∈ S∗ — цiлий ряд Дiрiхле вигляду (4.4), а α —

додатна спадна до 0 на (a,+∞) функцiя така, що виконується спiввiд-

ношення (4.18).

Легко бачити, що рiвносильнiсть тверджень (ii) i (iii) випливає з

нерiвностей (4.5), тверджень (iii) i (iv) — з нерiвностiM(r, f) ≤ G(r, f)

i спiввiдношення (4.18), а тверджень (iv) i (v) — з встановлених в [72]

нерiвностей

µ(r, f̃) ≤ G(r, f) ≤ G(0, f) +
1

ε
µ((ε+ 1)r, f̃), ε > 0, r ≥ 0. (4.23)

Доведемо рiвносильнiсть тверджень (v) i (vi). Розглянемо ряд (4.17)

i припустимо, що lnµ(r, f̃) не є помiрно змiнною функцiєю. За лемою
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4.1, застосованою до цього ряду, iснують зростаючi до +∞ послiдов-

ностi (nk) i (Kk) вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi,

що виконуються спiввiдношення (4.19)–(4.21). За цiєю ж лемою (nk)

i (Kk) є зростаючими послiдовностями вiдповiдно усiх значень i всiх

точок розриву центрального iндексу ν(r, f̃). Тому, згiдно з лемою 4.3,

для цих послiдовностей виконується (4.22).

Навпаки, нехай для ряду (4.17) iснують зростаючi до +∞ послi-

довностi (nk) i (Kk) вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi,

що виконуються спiввiдношення (4.19)–(4.22). Зi спiввiдношень (4.19)–

(4.21), згiдно з лемою 4.2, випливає, що (nk) i (Kk) є зростаючими послi-

довностями вiдповiдно усiх значень i всiх точок розриву центрального

iндексу ν(r, f̃). Тому, враховуючи (4.22) i застосовуючи до ряду (4.17)

лему 4.3, можемо зробити висновок, що lnµ(r, f̃) не є помiрно змiнною

функцiєю. Отже, рiвносильнiсть тверджень (v) i (vi) доведено.

Крiм того, як вже зазначалось вище, з (i) випливає (iii) за нерiвно-

стями (4.5). Тому нам залишається показати, що з (iii) випливає (i).

Нехай, отже, функцiя lnM(r, f) не є помiрно змiнною, тобто

∀ C > 1 : lim
r→+∞

lnM(Cr, f)

lnM(r, f)
= +∞. (4.24)

Зафiксуємо довiльне L > 0 i виберемо ε > 0 настiльки малим, щоб

виконувалась нерiвнiсть δ := arccos 1
1+ε ≤

1
L . Зi спiввiдношень (4.18) i

(4.24) отримуємо

lim
r→+∞

lnM((1 + ε)r, f)

lnG(r, f)
= +∞,

звiдки негайно випливає iснування додатних зростаючих +∞ послiдов-
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ностей (γk) i (rk) таких, що

lnM((1 + ε)rk, f) = γk lnG(rk, f), k ∈ N0.

Нехай E = [−π, π]\[−θ, θ]. Оскiльки

|f(reiθ)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

ane
λnr(cos θ+i sin θ)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an|eλnr cos θ = G(r cos θ, f),

то для всiх r > 0 i θ ∈ E маємо

|f((1 + ε)reiθ)| ≤ G(r, f).

Тодi для всiх цiлих k ≥ k0 отримуємо

T ((1 + ε)rk, f) =
1

2π

∫ π

−π
ln+ |f((1 + ε)rke

iθ)|dθ =

=
1

2π

∫ δ

−δ
ln+ |f((1 + ε)rke

iθ)|dθ +
1

2π

∫
E

ln+ |f((1 + ε)rke
iθ)|dθ ≤

≤ 1

2π

∫ δ

−δ
lnM((1 + ε)rk, f)dθ +

1

2π

∫
E

lnG(rk, f)dθ ≤

≤ δ

π
lnM((1 + ε)rk, f) + lnG(rk, f) ≤

(
1

πL
+

1

γk

)
lnM((1 + ε)rk, f).

Отже,

lim
r→+∞

lnM(r, f)

T (r, f)
≥ lim

k→∞

lnM((1 + εk)rk, f)

T ((1 + ε)rk, f)
≥ πL.

З довiльностi L випливає, що для функцiї f виконується спiввiдноше-

ння (4.1), тобто ця функцiя має ефект Пелi. Теорему доведено.

Наслiдок 4.1. (i) Кожен ряд Дiрiхле f ∈ S∗ порядку ρf = +∞ має

ефект Пелi.

(ii) Нехай λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел. Кожен ряд Дiрiхле

f ∈ S вигляду (4.4) i порядку ρf = +∞ має ефект Пелi.
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Доведення. Твердження (i) є безпосереднiм наслiдком з теореми 4.1

i леми 4.8. Тому для доведення твердження (ii) достатньо показати,

що якщо λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел, а f ∈ S — ряд Дiрiхле

вигляду (4.4), то f ∈ S∗.

Нехай, отже, λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел, а f ∈ S — ряд

Дiрiхле вигляду (4.4). Покладемо

α(r) =

√
(r + 1)2 + π2

r
− 1.

Ясно, що α є додатною спадна до 0 на (0,+∞) функцiєю. Крiм того,

застосовуючи лему 4.7 з A = 1, отримуємо

G(r, f) = o(M(1 + α(r))r, f)), r → +∞.

Звiдси бачимо, що для функцiї f виконується спiввiдношення (4.18),

тобто f ∈ S∗. Наслiдок доведено.

У випадку, коли послiдовнiсть λ = (λn) не надто повiльно прямує

до +∞, для ряду Дiрiхле f ∈ S∗ вигляду (4.4) правильний простiший

для перевiрки критерiй наявностi ефекту Пелi.

Теорема 4.2. Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) < +∞. Тодi

для кожного цiлого ряду Дiрiхле f ∈ S∗ вигляду (4.4) рiвносильними

є такi твердження:

(i) f має ефект Пелi;

(ii) lnµ(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю;

(iii) iснують зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (κk) вiдповiдно

невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що виконуються спiввiдноше-

ння (4.6)–(4.8) i (4.12).
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Доведення. За теоремою 4.1 функцiя f має ефект Пелi, якщо i лише

якщо lnG(r, f) не є помiрно змiнною функцiєю. Оскiльки τ(λ) < +∞,

то з нерiвностi µ(r, f) ≤ G(r, f) i леми 4.6 випливає, що lnG(r, f) не

є помiрно змiнною функцiєю тодi i лише тодi, коли lnµ(r, f) не є по-

мiрно змiнною функцiєю. Отже, твердження (i) i (ii) — рiвносильнi.

Рiвносильнiсть тверджень (ii) i (iii) для ряду (4.4) доводиться анало-

гiчно до рiвносильностi тверджень (v) i (vi) для ряду (4.17) в теоремi

4.1.

Нехай λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел. Тодi τ(λ) = 0 i (див. до-

ведення наслiдку 4.1) кожен ряд Дiрiхле f ∈ S вигляду (4.4) належить

до класу S∗. Тому з теореми 4.2 отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 4.2. Нехай λ ∈ Λ — послiдовнiсть цiлих чисел. Ряд Дi-

рiхле f ∈ S вигляду (4.4) має ефект Пелi тодi i лише тодi, коли

iснує зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел (nk), для якої

виконуються спiввiдношення (4.6)–(4.8) i (4.12).

Позначимо через Λ∗ пiдклас послiдовностей λ ∈ Λ, для яких кожен

цiлий ряд Дiрiхле f ∈ S вигляду (4.4) входить до класу S∗. Зрозумiло,

що тодi твердження наслiдку 4.2 i твердження (ii) наслiдку 4.1 пра-

вильнi для кожної послiдовностi λ ∈ Λ∗. З огляду на це, виникає така

задача: Описати клас Λ∗, тобто знайти необхiдну i достатню умо-

ву на послiдовнiсть λ ∈ Λ, за якої для кожного цiлого ряду Дiрiхле

f ∈ S вигляду (4.4) iснує додатна спадна до 0 на (a,+∞) функцiя α

така, що виконується спiввiдношення (4.18).

Зi сказаного вище випливає, що достатньою умовою належностi по-

слiдовностi λ ∈ Λ до класу Λ∗ є цiлiсть її членiв. Iншу достатню умову
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дозволяє знайти наступна теорема О.Б. Скаскiва [52].

Теорема 4.3 ([52]). Нехай λ ∈ Λ. Для того, щоб для довiльного ряду

Дiрiхле f ∈ S вигляду (4.4) iснувала множина Ef ⊂ (0,+∞) скiнчен-

ної мiри така, що

G(r, f) ∼ m(r, f), Ef 63 r → +∞, (4.25)

де m(x, f) = inf{|f(x + iy)| : y ∈ R}, x ∈ R, необхiдно i досить, щоб

для послiдовностi λ виконувалась умова
∞∑
n=0

1

λn+1 − λn
< +∞. (4.26)

Наслiдок 4.3. Якщо для послiдовностi λ ∈ Λ виконується умова

(4.26), то λ ∈ Λ∗.

Доведення. Нехай для послiдовностi λ ∈ Λ виконується умова (4.26),

а f ∈ S — довiльний ряд Дiрiхле вигляду (4.4). Тодi за теоремою 4.3

iснує множина Ef ⊂ (0,+∞) скiнченної мiри δ така, що для функцiї

f виконується спiввiдношення (4.25). Нехай c > δ. Тодi на кожному

iнтервалi (r, r + c), r > 0, знайдеться точка γ(r), яка не належить

множинi Ef . Згiдно з (4.25),

G(γ(r), f) ∼ m(γ(r), f), r → +∞.

З отриманого спiввiдношення випливає iснування додатної спадної до

0 на (a,+∞) функцiї α такої, що виконується спiввiдношення (4.18).

Наслiдок доведено.
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4.3. Ряди Дiрiхле заданого порядку з ефектом Пелi

Розв’язок задачi 1.5 у частинi (ii), тобто задачi про можливiсть вста-

новлення необхiдних i достатнiх умов на коефiцiєнти i показники ряду

Дiрiхле f ∈ S+, за яких цей ряд має одночасно як ефект Пелi, так i

заданий порядок ρ ∈ [1,+∞), мiстить така теорема.

Теорема 4.4. Нехай ρ ∈ [1,+∞), а f ∈ S∗ — цiлий ряд Дiрiхле вигля-

ду (4.4). Для того, щоб функцiя f мала ефект Пелi i порядок ρ(f) = ρ,

необхiдно i достатньо, щоб iснували зростаючi до +∞ послiдовностi

(nk) i (Kk) вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що ви-

конуються спiввiдношення (4.19)–(4.22) i

lim
k→∞

lnλnk+1

lnKk
= ρ− 1. (4.27)

Доведення. Нехай f ∈ S∗ — цiлий ряд Дiрiхле вигляду (4.4), а α —

додатна спадна до 0 на (a,+∞) функцiя така, що виконується спiввiд-

ношення (4.18).

Поряд з рядом (4.4) розглянемо ряд (4.17).

З нерiвностi M(r, f) ≤ G(r, f) i спiввiдношення (4.18) випливає, що

в означеннi порядку ρ(f) функцiю M(r, f) можна замiнити функцiєю

G(r, f), яку, в свою чергу, можна замiнити на µ(r, f̃) згiдно з нерiвно-

стями (4.23). Отже,

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnµ(r, f̃)

ln r
. (4.28)

Доведемо спочатку достатнiсть. Припустимо, що iснують зроста-

ючi до +∞ послiдовностi (nk) i (Kk) вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiй-

сних чисел такi, що виконуються спiввiдношення (4.19)–(4.22) i (4.27).
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Тодi за теоремою 4.1, згiдно зi спiввiдношенями (4.19)–(4.22), випливає,

що f має ефект Пелi. Крiм того, зi спiввiдношень (4.19)–(4.21) i леми

4.2, застосованої до ряду (4.17), можемо зробити висновок, що (nk) i

(Kk) є зростаючими послiдовностями вiдповiдно усiх значень i всiх то-

чок розриву центрального iндексу ν(r, f̃). Застосовуючи до ряду (4.17)

лему 4.4, отримуємо

lim
k→∞

lnλnk+1

lnKk
= lim

r→+∞

ln lnµ(r, f̃)

ln r
− 1. (4.29)

Враховуючи (4.29), (4.28) i (4.27), бачимо, що ρ(f) = ρ.

Перейдемо до доведення необхiдностi. Нехай f має ефект Пелi i

порядок ρ(f) = ρ. За теоремою 4.1 з наявностi ефекту Пелi випливає

iснування зростаючих до +∞ послiдовностей (nk) i (Kk) вiдповiдно не-

вiд’ємних цiлих i дiйсних чисел таких, що виконуються спiввiдношення

(4.19)–(4.22). Зi спiввiдношень (4.19)–(4.21) i леми 4.2, застосованої до

ряду (4.17), можемо зробити висновок, що (nk) i (Kk) є зростаючими

послiдовностями вiдповiдно усiх значень i всiх точок розриву централь-

ного iндексу ν(r, f̃). Застосовуючи до ряду (4.17) лему 4.4, отримуємо

(4.29). Тодi з (4.29), (4.28) i рiвностi ρ(f) = ρ випливає, що виконується

(4.27). Теорему доведено.

Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) < +∞, а f ∈ S∗ — довiль-

ний цiлий ряд Дiрiхле вигляду (4.4). Як зазначено вище, в означеннi

порядку ρ(f) функцiюM(r, f) можна замiнити функцiєю G(r, f); фун-

кцiю G(r, f), в свою чергу, можна замiнити на µ(r, f) згiдно з нерiвнi-

стю µ(r, f) ≤ G(r, f) i лемою 4.6. Отже,

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnµ(r, f)

ln r
. (4.30)
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Задiявши до ряду (4.4) i спiввiдношення (4.30) такi ж мiркування, як i

в доведеннi теореми 4.4 до ряду (4.17) i спiввiдношення (4.28), бачимо,

що справедлива наступна теорема.

Теорема 4.5. Нехай ρ ∈ [1,+∞), послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що

τ(λ) < +∞, а f ∈ S∗ — цiлий ряд Дiрiхле вигляду (4.4). Для то-

го, щоб функцiя f мала ефект Пелi i порядок ρ(f) = ρ, необхiдно i

достатньо, щоб iснували зростаючi до +∞ послiдовностi (nk) i (κk)

вiдповiдно невiд’ємних цiлих i дiйсних чисел такi, що виконуються

спiввiдношення (4.6)–(4.8), (4.12) i

lim
k→∞

lnλnk+1

lnκk
= ρ− 1.

4.4. Висновки до роздiлу 4

Нехай S∗ клас вiдмiнних вiд тотожної сталої цiлих рядiв Дiрiхле ви-

гляду f(z) =
∑
ane

zλn з невiд’ємною зростаючою до +∞ системою по-

казникiв (λn) таких, що lnG(r, f) = O(lnM((1 + α(r))r, f)), r → +∞,

де G(r, f) =
∑
|an|erλn, а M(r, f) — максимум модуля функцiї f .

Для заданого ряду f ∈ S∗ знайдено умови на послiдовностi (an) та

(λn) вiдповiдно коефiцiєнтiв та показникiв цього ряду, якi є необхiдни-

ми i достатнiми для того, щоб функцiя f мала ефект Пелi (чи мала

ефект Пелi i заданий порядок ρ ≥ 1 одночасно).

Отриманi результати iстотно узагальнюють отриманi ранiше резуль-

тати А.А. Гольдберга i Й.В. Островського [26] та П.В. Фiлевича [85]

стосовно ефекту Пелi для цiлих функцiй, зображених рядами Дiрiхле

з невiд’ємними коефiцiєнтами.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено встановленню зв’язку мiж зроста-

нням аналiтичних функцiй та поведiнкою послiдовностi модулiв коефi-

цiєнтiв розвинень цих функцiй у степеневий ряд чи ряд Дiрiхле. Опис

такого зв’язку здiйснюється в термiнах узагальнених шкал зростання,

породжених тим чи iншим узагальненим типом чи порядком.

Основнi результати дисертацiї мають форму критерiїв.

Зокрема, в дисертацiйнiй роботi знайдено необхiдну i достатню умо-

ву на невiд’ємну зростаючу до +∞ послiдовнiсть λ i функцiю порiвня-

ння Φ, за якої Φ-тип кожного абсолютно збiжного у заданiй пiвплощинi

(чи в C) ряду Дiрiхле зi системою показникiв λ дорiвнює Φ-типу ло-

гарифма максимального члена цього ряду i, як наслiдок, виражається

через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв заданого ряду за формулою

типу Кошi-Адамара.

Встановлено також, що умова К. Сугiмури на невiд’ємну зростаючу

до +∞ послiдовнiсть λ є не лише достатньою, а й необхiдною умовою

застосовностi формули Ж. Рiтта для обчислення R-порядку кожного

цiлого ряду Дiрiхле зi системою показникiв λ.

Отримано необхiдну i достатню умову на функцiю порiвняння Φ,

за якої Φ-тип кожної аналiтичної в крузi функцiї можна виразити че-

рез послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення. За
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знайденої на Φ умови Φ-тип довiльної аналiтичної в заданому крузi

функцiї дорiвнює Φ-типу логарифма її максимального члена i, як на-

слiдок, виражається через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв степене-

вого розвинення цiєї функцiї за формулою типу Кошi-Адамара. Якщо

знайдена на Φ умова не виконується, то не iснує жодної формули ти-

пу Кошi-Адамара, за якою Φ-тип кожної такої функцiї можна було б

обчислити через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого роз-

винення.

Описано всi функцiї порiвняння Φ, для яких Φ-порядок довiльної

цiлої функцiї можна виразити через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв

її степеневого розвинення.

Для заданого цiлого ряду Дiрiхле з невiд’ємними коефiцiєнтами та

невiд’ємною зростаючою до +∞ системою показникiв знайдено необ-

хiднi та достатнi умови наявностi в нього ефекту Пелi.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується тим, що во-

ни опублiкованi в фахових журналах i були оприлюдненi на багатьох

наукових конференцiях i спецiалiзованих наукових семiнарах. Для їх

доведень використовуються сучаснi методи теорiї функцiй. Результа-

ти дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть знайти

застосування як в теорiї функцiй, так i в iнших роздiлах математики.
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