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Перелік умовних позначень 

 
Rad 𝐾 ‒ радикал Джекобсона кільця 𝐾 

 𝐺: 𝐻 , (𝐺: 𝐻) ‒ індекс підгрупи 𝐻 в групі 𝐺 

𝐴⊗ 𝐵 ‒ кронекеровий добуток матриць 𝐴 та 𝐵 

𝑀(𝑛,𝐾) ‒ множина всіх матриць розміру 𝑛 × 𝑛 над кільцем 𝐾 

𝐺𝐿(𝑛,𝐾) ‒ група всіх оборотних матриць розміру 𝑛 × 𝑛 над кільцем 𝐾 

exp (𝐺) ‒ експонента групи 𝐺 

𝐾𝐺 ‒ групове кільце групи 𝐺 над кільцем 𝐾 

ℤ𝑝  ‒ кільце цілих 𝑝-адичних чисел 

ℤ𝑝
′  ‒ кільце цілих раціональних 𝑝-адичних чисел 

[𝐻1 , 𝐻2] ‒ комутатор груп 𝐻1 і 𝐻2 

𝐶𝐺(𝑎) ‒ централізатор елемента 𝑎 в групі 𝐺 

Ann𝐾𝑀 ‒ анулятор модуля 𝑀 в кільці 𝐾 

𝑍2(𝐺, 𝐾∗) ‒ множина всіх нормованих систем 𝐾-факторів групи 𝐺 
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ВСТУП 

Дисертаційна робота присвячена вивченню матричних зображень скiнчен-

них груп та схрещених групових кілець над комутативними кільцями. Зобра-

ження скiнченних груп над полями вивченi достатньо повно. Якщо говорити 

про зображувальний тип, то у класичному випадку, коли характеристика поля 

не дiлить порядок групи, група завжди має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiн-

ченне число нерозкладних зображень (бiльш того, вiдповiдна групова алгебра 

напiвпроста), а в iншому випадку, який називається модулярним, скiнченне чи-

сло нерозкладних зображень мають лише групи iз циклiчною силовською 𝑝-

пiдгрупою, де 𝑝 – характеристика поля. У модулярному випадку більшiсть груп 

є дикими, тобто задача про опис їх зображень мiстить в собі класичну нероз-

в’язану задачу лiнiйної алгебри про класифiкацiю пар матриць з точнiстю до 

подiбностi; групи, якi допускають опис своїх зображень, називаються ручними 

(формальні означення диких та ручних матричних задач в загальному випадку 

введенi Ю. А. Дроздом [1]). Ручнi скiнченнi групи в модулярному випадку 

повнiстю описанi В. М. Бондаренком та Ю. А. Дроздом [2]. Для матричних зо-

бражень груп над комутативними кiльцями, якi є природним узагальненням ма-

тричних зображень над полями, ситуацiя набагато складнiша. Такi зображення 

груп, а також порядкiв (як бiльш загальних об’єктiв), почали вивчатися ще в 

кiнцi 30-х рокiв минулого столiття (Н. Цасенхауз, Ф. Дидерихсен, Р. Брауер та 

iншi), а iнтенсивнi дослiдження почали проводитися в 50-i роки. Тодi були 

отриманi фундаментальнi результати про зображення над комутативними 

кiльцями (З. I. Боревич, Ж. Маранда, I. Райнер, С. Такахаши, Д. К. Фаддєєв, 

Д. Хiгман та iншi). Пiзнiше зображення груп над кiльцями 𝑝-адичних чисел, а 

також над iншими кiльцями, вивчали також С. Д. Берман, П. М. Гудивок, 

А. Джонс, Л. О. Назарова, А. В. Ройтер, В. П. Рудько, А. Трой, А. Хеллер, 

А. В. Яковлев та iншi. Зображення рiзних класiв кiлець (якi iдейно пов’язанi з 

зображеннями групових кiлець), вивчали Ю. А. Дрозд, О. Г. Завадський, 
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В. В. Кириченко, Р. Сван, К. Роггенкамп, А. В. Ройтер, Х. Якобiнський та iншi 

алгебраїсти. 

Детальнi дослiдження зображень, зокрема, показали, що основним випад-

ком при вивченнi зображень скiнченних груп над багатьма комутативними 

кiльцями є випадок, коли кiльце є локальним, а група ‒ 𝑝-групою. Критерiй ру-

чностi таких груп над (найбiльш модним протягом багатьох десятилiть) кільцем 

цiлих 𝑝-адичних чисел отримав П. М. Гудивок [3].  

Важливим етапом у теорiї зображень груп було виникнення теорiї проек-

тивних зображень скiнченних груп (коли матрицi, що вiдповiдають добуткам 

елементiв групи, розглядаються з точнiстю до скалярних множникiв). Основи 

теорiї проективних зображень скiнченних груп над полем комплексних чисел 

були закладенi I. Шуром [4], [5] ще на початку 20-го столiття, який, зокрема, 

звiв вивчення проективних комплексних зображень скiнченної групи до вив-

чення звичайних комплексних зображень деякої групи, що є скiнченним 

центральним розширенням початкової групи. Р. Фрухт [6] описав точнi незвiднi 

проективні зображення абелевої групи над алгебраїчно замкненим полем, хара-

ктеристика якого не дiлить порядок групи. Починаючи з другої половини 20 

столiття розпочинається iнтенсивне вивчення проективних зображень над до-

вiльним полем (через складнiсть цiєї задачi бiльшiсть отриманих результатiв 

вiдносяться до абелевих груп). Якщо параметри, якi задають проективне зобра-

ження, зафiксувати, то таке зображення природно розглядати як зображення 

схрещеного групового кiльця, що дає змогу застосовувати класичнi i сучаснi 

методи теорiї зображень алгебр. Вивчення проективних зображень груп та зо-

бражень схрещених групових кiлець проводилося i над кiльцями. Як i у випадку 

звичайних зображень груп, одним з найбiльш цікавих випадкiв є випадок кiльця 

цiлих 𝑝-адичних чисел. Схрещенi груповi кiльця скiнченної групи i вказаного 

кiльця, що мають скiнченний тип, описали П. М. Гудивок [7] i 

Л. Ф. Баранник [8].  
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У дисертацiї вивчаються проективнi зображення груп i зображення схре-

щених групових кiлець над кiльцем цiлих 𝑝-адичних чисел з точки зору опису 

ручних та диких випадкiв. 

Актуальнiсть теми. Матричнi задачi над кiльцями i, зокрема, матричнi 

зображення груп та кiлець вiдiграють суттєву роль в сучаснiй теорiї зображень. 

Основнi результати дисертацiї належать до цiєї тематики. Як видно iз викладе-

ного вище, цей напрямок є актуальним. Багато важливих результатiв у цьому 

напрямку отримано саме українськими математиками. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тематика 

дисертаційної роботи пов’язана з науковими дослідженнями кафедри алгебри 

Ужгородського національного університету ‒ “Зображення скінченних груп над 

комутативними кільцями та їх застосування” (тема затверджена на засіданні 

Вченої ради математичного факультету, протокол № 5 від 11 грудня 2014 р.). 

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис ручних та диких 

скiнченних абелевих груп над комутативними кiльцями та схрещених групових 

кiлець абелевих груп i кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел. Розглядається низка кон-

кретних задач, розв’язання яких, зокрема, дає змогу (разом iз ранiше отримани-

ми результатами iнших авторiв) сформулювати та довести вiдповiднi критерiї 

для важливих випадкiв. 

Об’єктом дослiдження є матричнi зображення груп та схрещених групо-

вих кiлець над комутативними кiльцями.  

Предметом дослiдження є зображувальний тип груп та схрещених групо-

вих кiлець над комутативними кiльцями. 

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у 

дослiдженнi, є класичнi та сучаснi методи теорiї матриць та теорiї зображень. 

Наукова новизна одержаних результатiв.  

Наукові результати, отримані в дисертації, є новими. У дисертаційній ро-

боті вперше:  
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 отримано зв’язок мiж дикiстю скiнченної 2-групи над нетеровим локальним 

факторiальним кiльцем характеристики нуль з полем лишкiв характеристи-

ки 2 та наявнiстю фактор-кiльця, що не є областю головних iдеалiв;  

 отримано зв’язок мiж дикiстю задачi про опис матриць над областю 

цiлiсностi вiдносно еквiвалентностi за модулем максимального iдеалу i вла-

стивостями множини простих елементiв даної областi;  

 описано ручнi схрещенi груповi кiльця циклiчної 2-групи i кiльця цiлих 2-

адичних чисел з довiльною системою факторiв;  

 доведена дикiсть схрещеного групового кiльця абелевої групи типу (4, 4) i 

(2, 2, 2) та кiльця цiлих 2-адичних чисел з довiльною системою факторiв;  

 описано ручнi схрещенi груповi кiльця абелевої 2-групи i кiльця цiлих 2-

адичних чисел з (±) одиничною системою факторiв;  

 отримано критерiй ручностi скiнченних 𝑝-груп відносно проективних зо-

бражень над кiльцем цiлих 𝑝-адичних чисел. 

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної 

роботи мають теоретичний характер i можуть бути використанi в загальнiй те-

орiї зображень та теорії матриць. 

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи отри-

манi здобувачем самостiйно. У опублікованій спільно з В. М. Бондаренком і 

О. А. Тилищаком статті [9] (у фаховому журналі) автору належать результати, 

що стосуються еквівалентності матриць за модулем ідеалу над областями ціліс-

ності (теореми 1 ‒ 3 ) та над нетеровими областями (теореми 5 ‒ 7) у випадку, 

коли ідеал є максимальним. 

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи 

оприлюднено на:  

 Міжнародній конференції з неевклідової геометрії в сучасній фізиці і мате-

матиці (м. Ужгород, 22-25 травня 2012 р.);  
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 Одинадцятій Вiдкритій науковій конференцiї IМФН (м. Львiв, 13-14 червня 

2013 р.); 

 IX Мiжнародній алгебраїчній конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13 липня 

2013 р.); 

 68-й підсумковій науковій конференції професорсько-викладацького складу 

ДВНЗ “Ужгородський національний університет” (м. Ужгород, 26-27 люто-

го 2014 р.); 

 Мiжнародній конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3-6 червня       

2015 р.). 

Крім того, результати дисертаційної роботи доповідались на семінарі від-

ділу алгебри Інституту математики імені Альфреда Рені, м. Будапешт (керів-

ник: проф. П. П. Пал), березень 2011 р.; алгебраїчному семінарі Київського на-

ціонального університету імені Тараса Шевченка (керівники: проф. 

Ю. А. Дрозд, проф. В. В. Кириченко, проф. А. А. Петравчук), вересень 2013 р.; 

науковому семінарі факультету математики та інформатики Прикарпатського 

національного університету імені Василя Стефаника (керівник: проф. 

А. В. Загороднюк), жовтень 2014 р. та на наукових семінарах кафедри алгебри 

Ужгородського національного університету (2012 ‒ 2015 рр.). 

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у п’яти наукових 

роботах [11, 12, 13, 14 , 9], всi iз яких опублiкованi у фахових виданнях, одна з 

яких [9] ‒ у виданні, що відображається в наукометричній базі Scopus; та чоти-

ри – у тезах конференцiй [15, 16, 17, 10].  

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-

пу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг 

роботи ‒ 131 сторiнка, список використаних джерел займає 12 сторiнок (111 

найменувань). 
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РОЗДІЛ 1 

 

 

Огляд літератури за темою дисертації 

 

 

В теорії зображень розглядаються конкретні реалізації аксіоматичних сис-

тем абстрактної алгебри. Ця теорія, бере свій початок з вивчення груп підстано-

вок та матричних алгебр, та займається вивченням гомоморфізмів абстрактної 

скінченної групи в групу матриць чи лінійних операторів. Всю важливість та-

кого розгляду для вивчення груп добре усвідомлювали Ф. Г. Фробеніус та 

У. Бернсайд у зв’язку з тим, що теоретико-числові обчислення легше проводити 

у групі матриць, ніж в абстрактній групі. Теорія зображень груп, в достатньо 

повній та зручній для застосування формі, була розвинена Ф. Г. Фробеніусом в 

останні два десятиліття 19-го століття. Дякуючи Ф. Г. Фробеніусу та 

У. Бернсайду теорія зображень груп стала відігравати важливу роль в теорії аб-

страктних скінченних груп. Перша книга, що давала систематичний виклад те-

орії зображень, появилась в 1911 році (У. Бернсайд [18]) і містила багато ре-

зультатів про скінченні групи. Робота Е. Ньотер [19], яка з’явилась в 1929 році, 

виявила тісний зв'язок теорії зображень з теорією модулів над кільцями і алгеб-

рами. Іншою важливою віхою, в розвитку теорії зображень, були роботи 

Р. Брауера про модулярні зображення скінченних груп. Як і класична теорія 

Ф. Г. Фробеніуса, теорія Р. Брауера має багато важливих застосувань в теорії 

скінченних груп. В цей же час, вона встановлює зв'язок з теорією зображень ал-

гебр, підказує нові задачі для модулів і кілець з умовою мінімальності і розкри-

ває фундаментальне значення теоретико-числових питань в теорії груп і теорії 

зображень. Матричні зображення груп вивчалися багатьма авторами, в першу 

чергу: Г. Хігманом, В.А. Башевим, І. Шуром, Р. Фрухтом, К. Ямазакі, 
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К. Рінгелем, К. В. Роггенкампом, Т. Ханнулом, С. А. Кругляком, І. Райнером, 

С. Д. Берманом, П. М. Гудивком, В. М. Бондаренком, Ю. А. Дроздом, 

В. М. Петричковичем, Л. Ф. Баранником, І. В. Шапочком, О. А. Тилищаком та 

іншими. Важливими поняттями і природними питаннями, що постають при ви-

вченні матричних зображень скінченних груп, є питання про описання з точніс-

тю до еквівалентності нерозкладних матричних зображень скінченної групи, 

про число нееквівалентних нерозкладних матричних зображень скінченної гру-

пи, про множину степенів нерозкладних матричних зображень скінченної гру-

пи, задача про дикість скінченної групи над комутативними кільцями та про 

проективні зображення груп і пов’язані з ними питання.      

Нерозкладні зображення скінченних груп. 

В 1961 році В. А. Башев [20] першим описав всі, з точністю до еквівалент-

ності, нерозкладні 𝐹-зображення, де 𝐹 ‒ довільне поле характеристики 𝑝, деякої 

скінченної нециклічної 𝑝-групи 𝐺. Він описав, всі з точністю до еквівалентності 

нерозкладні зображення абелевої групи типу (2,2) над полем характеристики 2.   

Наступні результати отримані Г. Хігманом [21].  

Нехай 𝐾 − поле характеристики 𝑝 > 0. 

Теорема 1.1 ([21]). Всі нерозкладні нееквівалентні матричні 𝐾-зображення 

циклічної 𝑝-групи 𝐺 =  𝑎  порядку 𝑝𝑟  вичерпуються такими зображеннями: 

Γ𝑗 : 𝑎 → 𝑉𝑗   𝑗 = 1,2, … , 𝑝𝑟 , 

де 𝑉𝑗  − жорданова клітка порядку 𝑗 з одиницями на головній діагоналі.  

Теорема 1.2 ([21]). Абелева група 𝐺 типу (𝑝, 𝑝) володіє нерозкладними мат-

ричними 𝐾-зображеннями як завгодно великого степеня. 

Теорема 1.3 ([21]). Нехай 𝐺 − скінченна 𝑝-група. Число нееквівалентних не-

розкладних матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 скінченне тоді і тільки тоді, коли 

група 𝐺 циклічна.  

Теорема 1.4 ([21]). Нехай 𝐻 – підгрупа групи 𝐺, 𝐾 – область головних ідеа-

лів, ((𝐺 ∶ 𝐻) ∈ 𝐾∗) і для 𝐾𝐺-модулів представлення справедлива теорема Крул-

ля-Шмідта. Множина степенів всіх нерозкладних 𝐾-зображень групи 𝐺 скін-
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ченна тоді і тільки тоді, коли скінченна множина степенів всіх нерозкладних 

матричних 𝐾-зображень групи 𝐻.  

Наслідок 1.5 ([21]). Нехай 𝐺 – скінченна група з силовською 𝑝-підгрупою 𝐻 і 

𝐾 − поле характеристики 𝑝, або повне дискретно нормоване кільце з полем 

лишків характеристики 𝑝 і 𝑛(𝐾𝐺) – число нееквівалентних нерозкладних мат-

ричних 𝐾-зображень групи 𝐺. Число 𝑛(𝐾𝐺) скінченне тоді і тільки тоді, коли 

число 𝑛(𝐾𝐻) скінченне.    

З вище наведеного наслідку та теорем випливає теорема Хігмана [21], про 

число нееквівалентних нерозкладних матричних зображень скінченної групи 

над полем характеристики 𝑝 > 0. 

Теорема 1.6 ([21]). Нехай 𝐺 – скінченна група з силовською 𝑝-підгрупою 𝐻 і 

𝐾 − поле характеристики 𝑝. Число нееквівалентних нерозкладних матричних 

𝐾-зображень групи 𝐺 скінченне тоді і тільки тоді, коли група 𝐺 циклічна.  

В. М. Бондаренко [22] та К. Рінгель [23] описали всі, з точністю до еквіва-

лентності, нерозкладні зображення діедральної групи 

𝐷𝑚 =  𝑎, 𝑏 | 𝑎2𝑚 = 1, 𝑏2 = 1, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎−1  (𝑚 ∈ ℕ) 

над полем характеристики 2.  

П. М. Гудивок та Є. Я. Погоріляк [24] довели наступну теорему. 

Теорема 1.7 ([24]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1, 𝑆 − поле 

характеристики 𝑝, 𝐿 = 𝑆[𝑥1 , … , 𝑥𝑛] (𝑛 > 1) і 𝑚 − довільне натуральне число, ві-

дмінне від 1. Існує нескінченне число нееквівалентних незвідних матричних 𝐿-

зображень степеня 𝑚 групи 𝐺. 

П. М. Гудивок, В. С. Дроботенко та О. І. Ліхтман [25] одержали важливі ре-

зультати про зображення скінченних груп над кільцем ℤ𝑚  класів лишків за мо-

дулем 𝑚. Вони отримали такі теореми. 

Теорема 1.8 ([25]). Якщо 𝑚 ≡ 0(mod 𝑝2), то кожна 𝑝-група 𝐺 

порядку  𝐺 > 1 володіє незвідними матричними зображеннями як завгодно 

високого степеня над кільцем ℤ𝑚 . 
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Теорема 1.9 ([25]). Група 𝐺 порядку 𝑡 володіє нерозкладними матричними 

зображеннями як завгодно високого степеня над кільцем ℤ𝑚  тоді і тільки то-

ді, коли існує просте число 𝑝, що задовольняє хоча б одну з таких умов: 

1) 𝑡 ≡ 0(mod 𝑝) і 𝑚 ≡ 0(mod 𝑝2); 

2) 𝑚 ≡ 0(mod 𝑝) і силовська 𝑝-підгрупа групи 𝐺 нециклічна.   

П. М. Гудивок [26] розв’язав задачу, про скінченність множини степенів 

нерозкладних матричних зображень скінченної 𝑝-групи над областю головних 

ідеалів характеристики 𝑝. 

Теорема 1.10 ([26]). Нехай 𝐺 ‒ скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1 і 𝐾 ‒ об-

ласть головних ідеалів характеристики 𝑝. Множина степенів нерозкладних 

матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 скінченна тоді і тільки тоді, коли група 𝐺 

циклічна і виконується хоча б одна із таких умов: 

1) 𝐾 ‒ поле; 

2) 𝐺 ‒ група порядку 2.  

Означення 1.1. Кільцем Безу називають область цілісності з одиницею, 

будь-який скінченно породжений ідеал якої є головним. 

П. М. Гудивок та В. Й. Погоріляк [27] розв’язали попередню задачу для ко-

мутативного локального кільця характеристики 𝑝𝑠 .  

Теорема 1.11 ([27]). Нехай 𝐺 ‒ скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1 і 𝐾 ‒ ко-

мутативне локальне кільце характеристики 𝑝𝑠  (𝑠 ∈ ℕ), яке не є полем. Мно-

жина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 скінченна 

тоді і тільки тоді, коли 𝐺 ‒ група порядку 2 і 𝐾 ‒ кільце Безу характеристика 

якого рівна 2.  

В. С. Дроботенко, Е. С. Дроботенко, З. П. Жилінська та Є. Я. Погоріляк [28] 

описали з точністю до еквівалентності нерозкладні зображення циклічної групи 

порядку 𝑝 над кільцем ℤ𝑝𝑠  класів лишків за модулем 𝑝𝑠(𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1). 

Теорема 1.12 ([28]). Кожне нерозкладне матричне ℤ𝑝𝑠-зображення групи 

𝐺 =  𝑎  порядку 𝑝 ≠ 2 (𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1) еквівалентне одному з таких зображень:  
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Γ1: a → 𝐸𝑛 + 𝑝𝑠−1𝐹𝑛 , 

Γ2: a → Δ⊗ 𝐸𝑛 + Θ(𝑝𝑠−1) ⊗ 𝐹𝑛 , 

Γ3: a → Ω, 

де Δ і Ω ‒ такі дві матриці відповідно порядків (𝑝 − 1) і 𝑝: 

 

Δ =

 

 
 
 

1 1 0 ⋯ 0 0
0 1 1 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 1

−𝐶𝑝
1 −𝐶𝑝

2 −𝐶𝑝
3 ⋯ −𝐶𝑝

𝑝−2
−𝐶𝑝

𝑝−1
 

 
 
 

, 

 

Ω =

 

 
 
 

1 1 0 ⋯ 0 0
0 1 1 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 1

0 −𝐶𝑝
1 −𝐶𝑝

2 ⋯ −𝐶𝑝
𝑝−2

−𝐶𝑝
𝑝−1

 

 
 
 

 

 

(тут −𝐶𝑝
𝑖  ‒ число комбінацій з 𝑝 елементів по 𝑖, де 𝑖 = 1, … , 𝑝 − 1), Θ(α) ‒ квад-

ратна матриця порядку 𝑝 − 1, у якої у правому нижньому кутку розміщений 

елемент α, а всі інші рівні нулю; 𝐹𝑛  ‒ нормальна форма Фробеніуса квадратної 

матриці порядку 𝑛 над простим полем ℤ𝑝𝑠/𝑝ℤ𝑝𝑠  характеристики 𝑝, 𝐸𝑛  ‒ одинич-

на матриця порядку 𝑛, ⊗ ‒ символ кронекерового добутку матриць.  

Теорема 1.13 ([28]). Всі нерозкладні нееквівалентні матричні зображення 

групи 𝐺 =  𝑎  порядку 2 над кільцем класів лишків за модулем 2𝑠(𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1) 

вичерпуються такими серіями: 

  

Γ1: a → 𝐸𝑛 + 𝑝𝑠−1𝐹𝑛 , 

Γ2: a → −𝐸𝑛 + 2𝑠−1𝐹𝑛 , 

Γ3: a →  
1 1
0 −1

 . 
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Даний результат, узагальнив Т. Ханнула [29] у випадку фактор-кільця 

𝑅/𝑃𝑠  дискретно-нормованого кільця 𝑅, в якому 𝑝 ‒ простий елемент, де 𝑃 ‒ ра-

дикал Джекобсона кільця 𝑅 і 𝑠 > 1.     

К. Роггенкамп [30] показав, що множина нееквівалентних нерозкладних 

матричних 𝐾-зображень скінченної групи 𝐺 порядку  𝐺 > 1, степені яких не 

перевищують порядок групи 𝐺, нескінченна, якщо 𝐾 така нетерова область ці-

лісності характеристики нуль, у якої існує такий простий ідеал 𝑃, що фактор-

кільце 𝐾/𝑃 не є полем і  𝐺 ≡ 0(mod 𝑃). 

Теорема 1.14 ([31]). Нехай 𝐾 − комутативне кільце з одиницею, 𝐺 − скін-

ченна група, Γ: 𝑔 → Γ(𝑔) − матричне 𝐾-зображення групи 𝐺 (𝑔 ∈ 𝐺, Γ(𝑔) ∈

𝐺𝐿(𝑛,𝐾)) i 𝑊 Γ =  𝐶 ∈ 𝑀 𝑛, 𝐾   𝐶Γ 𝑔 = Γ 𝑔 𝐶, 𝑔 ∈ 𝐺}, де 𝑀(𝑛, 𝐾) – множи-

на всіх матриць порядку 𝑛 над кільцем 𝐾. Якщо 𝑊 𝛤  − локальне кільце, то 𝛤 є 

нерозкладним матричним 𝐾-зображенням групи 𝐺.  

Наведемо результати, які відносно недавно отримали П. М. Гудивок та 

М. П. Желізняк [32], [33], про число нееквівалентних нерозкладних матричних 

зображень скінченної 𝑝-групи, над деякими локальними кільцями характерис-

тики нуль з полем лишків характеристики 𝑝, та про множину степенів всіх не-

розкладних матричних зображень скінченної 2-групи, над нетеровою локаль-

ною областю цілісності характеристики нуль з полем лишків характеристики 2.  

Теорема 1.15 ([32]). Нехай 𝐺 – скінченна нециклічна 𝑝-група, 𝐾 − локальна 

область цілісності характеристики нуль з полем лишків характеристики 𝑝, 

𝜀 ∈ 𝐾 (𝜀𝑝 = 1, 𝜀 ≠ 1) i 𝐾/(1 − 𝜀)𝐾 нескінченне кільце. Тоді число нееквівалент-

них нерозкладних матричних 𝐾-зображень степеня 4𝑛 групи 𝐺 нескінченне (𝑛 – 

довільне натуральне число). 

Теорема 1.16 ([32]). Нехай 𝐺 =  𝑎  – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1  

(𝑝 > 3), 𝐾 ‒ локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків 

характеристики 𝑝, 𝜀 ∈ 𝐾 (𝜀𝑝 = 1, 𝜀 ≠ 1) і 𝐾/(1 − 𝜀)𝐾 ‒ нескінченне кільце. То-

ді число нееквівалентних нерозкладних матричних 𝐾-зображень степеня 4𝑛 

групи 𝐺 нескінченне (𝑛 ‒ довільне натуральне число ). 
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Теорема 1.17 ([32]). Нехай 𝐺 – скінченна група порядку 3𝑟  (𝑟 ≥ 1), 𝐾 ‒ не-

терова локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 3 (𝜀 ∈ 𝐾, 𝜀3 = 1, 𝜀 ≠ 1). Якщо  1 − 𝜀 𝐾 ≠ Rad 𝐾 і 𝐾/Rad 𝐾 ‒ не-

скінченне поле, тоді число нееквівалентних нерозкладних матричних 𝐾-зобра-

жень групи 𝐺 степеня 3𝑛 нескінченне (𝑛 ‒ довільне натуральне число). 

Теорема 1.18 ([32]). Нехай 𝐺 =  𝑎  – циклічна група порядку 2𝑟  (𝑟 > 1), 𝐾 

‒ нетерова локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків 

характеристики 2. Якщо 2𝐾 ≠ Rad 𝐾 і 𝐾/Rad 𝐾 ‒ нескінченне поле, то число 

нееквівалентних нерозкладних матричних 𝐾-зображень степеня 4𝑛 групи 𝐺 не-

скінченне (𝑛 ‒ довільне натуральне число). 

Теорема 1.19 ([32]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1 (𝑝 ≠ 2), 

𝐾 ‒ локальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків харак-

теристики 𝑝 (𝜀 ∈ 𝐾, 𝜀𝑝 = 1, 𝜀 ≠ 1). Якщо 𝐾 не є дискретно нормованим кіль-

цем, то число нееквівалентних нерозкладних матричних 𝐾-зображень степеня 

3𝑛 групи 𝐺 нескінченне (𝑛 ‒ довільне натуральне число). 

Теорема 1.20 ([32]). Нехай 𝐺 – скінченна 2-група порядку  𝐺 > 2, 𝐾 ‒ ло-

кальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків характерис-

тики 2. Якщо 𝐾 ‒ не є дискретно нормованим кільцем, то число нееквівалент-

них нерозкладних матричних 𝐾-зображень степеня 4𝑛 групи 𝐺 нескінченне (𝑛 ‒ 

довільне натуральне число). 

Теорема 1.21 ([33]). Нехай 𝐺 =  𝑎 ×  𝑏  ‒ абелева 2-група типу (2,2) 

(𝑎2 = 𝑏2 = 𝑒) і 𝐾 ‒ локальна область цілісності характеристики нуль з полем 

лишків характеристики 2. Множина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-

зображень групи 𝐺 нескінченна. 

Теорема 1.22 ([33]). Нехай 𝐺 =  𝑎  ‒ циклічна група порядку 4 і 𝐾 ‒ нете-

рова локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків харак-

теристики 2. Множина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-зображень 

групи 𝐺 нескінченна, якщо 2𝐾 не є максимальним ідеалом кільця 𝐾. 
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 Теорема 1.23 ([33]). Нехай 𝐺 ‒ скінченна 2-група порядку  𝐺 > 2 і 𝐾 ‒ 

нетерова локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2. Множина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-зоб-

ражень групи 𝐺 скінченна тоді і тільки тоді, коли 𝐺 ‒ циклічна група порядку 4 

і 2𝐾 ‒ максимальний ідеал кільця 𝐾.  

Теорема 1.24 ([33]). Нехай 𝐺 =  𝑎  ‒ циклічна група порядку 2 і 𝐾 ‒ нете-

рове локальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків харак-

теристики 2, яке не є дискретно нормованим кільцем. Якщо 2  не простий еле-

мент кільця 𝐾, то множина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-зобра-

жень групи 𝐺 нескінченна.  

Теорема 1.25 ([33]). Нехай 𝐺 =  𝑎  ‒ циклічна група порядку 2 і 𝐾 ‒ нете-

рове локальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків харак-

теристики 2, 2 ‒ простий елемент кільця 𝐾 і фактор-кільце 𝐾/2𝐾 не є кільцем 

головних ідеалів. Множина степенів всіх нерозкладних матричних 𝐾-

зображень групи 𝐺 нескінченна. 

Теорема 1.26 ([33]). Нехай 𝐾 ‒ нетерове не дискретно нормоване локальне 

факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків характеристики 2,  

2 ‒ простий елемент кільця 𝐾 і фактор-кільце 𝐾 = 𝐾/2𝐾 є кільцем головних 

ідеалів. Всі нееквівалентні нерозкладні матричні 𝐾-зображення циклічної гру-

пи 𝐺 =  𝑎  порядку 2 вичерпуються такими зображеннями: 

∆1: 𝑎 → 1; 

∆2: 𝑎 → −1; 

Γ𝑖 : 𝑎 →  −1 𝑢𝑖

0 1
   𝑖 ∈ ℕ ; 

Γj
′ : 𝑎 →  −1 𝑢𝑗

0 1
   𝑗 ∈ ℕ ∪ {0} , 

де Rad𝐾 = 𝑢 𝐾 , 𝑢 = 𝑢 + 2𝐾  𝑢 ∈ 𝐾 , ℕ − множина всіх натуральних чисел. 

Теорема 1.27 ([33]). Нехай 𝐺 − скінченна 2-група порядку  𝐺 > 1 і 𝐾 – не-

терове локальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2, яке не є дискретно нормованим кільцем. Множина степенів 
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всіх нерозкладних матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 скінченна тоді і тільки то-

ді, коли 𝐺 − група порядку 2, 2 − простий елемент кільця  𝐾 і Rad𝐾/2𝐾 − голо-

вний ідеал кільця 𝐾/2𝐾. 

Дикі скінченні групи над комутативними кільцями.  

Задачу про дикість скінченної групи досить гарно вивчено над полями. Зо-

крема в роботі С. А. Кругляка [34] була доведена наступна теорема. 

Теорема 1.28 ([34]). Нехай 𝐺 − скінченна нециклічна 𝑝-група і 𝐾 – поле ха-

рактеристики 𝑝 (𝑝 ≠ 2). Група 𝐺 дика над полем 𝐾.  

С. А. Кругляк [34] та Ш. Бренер [35] з’ясували, що задача описання з точніс-

тю до еквівалентності 𝐹-зображень скінченної нециклічної 𝑝-групи 𝐺 при 𝑝 ≠ 2 

або коли фактор-група 𝐺/𝐺 ′  є абелевою групою типу (2,2), де 𝐺 ′  ‒ комутант 

групи 𝐺, містить в собі класичну нерозв’язану задачу лінійної алгебри про кла-

сифікацію з точністю до подібності пар квадратних матриць довільного поряд-

ку над деяким полем, тобто задача є дикою. Отримана умова, виявилась не 

тільки достатньою, але й необхідною для того, щоб задача описання з точністю 

до еквівалентності зображень нециклічної 𝑝-групи над полем 𝐹 була дикою. 

В. М. Бондаренко та Ю. А. Дрозд [2] довели дикість скінченної групи з си-

ловською 𝑝-підгрупою над полем характеристики 𝑝.  

Теорема 1.29 ([2]). Нециклічна  скінченна група 𝐺 є ручною над  полем 𝐾 

характеристики 𝑝 тоді і тільки тоді, коли (𝐺 ∶ 𝐺 ′  ) ≤ 4. В протилежному ви-

падку група 𝐺 ‒ дика над полем 𝐾. 

Тут 𝐺 ′позначає, як звичайно, комутант групи 𝐺. 

Частинні випадки даної теореми були доведені Г. Хігманом [21], 

В. А. Башевим [5] та С. А. Кругляком [34]. 

Сформулюємо результати про дикість скінченної 𝑝-групи над кільцем ці-

лих раціональних 𝑝-адичних чисел отримані в роботах П. М. Гудивка [36], [3] 

наступним чином.  

Теорема 1.30 ([36],[3]). Нехай 𝐺 − скінченна 𝑝-група і ℤ𝑝
′  − кільце цілих ра-

ціональних 𝑝-адичних чисел. Група 𝐺 є ручною над кільцем ℤ𝑝
′  тоді і тільки то-
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ді, коли 𝐺 – група типу (2,2) або циклічна група порядку 𝑝𝑟  (𝑟 ≤ 2 при 𝑝 ≠ 2 і 

𝑟 ≤ 3 при 𝑝 = 2). 

Наслідок 1.31 ([36],[3]). Нехай 𝐺 – скінченна група з силовською 𝑝-під-

групою 𝐻 (𝑝 ≠ 2). Група 𝐺 є ручною над кільцем ℤ𝑝
′  тоді і тільки тоді, коли 𝐻 – 

циклічна група порядку 𝑝𝑟  (𝑟 ≤ 2). 

І. Райнером та Х. Цассенгаузом в роботі [37] був отриманий зв'язок між ек-

вівалентністю ℤ𝑝
′ -зображень скінченної групи над скінченним розширенням 

поля раціональних 𝑝-адичних чисел, та над кільцем цілих величин поля даного 

розширення.  

Теорема 1.32 ([37]). Нехай 𝐹𝑝  – скінченне розширення поля раціональних 𝑝-

адичних чисел ℚ𝑝  і 𝑅𝑝  – кільце цілих величин поля 𝐹𝑝 . Матричні ℤ𝑝
′ -зображення 

Γ і Γ′  скінченної групи 𝐺 ℤ𝑝
′ -еквівалентні тоді і тільки тоді, коли вони 𝑅𝑝-екві-

валентні.  

Наслідок 1.33 ([37]). Якщо скінченна група 𝐺 є дикою над кільцем ℤ𝑝
′ , то 

вона буде дикою і над кільцем 𝑅𝑝 . 

Наведемо результати, які відносно недавно були отримані П. М. Гудивком 

та С. П. Кіндюхом [38], [39] про дикість 𝑝 групи над деякими областями ціліс-

ності характеристики нуль. 

Зокрема в [38] була доведена дикість скінченної 2-групи 𝐺 порядку  𝐺 > 2 

над локальним факторіальним кільцем характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2.  

Теорема 1.34 ([38]). Нехай 𝐺 – скінченна 2-група порядку  𝐺 > 2 і 𝐾 – ло-

кальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків характерис-

тики 2. Група 𝐺 є дикою над кільцем 𝐾, якщо 𝐾 не дискретно нормоване кільце.  

Теорема 1.35 ([38]). Нехай 𝐺 – скінченна 2-група порядку  𝐺 > 1, 𝐾 – ло-

кальне факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків характерис-

тики 2. Якщо 𝐾 не дискретно нормоване кільце і 2 = 𝜃𝑡1
𝑒  де (𝜃 ∈ 𝐾∗, 𝑒 > 1) або 

2 = 𝜃𝑡1
𝑟1 …𝑡𝑠

𝑟𝑠 , де 𝑡1 , … , 𝑡𝑠 – різні прості елементи кільця 𝐾, 𝑠 ≥ 2 і 𝑟1 + ⋯+

+𝑟𝑠 > 2, то група 𝐺 є дикою над кільцем 𝐾. 
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Теорема 1.36 ([39]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1, 𝐾 – об-

ласть цілісності характеристики нуль, 𝑝 ∉ 𝐾∗ і 𝜀 ∈ 𝐾 (𝜀𝑝 = 1, 𝜀 ≠ 1). Група 𝐺 

є дикою над кільцем 𝐾, якщо виконується одна із таких умов: 

1) 𝑝 > 3; 

2) 𝐺 – 3-група порядку  𝐺 > 3.  

Проективні зображення груп.  

Як відомо, основи теорії проективних зображень скінченних груп над по-

лем комплексних чисел ℂ, закладені І. Шуром в роботах [4], [5]. І. Шур звів вив-

чення проективних комплексних зображень скінченної групи 𝐺 до вивчення лі-

нійних комплексних зображень деякої групи 𝐺 , яка є скінченним центральним 

розширенням групи 𝐺 за допомогою ℂ-мультиплікатора групи 𝐺.  

Нехай 𝐴 є абелевою групою і 𝐿 алгебраїчно замкнене поле характеристика 

якого не ділить  𝐴 . Р. Фрухт [6] довів, що група 𝐴 має точне незвідне проектив-

не зображення над полем 𝐿 тоді і тільки тоді, якщо 𝐴 ‒ група симетричного ти-

пу, тобто розкладається в добуток двох ізоморфних груп. К. Ямазакі [40] пока-

зав, що якщо 𝐴 є групою симетричного типу, то 𝐴 має точне незвідне проектив-

не зображення над довільним полем, що містить первісний корінь з 1 степеня 

exp 𝐴. Г. Н. Енжі [41], [42] описав метациклічні групи, що мають точні незвідні 

проективні зображення над полем комплексних чисел ℂ. Крім того, він також 

виділив деякі метабелеві групи, що володіють точним незвідним проективним 

зображенням над ℂ. Р. Куінлан [43] досліджував метациклічні групи, що мають 

центральну схрещену групову алгебру над підполем ℂ. Будь-яка така група во-

лодіє точним цілком звідним проективним зображенням над цим підполем. 

Л. Ф. Баранник [44] узагальнив результати Р. Фрухта та Є. М. Жмудя до довіль-

ного поля, характеристика якого не ділить порядок групи 𝐴. Л. Ф. Баранник і 

К. Соболевська [45] отримали деякі необхідні і достатні умови для нільпотент-

них груп, того, щоб вони мали точне незвідне проективне зображення над дові-

льним полем. 
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Р. Фрухт [6] описав всі скінченні абелеві групи, що володіють точними не-

звідними проективними зображеннями над полем комплексних чисел ℂ. В [46] 

Р. Фрухтом описані проективні комплексні зображення скінченних абелевих 

груп. Є. М. Жмудь [47] знайшов необхідну і достатню умови, за яких скінченна 

група 𝐺 володіє точними незвідними проективними комплексними зображен-

нями із заданою системою факторів. В цій роботі вводяться бінарні характери 

абелевих груп, за допомогою яких, дається просте доведення теореми Р. Фрухта 

[6] про абелеві групи, що мають точне незвідне проективне комплексне зобра-

ження. В [48] досліджуються точні проективні комплексні зображення скінчен-

ної абелевої групи. Встановлюється, що мінімальне число незвідних компонент 

точних проективних комплексних зображень скінченної абелевої групи 𝐺 дорі-

внює одиниці, якщо група 𝐺 ‒ група симетричного типу (тобто 𝐺 = 𝐻 × 𝐻), і 

дорівнює двом в протилежному випадку. 

У другій половині 20 століття, розпочалось вивчення проективних зобра-

жень над довільним полем. Знята умова алгебраїчної замкненості значно ускла-

днює вивчення проективних зображень. У зв’язку з цим, більшість отриманих 

результатів відносяться до абелевих груп. К. Ямазакі в [40], [ 49] використову-

ючи методи гомологічної алгебри, отримав ряд цікавих результатів. В [40] до-

ведені необхідна і достатня умови, за яких схрещена групова алгебра  𝐺,𝐾, λ  

скінченної абелевої групи 𝐺 і поля 𝐾, характеристика якого не ділить порядок 

групи 𝐺, буде центральною і простою. Знайдені також необхідна і достатня 

умови, за яких скінченновимірна алгебра над алгебраїчно замкненим полем 𝐾 

характеристики 0 ізоморфна схрещеній груповій алгебрі  𝐺, 𝐾, λ . Ш. Б. Конлон 

[50] узагальнив результати Й. А. Гріна [80] і Д. Ж. Хігмана [81] про індуковані 

зображення груп на випадок проективних зображень груп над алгебраїчно за-

мкненим полем характеристики 𝑝 > 0. 

Л. Ф. Баранник та П. М. Гудивок [51] досліджували нерозкладні проективні 

𝐾-зображення скінченної групи  𝐺 у випадку, коли 𝐾 = 𝑅 є кільцем всіх цілих 

величин скінченного розширення 𝐹 поля раціональних 𝑝-адичних чисел ℚ𝑝 . 
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Теорема 1.37 ([51]). Нехай 𝑇 ‒ поле інерції поля 𝐹. Число 𝑛(𝑅, 𝐺) нероз-

кладних проективних 𝑅-зображень скінченної групи 𝐺 скінченне тоді і тільки 

тоді, коли силовська 𝑝-підгрупа групи 𝐺 є циклічною групою порядку 𝑝𝑠 (𝑠 ≤ 2) 

і виконується одна з наступних умов: 

1) якщо 𝑠 = 2, то 𝐹 = 𝑇; 

2) якщо 𝑠 = 1 і 𝑝 > 3, то (𝐹: 𝑇) ≤ 2; 

3) якщо 𝑠 = 1 і 𝑝 = 3, то (𝐹: 𝑇) ≤ 3.      

В [49] розв’язується задача про лінеаризацію проективних зображень. 

Теорема 1.38 ([49]). Нехай 𝐺 ‒ скінченна група, 𝐾 ‒ довільне поле, 𝐾∗ ‒  

мультиплікативна група поля 𝐾, 𝑊𝐾  ‒ група всіх коренів із 1 поля 𝐾. Всі проек-

тивні 𝐾-зображення групи 𝐺 тоді і тільки лінеаризуються лінійними 𝐾-зоб-

раженнями деякого скінченного центрального групового розширення 𝐺  групи 𝐺, 

коли 𝐾∗ = (𝐾∗)𝑝𝑊𝐾  для кожного простого дільника 𝑝 індекса комутанта групи 

𝐺. 

Узагальнення теореми Брауера про поле реалізації лінійних комплексних 

зображень зроблено в роботі В. Ф. Рейнольдса [52].  

Теорема 1.39 ([52]). Будь-яке проективне зображення 𝛤 скінченної групи 𝐺 

над полем комплексних чисел еквівалентно проективному зображенню Δ групи 

𝐺 над полем  𝐺 -вих коренів із 1.  

Б. Файн [53] у своїй роботі узагальнив поняття індекса Шура на випадок 

проективних зображень і вивчив деякі його властивості. 

Л. Ф. Баранник [54] вивчав множину індексів простих компонент схреще-

них групових алгебр.  

Теорема 1.40 ([54]). Нехай 𝐹 ‒ скінченне розширення поля ℚ або ℚ𝑝 , 𝑊𝐹  ‒ 

група всіх коренів із 1 поля 𝐹, 𝐺 ‒ скінченна абелева група, exp     𝐺 ‒ експонента 

групи 𝐺/𝐺 , де 𝐺  ‒ така підгрупа групи 𝐺, що  𝐺  = exp𝐺 = exp𝐺 . Індекси прос-

тих компонент алгебр (𝐺, 𝐹, 𝜆) ділять число 𝑑 =  exp     𝐺,  𝑊𝐹  . Для будь-якого 

дільника 𝑚 числа 𝑑 існує така схрещена групова алгебра (𝐺, 𝐹, 𝜆), що індекс де-

якої її простої компоненти дорівнює 𝑚. 



23 
 

 

З останньої теореми випливає, що множина індексів простих компонент 

схрещених групових 𝐹-алгебр абелевих груп міститься серед всіх можливих ді-

льників порядку групи 𝑊𝐹 . Цілковитою протилежністю, є випадок неабелевих 

нільпотентних груп.  

Теорема 1.41 ([54]).  Нехай  𝐹 ‒ скінченне розширення поля ℚ. Тоді для 

будь-якого натурального числа 𝑚 = 𝑞1
𝑘1𝑞2

𝑘2 …𝑞𝑠
𝑘𝑠  (𝑞1, 𝑞2 , … , 𝑞𝑠‒ різні прості чи-

сла, 𝑘𝑖 ∈ ℕ, 𝑖 = 1, 𝑠    ) існує така нільпотентна група 𝐺 порядку 𝑞1
𝑙1𝑞2

𝑙2 …𝑞𝑠
𝑙𝑠  

(𝑙𝑖 ∈ ℕ, 𝑖 = 1, 𝑠    ), що деяка її схрещена групова алгебра (𝐺, 𝐹, 𝜆) має просту ком-

поненту індекса 𝑚.  

Аналогічна теорема доводиться в [54] для деяких скінченних розширень 

поля ℚ𝑝 , а також для випадку, коли 𝐹 ‒ довільне розширення поля ℚ𝑝 , а 

𝑚 ≢ 0(mod 𝑝). 

Якщо обмежитись груповими алгебрами нільпотентних груп, то, як довів 

П. Рокет [55], множина індексів простих компонент співпадає з множиною 

{1,2}. Індекси простих компонент групових алгебр ℚ𝐺 вичерпують множину 

натуральних чисел, якщо 𝐺 пробігає категорію всіх скінченних груп. Останній 

результат довели Р. Брауер [56] і незалежно С. Д. Берман [57]. 

У випадку локального поля, різниця між множиною індексів простих ком-

понент схрещених групових і групових 𝐹-алгебр скінченних груп, є ще біль-

шою (С. Д. Берман [58, 59]). 

Теорема 1.42 ([58, 59]). Нехай  𝐹 ‒ скінченне розширення поля ℚ𝑝(𝑝 ≠ 2). 

Тоді натуральне число 𝑚 тоді і тільки тоді є індексом Шура абсолютно незві-

дного лінійного зображення деякої скінченної групи 𝐺 відносно поля 𝐹, коли 

𝑝−1

𝑑
≡ 0 mod 𝑚  (𝑑 ‒ найбільший спільний дільник 𝑝 − 1 і абсолютного показ-

ника кручення поля 𝐹). 

Л. Ф. Баранник [54] розв’язав задачу про мінімальне поле реалізації 𝐾 всіх 

проективних зображень скінченної абелевої групи 𝐺 над алгебраїчно замкне-

ним полем Ω характеристика якого не ділить  𝐺 . Доводиться, що поле 𝐾 спів-

падає з полем 𝑚-вих коренів із 1, де 𝑚 ‒ експонента групи 𝐺. Також доводить-
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ся, що мінімальне поле реалізації всіх незвідних проективних Ω-зображень гру-

пи 𝐺 співпадає з полем 𝑚 -вих коренів із 1, де 𝑚 = exp     𝐺. 

Відмітимо, що задачу про поле реалізації проективних Ω-зображень абеле-

вої групи 𝐺 вивчалось Г. Палінгсом [60]. Ним доведено, що кожне проективне 

Ω-зображення групи 𝐺 можна реалізувати в полі 𝑙-вих коренів з 1, де 𝑙 = exp𝐺  

при   𝐺 ≢ 0(mod 2) і 𝑙 = 2exp𝐺 при  𝐺 ≡ 0(mod 2). Крім того, Г. Палінгс по-

казав, що кожне незвідне проективне Ω-зображення групи 𝐺 можна реалізувати 

в полі 𝑚-вих коренів з 1, де 𝑚 = exp 𝐺.   

Л. Ф. Баранник [61] досліджував питання про точні проективні зображення 

скінченних абелевих груп над полем 𝐹, що є скінченним розширенням поля ℚ 

чи ℚ𝑝 . Якщо 𝐹 ‒ скінченне розширення поля ℚ, то доводиться, що будь-яка 

скінченна абелева група 𝐺 володіє точними незвідними проективними 𝐹-зоб-

раженнями степеня  𝐺 . Поле 𝐹 називається 𝐺-циклічним, якщо exp𝐺 ділить 

 𝑊𝐹 .  

Теорема 1.43 ([61]). Нехай  𝐹: 𝑄𝑝  = 𝑛. Скінченна абелева група 𝐺 володіє 

точним незвідним проективним 𝐹-зображенням тоді і тільки тоді, коли кож-

на силовська 𝑞-підгрупа  𝐺𝑞  групи 𝐺 має таку підгрупу 𝐻𝑞 =  𝑎1 ×  𝑎2 × …×

  ×  𝑎𝑠 , що  𝐺𝑞 𝐻𝑞  є групою симетричного типу і 𝐹 є 𝐺𝑞 𝐻𝑞 -циклічне поле, при 

цьому 𝑠 ≤ 𝑛 + 2, якщо 𝑞 = 𝑝 і 𝑠 ≤ 2, якщо 𝑞 ≠ 𝑝.  

Л. Ф. Баранник та П. М. Гудивок [51] описали абелеві групи, що володіють 

простими схрещеними груповими алгебрами.  

Теорема 1.44 ([51]). Нехай 𝐹 ‒ скінченне розширення поля ℚ𝑝  (𝑝 ≠ 2) сте-

пеня 𝑛, 𝐺 ‒ скінченна абелева група, 𝜉 ‒ твірний елемент силовської 𝑝-підгрупи 

групи 𝑊𝐹  і 𝑓 ‒ абсолютна степінь інерції поля 𝐹. Група 𝐺 володіє простою 

схрещеною груповою 𝐹-алгеброю тоді і тільки тоді, коли кожна силовська 𝑞-

підгрупа 𝐺𝑞  групи 𝐺 має таку підгрупу 𝐻𝑞 =  𝑎1 ×  𝑎2 × …×  𝑎𝑠 , що фактор-

група  𝐺𝑞 𝐻𝑞  є групою симетричного типу, 𝐹 є 𝐺𝑞 𝐻𝑞 -циклічне поле і викону-

ється одна із наступних умов: 

1) 𝑠 ≤ 𝑛 + 2, якщо 𝑞 = 𝑝, 𝜉 ≠ 1; 
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2) 𝑠 ≤ 𝑛 + 1, якщо 𝑞 = 𝑝, 𝜉 = 1; 

3) 𝑠 ≤ 2, якщо 𝑞|(𝑝𝑓 − 1), причому, якщо 𝑠 = 2, 𝑞 = 2, 4 ∤ (𝑝𝑓 − 1), 

 8 ∤ (𝑝2𝑓 − 1), то для деякого 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2, 𝑎𝑖
2 = 1; 

4)  𝑠 = 1, якщо 𝑞 ≠ 𝑝 і q∤ (𝑝𝑓 − 1). 

Аналогічне до даної теореми твердження доводиться в [51] також для ви-

падку, коли 𝐹 ‒ нерозгалужене розширення поля ℚ2.    

Л. Ф. Баранник [61] знайшов мінімальне число незвідних компонент точ-

них проективних зображень скінченної абелевої групи 𝐺, над довільним полем 

𝐾, характеристика якого не ділить порядок групи 𝐺.  

𝑇-рядом групи 𝐺 назвемо ряд 𝐺0 = 𝐺 ⊃ 𝐺1 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐺𝑠 = 1 фактори якого 

задовольняють наступним умовам: 

1) 𝐺0/𝐺1 володіє точними незвідними проективними 𝐾-зображеннями; 

2) 𝐺𝑖/𝐺𝑖+1 ‒ циклічна група (𝑖 = 1, … , 𝑠 − 1). 

Теорема 1.45 ([61]). Мінімальне число незвідних компонент точних проек-

тивних 𝐾-зображень абелевої групи 𝐺 дорівнює 𝑚𝑖𝑛𝑠 𝑠, де 𝑠 пробігає множину 

довжин всіх можливих 𝑇-рядів групи 𝐺.  

Твердження 1.46 ([61]). Мінімальне число незвідних компонент точних лі-

нійних  𝐾-зображень  абелевої групи 𝐺 дорівнює 𝑚𝑎𝑥𝑞| 𝐺 𝑡𝑞 ,  де  𝑡𝑞  ‒ число інва-

ріантів силовської 𝑞-підгрупи 𝐺𝑞  групи 𝐺. 

Твердження 1.47 ([61]). Нехай 𝐺 =  𝑎1 ×  𝑎2 × …×  𝑎𝑘  є 𝑝-групою 

(𝑝 ≠ 2). Мінімальне число незвідних компонент точних проективних ℚ𝑝 -зоб-

ражень групи 𝐺 дорівнює 1, якщо 𝑘 ≤ 3 і дорівнює 𝑘 − 2 при 𝑘 > 3. 

Цікавою є задача про число нерозкладних цілочислових 𝑝-адичних зобра-

жень схрещених групових кілець. Нехай ℤ𝑝  ‒ кільце цілих раціональних 𝑝-

адичних чисел, ℤ𝑝
∗  ‒ мультиплікативна група кільця ℤ𝑝 , 𝐺 ‒ скінченна група і 

Λ = (𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆) ‒ схрещене групове кільце групи 𝐺 і кільця ℤ𝑝  із системою фак-

торів  𝜆𝑎,𝑏  (𝜆𝑎,𝑏 ∈ ℤ𝑝
∗ ; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺). Задачу, про число 𝑛(Λ) нерозкладних ℤ𝑝-

зображень кільця Λ у випадку, коли Λ ‒ групове кільце було розв’язано 

З. І. Боревичем, К. М. Фадєєвим [62], С. Д. Берманом, П. М. Гудивком [63], [64], 
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А. Хеллером та І. Райнером [65]. Ю. А. Дрозд, А. В. Ройтер [66] та 

Г. Якобінський [67] розв’язали задачу про скінченність числа нерозкладних ℤ𝑝-

зображень ℤ𝑝-порядків в комутативних напівпростих скінченних алгебрах над 

полем ℚ𝑝  раціональних 𝑝-адичних чисел. П. М. Гудивок [7] досліджував задачу 

про число 𝑛(Λ) нерозкладних ℤ𝑝-зображень кільця Λ та отримав таку теорему. 

Теорема 1.48 ([7]). Нехай Λ = (𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆), 𝐻𝑝  ‒ силовська 𝑝-підгрупа групи 

𝐺, Λ𝐻𝑝 = (𝐻𝑝 , ℤ𝑝 , 𝜆) ⊂ Λ, Λ 𝐻𝑝 = ℚ𝑝 ⊗ℤ𝑝 Λ𝐻𝑝 , 𝑑 ‒ число простих компонент ал-

гебри Λ 𝐻𝑝  і при 𝑝 = 2   𝜆𝑎,𝑏 = ±1(𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻2). Число 𝑛(Λ) нерозкладних ℤ𝑝-зоб-

ражень кільця Λ скінченне тоді і тільки тоді, коли виконується одна з умов: 

1) при 𝑝 ≥ 3 група 𝐻𝑝  циклічна або типу (3,3) і 𝑑 = 3, то Λ𝐻𝑝  є груповим 

кільцем ℤ𝑝𝐻𝑝 ; 

2) при 𝑝 = 2 група 𝐻2 абелева типу (2𝑛 , 2𝑚) (𝑛 ≥ 1, 0 ≤ 𝑚 ≤ 1) чи група 

діедра порядку 2𝑘  (𝑘 ≥ 3), причому 

а) якщо 𝐻2 ‒ циклічна група, то 𝑑 ≤ 3 і 𝑑 = 2,3 тільки тоді, коли Λ 𝐻2
 ‒ 

групова алгебра ℚ2𝐻2; 

б) якщо 𝐻2 ‒ абелева група типу (2𝑛 , 2) і Λ𝐻2
 ‒ комутативне кільце, 

то 𝑑 = 2; 

в) якщо 𝐻2 ‒ абелева група типу (2𝑛 , 2) чи група діедра і  Λ𝐻2
 ‒ неко-

мутативне кільце, то 𝑑 = 1. 

  

Висновки 

Вивчення звичайних та проективних матричних зображень скінченних 

груп є предметом багатьох наукових праць, що з’явилися за останні більш ніж 

півсторіччя. У структурній теорії звичайних та проективних матричних зобра-

жень можливо виокремити декілька напрямів ‒ вивчення нерозкладних скін-

ченних груп над комутативними кільцями, вивчення питання про дикість скін-

ченної групи над комутативними кільцями та вивчення питання про дикість та 

ручність схрещених групових кілець скінченних груп та комутативних кілець з 
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одиницею. Зважаючи на чисельні результати, отримані у цих напрямках, при-

родною задачею є узагальнення, систематизація та класифікація отриманих ре-

зультатів.  

Актуальним є вивчення питання дикості скінченних 2-груп над нетеровим 

локальним факторіальним кільцем, а також питання зв’язку дикості задачі про 

опис матриць над областю цілісності за модулем ідеалу і властивістю множин 

простих елементів цієї області, питання дикості і ручності схрещених групових 

кілець скінченних груп і кілець цілих 2-адичних чисел. 
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РОЗДІЛ 2 

 

Допоміжні твердження з теорії матричних зображень груп 

та схрещених групових кілець 

 

 

2.1. Матричні зображення скінченних груп 

У цьому підрозділі приведено добре відомі означення з теорії матричних 

зображень груп, які знадобляться надалі. 

Нехай 𝐾 − комутативне кільце з одиницею, 𝐺𝐿(𝑛, 𝐾) − група всіх оборот-

них матриць розміру 𝑛 × 𝑛 над кільцем 𝐾 і 𝐺 − скінченна група порядку  𝐺 .  

Означення 2.1. Гомоморфізм Γ: 𝑔 → Γ(𝑔) групи 𝐺 в групу 𝐺𝐿(𝑛,𝐾) нази-

вається матричним 𝐾-зображенням степеня 𝑛 групи 𝐺. 

Означення 2.2. Матричні 𝐾-зображення Γ і Γ′  степеня 𝑛 групи 𝐺 нази-

ваються 𝐾-еквівалентними, якщо існує така матриця 𝐶 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,𝐾), що 

𝐶−1Γ 𝑔 𝐶 = Γ′(𝑔) для будь-якого 𝑔 ∈ 𝐺.  

Очевидно, множина всіх матричних 𝐾-зображень степеня 𝑛 групи 𝐺 роз-

бивається на класи 𝐾-еквівалентних матричних 𝐾-зображень групи 𝐺. 

Означення 2.3. Матричне 𝐾-зображення Γ степеня 𝑛 групи 𝐺 називається 

звідним над кільцем 𝐾, якщо воно 𝐾-еквівалентне зображенню Γ′  вигляду: 

𝑔 → Γ′ 𝑔 =  
Γ1 𝑔 𝑇 𝑔 

0 Γ2 𝑔 
 , 

де Γ𝑖  − матричне 𝐾-зображення степеня 𝑛𝑖  групи 𝐺  𝑛𝑖 < 𝑛; 𝑖 = 1,2 . В проти-

лежному випадку зображення Γ називається незвідним  над кільцем 𝐾. 
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Означення 2.4. Матричне 𝐾-зображення Γ групи 𝐺 називається цілком звід-

ним над кільцем 𝐾, якщо воно 𝐾-еквівалентне зображенню Γ′  вигляду: 

𝑔 → Γ′ 𝑔 =  

Γ1 𝑔 0

⋱
0 Γ𝑟 𝑔 

 , 

де Γ𝑖  (𝑖 = 1, … , 𝑟) − незвідне матричне 𝐾-зображення групи 𝐺.  

Теорема 2.1 (Машке). Нехай 𝐾∗ − мультиплікативна група кільця 𝐾 і 𝐺 − 

скінченна група порядку  𝐺 . Якщо  𝐺 ∈ 𝐾∗, то довільне матричне 𝐾-зобра-

ження групи 𝐺 цілком звідне. 

Означення 2.5. Матричне 𝐾-зображення Γ степеня 𝑛 групи 𝐺 називається 

розкладним над кільцем 𝐾, якщо воно 𝐾-еквівалентне зображенню Γ′  вигляду:  

 𝑔 → Γ′ 𝑔 =  
Γ1 𝑔 0

0 Γ2 𝑔 
 ,    (2.1) 

де Γ𝑖  − матричне 𝐾-зображення степеня 𝑛𝑖  групи 𝐺  𝑛𝑖 < 𝑛; 𝑖 = 1,2 . В проти-

лежному випадку зображення Γ називається нерозкладним  над кільцем 𝐾. 

Якщо зображення Γ 𝐾-еквівалентне зображенню вигляду (2.1) то зображе-

ння Γ будемо називати сумою зображень Γ1 і Γ2 і позначатимемо наступним чи-

ном: 

Γ = Γ1 + Γ2. 

Очевидно, якщо матричне 𝐾-зображення групи 𝐺 незвідне над кільцем 𝐾, 

то воно і нерозкладне над кільцем 𝐾. Зауважимо, що обернене до даного тверд-

ження не буде справедливим.  

Дамо модульне трактування матричних 𝐾-зображень групи 𝐺. Через 𝐾𝐺 

будемо позначати групове кільце групи 𝐺 над кільцем 𝐾. Надалі під 𝐾𝐺 моду-

лями будемо розуміти ліві 𝐾𝐺-модулі.  

Означення 2.6. 𝐾𝐺-модуль, що є вільним 𝐾-модулем скінченного рангу 𝑛, 

називається 𝐾𝐺-модулем зображення рангу 𝑛.  



30 
 

 

Нехай 𝑢1 , … , 𝑢𝑛  − 𝐾-базис 𝐾𝐺-модуля зображення 𝑀 рангу 𝑛. Очевидно, 

𝑔𝑢𝑖 =  𝛼𝑗𝑖  𝑔 𝑢𝑗   (𝛼𝑗𝑖  𝑔 ∈ 𝐾, 𝑔 ∈ 𝐺)

𝑛

𝑗=1

 

і зображення Γ: 𝑔 → Γ 𝑔 =  𝛼𝑗𝑖  𝑔   є матричним 𝐾-зображенням групи 𝐺. Бу-

демо казати, що зображення Γ реалізується в 𝐾𝐺-модулі зображення 𝑀. 

Для кожного матричного 𝐾-зображення Γ степеня 𝑛 групи 𝐺, можна оче-

видним чином побудувати 𝐾𝐺-модуль з скінченним 𝐾-базисом, в якому реалі-

зується зображення Γ. Легко бачити, що при цьому матричні 𝐾-зображення Γ і 

Γ′  групи 𝐺 𝐾-еквівалентні тоді і тільки тоді, коли відповідні 𝐾𝐺-модулі зобра-

ження ізоморфні.  

Означення 2.7. 𝐾𝐺-модуль зображення 𝑀 рангу 𝑛 називається звідним, як-

що він містить ненульовий 𝐾𝐺-підмодуль зображення рангу 𝑚 (𝑚 < 𝑛), 𝐾-ба-

зис якого продовжується до 𝐾-базису модуля 𝑀. В протилежному випадку 𝐾𝐺-

модуль 𝑀 називають незвідним.  

Означення 2.8. 𝐾𝐺-модуль зображення 𝑀 називається розкладним, якщо 

він є прямою сумою двох ненульових 𝐾𝐺-підмодулів зображень. В протилеж-

ному випадку 𝐾𝐺-модуль 𝑀 називають нерозкладним. 

Очевидно, матричне 𝐾-зображення Γ групи 𝐺, що реалізується в 𝐾𝐺-моду-

лі зображення 𝑀, незвідне (нерозкладне) тоді і тільки тоді, коли 𝐾𝐺-модуль 𝑀 

незвідний (нерозкладний).  

Звідси випливає, що на мові модулів теорема Машке формулюється так: 

Нехай  𝐺 ∈ 𝐾∗. Довільний 𝐾𝐺-модуль розкладається в пряму суму незвід-

них 𝐾𝐺-підмодулів зображень.     
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2.2. Задача про пару матриць  

Нехай 𝐺 – скінченна група і 𝐾 – комутативне кільце з одиницею. 

Означення 2.9. Нехай у групи 𝐺 існує матричне 𝐾-зображення Γ(𝐴1, 𝐴2), що 

залежить від довільних матриць 𝐴1 і 𝐴2 розміру 𝑛 × 𝑛 (у тому сенсі, що всі мат-

риці зображення є блоковими, кожен блок яких є деяким не комутативним по-

ліномом від матриць 𝐴1 і 𝐴2) над кільцем 𝐾 (𝑛 – довільне натуральне число). 

Будемо казати, що задача описання 𝐾-зображень групи 𝐺 є дикою, якщо із 𝐾-

еквівалентності зображень Γ(𝐴1, 𝐴2) і Γ(𝐵1 , 𝐵2) випливає, що пари матриць 

(𝐴1
   , 𝐴2

   ) і (𝐵1
   , 𝐵2

   ) подібні над полем 𝐾 = 𝐾/𝑉 (𝑉 – деякий максимальний ідеал 

кільця 𝐾, 𝐴  – матриця над 𝐾 , що одержується з матриці 𝐴 над 𝐾 приведенням її 

елементів за модулем ідеалу 𝑉).  

Означення 2.10. Якщо задача описання матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 є 

дикою, то таку групу 𝐺 називають дикою над кільцем 𝐾.  

Відмітимо, що задача про класифікацію з точністю до подібності матриць 

над полем вважається достатньо важкою (див. [68]). 

У зв’язку з різного роду застосуванням заслуговує інтерес наступна задача 

1: Виділити всі скінченні групи, описання матричних 𝐾-зображень яких не 

включає задачу про пару матриць над деяким полем. Такі групи часто назива-

ють ручними над кільцем 𝐾.  

 П. М. Гудивком [3] була отримана необхідна і достатня умова ручності 

скінченної нециклічної 𝑝-групи над кільцем 𝑅𝑝 , де 𝑅𝑝  ‒ кільце цілих величин 

поля 𝐹𝑝 , що є скінченним розширенням поля раціональних 𝑝-адичних чисел ℚ𝑝 . 

Теорема 2.2 ([3]). Нехай 𝐺 – скінченна нециклічна 𝑝-група. Група 𝐺 є руч-

ною над кільцем 𝑅𝑝  тоді і тільки тоді, коли  𝐺 − група типу (2,2) і 𝐹2 є нероз-

галуженим розширенням поля ℚ2. 

Означення 2.11. Дискретно нормованим кільцем називається кільце з дис-

кретним нормуванням, тобто область цілісності з одиницею, в якій існує такий 

елемент 𝑡, що будь-який ненульовий ідеал породжується деяким степенем еле-
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мента 𝑡. Такий елемент, називають уніформізірующим, і такий елемент визнача-

ється з точністю до оборотного множника.  

Кожен ненульовий елемент дискретно нормованого кільця однозначно за-

писується у вигляді 𝑢𝑡𝑛 , де 𝑢 − оборотний елемент, а 𝑛 – невід’ємне ціле число. 

Прикладами дискретно нормованого кільця, є кільце ℤ𝑝  цілих 𝑝-адичних чисел 

та кільце 𝑘[ 𝑇 ] формальних степеневих рядів від однієї змінної 𝑇 над полем 𝑘.  

Результати отримані П. М. Гудивком в роботах [3], [69], [70], [71] та 

Е. Дітеріх [72], [73] про ручність скінченної 𝑝-групи 𝐺 порядку  𝐺 > 1 (𝑝 ≠ 2) 

над дискретно нормованим кільцем сформулюємо наступним чином. 

Теорема 2.3 ([3], [69], [70], [71], [72], [73]). Нехай 𝐺 − скінченна 𝑝-група  

порядку  𝐺 > 1 (𝑝 ≠ 2), 𝐾 – повне дискретно нормоване кільце характеристи-

ки 𝑝 і 𝑝 = 𝜆𝑡𝑒  (𝜆 ∈ 𝐾∗, 𝑡 − простий елемент кільця 𝐾, 𝐾∗− мультиплікативна 

група кільця 𝐾). Група 𝐺 є ручною над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли вико-

нується одна із умов: 

1)  𝐺 = 𝑝, 𝑒 ≤ 2; 

2)  𝐺 = 3, 𝑒 ≤ 4; 

3) 𝐺 – циклічна група порядку 𝑝2, 𝑒 = 1. 

Наведемо результати П. М. Гудивка [70], [71], Е. Дітеріх [72],  

В. М. Бондаренка [74], Л. А. Назарової [75], [76], [77] та А. В. Яковлева [18] про 

ручність скінченної 2-групи 𝐺 над дискретно нормованим кільцем. 

Теорема 2.4 ([70], [71], [72], [74], [75], [76], [77], [78]). Нехай 𝐺 −скінченна 

2-група, 𝐾 – повне дискретно нормоване кільце характеристики 2 і 2 = 𝜆𝑡𝑒  

(𝜆 ∈ 𝐾∗, 𝑡 − простий елемент кільця 𝐾, 𝐾∗− мультиплікативна група кільця 

𝐾). Група 𝐺 порядку  𝐺  є ручною над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли вико-

нується одна з умов: 

1)  𝐺 ≤ 2; 

2) 𝐺 − циклічна група порядку 4, 𝑒 ≤ 2; 

3) 𝐺 − циклічна група порядку 8, 𝑒 = 1; 

4) 𝐺 – абелева група типу (2,2), 𝑒 = 1.   
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Наведемо також наступну теорему, що є узагальненням результатів 

П. М. Гудивка, В. М. Ороса, А. В. Ройтера [79] та П. М. Гудивка і 

В. М. Бондаренка [80]. 

Теорема 2.5 ([79], [80]). Нехай 𝐺 −скінченна 𝑝-група  порядку  𝐺 > 1, 𝑅𝑝  – 

повне дискретно нормоване кільце характеристики нуль з полем лишків харак-

теристики 𝑝 і 𝐾𝑝 = 𝑅𝑝 [ 𝑥1, … , 𝑥𝑛  ] – кільце формальних степеневих рядів від 𝑛 

змінних 𝑥1, … , 𝑥𝑛  з коефіцієнтами з кільця 𝑅𝑝 . Група 𝐺 є дикою над кільцем 𝐾𝑝  

тоді і тільки тоді, коли  𝐺 = 𝑝, 𝑛 = 1 і 𝑝 – простий елемент кільця 𝑅𝑝 .  

Означення 2.12. Лівий ідеал 𝐴 кільця 𝐾 називається максимальним лівим 

ідеалом, якщо 𝐴 ≠ 𝐾 і будь-який лівий ідеал, що містить 𝐴, співпадає або з 𝐴, 

або з 𝐾. 

Означення 2.13. Радикалом Джекобсона Rad 𝐾 кільця 𝐾 з одиницею нази-

вається перетин всіх максимальних лівих ідеалів кільця 𝐾. 

Означення 2.14. Нехай 𝑀 ‒ 𝐾-модуль. Анулятором модуля 𝑀 в 𝐾 назива-

ється множина Ann𝐾𝑀 = {𝑎 ∈ 𝐾: 𝑎𝑀 = 0}. 

Означення 2.15. Нетеровим кільцем називають таке асоціативне кільце з 

одиницею для якого справедливе наступне твердження: нехай маємо деяку зро-

стаючу послідовність ідеалів кільця: 

𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ ⋯, 

тоді існує таке натуральне 𝑛 для якого  

𝐼𝑛 = 𝐼𝑛+1 = 𝐼𝑛+2 = ⋯. 

Якщо ідеали в означенні ліві, то кільце називається лівим нетеровим кільцем, 

якщо праві − правим нетеровим кільцем. Якщо твердження виконується і для 

лівих і для правих ідеалів, то кільце просто називається нетеровим кільцем.  

Прикладом нетерового кільця є будь-яке поле, кільце цілих чисел та кільце 

многочленів з скінченною кількістю змінних з цілочисловими коефіцієнтами чи 

коефіцієнтами з деякого поля. Кільце многочленів з нескінченною кількістю 

змінних не є нетеровим кільцем.  

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D0%BE%D1%86%D1%96%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%96%D0%BB%D1%8C%D1%86%D0%B5_(%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%B5%D0%B1%D1%80%D0%B0)
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%B4%D0%B5%D0%B0%D0%BB_(%D0%B0%D0%BB%D0%B3%D0%B5%D0%B1%D1%80%D0%B0)
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Наступні два твердження є еквівалентними до означення нетерового кіль-

ця, і відповідно, самі можуть бути означеннями. 

Твердження 2.6 ([81]). Деяке кільце 𝐾 є нетеровим кільцем тоді і тільки 

тоді, коли кожна непорожня множина його ідеалів має максимальний еле-

мент. 

Твердження 2.7 ([81]). Деяке кільце 𝐾 є нетеровим кільцем тоді і тільки 

тоді, коли кожен його ідеал є скінченнопородженим. Тобто, для кожного ідеа-

лу 𝐼 кільця 𝐾 існують такі елементи 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3 , … , 𝑎𝑟 ∈ 𝐾 , що  

𝐼 =  𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑥𝑟 : 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑘 ∈ 𝐾 . 

Теорема 2.8 ([82]). Нехай 𝐾 − нетерова локальна область цілісності хара-

ктеристики нуль з полем лишків характеристики 𝑝. 

1) Скінченна нециклічна 𝑝-група 𝐺 порядку  𝐺  є ручною над кільцем 𝐾 то-

ді і тільки тоді, коли  𝐺 = 4 і Rad 𝐾 = 2𝐾. 

2) Циклічна 𝑝-група 𝐺 порядку  𝐺 = 𝑝𝑟(𝑟 > 2) є ручною над кільцем 𝐾 

тоді і тільки тоді, коли  𝐺 = 8 і Rad 𝐾 = 2𝐾. 

3) Циклічна 𝑝-група порядку 𝑝2 є дикою над кільцем 𝐾, якщо 𝐾 − факто-

ріальне і не дискретно нормоване кільце. 

Відмітимо, що П. М. Гудивок, Ф. Г. Ващук, В. С. Дроботенко [83] і 

П. М. Гудивок та І. В. Шапочка [84], використовуючи нерозкладні ℤ𝑝
′ -зобра-

ження циклічної групи порядку 𝑝2 (ℤ𝑝
′  ‒ кільце цілих раціональних 𝑝-адичних 

чисел) описали всі неізоморфні розширення повної абелевої 𝑝-групи 𝑁 з умо-

вою мінімальності за допомогою циклічної групи 𝐺 порядку 𝑝𝑟  ( 𝑟 ≤ 2 ) і дове-

ли наступне твердження. 

Твердження 2.9 ([83], [84]). Задача описання всіх розширень довільної по-

вної абелевої 𝑝-групи з умовою мінімальності за допомогою скінченної 𝑝-групи 

𝐺 (𝑝 ≠ 2) не містить задачу про пару матриць над деяким полем тоді і тільки 

тоді, коли 𝐺 є циклічною групою порядку 𝑝𝑟  (𝑟 ≤ 2).        

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%B4%D0%B6%D1%83%D1%8E%D1%87%D0%B0_%D0%BC%D0%BD%D0%BE%D0%B6%D0%B8%D0%BD%D0%B0_%D0%B3%D1%80%D1%83%D0%BF%D0%B8
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П. М. Гудивок та В. І. Погоріляк [85], [86] вивчали задачу про дикість скін-

ченних груп над комутативним локальним кільцем характеристики 𝑝𝑠 𝑠 > 0 .  

Теорема 2.10 ([85], [86]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1, 𝐾 – 

комутативне локальне кільце характеристики 𝑝𝑠 𝑠 > 1 , 𝑉 − максимальний 

ідеал кільця 𝐾. Група 𝐺 не є дикою над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли 

 𝐺 = 𝑝 і 𝑉 = 𝐾𝑝.  

Відмітимо, що у випадку, коли 𝐾 = ℤ/𝑝𝑠ℤ, теорема 2.10 була доведена 

В. М. Бондаренком [87]. 

Теорема 2.11 ([85], [86]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 2, 𝐾 − 

комутативне локальне кільце характеристики 𝑝, що не є полем. Група 𝐺 є ди-

кою над кільцем 𝐾.  

Означення 2.16. Елемент кільця 𝐾 називається нільпотентним елементом, 

якщо деяка степінь цього елемента рівна нулю. 

В. Й. Погоріляк [88] розв’язав задачу, про дикість групи 𝐺 порядку 2 над 

комутативним локальним кільцем 𝐾 характеристики 2 в наступних випадках: 

1) 𝐾 містить ненульовий нільпотентний елемент; 

2) 𝐾 містить власний ідеал, породжений не менше, ніж трьома елементами. 

Теорема 2.12 ([88]). Нехай 𝐾 – локальне кільце характеристики 2, в якому 

є ненульовий нільпотентний елемент 𝑡  𝑡𝑟 = 0, 𝑡𝑟−1 ≠ 0, 𝑟 ≥ 2, 𝑟 ∈ ℕ ; 𝑉 ‒ мак-

симальний ідеал кільця 𝐾. Циклічна 2-група 𝐺 =  𝑎  порядку  𝐺 > 1 не є дикою 

над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли  𝐺 = 2, 𝑡2 = 0, 𝑉 = 𝐾𝑡. 

Теорема 2.13 ([88]). Нехай 𝐾 – локальне кільце характеристики 2, в якому 

є власний ідеал, породжений не менше ніж трьома твірними елементами. Ци-

клічна 2-група 𝐺 =  𝑎  порядку  𝐺 > 1 є дикою над кільцем 𝐾. 

Твердження 2.14 ([88]). Нехай 𝐾 – локальне кільце характеристики 2 без 

ненульових нільпотентних елементів, 𝑉 ‒ максимальний ідеал кільця 𝐾 і існу-

ють такі ненульові елементи 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑉, що 𝑤1𝑤2 = 0 і 𝑉 ≠ 𝑊1 + 𝑊2, де 

𝑊1 = Ann𝐾𝑤2, 𝑊2 = Ann𝐾𝑤1. Циклічна 2-група 𝐺 =  𝑎  порядку  𝐺 > 1 є ди-

кою над кільцем 𝐾. 
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Твердження 2.15 ([88]). Нехай 𝐾 – локальне кільце характеристики 2 без 

ненульових нільпотентних елементів, 𝑉 ‒ максимальний ідеал кільця 𝐾 і існу-

ють такі ненульові елементи 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑉, що 𝑤1𝑤2 = 0 і 𝑉 = 𝑊1 + 𝑊2, де 

𝑊1 = Ann𝐾𝑤2, 𝑊2 = Ann𝐾𝑤1, причому 𝑊1 ∩𝑊2 ≠ 0 і/або деякий скінченнопо-

роджений ідеал 𝐼 кільця 𝐾, для якого 𝐼 ⊆ 𝑊1 або 𝐼 ⊆ 𝑊2 , не є головним. Цикліч-

на 2-група 𝐺 =  𝑎  порядку  𝐺 > 1 є дикою над кільцем 𝐾. 

Теорема 2.16 ([3]). Нехай 𝐺 – скінченна група з силовською 𝑝-підгрупою 𝐻 і 

𝐾 – повне дискретно нормоване кільце характеристики 𝑝. Група 𝐺 є ручною 

над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли   𝐺 , 𝑝 = 1 або 𝐻 − циклічна група по-

рядку 2.  

П. М. Гудивок та Є. Я. Погоріляк [89] довели теореми 2.10 та 2.11 у випад-

ку, коли 𝐾 = 𝑅/𝑃𝑛 , де 𝑅 − дискретно нормоване кільце з полем лишків харак-

теристики  𝑝, 𝑃 − максимальний ідеал кільця 𝑅.  

Використовуючи теорему 2.10 при 𝐾 = ℤ/𝑝𝑠ℤ(𝑠 > 1), В. В. Сергейчук [90], 

П. М. Гудивок та І. В. Шапочка [91] довели наступне твердження.  

Твердження 2.17 ([90], [91]). Нехай 𝐻𝑚  – прямий добуток 𝑚 екземплярів 

циклічної 𝑝-групи порядку 𝑝𝑛  (𝑛 > 1) і 𝐵 – циклічна 𝑝-група порядку 𝑝𝑠   𝑠 > 1 . 

Задача про опис всіх неізоморфних розширень групи 𝐻𝑚(𝑚 – довільне натура-

льне число) за допомогою 𝐵, є дикою.  

Г. Секереш [92] та окремо Л. А. Назарова, А. В. Ройтер, В. В. Сергейчук та 

В. М. Бондаренко [68] описали всі неізоморфні скінченні 𝑝-групи, що містять 

абелеву групу індексу 𝑝 (див. також В. С. Дроботенко [93] та Л. А. Назарова, 

А. В. Ройтер [94]). 

Дамо означення факторіальних кілець, так як це зроблено в книзі [95]. 

Нехай 𝐾 – область цілісності з одиницею. Оскільки область цілісності – 

комутативне кільце, то в ній поняття правого і лівого дільника елемента збіга-

ються і тому означення подільності формулюється так: 



37 
 

 

Означення 2.17. Якщо для елементів 𝑎 і 𝑏 області цілісності 𝐾 в 𝐾 існує та-

кий елемент 𝑐, що 𝑎 = 𝑏𝑐, то говорять, що 𝑎 ділиться на 𝑏 або 𝑏 ділить 𝑎 і пи-

шуть відповідно 𝑎 ⋮ 𝑏, 𝑏|𝑎 або 𝑎 ≡ 0(mod 𝑏). 

Оборотним елементом, а також одиницею кільця або дільником одиниці на-

зиватимемо будь-який елемент кільця, для якого існує обернений елемент. 

Означення 2.18. Елементи 𝑎 і 𝑏 області цілісності 𝐾 називаються асоційо-

ваними, якщо кожен з них є дільником іншого: 

𝑎 = 𝑏𝑐, 𝑏 = 𝑎𝑑  𝑐, 𝑑 ∈ 𝐾 .                                           (2.2) 

З рівностей (2.2) випливає, що 𝑎 = 𝑎(𝑑𝑐). Звідси, скоротивши обидві час-

тини рівності на 𝑎 ≠ 0, дістаємо 𝑑𝑐 = 1. Отже, 𝑑 і 𝑐 є дільники одиниці. Таким 

чином, якщо 𝑎 і 𝑏 – асоційовані елементи, то 𝑏 = 𝑎𝜀, де 𝜀 – деякий дільник оди-

ниці. З іншого боку, який би ми не взяли дільник одиниці 𝜀, елементи 𝑎 і 𝑎𝜀 

асоційовані між собою, оскільки 𝑎 = (𝑎𝜀)𝜀−1. Отже, означення асоційованих 

елементів можна дати наступним чином. 

Означення 2.19. Елементи 𝑎 і 𝑏 області цілісності 𝐾 називаються асоційо-

ваними, якщо 𝑏 = 𝑎𝜀, де 𝜀 – деякий дільник одиниці. 

Очевидно, два асоційовані елементи 𝑎 і 𝑏 породжують той самий головний 

ідеал. 

Означення 2.20. Найбільшим спільним дільником елементів 𝑎 і 𝑏 області ці-

лісності 𝐾 називається такий спільний дільник цих елементів, який ділиться на 

будь-який інший їхній спільний дільник. 

Щоб зазначити, що 𝑑 є найбільший спільний дільник елементів 𝑎 і 𝑏, пи-

шуть 𝑑 = (𝑎, 𝑏). 

Означення 2.21. Елементи 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 називаються взаємно простими, якщо 

вони не мають спільних дільників, відмінних від дільників одиниці, тобто якщо 

 𝑎, 𝑏 = 1. 

Нехай 𝜀 – будь-який дільник одиниці і 𝑎 – довільний елемент області цілі-

сності 𝐾. Тоді 𝑎 = 𝑎𝜀 ∙ 𝜀−1. З цієї рівності випливає, що всі елементи, асоційо-

вані з елементом 𝑎, і всі дільники одиниці 𝜀 є дільниками елемента 𝑎. Їх нази-
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вають тривіальними, або невласними дільниками елемента 𝑎. Всі інші дільники 

елемента 𝑎, тобто дільники, відмінні від 𝑎𝜀 і 𝜀, якщо такі існують, називають 

нетривіальними, або власними.  

Означення 2.22. Елемент 𝑎 ∈ 𝐾 називається нерозкладним, або простим, 

якщо він не є дільником одиниці та не має нетривіальних дільників; елемент 

𝑎 ∈ 𝐾 називається розкладним, або складеним, якщо він має нетривіальні діль-

ники. 

Інакше кажучи, елемент 𝑎 ∈ 𝐾 називається розкладним, якщо його можна 

записати у вигляді добутку 𝑎 = 𝑏𝑐 двох нетривіальних множників 𝑏 і 𝑐; він на-

зивається нерозкладним, якщо його не можна записати у вигляді добутку двох 

нетривіальних дільників, тобто, якщо 𝑎 = 𝑏𝑐, то звідси завжди випливає, що 

один з множників 𝑏 і 𝑐 є дільником одиниці, а інший – асоційований з 𝑎. 

Означення 2.23. Говорять, що елемент 𝑎 області цілісності 𝐾 має однознач-

ний розклад на прості множники, якщо виконуються умови: 

1) існують у 𝐾 такі прості елементи 𝑝𝑖 , що 𝑎 =  𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 ; 

2) якщо 𝑎 =  𝑞𝑖
𝑛
𝑖=1  − інший розклад, у якому 𝑞𝑖  – прості елементи 𝐾, то 

𝑚 = 𝑛 і при відповідній нумерації 𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖  (асоційовані) для 𝑖 =

1, … ,𝑚. 

Означення 2.24. Кільце називається факторіальним, якщо воно є областю 

цілісності і всякий відмінний від нуля необоротний елемент кільця має одноз-

начний розклад на прості множники. 

П. М. Гудивок та Є. Я. Погоріляк [24] отримали наступні результати.      

Теорема 2.18 ([24]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 2, 𝐾 – об-

ласть цілісності з одиницею характеристики 𝑝, що не є полем. Група 𝐺 є ди-

кою над кільцем 𝐾. 

Теорема 2.19 ([24]). Нехай 𝐺 – скінченна 𝑝-група порядку  𝐺 > 1, 𝐾 – не-

терове факторіальне кільце характеристики 𝑝, що не є полем. Група 𝐺 не є ди-
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кою над кільцем 𝐾 тоді і тільки тоді, коли 𝐾 − область головних ідеалів і 

 𝐺 = 2.  

 

2.3. Схрещені групові кільця  

Нехай  𝐾 – комутативне кільце з одиницею, 𝐾∗ − мультиплікативна група 

кільця 𝐾, 𝐺 − скінченна група, 𝐺𝐿(𝑛, 𝐾) – група всіх оборотних матриць над 𝐾 

порядку 𝑛.  

Означення 2.25. Відображення Γ: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑛, 𝐾) називається проективним 

𝐾-зображенням групи 𝐺 степеня 𝑛, якщо для всіх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 виконується рівність  

 

Γ 𝑎 ∙ Γ 𝑏 = λ𝑎,𝑏Γ 𝑎𝑏 ,                                       (2.3) 

 

де λ𝑎,𝑏 ∈ 𝐾
∗. 

З (2.3) випливає, що для всіх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 матимемо 

 

λ𝑎𝑏 ,𝑐λ𝑎,𝑏 = λ𝑎,𝑏𝑐λ𝑏,𝑐 .                                         (2.4) 

 

Означення 2.26. Система λ =  λ𝑎,𝑏 : 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺   𝐺 2 елементів із 𝐾∗, що задо-

вольняють умову (2.4), називають системою 𝐾-факторів групи 𝐺. Про Γ, що 

задовольняє умову (2.3), будемо говорити, що Γ є проективним 𝐾-зображенням 

групи 𝐺 з системою факторів λ =  λ𝑎,𝑏 .  

Означення 2.27. Два проективних зображення Γ1 і Γ2 групи 𝐺 називаються 

еквівалентними, якщо знайдеться така оборотна над 𝐾 матриця 𝐶 і такі елемен-

ти 𝛼𝑔 ∈ 𝐾
∗(𝑔 ∈ 𝐺), що  

 

𝐶−1Γ1 𝑔 𝐶 = 𝛼𝑔Γ2 𝑔  

 

для всіх 𝑔 ∈ 𝐺.  
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Означення 2.28. Дві системи факторів  λ𝑎,𝑏  і  𝜇𝑎,𝑏  називаються еквіва-

лентними, якщо існує множина  𝛼𝑎   𝐺  елементів із 𝐾∗, що задовольняють 

умову 

  

λ𝑎,𝑏 =
𝛼𝑎𝛼𝑏
𝛼𝑎𝑏

𝜇𝑎,𝑏  

 

для всіх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.  

Означення 2.29. Система 𝐾-факторів  λ𝑎,𝑏  групи 𝐺 називається нормова-

ною, якщо λ𝑒,𝑎 = λ𝑎,𝑒 = 1 для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐺 і одиниці 𝑒 групи 𝐺. 

Будь-яка система 𝐾-факторів групи 𝐺 еквівалентна деякій нормованій сис-

темі 𝐾-факторів групи 𝐺. Надалі будемо припускати, що всі розглядувані сис-

теми 𝐾-факторів групи 𝐺 є нормованими.  

Множину всіх нормованих систем 𝐾-факторів групи 𝐺 позначатимемо 

𝑍2(𝐺, 𝐾∗). Ця множина утворює абелеву групу відносно множення 

 

 λ𝑎,𝑏 ∙  𝜇𝑎,𝑏 =  λ𝑎,𝑏𝜇𝑎,𝑏 . 

 

Нехай [λ] − клас еквівалентних систем факторів, що містить систему  λ𝑎,𝑏 . 

Якщо множення класів визначити формулою  λ  𝜇 = [λ𝜇], то множина 

𝐻2(𝐺, 𝐾∗) всіх класів еквівалентних систем 𝐾-факторів групи 𝐺 утворює абеле-

ву групу. Відмітимо, що в нашому випадку 𝐺 є групою тотожних операторів 

групи 𝐾∗. Цю групу називають 𝐾-мультиплікатором групи 𝐺.  

Означення 2.30. Схрещеним груповим кільцем Λ =  𝐺, 𝐾, λ  групи 𝐺 ( 𝐺 =

𝑑) і кільця 𝐾, що відповідає системі факторів  λ𝑎,𝑏 , називається алгебра рангу 

𝑑 над 𝐾, з системою базисних елементів 𝑢𝑎(𝑎 ∈ 𝐺), що задовольняють умову 

 

𝑢𝑎𝑢𝑏 = λ𝑎,𝑏𝑢𝑎𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺). 
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2.4. Еквівалентні незвідні проективні зображення скінчен-

них груп та їх степені 

Нехай 𝐺 є скінченною групою, 𝐾 ‒ кільце і 𝐾∗ є мультиплікативною під-

групою ненульових елементів із 𝐾.  

Означення 2.31. Зображення 𝛼: 𝐺 × 𝐺 → 𝐾∗ називається 2-коциклом (чи ко-

ефіцієнтом) на 𝐺 якщо 

1) 𝛼 𝑥, 𝑦 𝛼 𝑥𝑦, 𝑧 = 𝛼 𝑥, 𝑦𝑧 𝛼(𝑦, 𝑧) для всіх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺; 

2) 𝛼 𝑥, 𝑒 = 𝛼 𝑒, 𝑥 = 1 для всіх 𝑥 ∈ 𝐺, де 𝑒 є одиничним елементом  

групи 𝐺. 

Множина всіх можливих 2-коциклів на 𝐺 є абелевою групою, якщо визна-

чити операцію множення двох 2-коциклів як поточковий добуток. Отриману 

групу будемо позначати через 𝑍2(𝐺; 𝐾∗). 

Множина всіх 2-коциклів 𝛼 задовольняє наступну рівність 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 = 𝜇(𝑥𝑦)𝜇(𝑥)−1𝜇(𝑦)−1 

 

для довільної функції 𝜇: 𝐺 → 𝐾∗ такої, що 𝜇 𝑒 = 1 та утворює інваріантну під-

групу 𝐵2(𝐺; 𝐾∗) групи 𝑍2(𝐺; 𝐾∗). Таким чином ми можемо побудувати фактор-

групу 𝐻2 𝐺; 𝐾∗ = 𝑍2(𝐺; 𝐾∗)/ 𝐵2(𝐺; 𝐾∗).  

 Дамо означення проективного зображення у даних викладках.  

Означення 2.32. Нехай 𝐺𝐿 𝑛, 𝐾  є групою всіх оборотних матриць розміру 

𝑛 × 𝑛 над 𝐾. Проективним зображенням групи 𝐺 над 𝐾 назвемо відображення 

𝜋: 𝐺 → 𝐺𝐿 𝑛, 𝐾  таке, що 𝜋 𝑥 𝜋 𝑦 = 𝛼 𝑥, 𝑦 𝜋 𝑥, 𝑦  для всіх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де 𝛼 є 

асоціативним 2-коциклом. 

Натуральне число 𝑛 називається степенем 𝜋 і позначається через deg 𝜋. 

В теорії проективних зображень 𝐻2 𝐺; 𝐾∗  називають мультиплікатором 

групи 𝐺. Елементи 𝐻2 𝐺; 𝐾∗  називають 2-комологічними класами. 
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Означення 2.33. Нехай 𝛼 є 2-коциклом на 𝐺 і нехай 𝑐 є 2-комологічним 

класом для 𝛼 в 𝐻2 𝐺; 𝐾∗ , тобто 2-коциклом Шура групи 𝐺 над 𝐾. Ми скажемо, 

що проективне зображення 𝜋 належить до 𝑐.   

Означення 2.34. Два проективних зображення 𝜋1 і 𝜋2 є еквівалентними (чи 

проективно еквівалентними), якщо існує оборотна матриця 𝑈 і відображення  

𝜇: 𝐺 → 𝐾∗, 

таке, що 

𝜇 𝑒 = 1  

і 

𝜋1 𝑥 =  𝜇 𝑥 𝑈−1𝜋2(𝑥)𝑈 

для всіх 𝑥 ∈ 𝐺. 

Якщо 𝛼 є асоціативним 2-коциклом для 𝜋1 і 𝛽 є асоціативним 2-коциклом 

для 𝜋2, тоді проективна еквівалентність 𝜋1 та 𝜋2 означатиме, що 

𝜇 𝑥𝑦 𝛼 𝑥, 𝑦 = 𝜇 𝑥 𝜇 𝑦 𝛽(𝑥, 𝑦) 

для всіх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

Якщо 2-коцикли задовольнятимуть останню рівність, то називатимемо їх 

еквівалентними.  

Означення 2.35. Проективне зображення 𝜋 групи 𝐺 називається звідним, 

якщо воно проективно еквівалентне проективному зображенню 𝜌 вигляду 

𝜌 𝑥 =  
𝜌1 𝑥 ∗

0 𝜌2 𝑥 
  

для всіх 𝑥 ∈ 𝐺, де 𝜌1 і 𝜌2 є проективними зображеннями групи 𝐺. 

Проективне зображення, яке не є звідним назвемо незвідним проективним 

зображенням. 

Означення 2.36. Нехай 𝐼𝑛  є одиничним елементом 𝐺𝐿 𝑛, 𝐾 . Множину 

ker 𝜋 =  𝑥 ∈ 𝐺; 𝜋(𝑥) ∈ 𝐾∗𝐼𝑛  

назвемо ядром 𝜋. Якщо ker 𝜋 =  𝑒 , то говорять, що проективне зображення 𝜋 є 

точним. 

Надалі через 𝐺 будемо позначати скінченну групу порядку 𝑛 і через 𝐾 ‒ 

алгебраїчно замкнене поле довільної характеристики. 



43 
 

 

Означення 2.37. Групу 𝐺∗ називатимемо розширенням групи 𝐺 за допомо-

гою групи 𝐻, якщо існує гомоморфізм 𝜑: 𝐺∗ → 𝐺 з ядром 𝐻. 

Означення 2.38. Нехай 𝐺∗ є розширенням групи 𝐺 з ядром 𝑁 і припустимо, 

що 𝑁 міститься в центрі 𝐺∗. Тоді 𝐺∗/𝑁 ≅ 𝐺, і ми можемо знайти множину 

представників суміжних класів  𝑣𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐺  у взаємно однозначній відповідності 

з елементами групи 𝐺 так, що для всіх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 матимемо 

𝑣𝑥𝑣𝑦 = 𝑣𝑥𝑦𝑎(𝑥, 𝑦), 

де 𝑎(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁. Нехай 𝜋: 𝐺∗ → 𝐺𝐿(𝑛, 𝐾) є звичайним зображенням групи 𝐺∗, та-

ке, що для всіх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 

𝜋 𝑎 𝑥, 𝑦  = 𝛼(𝑥, 𝑦)𝐼𝑛 , 

для деякого елемента 𝛼(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾∗. Тоді відображення 𝜋: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑛, 𝐾), задане 

за правилом 𝑥 ⟼ 𝜋(𝑣𝑥), визначає проективне зображення групи 𝐺 з асоціатив-

ним 2-коциклом 𝛼. Ми скажемо, що проективне зображення групи 𝐺, яке побу-

доване таким чином з звичайного зображення групи 𝐺∗ може бути піднято       

до 𝐺∗. 

Означення 2.39. Скінченну групу 𝐺∗ назвемо групою зображення групи 𝐺, 

якщо 𝐺∗ є розширенням групи 𝐺 з ядром, що міститься в центрі 𝐺∗ і кожне про-

ективне зображення групи 𝐺 може бути піднято до 𝐺∗.  

Теорема 2.20 ([96]). Скінченна група 𝐺 має не більше ніж скінченне число 

нееквівалентних проективних зображень над алгебраїчно замкненим полем 𝐾.  

Означення 2.40. Нехай 𝛼 є 2-коциклом на 𝐺. Елемент 𝑎 ∈ 𝐺 назвемо 𝛼-

регулярним якщо 𝛼 𝑥, 𝑎 = 𝛼 𝑎, 𝑥  для всіх 𝑥 ∈ 𝐶𝐺(𝑎), де 𝐶𝐺(𝑎) ‒ централізатор 

елемента 𝑎 в 𝐺, 𝐶𝐺 𝑎 = {𝑥 ∈ 𝐺; 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥}. Кожен спряжений клас елемента 𝑎 є 

𝛼-регулярним. Такі спряжені класи називатимемо 𝛼-регулярними класами.  

Нехай 𝐺 є скінченною абелевою групою порядку 𝑛𝑚  породженою 𝑚 еле-

ментами 𝑥1 , … , 𝑥𝑚  порядку 𝑛, тобто 𝐺 ≅ 𝑍𝑛 ×…× 𝑍𝑛  (𝑚 разів), де 𝑍𝑛  є цикліч-

ною групою порядку 𝑛. Нехай 𝜋 ‒ проективне зображення групи 𝐺 з 2-коцик-

лом 𝛼 над полем комплексних чисел ℂ. Нехай 
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𝜇 𝑖 =  𝛼 𝑥𝑖
𝑗
, 𝑥𝑖 ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

𝑛−1

𝑗=1

 

і 

𝛽 𝑖, 𝑗 = 𝛼 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗  𝛼
−1 𝑥𝑗 , 𝑥𝑖 , 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚. 

Виберемо 2-коцикл 𝛼 таким чином, щоб 𝜇 𝑖 = 1, 𝑖 = 1, … ,𝑚 і 𝛽 𝑖, 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 <

𝑗 ≤ 𝑚 є первісним коренем 𝑛-го степеня з одиниці.  

Теорема 2.21 ([97]). Нехай 𝐺 є скінченною абелевою групою порядку 𝑛𝑚  

породженою 𝑚 елементами 𝑥1 , … , 𝑥𝑚  і нехай 𝛼 є 2-коциклом групи 𝐺 над ℂ, 

таким, що 𝜇 𝑖 = 1, 𝑖 = 1, … ,𝑚 і 𝛽 𝑖, 𝑗 = 𝜔, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚, де 𝜔 є первісним 

коренем 𝑛-го степеня з одиниці. Тоді, якщо 𝑚 = 2𝜇, то 𝐺 має тільки одне неек-

вівалентне незвідне проективне зображення степеня 𝑛𝜇  і якщо 𝑚 = 2𝜇 + 1 є 

непарним, то  𝐺 має 𝑛 нееквівалентні незвідні проективні зображення степеня 

𝑛𝜇 .  

Теорема 2.22 ([97]). Нехай 𝐺 є скінченною абелевою групою порядку 𝑛𝑚  

породженою 𝑚 елементами 𝑥1 , … , 𝑥𝑚 , 𝑛 = 2𝑣 і 2-коцикл 𝛼 задовольняє умовам 

𝜇 𝑖 = 1, 𝑖 = 1, … ,𝑚 і 𝛽 𝑖, 𝑗 = −1, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚. Тоді, якщо 𝑚 = 2𝜇, то 𝐺 має 

𝑣𝑚  нееквівалентні незвідні проективні зображення степеня 2𝜇  і, якщо  𝑚 =     

= 2𝜇 + 1 є непарним, то 𝐺 має 2𝑣𝑚  нееквівалентні незвідні проективні зобра-

ження степеня 2𝜇 .        

Означення 2.41. Схрещеною груповою алгеброю скінченної групи 𝐺 над до-

вільним полем 𝐾 ми назвемо асоціативну 𝐾-алгебру 𝐵 з базисом  𝑢𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐺  та-

ким, що 𝑢𝑥𝑢𝑦 = 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦 , для довільних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де 𝛼 є 2-коциклом над 𝐺. 

Покладемо 𝐵 =  𝐾𝐺 𝛼  для точного визначення 2-коцикла 𝛼. Якщо 𝛼 належить 

до 𝑐 ∈ 𝐻2(𝐺; 𝐾∗), тоді говорять, що  𝐾𝐺 𝛼  належить до 𝑐. 

Твердження 2.23 ([41]). Скінченновимірний  𝐾𝐺 𝛼 -модуль задає проек-

тивне зображення групи 𝐺 з 2-коциклом 𝛼 і навпаки. 

Означення 2.42. Нехай 𝐻 є нормальною підгрупою групи 𝐺. Тоді  𝐾𝐻 𝛼 =   

=  𝐾𝑢𝑦𝑦∈𝐻 , що є підалгеброю алгебри  𝐾𝐺 𝛼  і яка має 2-коцикл 𝛼 з обмежен-

ням на 𝐻, буде схрещеною груповою алгеброю групи 𝐻. Нехай 𝐹 є  𝐾𝐻 𝛼 -мо-
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дулем. Ми утворимо індукований модуль 𝐹𝐺 =  𝐾𝐺 𝛼⨂ 𝐾𝐻 𝛼𝐹 =  𝑢𝑥𝑖⨂𝐹
𝑠
𝑖=1 , 

де  𝑥1, … , 𝑥𝑠  ‒ множина представників суміжних класів фактор-групи 𝐺 за під-

групою 𝐻.  

Нехай 𝑥 ∈ 𝐺. Тоді, для кожного 𝑖 = 1,… , 𝑠 матимемо, що 𝑥𝑥𝑖 = 𝑥𝑗𝑕 

для 𝑕 ∈ 𝐻 і для довільного 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠, що залежить від 𝑖. Звідси 𝑥𝑗
−1𝑥𝑥𝑖 ∈ 𝐻. От-

же   𝑢𝑥𝑗
−1𝑢𝑥𝑢𝑥𝑖 ∈  𝐾𝐻 𝛼 . Таким чином  𝐾𝐺 𝛼  діє на 𝐹𝐺  так 

𝑢𝑥 𝑢𝑥𝑖 ⊗ 𝑙 = (𝑢𝑥𝑗𝑢𝑥𝑗
−1𝑢𝑥𝑢𝑥𝑖) ⊗ 𝑙 = 𝑢𝑥𝑗 ⊗  𝑢𝑥𝑗

−1𝑢𝑥𝑢𝑥𝑖 𝑙 , 𝑙 ∈ 𝐹. 

З останньої рівності можемо знайти індуковане проективне зображення 

𝜋𝐺 , яке задане  𝐾𝐺 𝛼 -модулем 𝐹𝐺 , з проективного зображення 𝜋 що задане 

 𝐾𝐻 𝛼 -модулем 𝐹.  

Нехай 𝐺 є скінченною групою і 𝐾 ‒ алгебраїчно замкнене поле характерис-

тика якого не ділить  𝐺 . 

Теорема 2.24 ([41]). Нехай 𝜋 є незвідне проективне зображення групи 𝐺, 

що належить до 𝑐 ∈ 𝐻2(𝐺; 𝐾∗). Нехай 𝑁 є такою абелевою нормальною під-

групою групи 𝐺, що 𝑟𝑒𝑠𝑁𝑐 = 1, де 𝑟𝑒𝑠𝑁𝑐 є обмежуюче зображення з 𝐻2 𝐺; 𝐾∗  

на 𝐻2(𝐻;𝐾∗). Тоді степінь 𝜋 ділить  𝐺: 𝑁 . 

Означення 2.43. Вільною групою на множині 𝑆 =  𝑥𝑖  назвемо групу кожен 

елемент якої може бути представлений у вигляді скінченного добутку 

𝑥1
𝑎1𝑥2

𝑎2 …𝑥𝑛
𝑎𝑛 , де кожен 𝑥𝑖  є елементом 𝑆 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑖+1 для довільного 𝑖 та 𝑎𝑖 , що є 

ненульовим цілим числом. 

 

2.5. Множина класів ізоморфізму  

Нехай 𝑆 є областю цілісності з характеристикою 𝑝, що не є полем 𝐺 ‒ скін-

ченна група і (𝐺, 𝑆, 𝜆) ‒ схрещена групова алгебра групи 𝐺 над 𝑆 з 2-коциклом 

𝜆 ∈ 𝑍2(𝐺, 𝑆∗). Позначимо через Ind𝑚 (𝐺, 𝑆, 𝜆) множину класів ізоморфізму не-

розкладного (𝐺, 𝑆, 𝜆)-модуля 𝑆-рангу 𝑚. Нехай 𝑝 ≥ 2 є просте число. 

П. М. Гудивок [98] і Г. Я. Януш [99, 100] показали, що якщо 𝐾 є нескінченним 

полем характеристики 𝑝 і 𝐺 є нециклічною групою для якої  𝐺/𝐺 ′  ≠ 4, тоді 
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Ind𝑛 𝐺,𝐾, 𝜆  є нескінченною множиною для кожного цілого 𝑛 > 1. Нехай 𝐺 є 

скінченною 𝑝-групою порядку  𝐺 > 2, 𝐾 ‒ комутативне локальне кільце харак-

теристики 𝑝𝑛 , і Rad 𝐾 ≠ 0. П. М. Гудивок і І. Б. Чухрай [101], [102] довели, що 

якщо 𝐾 = 𝐾 Rad 𝐾  є нескінченне поле, або 𝐾 є область цілісності, тоді 

Ind𝑛(𝐾𝐺) є нескінченною для кожного 𝑛 > 1. В [103] у співавторстві з 

І. П. Сігетій ці ж автори отримали схожі результати у випадку, коли 𝐺 є нецик-

лічною 𝑝-групою, 𝑝 ≠ 2 і 𝐾 є нескінченним кільцем характеристики 𝑝, або 𝐾  є 

нескінченним полем. Аналогічна задача досліджувалась в [104] і [105] у випад-

ку схрещених групових алгебр  𝐺, 𝐾, 𝜆 , де 𝐾 є полем характеристики 𝑝 чи ко-

мутативним локальним кільцем характеристики 𝑝.           

 

2.6. Схрещені групові кільця скінченних груп і кілець цілих 

𝒑-адичних чисел з скінченним числом нерозкладних ці-

лочислових зображень  

 Нехай 𝐹 ‒ скінченне розширення поля раціональних 𝑝-адичних чисел ℚ𝑝 , 

𝑇 ‒ поле інерції розширення 𝐹/ℚ𝑝 , 𝐾 ‒ кільце всіх цілих величин, 𝑃 = (𝜋) ‒ 

простий ідеал кільця 𝐾, 𝐾∗ ‒ мультиплікативна група кільця 𝐾, ℤ𝑝  ‒ кільце ці-

лих 𝑝-адичних чисел, 𝐺 ‒ скінченна група; Λ = (𝐺, 𝐾, 𝜆) ‒ схрещене групове   

кільце групи 𝐺 і кільця 𝐾 при системі факторів  𝜆𝑎,𝑏  (𝜆𝑎,𝑏 ∈ 𝐾
∗; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺). Од-

нією з основних задач теорії цілочислових зображень, є задача А про число 

𝑛(Ω) нерозкладних 𝐾-зображень 𝐾-порядків Ω в напівпростих скінченновимір-

них 𝐹-алгебрах. Кільця Ω з скінченним числом 𝑛(Ω), називають кільцями скін-

ченного типу. 

 П. М. Гудивок [7] описав всі кільця (𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆) скінченного типу. 

Ю. А. Дрозд та А. В. Ройтер [66] і Г. Якобінський [67] розв’язали задачу А для 

𝐾-порядків в комутативних алгебрах. Ю. А. Дрозд та В. В. Кириченко [106] і 

К. Роггенкамп [107] досліджували цю задачу для локальних (цілком примарних) 

𝑅-порядків. 
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 Л. Ф. Баранник та П. М. Гудивок [8] задачу А досліджували для кілець 

(𝐺,𝐾, 𝜆). Із [7] випливає, що дослідження достатньо провести для 𝑝-груп.  

 Нехай 𝐻 ‒ абелева 𝑝-група типу (𝑝𝑛1 , … , 𝑝𝑛𝑟 ). Кільце  𝐻,𝐾, 𝜆  володіє тві-

рними елементами 𝑢1 , … , 𝑢𝑟 , що задовольняють умовам 

𝑢𝑖
𝑝𝑛𝑖

= 𝛼𝑖 , 𝑢𝑖𝑢𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑢𝑗𝑢𝑖 , 

де 𝛼𝑖 , 𝜀𝑖𝑗 ∈ 𝐾
∗, 𝛼𝑖 − 1 ∈ 𝑃, 𝜀𝑖𝑗

𝑝
𝑚𝑖𝑗

= 1;𝑚𝑖𝑗 ≤ min 𝑛𝑖 , 𝑛𝑗  (𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑟). Надалі бу-

демо припускати виконання цих умов і позначати кільце  𝐻,𝐾, 𝜆  через 

[𝐻,𝐾, 𝛼1 , … , 𝛼𝑟].  

 Теорема 2.25 ([8]). Нехай 𝐺 ‒ абелева 𝑝-група, Λ = (𝐺,𝐾, 𝜆) ‒ кому-

тативне кільце. Число 𝑛(Λ) скінченне тоді і тільки тоді, коли виконується од-

на з умов: 

1)  𝐺 ‒ циклічна група порядку  𝐺 > 2 (тобто Λ =  𝐺, 𝐾, 𝛼 ) і 

 𝛼 ≢ 1(mod 𝑃3)); 

2) 𝐺 ‒ циклічна група порядку 𝑝2 і 𝐹 = 𝑇; 

3) 𝐺 ‒ циклічна група порядку 4 чи 5,  𝐹: 𝑇 > 1 і 𝛼 ≢ 1(mod 𝑃4); 

4)  𝐺 = 𝑝, 𝑝 > 3 і  𝐹: 𝑇 ≤ 2; 

5)  𝐺 = 3 і  𝐹: 𝑇 ≤ 3; 

6)  𝐺 = 3,  𝐹: 𝑇 > 3 і Λ не є кільцем виду [𝐺, 𝐾, 𝛽], де 𝛽 ≡ 1(mod 𝑃6); 

7)  𝐺 = 2; 

8) 𝐺 ‒ група типу  3,3 , 𝐹 = 𝑇 і Λ неізоморфне кільцю 𝐾𝐺; 

9) 𝐺 ‒ група типу  2𝑛 , 2 (тобто Λ =  𝐺, 𝐾, 𝛼1, 𝛼2 ), 𝑛 > 1 і 

𝛼1 ≢ 1(mod 𝑃2); 

10) 𝐺 ‒ група типу  2,2  і  𝛼1, 𝛼2 ≢  1,1 (mod 𝑃2). 

Теорема 2.26 ([8]).  Нехай 𝐺 ‒ скінченна  𝑝-група  порядку   𝐺 ≠ 9, 

Λ = (𝐺, 𝐾, 𝜆) ‒ некомутативне кільце. Число 𝑛(Λ) скінченне тоді і тільки тоді, 

коли виконується одна з наступних умов: 

1) 𝐺 ‒ група типу  2𝑛 , 2 (тобто Λ =  𝐺, 𝐾, 𝛼1, 𝛼2 ), 𝑛 > 1 і 

𝛼1 ≢ 1(mod 𝑃2); 

2) 𝐺 ‒ група типу  2,2  і  𝛼1, 𝛼2 ≢  1,1 (mod 𝑃2) при  𝐹: 𝑇 > 1; 
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3) 𝐺 ‒ група діедра порядку 2𝑛+1 𝑛 > 1 , 𝐹 = 𝑇 і кільце Λ задається та-

кими співвідношеннями: 

𝑢2𝑛 = −𝛾2𝑛−1, 𝑣2 = 𝛽,  𝑣−1𝑢𝑣 = 𝛾𝑢−1  (𝛽, 𝛾 ∈ 𝐾∗). 

 

2.7. Дикі схрещені групові кільця  

Нехай 𝐺 − скінченна група, ℤ𝑝  – кільце цілих 𝑝-адичних чисел (𝑝 − просте 

непарне число), ℤ𝑝
∗  − мультиплікативна група кільця ℤ𝑝 , Λ =  𝐺, ℤ𝑝 , λ  − схре-

щене групове кільце групи 𝐺 і кільця ℤ𝑝 , при системі факторів  λ𝑎,𝑏  (λ𝑎,𝑏 ∈

ℤ𝑝
∗ ; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺). В [62],[63],[64],[65],[7] розв’язана задача, про число 𝑛(Λ) неекві-

валентних нерозкладних матричних ℤ𝑝-зображень кільця Λ. Питання, коли за-

дача описання нееквівалентних матричних ℤ𝑝-зображень групи 𝐺 є дикою ви-

вчалось П. М. Гудивком в [3].  

Результати отримані П. М. Гудивком [3], [69], [71], Е. Дітеріх [72] та  

Г. Якобінські [67] сформулюємо наступним чином. 

Теорема 2.27 ([3], [69], [71], [72], [67]). Нехай 𝐺 − скінченна 𝑝-група 

(𝑝 > 2), 𝐹𝑝  − скінченне розширення поля 𝑝-адичних чисел ℚ𝑝 , 𝐾𝑝− кільце цілих 

величин поля 𝐹𝑝 , 𝑇𝑝  − поле інерції поля 𝐹𝑝  і 𝐾𝑝𝐺 – групове кільце групи 𝐺 над кі-

льцем 𝐾𝑝 . Кільце 𝐾𝑝𝐺 не являється диким тоді і тільки тоді, коли виконується 

одна з умов: 

1) 𝐺 – циклічна група порядку 𝑝𝑟(𝑟 ≤ 2) і 𝐹𝑝 = 𝑇𝑝 ; 

2) 𝐺 – циклічна група порядку 𝑝 і (𝐹𝑝 : 𝑇𝑝) ≤ 2; 

3) 𝐺 – група порядку 3 і  𝐹3: 𝑇3 < 5. 

Теорема 2.28 ([108]). Нехай 𝐾 – повне дискретно нормоване кільце, 𝑉 – 

максимальний ідеал кільця 𝐾, 𝐹 = 𝐾/𝑉 − досконале поле, 𝑆 − поле лишків кільця 

𝐾 і Λ – 𝐾-порядок в сепарабельній скінченновимірній 𝑆-алгебрі 𝐴. 𝐾-порядок Λ є 

диким, якщо існує нерозкладний проективний Λ-модуль 𝑀, який є вільним 𝐾-

модулем скінченного рангу, причому композиційна довжина 𝐴-модуля 𝑆 ⊗𝐾 𝑀 

більше 4. 
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Теорема 2.29 ([109]). Нехай 𝐺 – скінченна абелева група типу  𝑝, 𝑝  

(𝑝 > 3). Кільце Λ =  𝐺, ℤ𝑝 , λ  є диким.  

Теорема 2.30 ([109]). Нехай 𝐺 – скінченна абелева 3-група і Λ =  𝐺, ℤ3, λ . 

Кільце Λ не є диким тоді і тільки тоді, коли 𝐺 − група типу (3,3) і алгебра 

Λ = ℚ3 ⊗ℤ3
Λ неізоморфна груповій алгебрі ℚ3𝐺. 

Теорема 2.31 ([109]). Нехай 𝑇𝑝  – скінченне нерозгалужене розширення поля 

ℚ𝑝 , 𝑅𝑝  – кільце цілих величин поля 𝑇𝑝 , Λ − ℤ𝑝-порядок в скінченновимірній сепа-

рабельній ℚ𝑝 -алгебрі 𝐴 і Λ′ = 𝑅𝑝 ⊗ℤ𝑝 Λ. Порядок Λ є диким тоді і тільки тоді, 

коли Λ′  − дикий порядок. 

Теорема 2.32 ([109]). Нехай 𝐺 – неабелева група порядку 27. Тоді кільце 

Λ = (𝐺, ℤ3, λ) є диким. 

 

2.8. Висновки до розділу 2 

У другому розділі, наведено допоміжні поняття та основні результати тео-

рії матричних зображень груп та схрещених групових кілець, які потрібні у по-

дальшій роботі.  

У підрозділах 2.1 та 2.3 наводяться основні означення теорії матричних зо-

бражень скінченних груп та теорії схрещених групових кілець відповідно. У 

підрозділі 2.2 ми слідували роботам П. М. Гудивка [3],[37],[69],[70]-[73], 

В. І. Погоріляк [85]-[86], П. М. Гудивка та І. В. Шапочки [84], у підрозділі 2.4 

статті А. О. Моріс [97] та Г. Н. Енжі [41], у підрозділі 2.5 роботам Г. Я. Януш та 

П. М. Гудивка [24], у підрозділах 2.6 та 2.7 Л. Ф. Баранника, П. М. Гудивка [8] та 

П. М. Гудивка [109] відповідно. 

Ключовими поняттями цього розділу є поняття матричного зображення, 

нерозкладного матричного зображення, дикої групи, проективного зображення, 

схрещеного групового кільця.    
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РОЗДІЛ 3 

 

Еквівалентність матриць над комутативними 

 кільцями за модулем ідеалів  

 

Задача про еквівалентність матриць над комутативними кільцями 

пов’язана із задачею про матричні зображення груп над кільцями як ідейно, так 

і формально (в деяких випадках). У цьому розділі, досліджується зв'язок між 

дикістю задачі про опис матриць над областю цілісності з точністю до еквіва-

лентності за модулем ідеалу, і властивостями простих елементів даної області. 

 

3.1. Означення  

Нехай 𝐾 – комутативне кільце і 𝐽 ≠ 𝐾 є його ідеалом. Для матриць 𝑃 і 𝑄 

над 𝐾, позначення 𝑃 ≡ 𝑄 (mod 𝐽)  означає, що 𝑃 − 𝑄 є  матрицею  з  елемен-

тами з 𝐽.  

Означення 3.1. Будемо говорити, що дві матриці 𝐴 та 𝐵 розміру 𝑚 × 𝑛 над 

𝐾 є еквівалентними за модулем 𝐽, якщо для деякої оборотної матриці 𝑌 розміру 

𝑚 ×𝑚 і оборотної матриці 𝑋 розміру 𝑛 × 𝑛  

𝐵 ≡  𝑌−1 𝐴𝑋 (mod 𝐽). 

Аналогічно, будемо говорити, що матриці 𝐴 та 𝐵 розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾 є подіб-

ними за модулем 𝐽, якщо для деякої оборотної матриці 𝑋 розміру 𝑛 × 𝑛  

𝐵 ≡  𝑋−1𝐴𝑋 (mod 𝐽). 
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Якщо 𝐽 = 0, то ми отримаємо класичні означення еквівалентності і подіб-

ності матриць.  

Ці поняття можуть бути легко узагальненими для будь-якого числа мат-

риць і, зокрема, у випадку подібності, для матричних зображень 𝐾-алгебр. 

Означення 3.2. Нехай 𝐼 та 𝐽 є ідеалами кільця 𝐾, причому 𝐼 не дорівнює 𝐾, 

а 𝐽 максимальний, і нехай 𝛴 = 𝐾 𝑥, 𝑦  позначає вільну асоціативну 𝐾-алгебру, 

породжену елементами 𝑥, 𝑦. Матрицю 𝑀 розміру 𝑚 × 𝑛 над 𝛴 назвемо (𝐼, 𝐽)-

досконалою, якщо з еквівалентності матриць 𝑀⊗ 𝑇 і 𝑀⊗ 𝑇′ над 𝐾 за модулем 

𝐼, де 𝑇 і 𝑇′ є матричними зображеннями 𝛴 над 𝐾, випливає, що 𝑇 і 𝑇′ є подібни-

ми за модулем 𝐽. Ми скажемо, що задача про опис матричних зображень над  𝐾 

відносно еквівалентності за модулем 𝐼 є дикою за модулем 𝐽, чи дикою над по-

лем 𝐾/𝐽, якщо існує (𝐼, 𝐽)-досконале зображення над 𝛴. 

Вказана в означенні дикість реально означає, що існує блокова матриця 

𝑇(𝐴, 𝐵) над кільцем 𝐾, кожний блок якої є некомутативним поліномом від ква-

дратних матриць 𝐴 та 𝐵 однакового розміру і така, що з еквівалентності мат-

риць 𝑇(𝐴, 𝐵) і 𝑇(𝐴′ , 𝐵′) за модулем 𝐼 випливає подібність пар матриць (𝐴, 𝐵) і 

(𝐴′ , 𝐵′) за модулем 𝐽.  

Приведемо один приклад, що стосується випадку звичайної екві-

валентності (тобто еквівалентності за модулем нульового ідеалу). 

Нехай 𝐾 ‒ нетерове факторіальне кільце, яке не є кільцем головних ідеалів 

(наприклад, кільце формальних степеневих рядів від двох змінних над довіль-

ним полем). Покажемо, що задача про опис матриць над 𝐾 з точністю до екві-

валентності є дикою.  

Нехай 𝑉1 ‒ неголовний ідеал кільця 𝐾; 𝑢1 , … , 𝑢𝑟  ‒ мінімальна система твір-

них ідеалу 𝑉1 і 𝑢1 = 𝑢𝑑, 𝑢2 = 𝑣𝑑, де 𝑢 і 𝑣 ‒ взаємно прості елементи кільця 𝐾 

(𝑑 ∈ 𝐾). Позначимо через 𝑉 максимальний ідеал кільця 𝐾, що містить елементи 

𝑢 і 𝑣. Очевидно, 𝑉 ≠ 𝐾.  

Покладемо 
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𝑇 𝐴, 𝐵 =  
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

 ,                                     (3.1)  

де 𝐸 ‒ одинична матриця розміру 𝑛 × 𝑛; 𝐴 і 𝐵 ‒ довільні матриці розміру 𝑛 × 𝑛 

над кільцем 𝐾 (𝑛 ‒ довільне натуральне число).  

 Нехай матриці 𝑇 𝐴, 𝐵  і 𝑇 𝐴′ , 𝐵′  еквівалентні над кільцем 𝐾, тобто існу-

ють такі оборотні над кільцем 𝐾 матриці 𝐶 і 𝐷, що   

𝑇 𝐴, 𝐵 𝐶 = 𝐷𝑇 𝐴′ , 𝐵′ .                                         (3.2) 

Запишемо матриці 𝐶 і 𝐷 у вигляді 

𝐶 =  𝐶𝑖𝑗  ,  𝐷 =  𝐷𝑖𝑗  , 

де 𝐶𝑖𝑗  і 𝐷𝑖𝑗  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛 (𝑖, 𝑗 = 1,2,3).  

Тоді із (3.1) і (3.2) дістанемо  

 
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

 = 

=  

𝐷11 𝐷12 𝐷13

𝐷21 𝐷22 𝐷23

𝐷31 𝐷32 𝐷33

  
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴′ 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵′

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

 . 

Звідси маємо 

 

𝑢𝑣𝐶11 + 𝑢2𝐴𝐶21 𝑢𝑣𝐶12 + 𝑢2𝐴𝐶22 𝑢𝑣𝐶13 + 𝑢2𝐴𝐶23

𝑣2𝐶11 + 𝑢𝑣𝐶21 + 𝑢2𝐵𝐶31 𝑣2𝐶12 + 𝑢𝑣𝐶22 + 𝑢2𝐵𝐶32 𝑣2𝐶13 + 𝑢𝑣𝐶23 + 𝑢2𝐵𝐶33

𝑣2𝐶21 + 𝑢𝑣𝐶31 𝑣2𝐶22 + 𝑢𝑣𝐶32 𝑣2𝐶23 + 𝑢𝑣𝐶33

 = 

=  

𝑢𝑣𝐷11 + 𝑣2𝐷12 𝑢2𝐷11𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷12 + 𝑣2𝐷13 𝑢2𝐷12𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐷13

𝑢𝑣𝐷21 + 𝑣2𝐷22 𝑢2𝐷21𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷22 + 𝑣2𝐷23 𝑢2𝐷22𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐷23

𝑢𝑣𝐷31 + 𝑣2𝐷32 𝑢2𝐷31𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷32 + 𝑣2𝐷33 𝑢2𝐷32𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐷33

 . 

Прирівнюючи в останній матричній рівності елементи на місцях (1,1) (під 

місцем (𝑖, 𝑗) матриці ми розуміємо елемент, що знаходиться на перетині 𝑖-го 

рядка та 𝑗-го стовпця), отримаємо 

𝑢𝑣𝐶11 + 𝑢2𝐴𝐶21 = 𝑢𝑣𝐷11 + 𝑣2𝐷12.                                  (3.3) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝑢𝑣𝐶12 + 𝑢2𝐴𝐶22 = 𝑢2𝐷11𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷12 + 𝑣2𝐷13.                      (3.4) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 
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𝑢𝑣𝐶13 + 𝑢2𝐴𝐶23 = 𝑢2𝐷12𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐷13.                                (3.5) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑣2𝐶11 + 𝑢𝑣𝐶21 + 𝑢2𝐵𝐶31 = 𝑢𝑣𝐷21 + 𝑣2𝐷22.                          (3.6) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝑣2𝐶12 + 𝑢𝑣𝐶22 + 𝑢2𝐵𝐶32 = 𝑢2𝐷21𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷22 + 𝑣2𝐷23.                (3.7) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝑣2𝐶13 + 𝑢𝑣𝐶23 + 𝑢2𝐵𝐶33 = 𝑢2𝐷22𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐷23 .                       (3.8) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝑣2𝐶21 + 𝑢𝑣𝐶31 = 𝑢𝑣𝐷31 + 𝑣2𝐷32.                                (3.9) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝑣2𝐶22 + 𝑢𝑣𝐶32 = 𝑢2𝐷31𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐷32 + 𝑣2𝐷33 .                    (3.10) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝑣2𝐶23 + 𝑢𝑣𝐶33 = 𝑢2𝐷32𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐷33.                           (3.11) 

З (3.3) одержимо наступні конгруенції: 

𝐷12 ≡ 0(mod 𝑢𝐾)                                           (3.12) 

і 

𝐶11 ≡ 𝐷11 mod 𝑉 .                                          (3.13) 

З (3.4) одержимо наступні конгруенції: 

𝐷13 ≡ 0(mod 𝑢𝐾)                                           (3.14) 

і 

𝐴𝐶22 ≡ 𝐷11𝐴
′ mod 𝑣𝐾 .                                      (3.15) 

З (3.5) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐷13 ≡ 𝐶13(mod 𝑢𝐾).                                        (3.16) 

З (3.6) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶11 ≡ 𝐷22 mod 𝑢𝐾 .                                          (3.17) 

З (3.7) одержимо наступні конгруенції: 

𝐶12 ≡ 0 mod 𝑢𝐾                                            (3.18) 

і 

𝐶22 ≡ 𝐷22 mod V .                                          (3.19) 
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З (3.8) одержимо наступні конгруенції: 

𝐶13 ≡ 0 mod 𝑢𝐾 ,                                           (3.20) 

𝐶23 ≡ 𝐷23 mod 𝑉                                           (3.21) 

і 

𝐵𝐶33 ≡ 𝐷22𝐵
′ mod 𝑣𝐾 .                                      (3.22) 

З (3.9) одержимо наступні конгруенції: 

𝐶21 ≡ 𝐷32 mod 𝑢𝐾                                           (3.23) 

і 

𝐶31 ≡ 𝐷31 mod 𝑣𝐾 .                                         (3.24) 

З (3.9) одержимо наступні конгруенції: 

𝐶22 ≡ 𝐷33 mod 𝑢𝐾                                           (3.25) 

і 

𝐶32 ≡ 𝐷32 mod 𝑉 .                                          (3.26) 

З (3.11) одержимо наступні конгруенції: 

𝐶23 ≡ 0 mod 𝑢𝐾                                            (3.27) 

і 

𝐶33 ≡ 𝐷33 mod 𝑉 .                                          (3.28) 

З (3.12)-(3.28) маємо 

𝐷12 ≡ 𝐷13 ≡ 𝐷23 ≡ 𝐶12 ≡ 𝐶13 ≡ 𝐶23 mod 𝑉 , 

𝐷𝑖𝑖 ≡ 𝐶𝑖𝑖 mod 𝑉  (𝑖 = 1,2,3), 

𝐴𝐶11 ≡ 𝐶11𝐴
′ mod 𝑉 ,                                      (3.29) 

𝐵𝐶11 ≡ 𝐶11𝐵
′ mod 𝑉 .                                      (3.30) 

Звідси маємо 

𝐶 ≡  

𝐶11 0 0
𝐶21 𝐶11 0
𝐶31 𝐶32 𝐶11

 (mod 𝑉). 

 Отже, матриця 𝐶11 оборотна за модулем ідеалу 𝑉. Звідси, з (3.29) і (3.30) 

маємо, що задача про опис, з точністю до еквівалентності, довільних квадрат-

них матриць над кільцем 𝐾 містить задачу про пару матриць над полем 𝐾/𝑉.    

□ 
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Це твердження приведено в статті [110].  

 

3.2. Випадок областей цілісності 

Через 𝐾 позначатимемо, якщо не сказано інше, область цілісності. Її не-

одиничний елемент 𝑐 називається простим елементом, якщо з 𝑐|𝑎𝑏 для деяких 

𝑎, 𝑏 ∈  𝐾 випливає, що 𝑐|𝑎 або 𝑐|𝑏. Під різними простими елементами кільця 𝐾 

ми розуміємо попарно неасоційовані. Це означає, якщо 𝑎 і 𝑏 неасоційовані еле-

менти кільця 𝐾, то 𝑎 ≠ 𝜃𝑏, де 𝜃 ∈ 𝐾∗ (𝐾∗ ‒ мультиплікативна група кільця 𝐾).    

Через 𝐽 позначатимемо (як і раніше) максимальний ідеал кільця 𝐾. 

Лема 3.1. Нехай 𝑝, 𝑞 є різними простими елементами з 𝐽 і виконується рі-

вність 

𝑝2𝑎 + 𝑞2𝑏 + 𝑝𝑞𝑐 = 0                                            (3.31) 

для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐾. Тоді 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐽. 

Доведення. З (3.31) випливає, що  

𝑞(𝑞𝑏 +  𝑝𝑐) = −𝑝2𝑎 

і  

𝑝(𝑝𝑎 +  𝑞𝑐) = −𝑞2𝑏, 

звідки відповідно 

𝑞|𝑎,  𝑝|𝑏. 

Тоді 

𝑎 = 𝑞𝑎′ ∈  𝐽, 𝑏 = 𝑝𝑏′ ∈  𝐽, 

для деяких 𝑎′, 𝑏′ ∈  𝐾.  

 Таким чином, рівність (3.31) є еквівалентною рівності 

𝑝𝑞(𝑝𝑎′ + 𝑞𝑏′ + 𝑐) = 0. 

Звідси 
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𝑝𝑎′ + 𝑞𝑏′ + 𝑐 = 0 

і, як наслідок, 𝑐 ∈  𝐽. 

□ 

Теорема 3.2. Нехай 𝐾 є областю цілісності і 𝐽 містить два різні прості 

елементи. Тоді задача про опис матриць над 𝐾 відносно еквівалентності над  

𝐾 є дикою за модулем 𝐽. 

Доведення. Природно можна визначити матричні зображення 𝑇 для 

𝛴 =  𝐾 𝑥, 𝑦  над 𝐾 з впорядкованою парою матриць 𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦); якщо ці мат-

риці мають розміри 𝑛 ×  𝑛, то будемо говорити, що 𝑇 має 𝐾-розмірність 𝑛. То-

ді, для матриці 𝑀 над 𝐾 𝑥, 𝑦  (дивись вище означення дикості), матриця 𝑀⊗ 𝑇 

з 𝑇, що має 𝐾-розмірність 𝑚, отримується з матриці 𝑀 за допомогою заміни 𝑥 

та 𝑦 на матриці 𝑇(𝑥)  і 𝑇(𝑦) відповідно, і 𝑎 ∈ 𝐾 на діагональну матрицю 𝑎𝐸𝑛 , де 

𝐸𝑛  є одиничною матрицею розміру 𝑛 ×  𝑛. 

Розглянемо наступну матрицю 𝑀 (розміру 1 ×  1) над 𝛴: 

𝑀 =  𝑝2𝑥 +  𝑞2𝑦 +  𝑝𝑞. 

Ми доводимо, що матриця 𝑀 є (0, 𝐽)-досконалою. 

Нехай 𝑇 = (𝐴,𝐵) і 𝑇 ′ = (𝐴′, 𝐵′) є матричними зображеннями 𝛴 над 𝐾, що 

мають 𝐾-розмірність 𝑛. Тоді 

𝑀⊗ 𝑇 =  𝑝2𝐴 + 𝑞2𝐵 + 𝑝𝑞𝐸𝑛 , 

𝑀 ⊗ 𝑇′ = 𝑝2𝐴’ + 𝑞2𝐵’ + 𝑝𝑞𝐸𝑛 . 

Припустимо, що матриці 𝑀⊗ 𝑇 і 𝑀⊗ 𝑇′ (над 𝐾) є еквівалентними, тобто 

існують оборотні матриці 𝑋 та 𝑌 розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾 такі, що 

(𝑀 ⊗ 𝑇)𝑋 =  𝑌(𝑀 ⊗ 𝑇′). 
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Таким чином маємо рівність 

(𝑝2𝐴 + 𝑞2𝐵 + 𝑝𝑞𝐸𝑛)𝑋 = 𝑌(𝑝2𝐴′ + 𝑞2𝐵′ + 𝑝𝑞𝐸𝑛), 

що еквівалентна рівності 

𝑝2(𝐴𝑋 − 𝑌 𝐴′) + 𝑞2(𝐵𝑋 − 𝑌𝐵′) + 𝑝𝑞(𝑋 − 𝑌 ) = 0. 

Застосовуючи лему 3.1 до всіх рівностей останньої матричної рівності, ми 

отримаємо, що 

𝐴𝑋 −  𝑌𝐴′ ≡ 0(mod 𝐽), 

𝐵𝑋 −  𝑌𝐵′ ≡ 0(mod 𝐽), 

𝑋 −  𝑌 ≡ 0(mod 𝐽), 

звідки 

𝐴𝑋 ≡ 𝑋𝐴′(mod 𝐽) 

та 

𝐵𝑋 ≡ 𝑋𝐵′(mod 𝐽), 

що і необхідно було довести. 

□ 

Лема 3.3. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 такі, що 

𝑡1
2𝑎 + 𝑡2

2𝑏 + 𝑡1𝑡2𝑐 ≡ 0 mod 𝑡1𝑡2𝑡𝐾 .                              (3.32) 

Тоді 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐽. 

Доведення. Конгруенція (3.32) означає, що існує елемент 𝑢 ∈ 𝐾 такий, що 

𝑡1
2𝑎 +  𝑡2

2𝑏 + 𝑡1𝑡2𝑐 = 𝑡1𝑡2𝑡𝑢.                                    (3.33) 

З (3.33) маємо 

𝑡2 𝑡2𝑏 + 𝑡1𝑐 − 𝑡1𝑡𝑢 = −𝑡1
2𝑎,                                         (3.34) 
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звідки 

𝑡2|𝑎 

і тому 𝑎 ∈ 𝐽. Нехай 𝑎 = 𝑡2𝑎′. Далі з (3.34) (після скорочення на 𝑡2 і елемен-

тарних перетворень) отримаємо, що  

𝑡1(𝑐 + 𝑡1𝑎′ − 𝑡𝑢) = −𝑡2𝑏, 

звідки 

𝑡1|𝑏 

і 

 𝑡2|(𝑐 + 𝑡1𝑎′ − 𝑡𝑢), 

звідки 𝑏, 𝑐 ∈  𝐽. 

□ 

Теорема 3.4. Нехай 𝐾 є областю цілісності, 𝑡1 , 𝑡2 ∈ 𝐽 є різними простими 

елементами і 𝑡 ∈ 𝐽 ненульовий елемент. Тоді задача про опис матриць над 𝐾 

відносно еквівалентності за модулем 𝑡1𝑡2𝑡𝐾 є дикою за модулем 𝐽. 

Доведення. Розглянемо наступну матрицю 𝑀 (розміру 1 × 1) над 𝛴: 

𝑀 = 𝑡1
2𝑥 + 𝑡2

2𝑦 + 𝑡1𝑡2 . 

Ми доведемо, що матриця 𝑀 є (𝑡1𝑡2𝑡𝐾, 𝐽)-досконалою. 

Нехай 𝑇 = (𝐴,𝐵) і 𝑇′ = (𝐴′, 𝐵′) є матричними зображеннями 𝛴 над 𝐾, що 

мають 𝐾-розмірність 𝑛. Тоді 

𝑀⊗ 𝑇 =  𝑡1
2𝐴 + 𝑡2

2𝐵 + 𝑡1𝑡2𝐸𝑛 , 

𝑀 ⊗ 𝑇′ = 𝑡1
2𝐴′ + 𝑡2

2𝐵′ + 𝑡1𝑡2𝐸𝑛 . 
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Припустимо, що матриці 𝑀⊗ 𝑇 і 𝑀⊗ 𝑇′ (над 𝐾) є еквівалентними за мо-

дулем 𝑡1𝑡2𝑡𝐾, тобто існують оборотні матриці 𝑋 та 𝑌 розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾 такі, 

що  

(𝑀 ⊗ 𝑇)𝑋 ≡ 𝑌 (𝑀 ⊗ 𝑇′)(mod 𝑡1𝑡2𝑡𝐾). 

Таким чином отримаємо конгруенцію  

(𝑡1
2𝐴 +  𝑡2

2𝐵 + 𝑡1𝑡2𝐸𝑛)𝑋 ≡ 𝑌(𝑡1
2𝐴′ + 𝑡2

2𝐵′ + 𝑡1𝑡2𝐸𝑛)(mod 𝑡1𝑡2𝑡𝐾), 

чи еквівалентну їй 

𝑡1
2(𝐴𝑋 − 𝑌𝐴′) + 𝑡2

2(𝐵𝑋 − 𝑌𝐵′) + 𝑡1𝑡2(𝑋 − 𝑌 ) ≡ 0(mod 𝑡1𝑡2𝑡𝐾). 

Застосовуючи лему 3.3 до всіх по елементних конгруенцій останньої мат-

ричної конгруенції, ми отримаємо (як у доведенні теореми 3.2), що   

𝐴𝑋 ≡  𝑋𝐴′(mod 𝐽) 

і  

𝐵𝑋 ≡  𝑋𝐵′(mod 𝐽), 

що і потрібно було довести. 

□ 

Лема 3.5. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 такі, що 

𝑡1
2𝑎 + 𝑡2

2𝑏 +  𝑡1𝑡2𝑐 ≡ 0(mod 𝑡1
2𝑡𝐾).                               (3.35) 

Тоді 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐽. 

Доведення. Конгруенція (3.35) означає, що існує 𝑢 ∈ 𝐾 таке, що 

𝑡1
2𝑎 +  𝑡2

2𝑏 +  𝑡1𝑡2𝑐 = 𝑡1
2𝑡𝑢.                                         (3.36) 

З (3.36) отримаємо 

𝑡1 𝑡1𝑎 + 𝑡2𝑐 −  𝑡1𝑡𝑢 = −𝑡2
2𝑏,                                       (3.37) 

звідки 

𝑡1|𝑏 
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і таким чином 𝑏 ∈ 𝐽. Нехай 𝑏 = 𝑡1𝑏′. Тоді з (3.37) отримаємо (після скорочення 

на 𝑡1 і елементарних перетворень), що 

𝑡1(𝑎 − 𝑡𝑢) = −𝑡2(𝑐 +  𝑡2𝑏′), 

звідки 

𝑡2|(𝑎 –  𝑡𝑢) 

і 

𝑡1|(𝑐 +  𝑡2𝑏′), 

звідки 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐽. 

□ 

Теорема 3.6. Нехай 𝐾 є областю цілісності, 𝑡1 ∈ 𝐽 є простим елементом і 

𝑡 ∈ 𝐽 ненульовий елемент. Якщо 𝐽 містить простий елемент 𝑡2 відмінний від 𝑡1, 

тоді задача про опис матриць над 𝐾 відносно еквівалентності за модулем  

𝑡1
2𝑡𝐾 є дикою за модулем 𝐽.  

Доведення. Введемо в розгляд (𝑡1
2𝑡𝐾, 𝐽)-досконалу матрицю 𝑀 над 𝛴 ана-

логічну за формою матриці в доведенні теореми 3.4 з простим елементом 𝑡2 від-

мінним від 𝑡1 (він існує за умовою теореми). Тоді доведення теореми 3.6 анало-

гічне доведенню теореми 3.4, тільки потрібно використати лему 3.5 замість ле-

ми 3.3.  

□  

З теорем 3.4 і 3.6 випливає наступний наслідок. 

 Наслідок 3.7. Нехай 𝐾 є областю цілісності, і 𝑡1 , 𝑡2 , 𝑡3 ∈ 𝐽 є простими еле-

ментами, що не є рівними. Тоді, задача про опис матриць над 𝐾 відносно екві-

валентності за модулем 𝑡1𝑡2𝑡3𝐾 є дикою за модулем 𝐽.  
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3.3. Випадок нетерових кілець  

Деталізуємо отримані в попередньому підрозділі результати на випадок, 

коли кільце 𝐾 є нетеровим.  

У випадку, який розглядався в попередньому підрозділі, область 𝐾 могла і 

не мати максимальних ідеалів. До таких кілець доведені теореми не можуть бу-

ти застосовані. Якщо ж область 𝐾 є нетеровою, то вона має хоча б один макси-

мальний ідеал. У цьому випадку будемо говорити, що задача про опис матриць 

над 𝐾 з точністю до еквівалентності за модулем ідеалу 𝐼 є дикою над 𝐾, або 

просто дикою, якщо вона є дикою за модулем деякого максимального ідеалу. 

Тоді з теорем 3.2, 3.4, 3.6 і наслідку 3.7 маємо відповідно наступні твердження.        

Теорема 3.8. Нехай 𝐾 є нетеровою областю і 𝑝, 𝑞 є такі його різні прості 

елементи, що 

𝑝𝐾 + 𝑞𝐾 ≠  𝐾. 

Тоді задача про опис відносно еквівалентності матриць є дикою над 𝐾. 

Теорема 3.9. Нехай 𝐾 є нетеровою областю і 𝑡1, 𝑡2 , 𝑡 є його ненульові еле-

менти такі, що 

𝑡1𝐾 + 𝑡2𝐾 + 𝑡𝐾 ≠ 𝐾. 

Якщо 𝑡1 і 𝑡2 є різні прості елементи, тоді матрична задача про опис над 𝐾 від-

носно еквівалентності за модулем 𝑡1𝑡2𝑡𝐾 є дикою. 

Теорема 3.10. Нехай 𝐾 є нетеровою областю і 𝑡1, 𝑡2 , 𝑡 є його такими нену-

льовими елементами, що 

𝑡1𝐾 + 𝑡2𝐾 + 𝑡𝐾 ≠ 𝐾. 

Якщо 𝑡1 і 𝑡2 є різними простими елементами, тоді матрична задача про опис 

над 𝐾 відносно еквівалентності за модулем 𝑡1
2𝑡𝐾 є дикою. 

Наслідок 3.11. Нехай 𝐾 є нетеровою областю, 𝑡1 , 𝑡2 , 𝑡3 є такими її прос-

тими елементами, які не всі рівні і 

𝑡1𝐾 + 𝑡2𝐾 + 𝑡3𝐾 ≠ 𝐾. 

Тоді матрична задача про опис над 𝐾 відносно еквівалентності за модулем 

𝑡1𝑡2𝑡3𝐾 є дикою. 
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 3.4. Висновки до розділу 3 

 У розділі досліджено, зв'язок між дикістю матричної задачі, про опис мат-

риць над областями цілісності з точністю до еквівалентності за модулем ідеалу 

і властивостями множини простих елементів даної області. 

 

 Доведено 

1) дикість за модулем максимального ідеалу задачі про опис, з точністю до 

еквівалентності за модулем ідеалу, матриць над областю цілісності у ви-

падку наявності простих елементів з вказаними властивостями; 

2) дикість задачі про опис, з точністю до еквівалентності за модулем ідеалу, 

матриць над нетеровою областю цілісності у випадку наявності простих 

елементів з вказаними властивостями. 

Основні результати цього розділу опубліковано в роботах [9] і [10]. 
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РОЗДІЛ 4 

 

 
 

Матричні зображення скінченних груп 

 над локальними факторіальними кільцями 

 

 

4.1. Постановка задачі 

Як і у випадку матричних зображень скінченних груп над полем, будова 

матричних зображень груп над кільцями також залежить від характеристики кі-

льця. Але, у випадку полів, можуть бути лише дві можливості: характеристика 

поля взаємно проста, чи не взаємно проста з порядком групи. Для кілець таких 

можливостей досить багато. Це і різні конкретні кільця, це і абстрактні класи 

кілець з тими чи іншими конкретними властивостями, і в кожному з цих випад-

ків важливим фактором є характеристика самих кілець, і характеристики їх фа-

ктор-кілець. 

Якщо говорити про матричні зображення над локальними кільцями (а саме 

такі зображення розглядаються в цьому розділі), то найважливішими випадка-

ми є такі: 

1) 𝐺 ‒ 𝑝-група, а 𝐾 ‒ кільце характеристики 0, 𝐾/Rad 𝐾 ‒ кільце харак-

теристики 0 (не модулярний випадок); 

2)  𝐺 ‒ 𝑝-група, а 𝐾 ‒ кільце характеристики 𝑝𝑠( 𝑠 > 0)  (модулярний ви-

падок); 

3)  𝐺 ‒ 𝑝-група, а 𝐾 ‒ кільце характеристики 0, 𝐾/Rad 𝐾 ‒ кільце харак-

теристики 𝑝𝑠( 𝑠 > 0)  (модулярний випадок). 
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Зауважимо, що чим меншим є порядок групи чи число 𝑠, тим складніше, 

при однакових обмеженнях на кільце, довести дикість відповідної задачі (якщо 

вона є такою). 

Випадки 1) та 2) вивчені достатньо добре.  

Якщо говорити про випадок 3), то найскладнішою і найменше вивченою 

задачею є така, для якої група 𝐺 має порядок 2 і 𝑠 = 1. Відповідні задачі для 

інших груп вивчені достатньо добре.  

Приведемо деякі результати для 𝑝 = 2 (а саме цей випадок вивчається в 

цьому розділі дисертації). 

Теорема 4.1 [39]. Нехай 𝐺 ‒ скінченна нециклічна 2-група, 𝐾 ‒ нетерова 

локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків характеристи-

ки 2 і 𝑊 ‒ максимальний ідеал кільця 𝐾. Група 𝐺 не є дикою над кільцем 𝐾 тоді 

і тільки тоді, коли 𝐺 ‒ група порядку 4 і 𝑊 = 2𝐾.  

Теорема 4.2 [39]. Нехай 𝐺 ‒ циклічна 2-група порядку  𝐺 > 4, 𝐾 ‒ нетеро-

ва локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків характери-

стики 2 і 𝑊 ‒ максимальний ідеал кільця 𝐾. Група 𝐺 не є дикою над кільцем 𝐾 

тоді і тільки тоді, коли  𝐺 = 8 і 𝑊 = 2𝐾.  

Теорема 4.3 [111]. Нехай 𝐻 =  𝑎  ‒ циклічна група порядку 4 і 𝐾 ‒ нетеро-

ва локальна область цілісності характеристики нуль з полем лишків характери-

стики 2 і 𝐾 не є дискретно нормованим кільцем. Тоді група 𝐻 є дикою над кіль-

цем 𝐾, якщо виконується одна з умов: 

1) 2 ‒ не є простим елементом кільця 𝐾; 

2) фактор-кільце 𝐾/2𝐾 не є кільцем головних ідеалів. 

У цьому розділі розглядаються матричні зображення циклічної групи по-

рядку 2 над кільцем 𝐾 характеристики 0, таким, що 𝐾/Rad 𝐾 ‒ кільце характе-

ристики 2. Приводяться також деякі наслідки із отриманих результатів для 

будь-яких 2-груп.  
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4.2. Випадок, коли 2 ‒ добуток двох різних простих елементів 

Розглянемо задачу про матричні зображення циклічної групи порядку 2 

над кільцем 𝐾 у випадку, коли елемент 2 кільця 𝐾 є добутком двох простих 

елементів.  

Спочатку доведемо деякі леми.  

 Лема 4.4. Нехай 𝐾 ‒ нетерове локальне факторiальне кiльце харак-

теристики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 = 𝑡1𝑡2, де 𝑡1, 𝑡2 ‒ рiзнi 

простi елементи кiльця 𝐾, 𝑡1 ≠ 𝜃𝑡2 𝜃 ∈ 𝐾
∗ ,  де 𝐾∗ ‒ мультиплікативна група 

кільця 𝐾. Нехай 𝐾/𝑡1𝐾 не є областю головних iдеалiв. Тодi iснують такi елеме-

нти 𝑢 , 𝑣  iз кiльця 𝐾 1 = 𝐾/𝑡1𝐾, що 𝑉  =   𝑢 , 𝑣   не буде головним iдеалом кiльця 

𝐾 1. Нехай 𝑢 = 𝑢 + 𝑡1𝐾, 𝑣 = 𝑣 + 𝑡1𝐾, (𝑢, 𝑣 ∈  𝐾). Тодi  𝑢, 𝑡1 = 1,    𝑣, 𝑡1 = 1.  

 Доведення. Розглянемо 𝑢 = 𝑢1𝑑, 𝑣 = 𝑣1𝑑, де  𝑢1 , 𝑣1 = 1  𝑢1 , 𝑣1 , 𝑑 ∈  𝐾 . 

Очевидно, iдеал 𝑉1 =  𝑢1, 𝑣1  не є головним в 𝐾, бо якщо 

𝑉1 = 𝐾𝑡    𝑡 ∈ 𝐾∗ , 

 то 

𝑢1 = 𝛼1𝑡,   𝑣1 = 𝛽1𝑡  𝛼1 , 𝛽1 ∈ 𝐾 , 

тобто 𝑢1 i 𝑣1 не є взаємно простими. 

 Покажемо, що ідеал 𝑉1 не співпадає з усім кільцем. 

 Нехай 𝑉1 = 𝐾, 1= 𝛼1𝑢1 + 𝛽1𝑣1   𝛼1, 𝛽1 ∈ 𝐾 . 

 Тоді 𝑑 = 𝛼1𝑑𝑢1 + 𝛽1𝑑𝑣1 = 𝛼1𝑢 + 𝛽1𝑣 ∈  𝑉 = 𝐾𝑢 + 𝐾𝑣, звiдки 𝑉 =  𝐾𝑑. 

Позначимо  

𝑢 = 𝜆1𝑑, 𝑣 = 𝜆2𝑑   𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐾 .  

Тодi маємо  

𝑢  = 𝜆1𝑑 + 𝑡1𝐾,   𝑣 = 𝜆2𝑑 + 𝑡1𝐾, 
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тобто 

𝑢 = (𝜆1 + 𝑡1𝐾)(𝑑 + 𝑡1𝐾), 

𝑣 = (𝜆2 + 𝑡1𝐾)(𝑑 + 𝑡1𝐾), 

де 𝑑 = 𝑑 + 𝑡1𝐾 ∈ 𝑉 . 

 Значить, 𝑉  ‒ головний iдеал. Отримали протирiччя. 

 Отже, 𝑉1 ≠ 𝐾 i 𝑉1 ≠ 𝐾𝑡, тобто 𝑉1 не є головним iдеалом. 

 Значить (𝑢, 𝑡1) = 1, (𝑣, 𝑡1) = 1. 

□ 

 Лема 4.5. Нехай 𝐾 ‒ локальне кiльце, 𝑡1 ‒ простий елемент кiльця 𝐾. Тодi 

𝐾/𝑡1𝐾 ‒ локальне кiльце. 

 Доведення. Розглянемо 𝑣 = 𝑣 + 𝑡1𝐾(𝑣 ∈ 𝐾). Нехай 𝑣  не є оборотним еле-

ментом i 1 − 𝑣   (1 = 1 + 𝑡1𝐾) не є оборотним елементом 𝐾 1. 

 Тодi 

1 − 𝑣 + 𝑡1𝐾 = 𝑤 ∉ (𝐾/𝑡1𝐾)∗,  

і 

𝑣 + 𝑡1𝑥 ∈ 𝐾, 

 де (𝐾/𝑡1𝐾) ∗ ‒ мультиплікативна група фактор-кiльця 𝐾/𝑡1𝐾, 𝑥 ∈ 𝐾.  

 Якщо 𝑣 ∈  𝐾∗, то 𝑣 + 𝑡1𝑥 ∈ 𝐾
∗. Отже, 𝑣 ∈ (𝐾/𝑡1𝐾)∗. 

 Нехай 

𝑣 ∈  Rad 𝐾, то 1 − 𝑣 ∈ 𝐾∗. 

Тодi 

1 − 𝑣 + 𝑡1𝐾 ∈ (𝐾/𝑡1𝐾)∗. 
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 Отримали протиріччя. Отже, 𝐾/𝑡1𝐾 ‒ локальне кiльце. 

□ 

 Твердження 4.6. Нехай 𝐻 =  𝑎| 𝑎2 = 𝑒 , 𝐾 ‒ нетерове локальне фак-

торiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 

2, 2 = 𝑡1𝑡2, де 𝑡1,𝑡2 ‒ рiзнi простi елементи кiльця 𝐾, (𝑡1 ≠ 𝜃𝑡2 , 𝜃 ∈ 𝐾∗) i 

𝐾/𝑡1𝐾 не є областю головних iдеалiв. Тодi задача про опис матричних зобра-

жень групи 𝐻 над кiльцем 𝐾 є дикою. 

 Доведення. Нехай 𝐾/𝑡1𝐾 не є областю головних iдеалiв. Тодi iснують такi 

елементи 𝑢 , 𝑣  iз 𝐾 1 = 𝐾/𝑡1𝐾 (за лемою 4.5 𝐾 1 є локальним кільцем), що 𝑉  =

  𝑢 , 𝑣   не буде головним iдеалом кiльця 𝐾 1. За лемою 4.4 можна пiдiбрати такий 

iдеал 𝑉 =  𝑡2, 𝑣   кiльця 𝐾, щo (𝑡2 , 𝑣 ) = 1, тобто вважати, що 𝑢 = 𝑡2 (бо якби це 

було не так, то це означало би, що будь-який елемент із радикалу кільця 𝐾 на-

лежить ідеалу, породженому елементами 𝑡1 і 𝑡2, а тоді 𝐾 1 було би кільцем голо-

вних ідеалів).  

 Розглянемо наступне відображення: 

Γ 𝐴, 𝐵 : 𝑎 →  
−𝐸 D A, B 
0 𝐸

 =  Γ𝑎 A, B , 

з матрицею  

𝐷 𝐴,𝐵 =  

𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐴 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸

 , 

де 𝐴,𝐵 ‒ довiльнi матрицi розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾, 𝐸 ‒ одинична матриця розміру 

𝑛 × 𝑛. 

 Очевидно, 

Γ𝑎
2 𝐴, 𝐵 =  

𝐸 0
0 𝐸

 . 
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Отже, Γ 𝐴, 𝐵  є 𝐾-зображенням групи 𝐻. 

 Нехай зображення Γ(𝐴, 𝐵) i Γ(𝐴′, 𝐵′) є 𝐾-еквiвалентнi, тобто iснує така ма-

триця 𝐶 ∈  𝐺𝐿(6𝑛, 𝐾 ), що 

Γ𝑎 𝐴, 𝐵 𝐶 = 𝐶Γ𝑎 𝐴′, 𝐵′ ,      (4.1) 

де 𝐶 =   𝐶𝑖𝑗  , 𝐶𝑖𝑗  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾  1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤  6 .  

 Запишемо (4.1) у виглядi 

 
−𝐸 D A, B 
0 𝐸

  
𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
 =  

𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
  
−𝐸 D(𝐴′ , 𝐵′)
0 𝐸

 , 

де 

𝐶1 =  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

 , 

𝐶2 =  

𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶34 𝐶35 𝐶36

 , 

𝐶4 =  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 . 

Звiдси отримаємо, що 

 
−𝐸𝐶1 −𝐸𝐶2 + 𝐷 A, B 𝐶4

0 𝐸𝐶4
 =  

𝐶1(−𝐸) 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 𝐶2𝐸

0 𝐶4𝐸
 . 

Прирівнюючи в останній матричній рівності елементи на місцях (1,2) (під міс-

цем (𝑖, 𝑗) матриці ми розуміємо елемент, що знаходиться на перетині 𝑖-го рядка 

та 𝑗-го стовпця), отримаємо, що 

−𝐸𝐶2 + 𝐷 A, B 𝐶4 = 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 𝐶2𝐸, 

звідки 
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𝐷(𝐴, 𝐵)𝐶4 = 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 2𝐶2. 

Зважаючи на останню матричну рівність, одержимо 

 

𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐴 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸

  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 = 

=  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

  

𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐴′ 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸 𝑡2
2𝐵′

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡2𝐸

 + 2𝐶2.  

Звідси маємо  

 

𝑣𝑡2𝐶44 + 𝑡2
2𝐴𝐶54 𝑣𝑡2𝐶45 + 𝑡2

2𝐴𝐶55 𝑣𝑡2𝐶46 + 𝑡2
2𝐴𝐶56

𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡2𝐶54 + 𝑡2
2𝐵𝐶64 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡2𝐶55 + 𝑡2

2𝐵𝐶65 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡2𝐶56 + 𝑡2
2𝐵𝐶66

𝑣2𝐶54 + 𝑣𝑡2𝐶64 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡2𝐶65 𝑣2𝐶56 + 𝑣𝑡2𝐶66

 = 

=  

𝑣𝑡2𝐶11 + 𝑣2𝐶12 𝑡2
2𝐶11𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶12 + 𝑣2𝐶13 𝑡2
2𝐶12𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶13

𝑣𝑡2𝐶21 + 𝑣2𝐶22 𝑡2
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶22 + 𝑣2𝐶23 𝑡2
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶23

𝑣𝑡2𝐶31 + 𝑣2𝐶32 𝑡2
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶32 + 𝑣2𝐶33 𝑡2
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶33

 + 2𝐶2. 

 В отриманій матричній рівності будемо прирівнювати елементи в лівій та 

правій частинах на відповідних місцях. Для цього введемо наступні поз-

начення:  

𝐷1 = 𝐶34 ,            𝐷2 = −𝐶24 ,  

𝐷3 = −𝐶14 , 𝐷4 = −𝐶35 , 

𝐷5 = −𝐶25 , 𝐷6 = −𝐶15 ,  

𝐷7 = −𝐶36 ,  𝐷8 = −𝐶26 ,  𝐷9 = −𝐶16 . 

 Отже, прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝑣𝑡2𝐶31 + 𝑣2𝐶32 + 2𝐷1 = 𝑣2𝐶54 + 𝑣𝑡2𝐶64.                        (4.2) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 
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𝑣𝑡2𝐶21 + 𝑣2𝐶22 = 𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡2𝐶54 + 𝑡2
2𝐵𝐶64 + 2𝐷2.                 (4.3) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑣𝑡2𝐶11 + 𝑣2𝐶12 = 𝑣𝑡2𝐶44 + 𝑡2
2𝐴𝐶54 + 2𝐷3.                       (4.4) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝑡2
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶32 + 𝑣2𝐶33 = 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡2𝐶65 + 2𝐷4.              (4.5) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝑡2
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶22 + 𝑣2𝐶23 = 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡2𝐶55 + 𝑡2
2𝐵𝐶65 + 2𝐷5.     (4.6) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝑡2
2𝐶11𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶12 + 𝑣2𝐶13 = 𝑣𝑡2𝐶45 + 𝑡2
2𝐴𝐶55 + 2𝐷6.              (4.7) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝑡2
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶33 = 𝑣2𝐶56 + 𝑣𝑡2𝐶66 + 2𝐷7.                      (4.8) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝑡2
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶23 = 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡2𝐶56 + 𝑡2
2𝐵𝐶66 + 2𝐷8.              (4.9) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝑡2
2𝐶12𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶13 = 𝑣𝑡2𝐶46 + 𝑡2
2𝐴𝐶56 + 2𝐷9.                   (4.10) 

Iз (4.3) маємо 

𝑣𝑡2𝐶21 + 𝑣2𝐶22 = 𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡2𝐶54 + 𝑡2
2𝐵𝐶64 + 𝑡1𝑡2𝐷2 , 

або (в еквівалентній формі) 

 𝑣𝑡2 𝐶21 − 𝐶54 + 𝑣2 𝐶22 − 𝐶44 = 𝑡2
2𝐵𝐶64 + 𝑡1𝑡2𝐷2.   (4.11) 

Оскільки всі доданки обох частин рівності (4.11) діляться на 𝑡2, окрім другого 

доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡2, маємо, що   



71 
 

 

𝐶22 ≡ 𝐶44(mod Rad 𝐾 ).     (4.12) 

Iз (4.4) отримаємо, що 

𝑣𝑡2𝐶11 + 𝑣2𝐶12 = 𝑣𝑡2𝐶44 + 𝑡2
2𝐴𝐶54 + 𝑡1𝑡2𝐷3 . 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡2, окрім дру-

гого доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡2, маємо, що 

𝐶12 ділиться на 𝑡2, тобто 𝐶12 = 𝑡2𝐶12
′ , звідки, по-перше,     

𝐶12 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ),                                         (4.13) 

і, по-друге (після підстановки 𝐶12 = 𝑡2𝐶12
′  та скорочення на 𝑡2),    

𝑣(𝐶11 + 𝑣𝐶12
′  − 𝐶44) =  𝑡2𝐴𝐶54 + 𝑡1𝐷3.    (4.14) 

 Нехай 

𝐶11 + 𝑣𝐶12
′  − 𝐶44 ≢ 0(mod Rad 𝐾 ). 

Зважаючи на (4.14) маємо 

𝑣 𝜃 = 𝑡 2𝑥 1 𝑥 1 ∈ 𝐾 1 . 

Оскiльки 𝜃 ∈ 𝐾∗, то 𝜃 ∈ (𝐾/𝑡1𝐾)∗.  

 Значить,  

𝑣 = 𝜃 −1𝑡 2𝑥 1 = 𝑡 2𝑥 2 = 𝑢 𝑥 2 . 

Отримали протирiччя, бо 𝑉  =   𝑢 , 𝑣   не є головним iдеалом. 

 Отже, 

𝐶11 +  𝑣𝐶12
′ − 𝐶44 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ). 

Звідси  

𝐶11 − 𝐶44 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ).    (4.15) 

Iз (4.5) маємо, що 
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𝑡2
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶32 + 𝑣2𝐶33 = 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡2𝐶65 + 𝑡1𝑡2𝐷4 , 

звiдки  

𝑡2
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶32 + 𝑣2(𝐶33 − 𝐶55) = 𝑣𝑡2𝐶65 + 𝑡1𝑡2𝐷4. 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡2, окрім тре-

тього доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡2, маємо, що 

𝐶33 − 𝐶55 ділиться на 𝑡2, тобто 

𝐶33 − 𝐶55 ≡ 0 mod Rad 𝐾  , 

звідки 

𝐶33 ≡ 𝐶55 mod Rad 𝐾  .                                      (4.16) 

 Iз (4.6) маємо: 

𝑡2
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡2𝐶22 + 𝑣2𝐶23 = 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡2𝐶55 + 𝑡2
2𝐵𝐶65 + 𝑡1𝑡2𝐷5 ,  

звiдки дiстанемо, що 

𝑡2
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡2 𝐶22 − 𝐶55 = 𝑣2 𝐶45 − 𝐶23 + 𝑡2
2𝐵𝐶65 + 𝑡1𝑡2𝐷5, 

𝑡2𝐶21𝐴
′ + 𝑣 𝐶22 − 𝐶55 − 𝑣𝑥 = 𝑡2𝐵𝐶65 + 𝑡1𝐷5, 

𝑣(𝐶22 − 𝐶55 − 𝑣𝑥) = 𝑡2𝑥 + 𝑡1𝐷5 . 

 Аналогiчними мiркуваннями, як у випадку з (4.14) одержуємо, що 

𝐶22 ≡ 𝐶55 mod Rad 𝐾 .     (4.17) 

Iз (4.7) дiстанемо, що 

𝑡2
2𝐶11𝐴

′ + 𝑣𝑡2 𝐶12 − 𝐶45 + 𝑣2𝐶13 = 𝑡2
2𝐴𝐶55 + 𝑡1𝑡2𝐷6. 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡2, окрім тре-

тього доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡2 маємо, що 

𝐶13 ділиться на 𝑡2, тобто 𝐶13 = 𝑡2𝐶13
′ , звідки, по-перше,   
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𝐶13 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ),                                         (4.18) 

і, по-друге (після підстановки 𝐶13 = 𝑡2𝐶13
′  та скорочення на 𝑡2), 

𝑡2 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 − 𝑣(𝐶12 − 𝐶45 + 𝑣𝐶13

′ ) = 𝑡1𝐷6, 

𝑡2 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 = 𝑣𝑥 + 𝑡1𝐷6, 

де 

𝑥 = 𝐶12 − 𝐶45 + 𝑣𝐶13
′ . 

 Нехай 

𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 ≢ 0(mod Rad 𝐾 ). 

Тодi маємо, що 

𝑡 2𝜃 = 𝑣 𝑥 , 

де 

𝜃 = 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55, 

звiдки отримаємо, що 

𝑡 2 = 𝑣 𝑦     𝑦 = 𝑥 𝜃 −1 , 

а це приводить до протирiччя з визначенням 𝑡2, бо 𝑡2 і 𝑣 взаємно прості. 

 Отже, 

𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 ≡ 0 mod Rad 𝐾 , 

звідки 

𝐶11𝐴
′ ≡ 𝐴𝐶55 mod Rad 𝐾 .     (4.19) 

Iз (4.8) одержимо, що 

𝑡2
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶33 = 𝑣2𝐶56 + 𝑣𝑡2𝐶66 + 𝑡1𝑡2𝐷7 , 
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звідки 

𝑡2
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡2(𝐶33 − 𝐶66) = 𝑣2𝐶56 + 𝑡1𝑡2𝐷7. 

 Аналогiчними мiркуваннями, як у випадку (4.14) одержуємо, що 

𝐶33 ≡ 𝐶66 mod Rad 𝐾 .     (4.20) 

З (4.9) отримаємо, що 

𝑡2
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡2𝐶23 = 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡2𝐶56 + 𝑡2
2𝐵𝐶66 + 𝑡1𝑡2𝐷8, 

𝑡2
2 𝐶22𝐵

′ − 𝐵𝐶66 + 𝑡2𝑣 𝐶23 − 𝐶56 = 𝑣2𝐶46 + 𝑡1𝑡2𝐷8. 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡2, окрім пер-

шого доданку правої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡2, маємо, 

що 𝐶46 ділиться на 𝑡2, тобто 𝐶46 = 𝑡2𝐶46
′ , звідки, по-перше, 

𝐶46 ≡ 0(mod Rad 𝐾), 

і, по-друге (після підстановки 𝐶46 = 𝑡2𝐶46
′  та скорочення на 𝑡2), 

𝑣 𝐶23 − 𝑣𝐶46
′ − 𝐶56 = −𝑡2 𝐶22𝐵

′ − 𝐵𝐶66 + 𝑡1𝐷8. 

Нехай 

𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 ≢ 0(mod Rad 𝐾). 

Звідси маємо 

𝑣  𝑥 1 = 𝑡 2𝜃   𝑥 1 𝑥 1 ∈ 𝐾 1 . 

Оскiльки 𝜃 ∈ 𝐾∗, то 𝜃 ∈ (𝐾/𝑡1𝐾)∗.  

 Значить, 𝑡 2 = 𝑣 𝑥 1𝜃 
−1 = 𝑣 𝑥 2. Звідси 𝑢 = 𝑣 𝑥 2. Отримали протирiччя, бо 

𝑉  =   𝑢 , 𝑣   не є головним iдеалом. 

Отже, 

𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 ≡ 0(mod Rad 𝐾), 
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звiдки  

𝐶22𝐵′ ≡ 𝐵𝐶66(mod Rad 𝐾 ).                                 (4.21) 

Отже, з (4.12), (4.16), (4.17),(4.20) ми отримали, що 

𝐶22 ≡ 𝐶44 ≡ 𝐶11 ≡ 𝐶33 ≡ 𝐶55 ≡ 𝐶66(mod Rad 𝐾 ),            (4.22) 

та із (4.13) та (4.18) одержали 

𝐶12 ≡ 𝐶13 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ). 

Отже, для матриці 𝐶 справедлива наступна конгруенція: 

𝐶 ≡

 

 
 
 

𝐶11 0 0 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶11 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶11 𝐶34 𝐶35 𝐶36

0 0 0 𝐶11 𝐶45 𝐶46

0 0 0 𝐶54 𝐶11 𝐶56

0 0 0 𝐶64 𝐶65 𝐶11 

 
 
 

(mod Rad 𝐾 ). 

 З вигляду матриці 𝐶 видно, що вона оборотна тоді і лише тоді, коли обо-

ротна матриця 𝐶11. 

Враховуючи (4.19), (4.21) та (4.22), маємо 

𝐶11𝐴′ ≡ 𝐴𝐶11(mod Rad 𝐾 ), 

𝐶11𝐵
′ ≡ 𝐵𝐶11 mod Rad 𝐾  . 

 Отже, задача про опис матричних 𝐾-зображень групи 𝐻 є дикою. 

□ 

 Із доведеного твердження випливає наступна теорема. 

 Теорема 4.7. Нехай 𝐺 ‒ скiнченна 2-група порядку |𝐺| > 1, 𝐾  ‒ нетерове 

локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв харак-

теристики 2, 2 = 𝑡1𝑡2, де 𝑡1, 𝑡2 − рiзнi простi елементи кiльця 𝐾 (𝑡1 ≠ 𝜃𝑡2, 
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𝜃 ∈ 𝐾∗) i 𝐾/𝑡1𝐾  не є областю головних iдеалiв. Тодi задача про опис мат-

ричних зображень групи 𝐺 над кiльцем 𝐾 є дикою. 

 

4.3. Узагальнення теореми 4.7 

 Через 𝑚  𝐼 , де 𝐼 − ідеал деякого кільця 𝐾, позначатимемо найменше число 

його твірних.  

Спочатку доведемо наступну лему. 

 Лема 4.8. Нехай 𝐺 =  𝑎 𝑎2 = 𝑒  і 𝐾 ‒ локальне факторіальне кільце ха-

рактеристики нуль з полем лишків характеристики 2, таке, що 

1) 2 = 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠  𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1 , де 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑠  − різні прості елементи кіль-

ця 𝐾 (𝑡𝑖 ≠ 𝜃𝑡𝑗 , 𝜃 ∈  𝐾∗, 𝑖 = 1, 𝑠    , 𝑗 = 1, 𝑠    , 𝑖 ≠ 𝑗);  

2) кільце 𝐾1
   = 𝐾 𝑡1𝐾  містить ідеал 𝐼 із скінченним 𝑚 𝐼 > 1. 

Тоді задача про опис матричних зображень групи 𝐺 над кільцем 𝐾 є дикою. 

 Доведення. Нехай 𝐾 таке, як в умові леми. Тоді існує такий 𝑣 ∈ 𝐾, що 

 𝑣, 𝑡1 = 1. Дійсно, якщо навпаки  𝑣, 𝑡1 ≠ 1, то  𝑣, 𝑡1 = 𝑡1 і 𝑣 ділиться на 𝑡1, 

𝑣 = 𝑣 + 𝑡1𝐾 = 𝑡1𝐾 = 0 і ідеал 𝑉 =  𝑢 , 𝑣  =  𝑢 , 0 =  𝑢   головний, що немож-

ливо. 

 Розглянемо таке матричне 𝐾-зображення групи 𝐺: 

Г 𝐴, 𝐵 : 𝑎 →  −𝐸 𝐷 𝐴, 𝐵 
0 𝐸

 = Г𝑎 𝐴, 𝐵 , 

де   

𝐷 𝐴, 𝐵 =  

𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐴 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸

 , 

𝐴,𝐵 – довільні матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾; 𝐸 − одинична матриця розміру 

𝑛 × 𝑛. 
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 Нехай, два такі зображення Г 𝐴, 𝐵  і Г 𝐴′, 𝐵′  є 𝐾-еквівалентні, тобто існує 

така матриця 𝐶 ∈ 𝐺𝐿 6𝑛,𝐾 , що 

Г𝑎 𝐴, 𝐵 𝐶 = 𝐶Г𝑎 𝐴
′ , 𝐵′ ,     (4.23) 

де 𝐶 =   𝐶𝑖𝑗  ; 𝑖, 𝑗 = 1,6    , 𝐶𝑖𝑗  – матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾. 

 Запишемо матричну рівність (4.23) у такому вигляді: 

 
−𝐸 𝐷 𝐴, 𝐵 
0 𝐸

  
𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
 =  

𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
  
−𝐸 𝐷 𝐴′ , 𝐵′ 
0 𝐸

 , 

де  

𝐶1 =  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

 ,  

𝐶2 =  

𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶34 𝐶35 𝐶36

 ,  

𝐶4 =  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 . 

Прирівнюючи в останній матричній рівності елементи на місцях (1,2), отри-

маємо, що 

−𝐸𝐶2 + 𝐷 A, B 𝐶4 = 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 𝐶2𝐸, 

звідки 

𝐷(𝐴, 𝐵)𝐶4  =  𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ +  2𝐶2. 

Звідси 

 

𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐴 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸

  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 = 
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=  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

  

𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐴′ 0

𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸 𝑡1
2𝐵′

0 𝑣2𝐸 𝑣𝑡1𝐸

 + 2𝐶2, 

 

𝑣𝑡1𝐶44 + 𝑡1
2𝐴𝐶54 𝑣𝑡1𝐶45 + 𝑡1

2𝐴𝐶55 𝑣𝑡1𝐶46 + 𝑡1
2𝐴𝐶56

𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡1𝐶54 + 𝑡1
2𝐵𝐶64 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡1𝐶55 + 𝑡1

2𝐵𝐶65 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡1𝐶56 + 𝑡1
2𝐵𝐶66

𝑣2𝐶54 + 𝑣𝑡1𝐶64 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡1𝐶65 𝑣2𝐶56 + 𝑣𝑡1𝐶66

 = 

=  

𝑣𝑡1𝐶11 + 𝑣2𝐶12 𝑡1
2𝐶11𝐴

′+𝑣𝑡1𝐶12 + 𝑣2𝐶13 𝑡1
2𝐶12𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶13

𝑣𝑡1𝐶21 + 𝑣2𝐶22 𝑡1
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶22 + 𝑣2𝐶23 𝑡1
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶23

𝑣𝑡1𝐶31 + 𝑣2𝐶32 𝑡1
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶32 + 𝑣2𝐶33 𝑡1
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶33

 + 2𝐶2. 

В отриманій матричній рівності прирівняємо елементи в лівій та правій час-

тинах на відповідних місцях. Для цього введемо наступні позначення: 

𝐷1 = 𝐶34,     𝐷2 = −𝐶24, 

 𝐷3 = −𝐶14,     𝐷4 = −𝐶35 ,  

 𝐷5 = −𝐶25,    𝐷6 = −𝐶15, 

𝐷7 = −𝐶36 ,  𝐷8 = −𝐶26, 𝐷9 = −𝐶16. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝑣2𝐶54 + 𝑣𝑡1𝐶64 = 𝑣𝑡1𝐶31 + 𝑣2𝐶32 + 2𝐷1.   (4.24) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑣𝑡1𝐶21 + 𝑣2𝐶22 = 𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡1𝐶54 + 𝑡1
2𝐵𝐶64 + 2𝐷2.  (4.25) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑣𝑡1𝐶11 + 𝑣2𝐶12 = 𝑣𝑡1𝐶44 + 𝑡1
2𝐴𝐶54 + 2𝐷3.   (4.26) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝑡1
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶32 + 𝑣2𝐶33 = 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡1𝐶65 + 2𝐷4.  (4.27) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 
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𝑡1
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶22 + 𝑣2𝐶23 = 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡1𝐶55 + 𝑡1
2𝐵𝐶65 + 2𝐷5.  (4.28) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝑡1
2𝐶11𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶12 + 𝑣2𝐶13 = 𝑣𝑡1𝐶45 + 𝑡1
2𝐴𝐶55 + 2𝐷6.   (4.29) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝑡1
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶33 = 𝑣2𝐶56 + 𝑣𝑡1𝐶66 + 2𝐷7.  (4.30) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝑡1
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶23 = 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡1𝐶56 + 𝑡1
2𝐵𝐶66 + 2𝐷8.   (4.31) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝑡1
2𝐶12𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶13 = 𝑣𝑡1𝐶46 + 𝑡1
2𝐴𝐶56 + 2𝐷9.  (4.32) 

Із співвідношення (4.25) одержимо: 

𝑣𝑡1𝐶21 + 𝑣2𝐶22 = 𝑣2𝐶44 + 𝑣𝑡1𝐶54 + 𝑡1
2𝐵𝐶64 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷2, 

або (в еквівалентній формі)  

𝑣𝑡1 𝐶21 − 𝐶54 + 𝑣2 𝐶22 − 𝐶44 = 𝑡1
2𝐵𝐶64 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷2.  (4.33) 

Оскільки, всі доданки обох частин рівності (4.33) діляться на 𝑡1, окрім другого 

доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡1, маємо, що 

𝐶22 − 𝐶44 ≡ 0 mod Rad 𝐾 , 

звідки 

𝐶22 ≡ 𝐶44 mod Rad 𝐾 .                                     (4.34) 

Із рівності (4.26) отримаємо, що 

𝑣𝑡1𝐶11 + 𝑣2𝐶12 = 𝑣𝑡1𝐶44 + 𝑡1
2𝐴𝐶54 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷3. 
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Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡1, окрім дру-

гого доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡1, маємо, що 

𝐶12 ділиться на 𝑡1, тобто 𝐶12 = 𝑡1𝐶12
′ , звідки, по-перше,  

𝐶12 ≡ 0 mod Rad 𝐾                                          (4.35) 

і по-друге (після підстановки 𝐶12 = 𝑡1𝐶12
′  та скорочення на 𝑡1), 

𝑣 𝐶11 + 𝑣𝐶12
′  − 𝐶44 = 𝑡1𝐴𝐶54 + 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠𝐷3.                  (4.36) 

Нехай 

𝐶11 + 𝑣𝐶12
′  − 𝐶44 ≢ 0 mod Rad 𝐾 . 

Тоді із рівності (4.36) маємо 

𝑣 𝜃 = 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠           𝑥1      𝑥1   ∈ 𝐾1
    . 

Оскільки 𝜃 ∈ 𝐾∗, то 𝜃 ∈  𝐾 𝑡1𝐾  ∗. 

 Значить,  

𝑣 = 𝜃−1     𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠           𝑥1   = 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠           𝑥2   = 𝑢 𝑥2   . 

Отримали протиріччя, бо 𝑉 =  𝑢 , 𝑣   не є головним ідеалом. 

Отже, 

𝐶11 + 𝑣𝐶12
′  − 𝐶44 ≡ 0 mod Rad 𝐾 . 

Звідси 

𝐶11 − 𝐶44 ≡ 0 mod Rad 𝐾 , 

звідки 

𝐶11 ≡ 𝐶44 mod Rad 𝐾 .                                      (4.37) 

Із рівності (4.27) маємо, що 

𝑡1
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶32 + 𝑣2𝐶33 = 𝑣2𝐶55 + 𝑣𝑡1𝐶65 + 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠𝐷4, 
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або (в еквівалентній формі)  

𝑡1
2𝐶31𝐴

′ + 𝑣𝑡1(𝐶32 − 𝐶65) + 𝑣2(𝐶33 − 𝐶55) = 𝑣𝑡1 + 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠𝐷4, 

звідки (аналогічно, як в попередніх випадках)  

𝐶33 ≡ 𝐶55 mod Rad 𝐾 .     (4.38) 

 Із рівності (4.28) одержимо: 

𝑡1
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡1𝐶22 + 𝑣2𝐶23 = 𝑣2𝐶45 + 𝑣𝑡1𝐶55 + 𝑡1
2𝐵𝐶65 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷5. 

Звідси 

𝑡1
2𝐶21𝐴

′ + 𝑣𝑡1 𝐶22 − 𝐶55 = 𝑣2 𝐶45 − 𝐶23 + 𝑡1
2𝐵𝐶65 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷5, 

𝑡1𝐶21𝐴
′ + 𝑣 𝐶22 − 𝐶55 −  𝑣𝑥 = 𝑡1 𝐵𝐶65 + 𝑡2𝑡3 …𝑡𝑠𝐷5, 

𝑣 𝐶22 − 𝐶55 −  𝑣𝑥 = 𝑡1𝑥 + 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠𝐷5. 

 Аналогічними міркуваннями, як у випадку з рівністю (4.36), одержуємо, 

що 

𝐶22 ≡ 𝐶55 mod Rad 𝐾 .                                    (4.39) 

 Із рівності (4.29) дістанемо: 

𝑡1
2𝐶11𝐴

′ + 𝑣𝑡1 𝐶12 − 𝐶45 + 𝑣2𝐶13 = 𝑡1
2𝐴𝐶55 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷6. 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡1, окрім дру-

гого доданку лівої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡1, маємо, що 

𝐶13 ділиться на 𝑡1, звідки по-перше,  

𝐶13 ≡ 0 mod Rad 𝐾 ,     (4.40) 

і по-друге (після підстановки 𝐶13 = 𝑡1𝐶13
′  та скорочення на 𝑡1), 

𝑡1 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 −  𝑣 𝐶12 − 𝐶45 +  𝑣𝐶13

′  = 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠𝐷6, 

що запишемо  
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𝑡1 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 = 𝑣𝑥 + 𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑠𝐷6,  

де  

𝑥 = 𝐶12 − 𝐶45 +  𝑣𝐶13
′ . 

 Нехай 

𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 ≢ 0 mod Rad 𝐾 . 

Тоді 

𝑡1 𝜃 = 𝑣 𝑥  (𝜃 = 𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55), 

звідки 

𝑡1 = 𝑣 𝑦   𝑦 = 𝑥 𝜃 −1 , 

що приводить до протиріччя з визначенням 𝑡1. 

Отже, 

𝐶11𝐴
′ − 𝐴𝐶55 ≡ 0 mod Rad 𝐾 . 

Звідси маємо 

𝐶11𝐴
′ ≡ 𝐴𝐶55 mod Rad 𝐾 .    (4.41) 

Із рівності (4.30) маємо: 

𝑡1
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡1(𝐶33 − 𝐶66) = 𝑣2𝐶56 + 2𝐷7, 

звідки 

𝑡1
2𝐶32𝐵

′ + 𝑣𝑡1 𝐶33 − 𝐶66 = 𝑣2𝐶56 + 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠𝐷7. 

Аналогічними міркуваннями, як у випадку з рівністю (4.26), одержуємо, що 

𝐶33 ≡ 𝐶66 mod Rad 𝐾 .                                       (4.42) 

 Із рівності (4.31) отримаємо: 
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𝑡1
2𝐶22𝐵

′ + 𝑣𝑡1𝐶23 = 𝑣2𝐶46 + 𝑣𝑡1𝐶56 + 𝑡1
2𝐵𝐶66 + 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑠𝐷8, 

звідки 

𝑡1
2 𝐶22𝐵

′ − 𝐵𝐶66 + 𝑡1𝑣 𝐶23 − 𝐶56 = 𝑣2𝐶46 + 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠𝐷8. 

Оскільки всі доданки обох частин останньої рівності діляться на 𝑡1, окрім пер-

шого доданку правої рівності, то, враховуючи взаємну простоту 𝑣 і 𝑡1, маємо, 

що 𝐶46 ділиться на 𝑡1, тобто 𝐶46 = 𝑡1𝐶46
′ , тому 

𝑡1
2 𝐶22𝐵

′ − 𝐵𝐶66 + 𝑡1𝑣 𝐶23 − 𝐶56 = 𝑣2𝑡1𝐶46
′ + 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠𝐷8, 

звідки (після скорочення на 𝑡1) 

𝑡1 𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 + 𝑣 𝐶23 − 𝐶56 − 𝑣𝐶46

′  = 𝑡2 …𝑡𝑠𝐷8, 

або  

𝑡1 𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 + 𝑣𝑥 = 𝑡2 …𝑡𝑠𝐷8, 

де 

𝑥 = 𝐶23 − 𝐶56 − 𝑣𝐶46
′ . 

Нехай 

𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 ≢ 0 mod Rad 𝐾 . 

Тоді маємо, що 

𝑡1 𝜃 = 𝑣 𝑥  (𝜃 = 𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66), 

звідки отримаємо, що 

𝑡1 = 𝑣 𝑦 (𝑦 = 𝑥 𝜃 −1), 

а це приводить до протиріччя з визначенням 𝑡1, бо 𝑡1 і 𝑣 взаємно прості. 

Отже, 

𝐶22𝐵
′ − 𝐵𝐶66 ≡ 0 mod Rad 𝐾 , 
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звідки 

𝐶22𝐵
′ ≡ 𝐵𝐶66 mod Rad 𝐾 .     (4.43) 

Отже, із рівностей (4.34), (4.38), (4.39) і (4.42) ми одержали: 

𝐶22 ≡ 𝐶44 ≡ 𝐶11 ≡ 𝐶33 ≡ 𝐶55 ≡ 𝐶33 mod Rad 𝐾 ,  (4.44) 

а з (4.35) та (4.40) отримали, що 

𝐶12 ≡ 𝐶13 ≡ 0 mod Rad 𝐾 .  

Отже, для матриці 𝐶 справедлива наступна конгруенція: 

𝐶 ≡

 

 
 
 

𝐶11 0 0 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶11 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶11 𝐶34 𝐶35 𝐶36

0 0 0 𝐶11 𝐶45 𝐶46

0 0 0 𝐶54 𝐶11 𝐶56

0 0 0 𝐶64 𝐶65 𝐶11 

 
 
 

(mod Rad 𝐾 ). 

З вигляду матриці 𝐶 видно, що вона оборотна тоді і лише тоді, коли оборотна 

матриця 𝐶11. 

Зважаючи на (4.41), (4.43) і (4.44) ми отримаємо, що 

𝐶11𝐴
′ ≡  𝐴𝐶11 mod Rad 𝐾 , 

і 

 𝐶11𝐵
′ ≡ 𝐵𝐶11 mod Rad 𝐾 . 

Отже, задача про опис матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 є дикою.  

□ 

 Із доведеної леми випливає наступна теорема. 

 Теорема 4.9. Нехай 𝐺 ‒ скiнченна 2-група порядку |𝐺| > 1, 𝐾 ‒ локальне 

факторіальне кільце характеристики нуль з полем лишків характеристики 2, 
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таке, що 

1) 2 = 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠  𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1 , де 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑠  − різні прості елементи кіль-

ця 𝐾(𝑡𝑖 ≠ 𝜃𝑡𝑗 , 𝜃 ∈  𝐾∗, 𝑖 = 1, 𝑠    , 𝑗 = 1, 𝑠    , 𝑖 ≠ 𝑗);  

2) кільце 𝐾1
   = 𝐾 𝑡1𝐾  містить ідеал 𝐼 із скінченним 𝑚 𝐼 > 1. 

Тоді задача про опис матричних зображень групи 𝐺 над кільцем 𝐾 є дикою. 

На завершення зауважимо, що, на відміну від результатів усіх інших під-

розділів цього розділу, теорема 4.9 не є абсолютно новою (див. роботу [38]), але 

мета цього підрозділу ‒ показати, що ідея доведення тверджень попереднього 

підрозділу може узагальнюватись на інші задачі. 

  

4.4. Випадок, коли 2 ‒ простий елемент 

Розглянемо випадок, коли елемент 2 є простим елементом основного кільця. 

Спочатку розглянемо наступне твердження.  

 Твердження 4.10. Нехай 𝐻 =   𝑎 𝑎2 = 1 , 𝐾 ‒ нетерове локальне фак-

торiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 ‒ 

простий елемент кiльця 𝐾. Нехай 𝐾/2𝐾 ‒ факторіальне кільце неголовних 

iдеалiв. Тодi задача про опис матричних 𝐾-зображень групи 𝐻 є дикою. 

 Доведення. Оскiльки 𝐾/2𝐾 не є областю головних iдеалiв, то в ньому  

iснують різні прості елементи 𝑢 , 𝑣 , 𝑢 ≠ 𝜃𝑣  (𝜃 ∈ (𝐾/2𝐾)∗). Покладемо 

𝑢 = 𝑢 + 2𝐾, 𝑣 = 𝑣 + 2𝐾. 

Розглянемо наступне вiдображення: 

Γ 𝐴, 𝐵 : 𝑎 →  −𝐸 D A, B 
0 𝐸

 =  Γ𝑎 A, B , 

де 
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𝐷 𝐴, 𝐵 =  
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

 , 

𝐴, 𝐵 ‒ довiльнi матрицi розміру 𝑛 × 𝑛 над кiльцем 𝐾,   𝐸 ‒ одинична  матриця 

розміру 𝑛 × 𝑛.  

Очевидно, 

Γ𝑎
2 𝐴, 𝐵 =  

𝐸 0
0 𝐸

 . 

Отже, Γ 𝐴, 𝐵  є 𝐾-зображенням групи 𝐻. 

 Нехай 𝐾-зображення Γ(𝐴, 𝐵) та Γ(𝐴′ , 𝐵′) є 𝐾-еквiвалентними, тобто iснує 

така матриця 𝐶 ∈ 𝐺𝐿(6𝑛,𝐾), що 

Γ𝑎 A, B 𝐶 = 𝐶Γ𝑎 𝐴
′ , 𝐵′ ,                                     (4.45) 

де 𝐶 =  𝐶𝑖𝑗 , 𝐶𝑖𝑗  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над 𝐾 (1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤  6).   

 Запишемо (4.45) у виглядi 

 −𝐸 D A, B 
0 𝐸

  
𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
 =  

𝐶1 𝐶2

0 𝐶4
  
−𝐸 D(𝐴′ , 𝐵′)
0 𝐸

 , 

де 

𝐶1 =  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

 , 

𝐶2 =  

𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶34 𝐶35 𝐶36

 , 

𝐶4 =  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 . 

 Звiдси отримаємо, що 
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−𝐸𝐶1 −𝐸𝐶2 + 𝐷 A, B 𝐶4

0 𝐸𝐶4
 =  

𝐶1(−𝐸) 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 𝐶2𝐸

0 𝐶4𝐸
 . 

Прирівнюючи в останній матричній рівності елементи на місцях (1,2), маємо 

−𝐸𝐶2 + 𝐷 A, B 𝐶4 = 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 𝐶2𝐸, 

звідки 

𝐷(𝐴, 𝐵)𝐶4 = 𝐶1𝐷 𝐴
′ , 𝐵′ + 2𝐶2. 

Зважаючи на останню матричну рівність, одержимо 

 
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

  

𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶64 𝐶65 𝐶66

 = 

=  

𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

  
𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐴′ 0
𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸 𝑢2𝐵′

0 𝑣2𝐸 𝑢𝑣𝐸

 + 2𝐶2. 

Звідси маємо наступну матричну рівність 

 

𝑢𝑣𝐶44 + 𝑢2𝐴𝐶54 𝑢𝑣𝐶45 + 𝑢2𝐴𝐶55 𝑢𝑣𝐶46 + 𝑢2𝐴𝐶56

𝑣2𝐶44 + 𝑢𝑣𝐶54 + 𝑢2𝐵𝐶64 𝑣2𝐶45 + 𝑢𝑣𝐶55 + 𝑢2𝐵𝐶65 𝑣2𝐶46 + 𝑢𝑣𝐶56 + 𝑢2𝐵𝐶66

𝑣2𝐶54 + 𝑢𝑣𝐶64 𝑣2𝐶55 + 𝑢𝑣𝐶65 𝑣2𝐶56 + 𝑢𝑣𝐶66

 = 

=  

𝑢𝑣𝐶11 + 𝑣2𝐶12 𝑢2𝐶11𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶12 + 𝑣2𝐶13 𝑢2𝐶12𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐶13

𝑢𝑣𝐶21 + 𝑣2𝐶22 𝑢2𝐶21𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶22 + 𝑣2𝐶23 𝑢2𝐶22𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐶23

𝑢𝑣𝐶31 + 𝑣2𝐶32 𝑢2𝐶31𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶32 + 𝑣2𝐶33 𝑢2𝐶32𝐵

′ + 𝑢𝑣𝐶33

 + 2𝐶2. 

В отриманій матричній рівності прирівняємо елементи в лівій та правій час-

тинах на відповідних місцях. 

 Прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝑣2𝐶54 + 𝑢𝑣𝐶64 = 𝑢𝑣𝐶31 + 𝑣2𝐶32 + 2𝐶34, 

звідки 

𝑣 2𝐶54 + 𝑢 𝑣 𝐶64 = 𝑢 𝑣 𝐶31 + 𝑣 2𝐶32.                              (4.46) 
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Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑣2𝐶44 + 𝑢𝑣𝐶54 + 𝑢2𝐵𝐶64 = 𝑢𝑣𝐶21 + 𝑣2𝐶22 + 2𝐶24, 

звідки 

𝑣 2𝐶44 + 𝑢 𝑣 𝐶54 + 𝑢 2𝐵𝐶64 = 𝑢 𝑣 𝐶21 + 𝑣 2𝐶22.                      (4.47) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑢𝑣𝐶44 + 𝑢2𝐴𝐶54 = 𝑢𝑣𝐶11 + 𝑣2𝐶12 + 2𝐶14, 

звідки 

𝑢 𝑣 𝐶44 + 𝑢 2𝐴𝐶54 = 𝑢 𝑣 𝐶11 + 𝑣 2𝐶12.                            (4.48) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝑣2𝐶55 + 𝑢𝑣𝐶65 = 𝑢2𝐶31𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶32 + 𝑣2𝐶33 + 2𝐶35, 

звідки 

𝑣 2𝐶55 + 𝑢 𝑣 𝐶65 = 𝑢 2𝐶31𝐴
′ + 𝑢 𝑣 𝐶32 + 𝑣 2𝐶33.                     (4.49) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝑣2𝐶45 + 𝑢𝑣𝐶55 + 𝑢2𝐵𝐶65 = 𝑢2𝐶21𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶22 + 𝑣2𝐶23 + 2𝐶25, 

звідки 

𝑣 2𝐶45 + 𝑢 𝑣 𝐶55 + 𝑢 2𝐵𝐶65 = 𝑢 2𝐶21𝐴
′ + 𝑢 𝑣 𝐶22 + 𝑣 2𝐶23.            (4.50) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝑢𝑣𝐶45 + 𝑢2𝐴𝐶55 = 𝑢2𝐶11𝐴
′ + 𝑢𝑣𝐶12 + 𝑣2𝐶13 + 2𝐶15, 

звідки 

𝑢 𝑣 𝐶45 + 𝑢 2𝐴𝐶55 = 𝑢 2𝐶11𝐴
′ + 𝑢 𝑣 𝐶12 + 𝑣 2𝐶13.                   (4.51) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 
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𝑣2𝐶56 + 𝑢𝑣𝐶66 = 𝑢2𝐶32𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐶33 + 2𝐶36, 

звідки 

𝑣 2𝐶56 + 𝑢 𝑣 𝐶66 = 𝑢 2𝐶32𝐵
′ + 𝑢 𝑣 𝐶33.                            (4.52) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝑣2𝐶46 + 𝑢𝑣𝐶56 + 𝑢2𝐵𝐶66 = 𝑢2𝐶22𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐶23 + 2𝐶26, 

звідки 

𝑣 2𝐶46 + 𝑢 𝑣 𝐶56 + 𝑢 2𝐵𝐶66 = 𝑢 2𝐶22𝐵
′ + 𝑢 𝑣 𝐶23.                   (4.53) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝑢𝑣𝐶46 + 𝑢2𝐴𝐶56 = 𝑢2𝐶12𝐵
′ + 𝑢𝑣𝐶13 + 2𝐶16, 

звідки 

𝑢 𝑣 𝐶46 + 𝑢 2𝐴𝐶56 = 𝑢 2𝐶12𝐵
′ + 𝑢 𝑣 𝐶13.    (4.54) 

З (4.47) маємо наступну рівність: 

𝑢𝑣 𝐶21 − 𝐶54 + 𝑣2 𝐶22 −  𝐶44 =  𝑢2𝐵𝐶64 + 2𝐶24, 

звідки 

𝑢 𝑣  𝐶21 − 𝐶54 + 𝑣 2 𝐶22 −  𝐶44 =  𝑢 2𝐵𝐶64.                     (4.55) 

а з (4.48), маємо 

𝑢2𝐴𝐶54 = 𝑢𝑣 𝐶11 − 𝐶44 + 𝑣2𝐶12 +  2𝐶14, 

звідки 

𝑢 2𝐴𝐶54 = 𝑢 𝑣  𝐶11 − 𝐶44 + 𝑣 2𝐶12.                            (4.56) 

Оскільки в рівності (4.55) перший доданок лівої частини і її права частина ді-

ляться на 𝑢 , то одержимо наступну конгруенцію: 
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𝐶22 ≡ 𝐶44 mod Rad 𝐾  .     (4.57) 

Оскільки в рівності (4.50) другий і третій доданки її лівої частини і перший та 

другий доданки правої частини діляться на 𝑢 , то 

𝐶45 ≡ 𝐶23(mod Rad 𝐾), 

 а значить 

𝑣 2𝐶45 = 𝑣 2𝐶23, 

звідки знову ж таки з рівності (4.50) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶22 ≡ 𝐶55(mod Rad 𝐾 ).                                      (4.58) 

Оскільки в рівності (4.56) її ліва частина і перший доданок правої частини ді-

ляться на 𝑢 , то одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶12 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ).                                      (4.59) 

Оскільки в рівності (4.51) її ліва частина і два перших доданки правої частини 

діляться на 𝑢 , то одержимо наступну конгруенцію:  

𝐶13 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ).                                      (4.60) 

Оскільки з рівності (4.56) маємо, що 

𝑣 2𝐶12 = 0, 

то знов-таки з рівності (4.56) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶11 ≡ 𝐶44(mod Rad 𝐾 ).                                   (4.61) 

Оскільки з рівності (4.51) маємо, що 

𝑣 2𝐶13 = 0, 

то знов-таки з рівності (4.51) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶11𝐴′ ≡ 𝐴𝐶55(mod Rad 𝐾 ).                                   (4.62) 
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Оскільки в рівності (4.49) другий доданок її лівої частини і два перших доданки 

її правої частини діляться на 𝑢 , то одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶33 ≡ 𝐶55(mod Rad 𝐾 ).                             (4.63) 

Оскільки в рівності (4.52) другий доданок її лівої частини і права частина ді-

ляться на 𝑢 , то  

𝐶56 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ), 

а значить 

𝑣 2𝐶56 = 0, 

звідки знов-таки з рівності (4.52) одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶33 ≡ 𝐶66(mod Rad 𝐾).                                     (4.64) 

Оскільки в рівності (4.53) перші два доданки її лівої частини і останній доданок 

правої частини діляться на 𝑣 , то одержимо наступну конгруенцію: 

𝐶22𝐵′ ≡ 𝐵𝐶66(mod Rad 𝐾 ).    (4.65) 

Отже, з (4.57) – (4.65) маємо 

𝐶22 ≡ 𝐶44 ≡ 𝐶11 ≡ 𝐶33 ≡ 𝐶55 ≡ 𝐶66(mod Rad 𝐾 ),  (4.66) 

𝐶12 ≡ 𝐶13 ≡ 0(mod Rad 𝐾 ), 

𝐶11𝐴′ ≡ 𝐴𝐶11(mod Rad 𝐾 ),     (4.67) 

𝐶11𝐵′ ≡ 𝐵𝐶11(mod Rad 𝐾 ).     (4.68) 

Матриця 𝐶11 ‒ оборотна над кільцем 𝐾, бо в протилежному випадку, врахо-

вуючи (4.66), матриця 𝐶 не була б оборотною, що суперечить вибору матриці 𝐶. 

Конгруенції (4.67) та (4.68) доводять твердження. 

□ 
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 Із доведеного твердження випливає наступна теорема. 

 Теорема 4.11. Нехай 𝐺 ‒ скiнченна 2-група порядку |𝐺|  >  1, 𝐾 ‒ нетерове 

локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв харак-

теристики 2, 2 ‒ простий елемент кiльця 𝐾. Нехай 𝐾/2𝐾  факторіальне кільце 

неголовних iдеалiв. Тодi задача про опис матричних 𝐾-зображень групи 𝐺 є ди-

кою. 

 

4.5. Висновки до розділу 4 

Отримані у цьому розділі результати стосуються дикості скінченної 2-

групи над локальними факторіальними кільцями. Вони опубліковані в [11], [14] 

і [17].  

Доведено: 

1)  дикість скінченної 2-групи 𝐺 порядку |𝐺|  >  1  над нетеровим локаль-

ним факторіальним кільцем 𝐾 характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2, коли 2 = 𝑡1𝑡2, де 𝑡1, 𝑡2 − рiзнi простi елементи кiльця 𝐾 

(𝑡1 ≠ 𝜃𝑡2, 𝜃 ∈ 𝐾∗) i 𝐾/𝑡1𝐾  не є областю головних ідеалів; 

2)  дикість скінченної 2-групи 𝐺 порядку |𝐺|  >  1 над нетеровим локаль-

ним факторіальним кільцем 𝐾 характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2, коли 2 = 𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑠  𝑠 ∈ ℕ, 𝑠 > 1 , де 𝑡1, 𝑡2 , … , 𝑡𝑠 − різні 

прості елементи кільця 𝐾 (𝑡𝑖 ≠ 𝜃𝑡𝑗 , 𝜃 ∈  𝐾∗, 𝑖 = 1, 𝑠    , 𝑗 = 1, 𝑠    , 𝑖 ≠ 𝑗) та 

кільце 𝐾1
   = 𝐾 𝑡1𝐾  містить ідеал 𝐼 із скінченним 𝑚 𝐼 > 1 (𝑚 𝐼  ‒ най-

менше число твірних ідеалу 𝐼); 

3) дикість скінченної 2-групи 𝐺 порядку |𝐺|  >  1 над нетеровим локаль-

ним факторіальним кільцем 𝐾 характеристики нуль з полем лишків ха-

рактеристики 2, у випадку коли 2 є простим елементом кільця 𝐾 і 𝐾/2𝐾 

є факторіальним кільцем неголовних ідеалів.  
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  РОЗДІЛ 5 

 
 

Матричні зображення схрещених групових кілець  

над 𝒑-адичними числами 

  

 

5.1. Постановка задачі  

При дослідженні зображень для деякого класу об’єктів, як правило, споча-

тку вивчають об’єкти скінченного типу (тобто такі, які мають з точністю до ек-

вівалентності скінченне число нерозкладних зображень), а потім об’єкти ручно-

го типу (тобто такі, зображення яких можна явно описати) та дикого типу (тоб-

то такі, задача про опис зображень яких містить задачу про пару матриць, і які 

доповнюють ручні об’єкти до усіх об’єктів). Очевидно, що ручні об’єкти вклю-

чають в себе об’єкти скінченного типу. 

Як приклад можна розглянути зображення скінченних груп над полями. 

Спочатку зображення були вивчені у випадку, коли характеристика поля не ді-

лить порядок групи і виявилося, що всі вони мають скінченний тип; у випадку, 

коли характеристика поля 𝑝 (𝑝 > 0) ділить порядок групи, спочатку були опи-

сані групи скінченного типу і ними виявилися лише групи з циклічними силов-

ськими 𝑝-підгрупами, потім була доведена ручність групи (2,2) (В. А. Башев) і 

дикість груп (𝑝, 𝑝) при 𝑝 ≠ 2 (П. М. Гудивок, неопублікований результат, і 

С. А. Кругляк) та (2,2,2), (2,4) (Ш. Бреннер), потім ручність діедральних і ква-

зідіедральних груп (В. М. Бондаренко), а вже потім отримано критерій ручності 

скінченної групи над довільним полем фіксованої характеристики  

(В. М. Бондаренко, Ю. А. Дрозд). 
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Аналогічну ситуацію маємо і для зображень скінченних груп  над кільцем 

цілих 𝑝-адичних чисел. Спочатку Ф. Дідеріксен показав, що циклічна група по-

рядку 𝑝 має скінченний тип, а потім А. В. Ройтер показав, що скінченний тип 

має циклічна група порядку 𝑝2 при 𝑝 = 2. 

С. Д. Берман, П. М. Гудивок і незалежно А. Хеллер та І. Райнер довели, що 

(неодинична) циклічна 𝑝-група має скінченний тип тоді і лише тоді, коли її по-

рядок дорівнює 𝑝 або 𝑝2; ці ж автори довели, що скінченна група має скінчен-

ний тип над кільцем цілих 𝑝-адичних чисел тоді і лише тоді, коли її  силовська 

𝑝-підгрупа є циклічною скінченного типу. Після цього почалося вивчення руч-

них груп над кільцем цілих 𝑝-адичних чисел. Л. О. Назарова довела ручність 

групи (2,2), А. В. Яковлев довів ручність циклічної групи порядку 8, а на заве-

ршення П. М. Гудивок отримав критерій ручності для довільних скінченних 𝑝-

груп. А саме, він довів, що скінченна (неодинична) 𝑝-група є ручною тоді і ли-

ше тоді, коли або 𝑝 ≠ 2 і група має скінченний тип, або 𝑝 = 2 і група є цикліч-

ною групою порядку 2𝑟 , 𝑟 ≤ 3, або групою (2,2). 

Ідейно близькою до задачі про зображення груп над цілими 𝑝-адичними 

числами є задача про зображення груп над кільцями цілих величин, пов'язаних 

з 𝑝-адичними числами. 

Теорема 5.1 ([3], [69], [71], [72], [67], [109]). Нехай 𝐺 − скiнченна 𝑝-групa і 

  𝐺 > 1, 𝐹𝑝  ‒ скiнченне розширення поля ℚ𝑝 , 𝐾𝑝  ‒ кiльце цiлих величин поля 

𝐹𝑝 ,  𝑇𝑝  ‒ поле iнерцiї поля 𝐹𝑝 . Група 𝐺 є ручною над кiльцем 𝐾𝑝  тодi i тiльки 

тодi, коли виконується одна з умов: 

1) 𝐺 ‒ абелева група типу (2, 2) i 𝐹2 = 𝑇2; 

2) 𝐺 ‒ циклiчна 𝑝-група порядку 𝑝  𝑝 > 2  i 𝐹𝑝 = 𝑇𝑝; 

3) 𝐺 ‒ циклiчна 2-група порядку 8 i 𝐹2 = 𝑇2; 

4) 𝐺 ‒ група порядку 𝑝  𝑝 > 3  i  𝐹𝑝 ∶ 𝑇𝑝 ≤ 2; 

5) 𝐺 ‒ циклiчна група порядку 4 i  𝐹2 ∶ 𝑇2 ≤ 2; 

6) 𝐺 ‒ група порядку 3 i  𝐹3 ∶ 𝑇3 ≤ 4; 

7) 𝐺 ‒ група порядку 2. 
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Переходимо тепер до задачі про зображення схрещених групових кілець 

над 𝑝-адичними числами. 

В [62] ‒ [65], [7] вивчалась задача про число 𝑛(Λ) нееквівалентних нерозк-

ладних матричних ℤ𝑝-зображень кільця Λ. Із цих результатів випливає наступна 

теорема про опис схрещених групових кілець скінченної 𝑝-групи та кільця ці-

лих 𝑝-адичних чисел, що мають скінченний тип. 

Теорема 5.2 ([47]). Нехай 𝐺 ‒ скiнченна 𝑝-групa i Ʌ =  𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆  ‒ схрещене 

групове кiльце групи 𝐺 i кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел ℤ𝑝  з системою факторiв iз 

ℤ𝑝
∗ . Ʌ = ℚ𝑝 ⊗ℤ𝑝

Λ, 𝑇2 = ℚ2  5 , Ʌ ′ = 𝑇2 ⊗ℚ𝑝
Ʌ  i 𝑑 є числом нееквiвалентних 

матричних ℚ𝑝 -зображень алгебри Ʌ . 𝑛 Ʌ  ‒ число нееквiвалентних нерозклад-

них матричних ℤ𝑝-зображень кiльця Λ є скiнченним тодi i тiльки тодi, коли 

виконується одна з наступних умов: 

1) 𝐺 ‒ циклiчна група порядку 𝑝𝑟   𝑟 ≤ 2 ; 

2) 𝐺 ‒ циклiчна 𝑝-група  𝑝 > 2  i 𝑑 < 3; 

3) 𝐺 ‒ циклiчна 2-група i 𝑑 = 1; 

4) 𝐺 ‒ абелева група типу (3, 3) i 𝑑 = 2; 

5) 𝐺 ‒ абелева група типу (2𝑚 , 2)  𝑚 ≥ 1  i кiльце Ʌ′ = 𝑅2 ⊗ℤ2 Ʌ (𝑅2 ‒ 

кiльце цiлих величин поля 𝑇2) задається спiввiдношеннями: 

𝑢2𝑚  = −5𝑟 , 𝑣2 = 1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 0 ≤ 𝑟 < 2𝑚   ; 

6) 𝐺 ‒ абелева група типу (2𝑚 , 2)  𝑚 ≥ 1  i Ʌ =  𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆  некомута-

тивне кiльце i Ʌ ′ = 𝑇2 ⊗ℚ𝑝 Ʌ
  є простою алгеброю; 

7) 𝐺 ‒ група дiедра i Ʌ ′ = 𝑇2 ⊗ℚ𝑝 Ʌ
  є простою алгеброю. 

Зробимо деяке зауваження до цієї теореми, а саме пояснимо, звідки бе-

реться число 5. Добре відомо, що при 𝑛 > 2 групою оборотних елементів кільця 

класів лишків по модулю 2𝑛  є (абелева) група типу (2, 2𝑛−2), яка породжується 

елементами −1 та 5. Звідси маємо, що якщо 𝑢2𝑛 = 𝜆, де 𝜆 ‒ оборотний елемент 

кільця ℤ2, то 𝑢 по модулю числа 2𝑛  дорівнює (±5)𝑟 , а, скориставшись лемою 

Гензеля, легко бачити, що після заміни 𝑢 на 𝑢′ = 𝑥2𝑚 𝑢 для деякого 𝑥, отримає-
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мо (𝑢′)2𝑛 = (±5)𝑟 . Якщо ж 𝑝 > 2, то вказана група оборотних елементів є цик-

лічною. Надалі, як правило, будемо використовувати подібні факти без додат-

кових посилань.  

При вивченні схрещених групових кілець, пов’язаних із задачами скінчен-

ного типу, також розглядалися більш загальні ситуації. 

Для проективних зображень має місце наступна теорема. 

Теорема 5.3 ([77]). Нехай 𝐺 ‒ скiнченна група, 𝐻 ‒ силовська пiдгрупа гру-

пи 𝐺, 𝐹𝑝  ‒ скiнченне розширення поля ℚ𝑝 , 𝑇𝑝  ‒ поле iнерцiї поля 𝐹𝑝  i 𝑅𝑝  є кiльцем 

цiлих величин поля 𝐹𝑝 . Число нееквiвалентних i нерозкладних проективних мат-

ричних 𝑅𝑝-зображень групи 𝐺 скiнченне тодi i тiльки тодi, коли виконується 

одна з наступних умов: 

1) 𝐻 ‒ циклiчна група порядку 𝑝2 𝑖 𝐹𝑝 = 𝑇𝑝 ; 

2) 𝐻 ‒ циклiчна група порядку 𝑝 > 3 i  𝐹𝑝 ∶ 𝑇𝑝 ≤ 2; 

3) 𝐻 ‒ циклiчна група порядку 3 i  𝐹𝑝 ∶ 𝑇𝑝 ≤ 3; 

4) 𝐻 ‒ група порядку 2. 

У цьому розділі дисертації детально вивчаються ручні випадки при 𝑝 = 2, 

тобто вивчається задача про ручність схрещених групових кілець скінченної 2-

групи та кільця цілих 2-адичних чисел. На протязі всього розділу будемо вва-

жати, що система факторів складається із оборотних елементів кільця (раніше 

ця вимога вказувалася явно). 

 

5.2. Матричні зображення схрещених групових кілець  

       циклічної 2-групи  

Основним результатом цього підрозділу є наступна теорема.  

Теорема 5.4. Нехай 𝐺 ‒ циклiчна 2-група порядку  𝐺 = 2𝑚   𝑚 ≥ 1 , 

Ʌ =  𝐺, ℤ2, 𝜆  ‒ схрещене групове кiльце групи 𝐺 i кiльця цiлих 2-адичних чисел 

ℤ2 з системою факторiв  𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏 ∊ ℤ2
∗ . Схрещене групове кiльце Ʌ є ручним 

над ℤ2 тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов: 
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1)  𝐺 ≤ 8; 

2)  𝐺 = 2𝑚   𝑚 > 3  𝑖 Ʌ = ℚ2 ⊗ℤ2
Ʌ є полем. 

Нам знадобиться наступна лема. 

Лема 5.5 ([96]). Нехай 𝐹𝑝  ‒ скiнченне розширення поля ℚ𝑝 , 𝑇𝑝  ‒ скiнченне 

нерозгалужене розширення поля 𝐹𝑝 , 𝑅𝑝 𝐿𝑃  ‒ кiльце цiлих величин поля 𝐹𝑝 𝑇𝑝  i 

Λ є скiнченновимiрним 𝑅𝑝-порядком в сепарабельнiй 𝐹𝑝 -алгебрi i Ʌ′ = 𝐿𝑝 ⊗𝑅𝑝 𝑇𝑝 . 

Ʌ-порядок є диким над 𝑅𝑝  тодi i тiльки тодi, якщо Ʌ′-порядок є диким над 𝐿𝑝 . 

Переходимо до доведення теореми. 

Група 𝐺 є циклiчною групою порядку 2𝑚  𝑚 ≥ 1 ,  тодi  кiльце Ʌ = 

=  𝐺, ℤ2 , 𝜆  може бути задане наступними спiввiдношеннями 

(див. зауваження в розділі 5.1): 

𝑢2𝑚 = ±5𝑟 0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑚  . 

Розглянемо наступнi можливi випадки. 

1) Нехай 𝑢2𝑚 = −5𝑟 0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑚  . Тодi Ʌ ≅ ℤ2 𝜃 , де 𝜃 ‒ корiнь нез-

вiдного многочлена: 𝑥2𝑚 + 5𝑟  над полем ℚ2. В цьому випадку за теоремою 5.2 

𝑛 Ʌ < ∞ (𝑛 Ʌ  ‒ число нееквiвалентних нерозкладних матричних ℤ2-зоб-

ражень кiльця Ʌ). 

2) Нехай 𝑢2𝑚 = 5𝑟   0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑚 . Випадок 𝑟 = 0 є очевидним (теореми 

5.1 і 5.2). Нехай далi 𝑟 ≠ 0. Тодi 

𝑟 = 2𝑠   0 ≤ 𝑆 ≤ 𝑚 . 

В цьому випадку ми також отримаємо декiлька випадкiв. 

a) Нехай 𝑆 = 4  i 𝑚 = 5, тобто 𝑢25
= 524

. Покладемо 𝑢1 =
𝑢2

5
. 

Тодi маємо: 

𝑢1
24

=
𝑢25

524 = 1. 

Звiдси випливає, що кiльце Λ мiстить групове кільце ℤ2𝐻 (𝐻 ‒ циклiчна група 

16-го порядку). Тодi, на основi теореми 5.1 ми отримаємо, що Λ  є диким 

кiльцем над кiльцем ℤ2. 

b) 𝑆 = 0. Тодi, за теоремою 5.2 𝑛 Ʌ < ∞. 
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c) 𝑆 = 3,𝑚 = 4, тобто 

𝑢16 = 58. 

Розкладемо поліном  

𝑥16 − 58 =  𝑥8 + 54  𝑥4 + 52  𝑥2 + 5  𝑥2 − 5 . 

Перейдемо до розгляду поля 𝑇 = ℚ2( 5). Нехай 𝑅 є кiльцем цiлих ве-

личин поля 𝑇. Тодi отримаємо, що алгебра 𝑇 ⊗ℚ2
Ʌ матиме 5 незвiдних 𝑇-

зображень, беручи до уваги, що 

𝑥2 − 5 =  𝑥 −  5  𝑥 +  5 . 

Таким чином, беручи до уваги лему 5.5, отримаємо, що Λ є диким поряд-

ком над ℤ2. 

d) 𝑆 = 2, 𝑚 = 3 , тобто 

𝑢8 = 54 . 

Перейдемо до розгляду поля 𝑇 = ℚ2  5 . Нехай 𝑅 ‒ кiльце цiлих вели-

чин поля 𝑇.  

Тодi отримаємо, що 

𝑢1
8 = 1, 

де 𝑢1 =
𝑢

 5
.  Звiдси та з теореми 5.1 одержуємо, що Λ не є диким кiльцем. 

e) Нехай 𝑆 = 2, 𝑚 = 4, тобто 

𝑢16 = 54. 

Розкладемо поліном  

𝑥16 − 58 =  𝑥8 − 52  𝑥8 + 52 =  𝑥8 + 52  𝑥4 + 5  𝑥4 − 5 . 

Нехай 𝜃3 ‒ корiнь многочлена 𝑥8 + 52, 𝜃2 ‒ многочлена 𝑥4 + 5, 𝜃1 ‒ много-

члена 𝑥4 − 5.  

Покладемо 𝑡3 = 𝜃3 − 1, 𝑡2 = 𝜃2 − 1.  

Нехай 𝜃𝑖  ‒ матриця, що вiдповiдає оператору множення на 𝜃𝑖  в ℤ2-базисi 

1, 𝜃𝑖 , … , 𝜃𝑖
𝑚 𝑖  кiльця 𝑍2 𝜃𝑖 ; 𝜃 𝑖

 𝑛 = 𝜃𝑖 ⊗ 𝐸 (𝑖 = 1,2,3;   𝐸 ‒ одинична матриця роз-

міру 𝑛 × 𝑛, 𝐴⊗ 𝐵 ‒ кронекеровий добуток матриць 𝐴 i 𝐵) i  𝛿𝑟𝑗   ‒ матриця роз-

міру 𝑚𝑟 ×𝑚𝑗 , у якої всi стовпцi, крiм останнього, нульовi, а останнiй мiстить 
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координати елемента 𝛿𝑟𝑗 ∈ ℤ2 𝜃𝑟  в ℤ2-базисi 1, 𝜃𝑟 , … , 𝜃𝑟
𝑚𝑟  кiльця ℤ2 𝜃𝑟  

(𝑟 = 2,3; 1 ≤ 𝑗 < 𝑟).  

Розглянемо наступне ℤ2-зображення Γ 𝐴, 𝐵  кiльця Ʌ: 

 

Γ𝑢 𝐴, 𝐵 =

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 3
 𝑛 

0  𝑡3
2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴  1 ⊗ 𝐵

0 𝜃 3
 𝑛 

0  𝑡3 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 

0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 

0  𝑡2
2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 0

0 0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

, 

 

де 𝐴 i 𝐵 ‒ довiльнi матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над кiльцем ℤ2, 𝐸 ‒ одинична матриця 

розміру 𝑛 × 𝑛 i 𝑛 ‒ довiльне натуральне число. 

 Нехай зображення Γ(𝐴, 𝐵) i Γ(𝐴′, 𝐵′) є ℤ2-еквiвалентнi, тобто iснує така 

оборотна над ℤ2 матриця 𝐶, що 

𝐶Γ𝑢 𝐴, 𝐵 = Γ𝑢 𝐴′, 𝐵′ 𝐶,      (5.1) 

де 𝐶 =   𝐶𝑖𝑗  , 𝐶𝑖𝑗  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над ℤ2  1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤  6 . 

Перепишемо (5.1) у вигляді 

 

 
 
 

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶33 𝐶34 𝐶35 𝐶36

𝐶41 𝐶42 𝐶43 𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶51 𝐶52 𝐶53 𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66 

 
 
 
×

×

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 3
 𝑛 0  𝑡3

2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴  1 ⊗ 𝐵

0 𝜃 3
 𝑛 

0  𝑡3 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2

2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 0

0 0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

= 



100 
 

 

=

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 3
 𝑛 

0  𝑡3
2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴′  1 ⊗ 𝐵′

0 𝜃 3
 𝑛 0  𝑡3 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 

0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2

2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 

0

0 0 0 0 0 𝜃 1
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

× 

×

 

 
 
 

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶33 𝐶34 𝐶35 𝐶36

𝐶41 𝐶42 𝐶43 𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶51 𝐶52 𝐶53 𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66 

 
 
 

. 

Виконавши в останній матричній рівності операцію множення матриць, 

прирівнюємо відповідні елементи у лівій та правій частинах отриманої  рівнос-

ті. 

Прирівнюючи елементи на місці (6,1), отримаємо 

𝐶61𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶61.      (5.2) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,2), отримаємо 

𝐶62𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶62.     (5.3) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,3), отримаємо 

𝐶61 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶63𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 1
 𝑛 𝐶63.    (5.4) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,4), отримаємо 

𝐶62 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶64𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶64.    (5.5) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,5), отримаємо 

𝐶61 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶62 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶63 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶65𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶65.     (5.6) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,6), отримаємо 

𝐶61 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶64 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶66𝜃 1

 𝑛 = 𝜃 1
 𝑛 𝐶66. 

Прирівнюючи елементи на місці (5,1), отримаємо 

𝐶51𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶51.     (5.7) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,2), отримаємо 
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𝐶52𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶52.     (5.8) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,3), отримаємо 

𝐶51 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶53𝜃 2

 𝑛 
= 𝜃 1

 𝑛 
𝐶53.    (5.9) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,4), отримаємо 

𝐶52 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶54𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶54.           (5.10) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,5), отримаємо 

𝐶51 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶52 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶53 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶55𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶55. 

Прирівнюючи елементи на місці (5,6), отримаємо 

𝐶51 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶54 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶56𝜃 1

 𝑛 
= 𝜃 1

 𝑛 
𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,1), отримаємо 

𝐶41𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶41 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶61.               (5.11) 

Прирівнюючи елементи на місці (4,2), отримаємо 

𝐶42𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶42 +  𝑡2
2 ⊗ 𝐸𝐶62.              (5.12) 

Прирівнюючи елементи на місці (4,3), отримаємо 

𝐶41 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶43𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶43 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶63. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,4), отримаємо 

𝐶42 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶44𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶44 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶64. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,5), отримаємо 

𝐶41 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶42 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶43 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶45𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶45 +  𝑡2
2 ⊗ 𝐸𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,6), отримаємо 

𝐶41 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶44 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶46𝜃 1

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶46 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶66. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝐶31𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶31 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶51.    (5.13) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝐶32𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶32 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶52.    (5.14) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝐶31 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶33𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶33 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶53. 
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Прирівнюючи елементи на місці (3,4), отримаємо 

𝐶32 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶34𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶34 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶54. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,5), отримаємо 

𝐶31 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶32 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶33 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶35𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶35 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,6), отримаємо 

𝐶31 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶34 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶36𝜃 1

 𝑛 
= 𝜃 2

 𝑛 
𝐶36 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝐶21𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶21 +  𝑡3 ⊗ 𝐸𝐶41 +  1 ⊗ 𝐸𝐶51. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝐶22𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶22 +  𝑡3 ⊗ 𝐸𝐶42 +  1 ⊗ 𝐸𝐶52. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝐶21 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶23𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶23 +  𝑡3 ⊗ 𝐸𝐶43 +  1 ⊗ 𝐸𝐶53. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,4), отримаємо 

𝐶22 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶24𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶24 +  𝑡3 ⊗ 𝐸𝐶44 +  1 ⊗ 𝐸𝐶54. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,5), отримаємо 

𝐶21 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶22 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶23 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶25𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶25 +  𝑡3 ⊗ 𝐸𝐶45 +

+ 1 ⊗ 𝐸𝐶55 . 

Прирівнюючи елементи на місці (2,6), отримаємо 

𝐶21 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶24 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶26𝜃 1

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶26 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶46 +  1 ⊗ 𝐸𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝐶11𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶11 +  𝑡3
2 ⊗ 𝐸𝐶31 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶51 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶61. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝐶12𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶12 +  𝑡3
2 ⊗ 𝐸𝐶32 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶52 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶62. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝐶11 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶13𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶13 +  𝑡3

2 ⊗ 𝐸𝐶33 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶53 + 

+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶63. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,4), отримаємо 
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𝐶12 𝑡3 ⊗ 𝐸 + 𝐶14𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶14 +  𝑡3

2 ⊗ 𝐸𝐶34 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶54 + 

+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶64. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,5), отримаємо 

𝐶11 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶12 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶13 𝑡2 ⊗ 𝐸+𝐶15𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶15 +  𝑡3

2 ⊗ 𝐸𝐶35 +

+ 1 ⊗ 𝐴′𝐶55 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,6), отримаємо 

𝐶11 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶14 𝑡2
2 ⊗ 𝐸+𝐶16𝜃 1

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶16 +  𝑡3

2 ⊗ 𝐸𝐶36 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶56 +

+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶66. 

Враховуючи, що зображення 𝑢 → 𝜃 𝑖
 𝑛 

 (𝑖 = 1,2,3) є незвідними, то викори-

стовуючи лему Шура, з рівностей (2)-(14) маємо, що  

𝐶 =  

Θ 3 𝐶1 𝐶2

0 Θ 2 𝐶3

0 0 Θ 1

 , 

де Θk =  δij
k  (δij

k ∈ ℤ𝑝 𝜃𝑘 , 𝑘 = 1,2,3), причому Θk  ‒ матриця розміру 2𝑛 × 2𝑛  

(𝑘 = 1,2,3). 

Нехай  

Δ1 =  
𝑡3

2𝐸 0
0 𝑡3𝐸

 , Δ2 =  
𝐴 𝐵
𝐸 0

 , Δ3 =  
𝑡2𝐸 0

0 𝑡2
2𝐸
 , Δ2

′ =  
𝐴′ 𝐵′

𝐸 0
 , 

звідки 

Γ𝑢 𝐴, 𝐵 =  

𝜃 3
(2𝑛)

Δ1 Δ2

0 𝜃 2
(2𝑛)

Δ3

0 0 𝜃 1
(2𝑛)

 . 

Звідси, виконавши в рівності (5.1) операцію множення матриць, прирівнюємо 

відповідні елементи у лівій та правій частинах отриманої матричної рівності.  

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо   

𝜃 3
(2𝑛)

Θ 3 = Θ 3𝜃 3
(2𝑛)

.     (5.15) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝜃 3
(2𝑛)

𝐶1 + Δ1Θ 2 = Θ 3Δ1 + 𝐶1𝜃 2
(2𝑛)

.    (5.16) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 
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𝜃 3
(2𝑛)

𝐶2 + Δ1𝐶3 + Δ2Θ 1 = Θ 3Δ2
′ + 𝐶1Δ3 + 𝐶2𝜃 3

(2𝑛)
.  (5.17) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝜃 2
(2𝑛)

Θ 2 = Θ 2𝜃 2
(2𝑛)

.     (5.18) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝜃 2
(2𝑛)

𝐶3 + Δ3Θ 1 = Θ 2Δ3 + 𝐶3𝜃 3
(2𝑛)

.    (5.19) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝜃 3
(2𝑛)

Θ 1 = Θ 1𝜃 3
(2𝑛)

.     (5.20) 

Нехай 

Θ𝑖 =  
𝑋𝑖 𝑌𝑖
𝑉𝑖 𝑊𝑖

 , 

де 𝑋𝑖 , 𝑊𝑖  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛. Тоді з рівностей (5.15)-(5.20) отримаємо  

𝑋3
−1𝐴𝑋3 ≡ 𝐴

′ mod𝑃1 , 

𝑋3
−1𝐵𝑋3 ≡ 𝐵′ mod𝑃1 , 

де 𝑃1 = 𝑡3ℤ2[𝜃3].  

Звiдси та з леми 5.5 одержимо, що Λ є диким кiльцем над ℤ2 . 

f) Нехай 𝑆 = 1, 𝑚 = 4, тобто  

𝑢16 = 52. 

В цьому випадку маємо 

𝑥16 − 52 =  𝑥8 + 5  𝑥8 − 5 , 

звідки 

𝑥16 − 52 =  𝑥8 + 5  𝑥4 +  5  𝑥4 −  5 . 

Нехай 𝜃1 ‒ корiнь многочлена 𝑥8 + 5, 𝜃2 ‒ многочлена 𝑥4 +  5, 𝜃3‒ много-

члена 𝑥4 −  5, 𝑡𝑖 = 𝜃𝑖 − 1, (𝑖 = 1,2,3). Розглянемо наступне 𝑅-зображення 

Γ 𝐴, 𝐵  кiльця Ʌ: 
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Γ𝑢 𝐴, 𝐵 =

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 1
 𝑛 

0  𝑡1
2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴  1 ⊗ 𝐵

0 𝜃 1
 𝑛 

0  𝑡1 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2

2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 0

0 0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

, 

 

де 𝐴 i 𝐵 ‒ довiльнi матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над кiльцем ℤ2, 𝐸 ‒ одинична матриця 

розміру 𝑛 × 𝑛 i 𝑛 ‒ довiльне натуральне число. 

 Нехай зображення Γ(𝐴, 𝐵) i Γ(𝐴′, 𝐵′) є ℤ2-еквiвалентнi, тобто iснує така 

оборотна над ℤ2 матриця 𝐶, що 

𝐶Γ𝑢 𝐴, 𝐵 = Γ𝑢 𝐴′, 𝐵′ 𝐶,      (5.21) 

де 𝐶 =   𝐶𝑖𝑗  , 𝐶𝑖𝑗  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над ℤ2  1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤  6 . 

Перепишемо (5.21) у вигляді 

 

 

 
 
 

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶33 𝐶34 𝐶35 𝐶36

𝐶41 𝐶42 𝐶43 𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶51 𝐶52 𝐶53 𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66 

 
 
 
× 

 

×

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 1
 𝑛 0  𝑡1

2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴  1 ⊗ 𝐵

0 𝜃 1
 𝑛 0  𝑡1 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2

2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 0

0 0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

= 
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=

 

 
 
 
 
 
 

𝜃 1
 𝑛 

0  𝑡1
2 ⊗ 𝐸 0  1 ⊗ 𝐴′  1 ⊗ 𝐵′

0 𝜃 1
 𝑛 0  𝑡1 ⊗ 𝐸  1 ⊗ 𝐸 0

0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2 ⊗ 𝐸 0

0 0 0 𝜃 2
 𝑛 0  𝑡2

2 ⊗ 𝐸

0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 

0

0 0 0 0 0 𝜃 3
 𝑛 

 

 
 
 
 
 
 

× 

×

 

 
 
 

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15 𝐶16

𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25 𝐶26

𝐶31 𝐶32 𝐶33 𝐶34 𝐶35 𝐶36

𝐶41 𝐶42 𝐶43 𝐶44 𝐶45 𝐶46

𝐶51 𝐶52 𝐶53 𝐶54 𝐶55 𝐶56

𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66 

 
 
 

. 

Виконавши в останній матричній рівності операцію множення матриць, прирі-

внюємо відповідні елементи у лівій та правій частинах отриманої  рівності. 

Прирівнюючи елементи на місці (6,1), отримаємо 

𝐶61𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶61.      (5.22) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,2), отримаємо 

𝐶62𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶62.     (5.23) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,3), отримаємо 

𝐶61 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶63𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶63.    (5.24) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,4), отримаємо 

𝐶62 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶64𝜃 2
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶64.    (5.25) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,5), отримаємо 

𝐶61 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶62 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶63 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶65𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶65. (5.26) 

Прирівнюючи елементи на місці (6,6), отримаємо 

𝐶61 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶64 𝑡3
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶66𝜃 3

 𝑛 = 𝜃 3
 𝑛 𝐶66. 

Прирівнюючи елементи на місці (5,1), отримаємо 

𝐶51𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶51.     (5.27) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,2), отримаємо 

𝐶52𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 3

 𝑛 𝐶52.     (5.28) 
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Прирівнюючи елементи на місці (5,3), отримаємо 

𝐶51 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶53𝜃 2

 𝑛 
= 𝜃 3

 𝑛 
𝐶53.    (5.29) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,4), отримаємо 

𝐶52 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶54𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶54.          (5.30) 

Прирівнюючи елементи на місці (5,5), отримаємо 

𝐶51 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶52 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶53 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶55𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 3
 𝑛 
𝐶55. 

Прирівнюючи елементи на місці (5,6), отримаємо 

𝐶51 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶54 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶56𝜃 3

 𝑛 
= 𝜃 3

 𝑛 
𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,1), отримаємо 

𝐶41𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶41 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶61.    (5.31) 

Прирівнюючи елементи на місці (4,2), отримаємо 

𝐶42𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶42 +  𝑡2
2 ⊗ 𝐸𝐶62.    (5.32) 

Прирівнюючи елементи на місці (4,3), отримаємо 

𝐶41 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶43𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶43 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶63. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,4), отримаємо 

𝐶42 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶44𝜃 2
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶44 +  𝑡2
2 ⊗ 𝐸𝐶64. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,5), отримаємо 

𝐶41 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶42 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶43 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶45𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶45 +  𝑡2
2 ⊗ 𝐸𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (4,6), отримаємо 

𝐶41 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶44 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶46𝜃 3

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶46 +  𝑡2

2 ⊗ 𝐸𝐶66. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,1), отримаємо 

𝐶31𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶31 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶51.    (5.33) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,2), отримаємо 

𝐶32𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 2

 𝑛 𝐶32 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶52.    (5.34) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝐶31 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶33𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 2
 𝑛 𝐶33 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶53. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,4), отримаємо 
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𝐶32 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶34𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶34 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶54. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,5), отримаємо 

𝐶31 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶32 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶33 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶35𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 2
 𝑛 
𝐶35 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (3,6), отримаємо 

𝐶31 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶34 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶36𝜃 3

 𝑛 
= 𝜃 2

 𝑛 
𝐶36 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝐶21𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶21 +  𝑡1 ⊗ 𝐸𝐶41 +  1 ⊗ 𝐸𝐶51. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝐶22𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶22 +  𝑡1 ⊗ 𝐸𝐶42 +  1 ⊗ 𝐸𝐶52. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝐶21 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶23𝜃 2

 𝑛 
= 𝜃 1

 𝑛 
𝐶23 +  𝑡1 ⊗ 𝐸𝐶43 +  1 ⊗ 𝐸𝐶53. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,4), отримаємо 

𝐶22 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶24𝜃 2
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶24 +  𝑡1 ⊗ 𝐸𝐶44 +  1 ⊗ 𝐸𝐶54. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,5), отримаємо 

𝐶21 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶22 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶23 𝑡2 ⊗ 𝐸 + 𝐶25𝜃 3
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶25 +  𝑡1 ⊗ 𝐸𝐶45 +

+ 1 ⊗ 𝐸𝐶55 . 

Прирівнюючи елементи на місці (2,6), отримаємо 

𝐶21 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶24 𝑡2
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶26𝜃 3

 𝑛 = 𝜃 1
 𝑛 𝐶26 +  𝑡2 ⊗ 𝐸𝐶46 +  1 ⊗ 𝐸𝐶56. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝐶11𝜃 1
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶11 +  𝑡1

2 ⊗ 𝐸𝐶31 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶51 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶61. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝐶12𝜃 1
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶12 +  𝑡1
2 ⊗ 𝐸𝐶32 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶52 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶62. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝐶11 𝑡1
2 ⊗ 𝐸 + 𝐶13𝜃 2

 𝑛 = 𝜃 1
 𝑛 𝐶13 +  𝑡1

2 ⊗ 𝐸𝐶33 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶53 + 

+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶63. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,4), отримаємо 

𝐶12 𝑡1 ⊗ 𝐸 + 𝐶14𝜃 2
 𝑛 

= 𝜃 1
 𝑛 
𝐶14 +  𝑡1

2 ⊗ 𝐸𝐶34 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶54 + 
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+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶64. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,5), отримаємо 

𝐶11 1 ⊗ 𝐴 + 𝐶12 1 ⊗ 𝐸 + 𝐶13 𝑡2 ⊗ 𝐸+𝐶15𝜃 3
 𝑛 = 𝜃 1

 𝑛 𝐶15 +  𝑡1
2 ⊗ 𝐸𝐶35 +

+ 1 ⊗ 𝐴′𝐶55 +  1 ⊗ 𝐵′𝐶65. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,6), отримаємо 

𝐶11 1 ⊗ 𝐵 + 𝐶14 𝑡2
2 ⊗ 𝐸+𝐶16𝜃 3

 𝑛 
= 𝜃 1

 𝑛 
𝐶16 +  𝑡1

2 ⊗ 𝐸𝐶36 +  1 ⊗ 𝐴′𝐶56 +

+ 1 ⊗ 𝐵′𝐶66. 

Враховуючи, що зображення 𝑢 → 𝜃 𝑖
 𝑛 

 (𝑖 = 1,2,3) є незвідними і викорис-

товуючи лему Шура, з рівностей (5.22)-(5.34) маємо, що  

𝐶 =  

Θ 1 𝐶1 𝐶2

0 Θ 2 𝐶3

0 0 Θ 3

 , 

де Θk =  δij
k  (δij

k ∈ ℤ𝑝 𝜃𝑘 , 𝑘 = 1,2,3), причому Θk  ‒ матриця розміру 2𝑛 × 2𝑛  

(𝑘 = 1,2,3). 

Нехай  

Δ1 =  
𝑡1

2𝐸 0
0 𝑡1𝐸

 ,  Δ2 =  
𝐴 𝐵
𝐸 0

 ,  Δ3 =  
𝑡2𝐸 0

0 𝑡2
2𝐸
 , Δ2

′ =  
𝐴′ 𝐵′

𝐸 0
 , 

звідки 

Γ𝑢 𝐴, 𝐵 =  

𝜃 1
(2𝑛)

Δ1 Δ2

0 𝜃 2
(2𝑛)

Δ3

0 0 𝜃 3
(2𝑛)

 . 

Звідси, виконавши в рівності (5.21) операцію множення матриць, прирівнюємо 

відповідні елементи у лівій та правій частинах отриманої матричної рівності.  

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо   

𝜃 1
(2𝑛)

Θ 3 = Θ 3𝜃 1
(2𝑛)

.     (5.35) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝜃 1
(2𝑛)

𝐶1 + Δ1Θ 2 = Θ 3Δ1 + 𝐶1𝜃 2
(2𝑛)

.    (5.36) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

𝜃 1
(2𝑛)

𝐶2 + Δ1𝐶3 + Δ2Θ 1 = Θ 3Δ2
′ + 𝐶1Δ3 + 𝐶2𝜃 1

(2𝑛)
.  (5.37) 
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Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝜃 2
(2𝑛)

Θ 2 = Θ 2𝜃 2
(2𝑛)

.    (5.38) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

𝜃 2
(2𝑛)

𝐶3 + Δ3Θ 1 = Θ 2Δ3 + 𝐶3𝜃 1
(2𝑛)

.   (5.39) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝜃 1
(2𝑛)

Θ 1 = Θ 1𝜃 1
(2𝑛)

.    (5.40) 

Нехай 

Θ𝑖 =  
𝑋𝑖 𝑌𝑖
𝑉𝑖 𝑊𝑖

 , 

де 𝑋𝑖 , 𝑊𝑖  ‒ матриці розміру 𝑛 × 𝑛. Тоді з рівностей (5.35)-(5.40) отримаємо  

𝑋3
−1𝐴𝑋3 ≡ 𝐴

′ mod𝑃1 , 

𝑋3
−1𝐵𝑋3 ≡ 𝐵′ mod𝑃1 , 

де 𝑃1 = 𝑡1ℤ2[𝜃1].  

Звiдси та з леми 5.5 одержимо, що Ʌ є диким кiльцем над ℤ2 . 

g) Нехай 𝑆 = 1, 𝑚 = 3, тобто 

𝑢8 = 52. 

Тодi маємо 

𝑥8 − 52 =  𝑥4 + 5  𝑥4 − 5 =  𝑥4 + 5  𝑥2 −  5  𝑥2 +  5 . 

Нехай 𝜃3 ‒ корiнь многочлена 𝑥4 + 5, 𝜃2 ‒ многочлена 𝑥2 +  5, 𝜃1 ‒ мно-

гочлена 𝑥2 −  5. Позначимо через 𝐹𝑖 = 𝑇 𝜃𝑖  повне розгалужене розширення 

поля 𝑇  𝑖 = 1,2,3 , 𝑅 𝜃𝑖  ‒ кiльце цiлих величин 𝐹𝑖   𝑖 = 1,2,3 . Знову побудуємо 

зображення: 

 

𝑢 →  
𝜃 3  𝑡3

𝑖  ⊗ 𝐸

0 𝜃 2
   𝑖 = 0,1 ,  

 

 𝑢 →  
𝜃 3  𝑡3

𝑖  ⊗ 𝐸

0 𝜃 1
   𝑗 = 0,1 ,  
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  𝑢 →  
𝜃 2  𝑡2

𝑗  ⊗ 𝐸

0 𝜃 1
   𝑗 = 0,1 , 

які також є нееквiвалентнi i нерозкладнi. Аналогічно попередньому випадку до-

водиться що Λ не є диким над ℤ2. 

□ 

 5.3. Критерій ручності відносно проективних зображень 

Групу назвемо ручною чи дикою відносно проективних зображень над кі-

льцем ℤ𝑝 , якщо такою є задача про опис її проективних зображень, або, іншими 

словами, задача про опис зображень будь-якого схрещеного групового кільця 

цієї групи і ℤ𝑝 ; аналогічно дається означення ручних чи диких схрещених гру-

пових кілець. Для скінченного типу також природно дати такі означення. 

Основним результатом цього підрозділу є наступна теорема. 

Теорема 5.6. Нехай 𝐺 ‒ скiнченна 𝑝-група. Задача про опис всiх не-

еквiвалентних проективних ℤ𝑝-зображень групи 𝐺 є ручною тодi i тiльки тодi, 

коли виконується одна з наступних умов: 

1) 𝐺 ‒ циклiчна група порядку 𝑝𝑟 𝑟 ≤ 2 ; 

2) 𝐺 ‒ циклiчна група порядку 8; 

3) 𝐺 ‒ абелева група типу  2,2 . 

 

Доведення. Оскільки цей критерій збігається з критерієм для звичайних  

зображень над ℤ𝑝  (тобто для зображень із одиничною системою факторів), то 

достатньо показати, що ручною є будь-яке схрещене групове кільце групи ви-

гляду 1) – 3) і ℤ𝑝  з неодиничною системою факторів. 

За теоремою 5.3 при 𝑝 > 2 будь-яке схрещене групове кільце циклічної 𝑝-

групи порядку 𝑝𝑟(𝑟 ≤ 2) і кільця ℤ𝑝  є ручним; більш того, за теоремою 5.2  

(див. 1)) воно має скінченний тип. За теоремою 5.4 будь-яке схрещене групове 

кільце циклічної 2-групи порядку 2𝑟 ≤ 3 кільця ℤ2 є ручним. За теоремою 5.2 

(див. 5), 6) при 𝑚 = 2) будь-яке схрещене групове кільце групи (2,2) і кільця ℤ2 
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з неодиничною системою факторів має скінченний тип, а значить є ручним.  

□ 

Тепер розглянемо зв'язок між проективними зображеннями групи та її си-

ловської підгрупи.  

Доведемо спочатку наступну лему. 

Лема 5.7. Нехай 𝐻 ‒ пiдгрупа скiнченної групи 𝐺. Ʌ =  𝐺, ℤ𝑝 , 𝜆  ‒ схрещене 

групове кiльце групи 𝐺 i кiльця цiлих 𝑝-адичних чисел ℤ𝑝  з системою факторiв iз 

ℤ𝑝
∗ , Ʌ𝐻 =  𝐻, ℤ𝑝 , 𝜆 ⊂ Ʌ. Якщо Ʌ𝐻  є диким кiльцем над ℤ𝑝 , тодi i Λ є диким 

кiльцем над ℤ𝑝 . 

Доведення. Нехай 𝑀 ‒ Ʌ𝐻-модуль з скiнченним ℤ𝑝-базисом i 

𝑀Ʌ = Ʌ⊗Ʌ𝐻 𝑀, 

де  

𝑢 𝑣 ⊗𝑚 = 𝑢𝑣 ⊗𝑚 𝑢, 𝑣 ∈ Ʌ;  𝑚 ∈ 𝑀 . 

Нехай 

 𝑢𝑔|𝑔 ∈ 𝐺  

є природним ℤ𝑝-базисом кiльця Ʌ. Тодi можемо записати 

𝑀Ʌ = 𝑢𝑔1
⊗𝑀⊕…⊕ 𝑢𝑔𝑠 ⊗𝑀, (5.41) 

де 𝑔1 , 𝑔2 , … , 𝑔𝑠  є повною системою представників лiвих сумiжних класiв групи 

𝐺 за пiдгрупою 𝐻  𝑔1 = 𝑒 . Очевидно, що 𝑢𝑒  ‒ одиничний елемент кiльця Λ i  

𝑢𝑒 ⊗𝑀 ≅ 𝑀 

як Ʌ𝐻  модулі.  

Звідси маємо, що 

𝑊 = 𝑢𝑔2
⊗𝑀⊕…⊕ 𝑢𝑔𝑠 ⊗𝑀 

є Ʌ𝐻-модулем із скiнченним ℤ𝑝-базисом.  

Тодi з (5.41) випливає, що 

 𝑀Ʌ Ʌ𝐻 ≅ 𝑀⨁𝑊. (5.42) 
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Звiдси, якщо 𝑀1 ‒ Ʌ𝐻-модуль з скiнченним ℤ𝑝-базисом, тодi 

 𝑀1
Ʌ 
Ʌ𝐻
≅ 𝑀1 ⊕𝑊1 . (5.43) 

Для Λ-модулiв справедлива теорема Крулля-Шмiдта, тому з (5.42) i (5.43) 

отримаємо, що задача iзоморфiзму Λ-модулiв 𝑀Ʌ i 𝑀1
Ʌ містить задачу 

iзоморфiзму Ʌ𝐻-модулiв 𝑀 та 𝑀1. Таким чином, якщо Ʌ𝐻  є диким кільцем над 

ℤ𝑝 , тодi кільце Λ також буде диким над ℤ𝑝 .  

□ 

Має місце наступна теорема. 

Теорема 5.8. Нехай 𝐺 ‒ скiнченна група з силовською 𝑝-пiдгрупою 𝐻,  

𝑝 > 2. Задача про опис всiх нееквiвалентних проективних ℤ𝑝-зображень групи 

𝐺 є ручною тодi i тiльки тодi, коли 𝐻 ‒ циклiчна група порядку 𝑝𝑟 𝑟 ≤ 2 .  

Доведення. Дійсно, якщо 𝐻 ‒ циклiчна група порядку 𝑝𝑟 𝑟 ≤ 2 , то за тео-

ремою 5.3 група 𝐺 має (відносно проективних зображень) скінченний тип, а 

значить є ручною; якщо ж 𝐻 не є такою групою, то за доведеною вище теоре-

мою 5.6 вона є дикою (відносно проективних зображень), а тоді за лемою 5.7 

дикою є і сама група G. 

□ 

 

5.4. Матричні зображення схрещених групових кілець  

       абелевих 2-груп і кільця цілих 𝟐-адичних чисел 

       з (±) одиничною системою факторів 

У цьому підрозділі буде доведена наступна теорема. 

Теорема 5.9. Нехай 𝛬 = (𝐺, ℤ2, 𝜆) – схрещене групове кільце скінченної 

абелевої 2-групи 𝐺 і кільця цілих 2-адичних чисел ℤ2 з системою факторів 

 𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏 = ±1, 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 . Λ = (𝐺, ℤ2 , 𝜆) є ручним над  ℤ2 тоді і тільки тоді, 

якщо виконується одна з наступних умов: 
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a)  𝐺 – циклічна група порядку 2𝑟 𝑟 ≤ 3  і Λ = ℤ2 𝐺; 

b)  𝐺 – група типу (2,2) і Λ = ℤ2 𝐺; 

c)  𝐺 – циклічна 2-група порядку 2𝑚  𝑚 ≥ 1  і Λ = ℚ1⨂Λ є поле; 

d)  𝐺 – група типу (2𝑚 , 2) (𝑚 ≥ 1) і Λ ‒ кільце із твірними співвідношеннями 

𝑢2𝑚 =−1 , 𝑣2=1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢;  

e) G – група типу  4, 2  і Λ ‒ кільце із твірними співвідношеннями: 𝑢4=1, 

𝑣2 = −1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢. 

Переходимо до доведення теореми.  

Лема 5.10. Нехай G – абелева група типу (4,4) і Λ =  𝐺, ℤр, λ   ‒ схрещене 

групове кільце групи G і кільця цілих 2-адичних чисел з системою факторів 

 𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏𝜖 ℤ2
∗ , 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 . Кільце Λ є диким над кільцем ℤ2. 

Доведення. Кільце Λ задається  наступними співвідношеннями 

𝑢4 = 𝛼5𝑟 , 𝑣4 = 𝛽5𝑠 ,  0 ≤ 𝑟 < 4, 0 ≤ 𝑠 < 4;  𝛼, 𝛽 = ±1 .   (5.44) 

Розглянемо наступні випадки: 

1) 𝑢4 = 1, 𝑣4 = 1; 

2) 𝑢4 = 𝛼, 𝑣4 = 𝛽, 𝛼𝛽 = −1; 

3) 𝑢4 = −5,  𝑣4 = 1; 

4) 𝑢4 = 5, 𝑣4 = −1; 

5) 𝑢4 = 5, 𝑣4 = 1; 

6) 𝑢4 = 52 , 𝑣4 = 1; 

7) 𝑢4 = 52 , 𝑣4 = −1; 

8) 𝑢4 = −52 , 𝑣4 = 1. 
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В 1) та 2) випадках Ʌ є диким за теоремою 5.1. Дикість у випадках 6) -8) ви-

пливає із леми 5.5 і теореми 5.6 (якщо перейдемо до розгляду зображень кільця 

Λ над кільцем 𝑅 кільцем цілих величин поля T= ℚ2(5)).  

У випадку 5) покладемо 𝑢1 =  
𝑢2

 5
. Тоді маємо кільце Λ𝐻

′  (𝐻 ‒ група типу 

(2,4); Λ𝐻
′  ⊂ Λ′ , Λ′ = 𝑅⨂ℤ2  Λ.) з наступними співвідношеннями: 

𝑢1
2 = 1, 𝑣2 = 1, 𝑢1𝑣 = 𝑣𝑢1 . 

З теореми 5.1 одержуємо, що Λ𝐻
′  є диким кільцем. Звідси та з лем 5.5 та 5.7 

отримаємо, що Λ є диким кільцем. 

 Над кільцем 𝑅 випадки 3) і 4) виводяться один з одного. Тому залишається 

тільки випадок: 

𝑢4 = 5, 𝑣4 = −1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢. 

Нехай 𝜀 ‒ первісний корінь 8-го степеня з одиниці. Тоді випадок 4) зво-

диться до випадку K-зображення кільця Λ1: 𝑢4 = 5 (𝐾 = 𝑅 𝜀  – кільце цілих ве-

личин поля T(𝜀)). Очевидно  𝑇 𝜀 : 𝑇 = 4.  

Розглянемо рівність  

𝑥4 − 5 =  𝑥2 −  5  𝑥2 +  5 . 

Нехай 

𝜃1
2 =  5,  𝜃2

2 = − 5, 

L=K 𝜃1 , 𝑡 = 1 − 𝜀. 

  𝜋 = 𝜃1 − 1, 

𝑉𝑗 = 𝑡𝑗 𝐿 + 𝜋𝐿  𝑗 = 1,2,3 , 

 2 = 𝜆𝑡4(𝜆 𝜖 𝐾∗). 
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Очевидно, що 𝑉𝑗  буде Λ1-модулем, якщо ми покладемо 𝑢𝑥 = 𝜃1𝑥 (𝑥𝜖𝑉𝑗 ). 

Звідси 

𝑢𝑡𝑗 = 𝜃𝑗 𝑡
𝑗 =  𝜃1 − 1 𝑡𝑗 + 𝑡𝑗 ;    (5.45) 

звідки 

𝑢𝜋 = 𝜃1 𝜃1 − 1 ; 

𝑢𝜋 = 𝜃1
2 − 𝜃1; 

𝑢𝜋 =  5 − 𝜃1; 

𝑢𝜋 =  5 − 1 −  𝜃1 − 1 ; 

𝑢𝜋 =  5 − 1 − 𝜋; 

𝑢𝜋 = 2𝜔−1 − 1; 

𝑢𝜋 = 𝜆𝜔−1 − 𝜋; 

𝑢𝜋 =  𝜆1𝑡
4−𝑗  𝑡𝑗 − 𝜋,                                        (5.46) 

де 

𝜆1 = 𝜆𝜔−1, 

𝜔 =
 5+1

2
, 𝑗 = 1,2,3. 

Розглянемо 

𝜔2 −𝜔 − 1 =
1 + 2 5 + 5

4
−
 5 + 1

2
− 1; 

𝜔2 −𝜔 − 1 =
3 +  5

2
−
 5 + 1

2
− 1; 

𝜔2 − 𝜔 − 1 =
3 +  5 −  5 − 1 − 2

2
, 
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звідки 

𝜔2 − 𝜔 − 1 = 0. 

Звідси маємо, що 𝜔 є цілою величиною поля Т, тобто 𝜔 𝜖 𝑅. Таким чином, 

𝜔1 =
 5 − 1

2
; 

𝜔1 =
 5+1

2
− 1, 

звідки 

𝜔1 = 𝜔 − 1. 

Звідси маємо, що 𝜔1 𝜖 𝑅. 

Розглянемо 

𝜔 𝜔1 = 𝜔 𝜔 − 1 ; 

𝜔 𝜔1 = 𝜔2 − 𝜔; 

𝜔 𝜔1 =
1 + 2 5 + 5

4
−
 5 + 1

2
, 

звідки 

𝜔 𝜔1 = 1. 

Очевидно 𝜔 , 𝜔1 𝜖 𝑅∗.  

Із рівностей (5.45) та (5.46) маємо, що зображення 

Δ𝑗 : 𝑢 →  
1 𝜆1𝑡

4−𝑗

𝑡𝑗 −1
 = 𝑉𝐽 , (𝑗 = 1,2,3)    (5.47) 

є незвідним 𝐾-зображенням кільця Λ1. 

Нехай маємо відображення 



118 
 

 

𝑊2
 =  1 −𝜆𝜔𝑡2

𝑡2 −1
 . 

Звідси 

𝑊2
 =  

1 𝜆2𝑡
2

𝑡2 −1
 , 

де 𝜆2 = −𝜆𝜔. 

Звідси 

𝑊 2
2 =  1 −𝜆𝜔𝑡2

𝑡2 −1
  1 −𝜆𝜔𝑡2

𝑡2 −1
 ; 

𝑊 2
2 =  1 − 𝜆𝜔𝑡4 0

0 1 − 𝜆𝜔𝑡4 ; 

𝑊 2
2 =  

− 5 0

0 − 5
 , 

звідки 

𝑊 2
2 = − 5  

1 0
0 1

 , 

отже 

𝑊 2
2 = − 5𝐸. 

Це випливає з рівності 

1 − 𝜆𝜔𝑡4 = 1 − 2𝜔 = 1 − 1 −  5 = − 5. 

Звідси одержимо, що відображення 

Δ: 𝑢 → 𝑊2
  

є незвідним 𝐾-зображенням кільця Λ1, та Δ𝑗  і Δ є нееквівалентними над полем 

Т(𝜀) (𝑗 = 1,2,3). Розглянемо зображення Г(А, В): 
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Γ𝑢 𝐴, 𝐵 =  

𝐸 ⊗ 𝑉3
 0 𝑆1

0 𝐸 ⊗ 𝑉1
 𝑆2

0 0 𝐸 ⊗𝑊2
 

 ,    (5.48) 

де 

𝑆1 =  
𝐴 𝐵
0 𝑡𝐸

 , 

 𝑆2 =  
𝑡𝐸 0
0 𝑡𝐸

 , 

Е – одинична матриця розміру 𝑛 × 𝑛; 𝐴, 𝐵 – довільні матриці розміру 𝑛 × 𝑛 над 

K (det 𝐴 ≢ 0 mod 𝑡 ), А⊗В позначає кронекеровий добуток матриць А та В. 

Звідси дістанемо 

Γ𝑢
2 =  

𝐸 ⊗ 𝑉3
 0 𝑆1

0 𝐸 ⊗ 𝑉1
 𝑆2

0 0 𝐸 ⊗𝑊2
 

  

𝐸 ⊗ 𝑉3
 0 𝑆1

0 𝐸 ⊗ 𝑉1
 𝑆2

0 0 𝐸 ⊗𝑊2
 

 = 

=  

 5𝐸′ 0  𝐸 ⊗ 𝑉3
  𝑆1 + 𝑆1 𝐸 ⊗𝑊2

  

0  5𝐸′  𝐸 ⊗ 𝑉1
  𝑆2 + 𝑆2 𝐸 ⊗𝑊2

  

0 0 − 5𝐸′

 =  5  
𝐸′′ 𝐷
0 −𝐸′′

 , 

звідки 

Γ𝑢
4=5𝐸′′′ , 

де 𝐸′′′  ‒ одинична матриця розміру 3𝑛 × 3𝑛.  

Таким чином, Г є 𝐾-зображенням кільця Λ1. 

Нехай 

Γ𝑢 𝐴, 𝐵 𝐶 = 𝐶Γ𝑢 𝐴
′ , 𝐵′ ,    (5.49) 

де 𝐶 – оборотна матриця розміру 3𝑛 × 3𝑛 над кільцем 𝐾. 

Очевидно, що С має наступний вигляд: 
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𝐶 =  

𝐶1 𝐶2 𝐶5

𝐶3 𝐶4 𝐶6

0 0 𝐶7

 . 

Тоді із (5.49) отримаємо, що  

 

𝐸 ⊗ 𝑉3
 0 𝑆1

0 𝐸 ⊗ 𝑉1
 𝑆2

0 0 𝐸 ⊗𝑊2
 

  

𝐶1 𝐶2 𝐶5

𝐶3 𝐶4 𝐶6

0 0 𝐶7

 = 

=  

𝐶1 𝐶2 𝐶5

𝐶3 𝐶4 𝐶6

0 0 𝐶7

  

𝐸 ⊗ 𝑉3
 0 𝑆1

′

0 𝐸 ⊗ 𝑉1
 𝑆2

0 0 𝐸 ⊗𝑊2
 

 . 

Позначимо через 

𝐸 ⊗ 𝑉3
 = 𝑉3

 (𝑛)
, 

 𝐸 ⊗ 𝑉1
 = 𝑉1

 (𝑛)
, 

 𝐸 ⊗𝑊2
 = 𝑊2

 (𝑛)
. 

Тоді 

 

 

𝑉3
 
 𝑛 
𝐶1 𝑉3

 
 𝑛 
𝐶2 𝑉3

 
 𝑛 
𝐶5 + 𝑆1𝐶7

𝑉1
  𝑛 𝐶3 𝑉1

  𝑛 𝐶4 𝑉1
  𝑛 𝐶6 + 𝑆2𝐶7

0 0 𝑊2
  𝑛 

𝐶7  

 = 

=  

𝐶1𝑉3
 (𝑛)

𝐶2𝑉1
 (𝑛)

𝐶1𝑆1
′ + 𝐶2𝑆2 + 𝐶5𝑊2

 (𝑛)

𝐶3𝑉3
 (𝑛)

𝐶4𝑉1
 (𝑛)

𝐶3𝑆1
′ + 𝐶4𝑆2 + 𝐶6𝑊2

 (𝑛)

0 0 𝐶7𝑊2
 (𝑛)

 . 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑉3
 (𝑛)

𝐶1 = 𝐶1𝑉3
 (𝑛)

.     (5.50) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 
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𝑉1
 (𝑛)

𝐶3 = 𝐶3𝑉3
 (𝑛)

.     (5.51) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо 

𝑉3
 (𝑛)

𝐶2 = 𝐶2𝑉1
 (𝑛)

.     (5.52) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,2), отримаємо 

𝑉1
 (𝑛)

𝐶4 = 𝐶4𝑉1
 (𝑛)

.     (5.53) 

Прирівнюючи елементи на місці (3,3), отримаємо 

𝑊2
 (𝑛)

𝐶7 = 𝐶7𝑊2
 (𝑛)

.     (5.54) 

Прирівнюючи елементи на місці (2,3), отримаємо 

  𝑉1
 (𝑛)

𝐶6 + 𝑆2𝐶7 = 𝐶3𝑆1
′ + 𝐶4𝑆2 + 𝐶6𝑊2

 (𝑛)
.   (5.55) 

Прирівнюючи елементи на місці (1,3), отримаємо 

                              𝑉3
 (𝑛)

𝐶5 + 𝑆1𝐶7 = 𝐶1𝑆1
′ + 𝐶2𝑆2 + 𝐶5𝑊2

 (𝑛)
.   (5.56) 

Із рівності (5.50) маємо 

 
𝐸 𝜆1𝑡𝐸

𝑡3𝐸 −𝐸
   

𝑋1 𝑌1

𝑍1 𝑈1
 =  

𝑋1 𝑌1

𝑍1 𝑈1
  

𝐸 𝜆1𝑡𝐸

𝑡3𝐸 −𝐸
  , 

звідки 

 
𝑋1 + 𝜆1𝑡𝑍1 𝑌1 + 𝜆1𝑡𝑈1

𝑡3𝑋1 − 𝑍1 𝑡3𝑌1 − 𝑈1
 =  

𝑋1 + 𝑡3𝑌1 𝜆𝑡𝑋1 − 𝑌1

𝑍1+𝑡3𝑈1 𝜆1𝑡𝑍1 − 𝑈1
 . 

Звідси, прирівнюючи елементи на місці (1,1) одержимо, що 

𝑋1 + 𝜆1𝑡𝑍1 = 𝑋1 + 𝑡3𝑌1, 

звідки 

 𝜆1𝑡𝑍1 = 𝑡3𝑌1. 
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Звідси 

𝑍1 = 𝜆1
−1𝑡2𝑌1. 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2) отримаємо 

𝑌1 + 𝜆1𝑡𝑈1 = 𝜆𝑡𝑋1 − 𝑌1, 

звідки 

2𝑌1 + 𝜆1𝑡𝑈1 = 𝜆1𝑡𝑋1. 

Звідси 

𝑈1 = 𝑋1 − 𝜆1
−12𝑡−1𝑌1 = 𝑋1 + 𝛾1𝑡

3𝑌1 (𝛾1 ∈ 𝐾
∗). 

В результаті маємо 

𝐶1 =  
𝑋1 𝑌1

𝜆1
−1𝑡2𝑌1 𝑋1 + 𝛾1𝑡

3𝑌1
 (𝛾1 ∈ 𝐾

∗).    (5.57) 

З рівності (5.53) маємо 

 𝐸 𝜆1𝑡
3𝐸

𝑡𝐸 −𝐸
  
𝑋4 𝑌4

𝑍4 𝑈4
 = 

𝑋4 𝑌4

𝑍4 𝑈4
  𝐸 𝜆1𝑡

3𝐸
𝑡𝐸 −𝐸

 , 

звідки 

 
𝑋4 + 𝜆1𝑡

3𝑍4 𝑌4 + 𝜆1𝑡
3𝑈4

𝑡𝑋4 − 𝑍4 𝑡𝑌4 − 𝑈4
 =  

𝑋4 + 𝑡𝑌4 𝜆1𝑡
3𝑋4 − 𝑌4

𝑍4 + 𝑡𝑈4 𝜆1𝑡
3𝑍4 − 𝑈4

 . 

Звідси, прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо  

𝑋4 + 𝜆1𝑡
3𝑍4 = 𝑋4 + 𝑡𝑌4, 

звідки 

𝑌4 = 𝜆1𝑡
2𝑍4 . 

Прирівнюючи елементи на місці (1,2), отримаємо  

𝑌4 + 𝜆1𝑡
3𝑈4 = 𝜆1𝑡

3𝑋4 − 𝑌4, 
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звідки 

𝜆1𝑡
3𝑈4 = 𝜆1𝑡

3𝑋4 − 2𝑌4 

і 

𝑈4 = 𝑋4 + 𝛾4𝑡
3𝑌4  (𝛾4 ∈ 𝐾

∗). 

Таким чином, маємо 

𝐶4 =  
𝑋4 𝜆1𝑡

2𝑍4

𝑍4 𝑋4 + 𝛾4𝑡
3𝑌4
     (𝛾4 ∈ 𝐾

∗).    (5.58) 

З рівності (5.11) маємо 

 𝐸 𝜆1𝑡
3𝐸

𝑡𝐸 −𝐸
  
𝑋3 𝑌3

𝑍3 𝑈3
 = 

𝑋3 𝑌3

𝑍3 𝑈3
  

𝐸 𝜆1𝑡𝐸

𝑡3𝐸 −Е
 . 

Звідси маємо 

 
𝑋3 + 𝜆1𝑡

3𝑍3 𝑌3 + 𝜆1𝑡
3𝑈3

𝑡𝑋3 − 𝑍3 𝑡𝑌3 − 𝑈3
 =  

𝑋3 + 𝑡3𝑌3 𝜆𝑡𝑋3 − 𝑌3

𝑍3 + 𝑡3𝑈3 𝜆1𝑡𝑍3 − 𝑈3
 . 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑋3 + 𝜆1𝑡
3𝑍3 = 𝑋3 + 𝑡3𝑌3, 

звідки 

𝑌3 = 𝜆1𝑍3 . 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑡𝑋3 − 𝑍3 = 𝑍3 + 𝑡3𝑈3, 

звідки 

𝑋3 = 𝑡2𝑋3
′ . 

Таким чином, маємо 



124 
 

 

𝐶3 =  
𝑡2𝑋3

′ 𝜆1𝑍3

𝑍3 𝑈3
 .     (5.59) 

З рівності (5.12) маємо 

 
𝐸 𝜆1𝑡𝐸

𝑡3𝐸 −𝐸
  
𝑋2 𝑌2

𝑍2 𝑈2
 = 

𝑋2 𝑌2

𝑍2 𝑈2
  𝐸 𝜆1𝑡

3𝐸
𝑡𝐸 −𝐸

 . 

Звідси 

 
𝑋2 + 𝜆1𝑡𝑍2 𝑌2 + 𝜆1𝑡𝑈2

𝑡3𝑋2 − 𝑍2 t2𝑌2 − 𝑈2
  =  

𝑋2 + 𝑡𝑌2 𝜆1𝑡𝑋2 − 𝑌2

𝑍2 + 𝑡𝑈2 𝜆1𝑡
3𝑍2 − 𝑈2

 . 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑋2 + 𝜆1𝑡𝑍2 = 𝑋2 + 𝑡𝑌2 , 

звідки 

𝑌2=𝜆1𝑍2. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑡3𝑋2 − 𝑍2 = 𝑍2 + 𝑡𝑈2, 

звідки 

𝑈2 = 𝑡2𝑈2
′ . 

Таким чином, маємо 

𝐶2 =  
𝑋2 𝜆1𝑍2

𝑍2 𝑡2𝑈2
′  .     (5.60) 

З рівності (5.54) отримаємо 

 
𝐸 𝜆2𝑡

2𝐸

𝑡2𝐸 −𝐸
  
𝑋7 𝑌7

𝑍7 𝑈7
 = 

𝑋7 𝑌7

𝑍7 𝑈7
  

𝐸 𝜆2𝑡
2𝐸

𝑡2𝐸 −𝐸
 . 

Звідси маємо 



125 
 

 

 
𝑋7 + 𝜆2𝑡

2𝑍7 𝑌7 + 𝜆2𝑡
2𝑈7

𝑡2𝑋7 − 𝑍7 𝑡2𝑌7 − 𝑈7
 =  

𝑋7 + 𝑡2𝑌7 𝜆2𝑡
2𝑋7 − 𝑌7

𝑍7 + 𝑡2𝑈7 𝜆2𝑡
2𝑍7 − 𝑈7

 . 

Прирівнюючи елементи на місці (1,1), отримаємо 

𝑋7 + 𝜆2𝑡
2𝑍7=𝑋7 + 𝑡2𝑌7, 

звідки 

𝑌7 = 𝜆2𝑍7. 

Прирівнюючи елементи на місці (2,1), отримаємо 

𝑡2𝑋7 − 𝑍7 =  𝑍7 + 𝑡2𝑈7, 

звідки 

𝑈7 = 𝑋7 + 𝑡2𝑋7
′ . 

Звідси 

𝐶2 =  
𝑋7 𝜆2𝑍7

𝑍7 𝑋7 + 𝑡2𝑋7
′  .      (5.61) 

Таким чином, з (5.55), (5.58), (5.59), (5.60) і (5.61) маємо 

 
𝐸 0
𝑡𝐸 −𝐸

  
𝑋6 𝑌6

𝑍6 𝑈6
 +  

𝑡𝐸 0
0 𝑡𝐸

  
𝑋7 𝑌7

𝑍7 𝑈7
 ≡  

≡  
𝑡2X3

′ 𝜆1𝑍3

𝑍3 𝑈3
  
𝐴′ 𝐵′

0 𝑡𝐸
 + 

+ 
𝑋4 𝜆1𝑡

2𝑍4

𝑍4 𝑋4
  
𝑡𝐸 0
0 𝑡𝐸

 +  
𝑋6 𝑌6

𝑍6 𝑈6
  

𝐸 𝜆2𝑡
2𝐸

𝑡2𝐸 −𝐸
  mod 𝑡3 . 

Звідси, прирівнюючи елементи матриці на місці (1,1) за модулем 𝑡3, отримаємо  

𝑋6 + 𝑡𝑋7 ≡  𝑡2X3
′ 𝐴′ + 𝑡𝑋4 + 𝑋6 + 𝑡2𝑌6 mod 𝑡3 , 

звідки  

𝑋7 ≡ 𝑋4 mod 𝑡 .      (5.62) 
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Прирівнюючи елементи матриці на місці (2,1) за модулем 𝑡3, отримаємо  

𝑡𝑋6 − 𝑍6 + 𝑡𝑍7 ≡ 𝑍3𝐴
′ + 𝑡𝑍4 + 𝑍6 + 𝑡2𝑈6 mod 𝑡3 . 

Звідси 

𝑍3𝐴
′ ≡ 0 mod 𝑡 . 

Нехай  

det 𝐴′ ≢ 0 mod 𝑡 . 

Тоді, очевидно 

𝑍3 ≡ 0 mod 𝑡 .      (5.63) 

Прирівнюючи елементи матриці на місці (1,2) за модулем 𝑡3, отримаємо 

𝑌6 +  𝑡𝑌7 ≡ 𝑡2𝑋3𝐵
′ + 𝑡𝜆1𝑍3 + 𝜆2𝑡

2𝑋6 − 𝑌6 mod 𝑡3 . 

Звідси та із (5.63) маємо 

𝑌7 ≡ 0 mod 𝑡 .  

Таким чином, отримали, що 

С2 ≡  
𝑋7 0
0 𝑋7

  mod 𝑡 .     (5.64) 

З (5.56), (5.57), (5.60) і (5.62) маємо 

 
𝐸 𝜆1𝑡𝐸
0 𝐸

  
𝑋5 𝑌5

𝑍5 𝑈5
 +  

𝐴 𝐵
0 𝑡𝐸

  
𝑋7 𝜆2𝑍7

𝑍7 𝑈7
 ≡ 

≡  
𝑋1 𝑌1

𝜆1
−1𝑡2𝑌1 𝑋1

  
𝐴′ 𝐵′

0 𝑡𝐸
 + 

+ 
𝑋4 𝜆1𝑡

2𝑍4

𝑍4 𝑋4
  
𝑡𝐸 0
0 𝑡𝐸

 +  
𝑋5 𝑌5

𝑍5 𝑈5
  

𝐸 𝜆2𝑡
2𝐸

𝑡2𝐸 𝐸
  mod 𝑡3 .  (5.65) 
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Прирівнюючи, в останній конгруенції, елементи матриці на місці (1,2) за моду-

лем 𝑡3, отримаємо 

𝑋5 + 𝜆1𝑡𝑍5 + А𝑋7 + В𝑍7 ≡ 𝑋1𝐴
′ + 𝑡𝑋4 + 𝑋5 + 𝑡2𝑌5 mod 𝑡3 . 

Звідси та з (5.64), отримаємо 

𝐴′𝑋7 ≡ 𝑋1𝐴
′ 𝑚𝑜𝑑 𝑡 .     (5.66) 

Прирівнюючи елементи матриці на місці (2,1) за модулем 𝑡3, отримаємо 

𝑍5 + 𝑡𝑍7 ≡ 𝜆1
−1𝑡2𝑌1𝐴

′ + 𝑡𝑍4 + 𝑍5 + 𝑡2𝑈5 mod 𝑡3 ,  

звідки 

  𝑍4 ≡ 0 mod 𝑡 . 

Прирівнюючи елементи матриці на місці (1,2) за модулем 𝑡3, отримаємо 

𝑌5 + 𝜆1𝑡𝑈5 + 𝜆2А𝑍7 + В𝑈7 ≡ 𝑋1𝐵
′ + 𝑡𝑌1 + 𝜆1𝑡𝑍2 + 𝜆2𝑡

2𝑋5 + 𝑌5 mod 𝑡3 . 

Звідси та з конгруенції (5.64) отримаємо 

𝐵𝑈7 ≡ 𝑋1𝐵
′ mod 𝑡 .      (5.67) 

Прирівнюючи елементи матриці на місці (2,2) за модулем 𝑡3, отримаємо  

𝑈5 +  𝑡𝑈7 ≡ 𝜆1
−1𝑡2𝑌1𝐵

′ + 𝑡𝑋1 + 𝜆2𝑡
2𝑍5 + 𝑈5 mod 𝑡3 , 

звідки 

𝑈7 ≡ 𝑋1 mod 𝑡 . 

З (5.62), (5.64), (5.66) і (5.67) отримаємо 

𝑋7 ≡ 𝑋4 ≡ 𝑋1 mod 𝑡 , 

𝐴𝑋1 ≡ 𝑋1A′ mod 𝑡 , 

𝐵𝑋1 ≡ 𝑋1𝐵
′ mod 𝑡 , 
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звідки 

𝐶 ≡

 

 
 
 

𝑋1   𝑌1   𝑋2    0    ∗  ∗ 
0     𝑋1   0     0    ∗  ∗ 
0     0    𝑋1    0    ∗  ∗ 
0    𝑈3   𝑍4   𝑋1   ∗  ∗
0    0     0      0   𝑋1  ∗

 0    0     0      0   0   𝑋1 

 
 
 
 mod 𝑡 . 

Звідси  

det 𝐶 ≡ (det 𝑋1)6  mod 𝑡 , 

звідки маємо 

det 𝑋1 ≢ 0  mod 𝑡 . 

Одержали, що кільце Λ1 є диким над K. Звідси робимо висновок, що кільце Λ  є 

диким над R.  

□ 

Лема 5.11. Нехай 𝐺 – скінченна абелева 2-група з 𝑚 твірними елементами 

і Λ = (𝐺, ℤ2 , 𝜆) – схрещене групове кільце групи G і кільця цілих 2-адичних чисел 

ℤ2 з системою факторів  𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏𝜖 ℤ2
∗ , 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 , ℤ2

∗  ‒ мультиплікативна гру-

па кільця ℤ2). Якщо 𝑚 > 2, то кільце Λ є диким над кільцем ℤ2. 

Доведення. Нехай 𝑚 > 2. Тоді очевидно, що 𝐺 містить абелеву  підгрупу 

𝐻 типу (2, 2, 2). Λ𝐻  може бути задана співвідношеннями: 

1)  𝑢2 = 1, 𝑣2 = 𝜔2 = 1; 

2)  𝑢2 = −1, 𝑣2 = 𝜔2 = 1; 

3)  𝑢2 = 5, 𝑣2 = 1, 𝜔2 = 1; 

4) 𝑢2 = 5, 𝑣2 = 1, 𝜔2 = −1; 

5) 𝑢2 = −5, 𝑣2 = 1, 𝜔2 = 1. 
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За теоремою 5.1 у випадку 1), 2) і 5) Λ𝐻   буде диким кільцем. У випадку 3) одер-

жимо Λ𝐻 , якщо замінимо ℤ2 на R (R – кільце цілих величин поля ℚ2  5 ). У 

випадку 4) також матимемо дикість, оскільки, група типу (2,2) є дикою над 

𝑅[𝑖]. Звідси, з леми 5.5 та 5.7 отримаємо, що Λ є диким над ℤ2. 

□ 

Лема 5.12. Нехай 𝐺 – абелева група типу  2𝑚 , 2  (𝑚 ≥ 1) і Λ = (𝐺, ℤ2 , 𝜆) – 

схрещене групове кільце групи G і кільця цілих 2-адичних чисел з системою фак-

торів  𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏 = ±1 . Кільце Λ не є диким тоді і тільки тоді, якщо викону-

ється одна з наступних умов: 

1)  𝐺 – група типу  2, 2  і Λ = ℤ2𝐺; 

2)  𝐺 – група типу  2𝑚 , 2  (𝑚 ≥ 1) і Λ  задається співвідношеннями: 

 𝑢2𝑚 = −1, 𝑣2=1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢; 

3) 𝐺 – група типу  4, 2  і Λ  задається співвідношеннями: 𝑢4=1, 𝑣2 = −1, 

𝑢𝑣 = 𝑣𝑢. 

Доведення. Очевидно, що Λ має наступні твірні співвідношення: 

𝑢2𝑚 = 𝛼, 𝑣2 = 𝛽, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 (𝛼, 𝛽 = ±1). 

Звідси отримаємо 3 випадки: 

1) 𝑢2𝑚 = 1, 𝑣2 = 1; 

2) 𝑢2𝑚 = −1, 𝑣2=1;  

3) 𝑢2𝑚 = 1, 𝑣2 = −1. 

У випадку 1), коли 𝑚 > 1, як випливає з теореми 5.2, Λ є диким кільцем. 

Інакше, коли 𝑚 = 1, воно ним не буде за цією ж теоремою. В 2)-му випадку 

п(Λ)< ∞. 
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У випадку 3), коли 𝑚 > 2, Λ є диким кільцем. Інакше, коли 𝑚 ≤ 2, Λ не 

буде диким. Ці випадки випливають з теореми 5.1.  

□ 

Теорема 5.9 випливає із теореми 5.4 лем 5.10, 5.11 і 5.12. 

 

5.5. Висновки до розділу 5 

Результати цього розділу опубліковані в [12], [13], [15] і [16]. Вони стосу-

ються матричних зображень схрещених групових кілець скінченних груп над 

кільцем цілих 𝑝-адичних чисел.   

В цьому розділі: 

1) описано ручні скінченні 𝑝-групи відносно проективних зображень над 

кільцем цілих 𝑝-адичних чисел; 

2) доведено необхідну і достатню умови ручності схрещеного групового 

кільця циклiчної 2-групи 𝐺 порядку  𝐺 = 2𝑚   𝑚 ≥ 1  i кiльця цiлих 2-

адичних чисел ℤ2 з системою факторів  𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏 ∊ ℤ2
∗ , 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 ; 

3) доведено дикість схрещеного групового кільця абелевої групи типу 

(4,4) чи типу  (2,2,2) і кільця цілих 2-адичних чисел з системою факто-

рів  𝜆𝑎,𝑏   𝜆𝑎,𝑏𝜖 ℤ2
∗ , 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 ; 

4) описано ручні схрещені групові кільця скінченної абелевої 2-групи 𝐺 і 

кільця цілих 2-адичних чисел ℤ2 з системою факторів  𝜆𝑎,𝑏  (𝜆𝑎,𝑏 = ±1,  

𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺). 
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Висновки 

 

У першiй частинi дисертацiї вивчається задача про опис матриць над обла-

стю цiлiсностi вiдносно еквiвалентностi за модулем максимального iдеалу, яка 

iдейно близька до задачi про опис зображень груп. Отримано зв’язок мiж 

дикiстю цієї задачi i властивостями множини простих елементiв областi.  

У другiй частинi дисертацiйної роботи вивчаються матричнi зображення 

скiнченної 2-групи над комутативним кiльцем. Доведено, що якщо 𝐾 ‒ нетеро-

ве локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характе-

ристики 2 i 2 ‒ простий елемент кiльця 𝐾, а фактор-кiльце 𝐾/2𝐾 є фак-

торiальним кiльцем не головних iдеалiв, то над ним є дикими всi скiнченнi 2-

групи порядку |𝐺| > 1. Аналогiчне твердження доведено у випадку, коли 2 є 

добутком двох рiзних простих елементiв 𝑡1 i 𝑡2 (тобто 𝑡1 ≠ 𝜃𝑡2 , де 𝜃 оборотний) 

i 𝐾/𝑡1 𝐾 не є областю головних iдеалiв.  

У третiй частинi дисертацiї вивчаються матричнi зображення схрещених 

групових кiлець абелевих груп i кiльця цiлих 2-адичних чисел. Доведено 

дикiсть схрещеного групового кiльця абелевої групи типу (4, 4), (2, 2, 2) i 

кiльця цiлих 2-адичних чисел з довiльною (невиродженою) системою факторiв.  

Описано дикi схрещенi груповi кiльця циклiчної 2-групи i кiльця цiлих 2-

адичних чисел з довiльної системою факторiв i абелевої 2-групи i кiльця цiлих 

2-адичних чисел з (±) одиничною системою факторiв. Отримано критерiй руч-

ностi скiнченних 𝑝-груп вiдносно проективних зображень над кiльцем цiлих 𝑝-

адичних чисел.  
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