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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

J(R) — радикал Джекобсона;

ст.p.(R) — стабiльний ранг кiльця R;

M(R2) — кiльце квадратних матриць порядку 2;

F (R2) — множина всiх повних матриць кiльця R2;

Rn — рядок довжини n над кiльцем R;

GLn(R) — повна лiнiйна група;

Q(R) — кiльце дробiв;

detA — визначник матрицi A;

a | b — елемент a є дiльником елемента b

(a дiлить b);

Max (R) — множина максимальних iдеалiв кiльця R;

Spec(R) — множина простих iдеалiв кiльця R;

aAb — елемент a є адекватним до елемента b .
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Протягом останнiх 50 рокiв багато авторiв,

зокрема Армендарiз, Вацела, Гудьорл, Томас Пардо, Джайн, Кохлер,

Лопез-Пермонд, Левi, Ософська, Скорняков, Смiт, Туганбаєв i Вiсбаур

дослiджували кiльця, фактор-кiльця або фактор-модулi над ними, якi

мають обмеження типу скiнченностi або певнi гомологiчнi властивостi

[69].

Скiнченнi гомоморфнi образи комутативної областi Безу є джере-

лом всеможливих прикладiв i контрприкладiв сучасної теорiї кiлець.

Так вони є прикладами IF-кiлець, тобто кiлець над якими довiльний

iн’єктивний модуль є плоским [48]. А також вони є P-iн’єктивними

кiльцями [85] i псевдо-нетеровими кiльцями [76]. В сучасних алгебраїч-

них дослiдженнях виявився тiсний зв’язок скiнченних гомоморфних

образiв комутативних областей Безу з кiльцями з властивiстю замiни,

якi були введенi Уорфiлдом [97]. Цi кiльця тiсно пов’язанi з властивiстю

скiнченної замiни, яку вперше розглядали Кроулi i Джонсон [53]. Пiз-

нiше Нiколсон [84] показав, що у випадку комутативних кiлець клас

кiлець з властивiстю замiни збiгається з класом чистих кiлець. За-

бавський, Бiлявська, Мак Говерн показали, що у випадку комутатив-

ної областi Безу фактор-кiльце по довiльному ненульовому головно-

му iдеалi є напiврегулярним тодi i тiльки тодi, коли твiрний елемент

даного головного iдеалу є адекватним елементом областi. Вiдмiтимо,

що комутативнi напiврегулярнi кiльця є чистими (кiльцями з власти-

вiстю замiни), а клас комутативних чистих кiлець збiгається з класом
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кiлець iдемпотентного стабiльного рангу 1. Приклади чистих кiлець

є багаточисленними, а саме такими є: комутативнi регулярнi в сенсi

Неймана кiльця, напiврегулярнi кiльця, локальнi кiльця i напiвдоско-

налi кiльця [84].

Тим самим цi дослiдження є перехрестям, де тiсно переплелися

дослiдження алгебраїчної К-теорiї та теорiї кiлець i модулiв. Бiльш

яскраво ця тенденцiя прослiдковується в роботах Менала, Монказi [80],

Ари, Гудьорла [27], Забавського [103] в сучасних дослiдженнях задач

дiагоналiзацiї матриць як всiх так i певного вигляду (iдемпотентних,

регулярних i т.д.).

Вважають, що задача дiагональної редукцiї матриць виникла в

другiй половинi XVIII ст., коли було описано Гауссом алгоритм зве-

дення матрицi системи лiнiйних рiвнянь над полем до трикутного ви-

гляду. Аналогiчно Смiт отримав цей же результат у 1861 р. для цiлочи-

сельних матриць [89]. Дослiдження Смiта у 20 – 30 роках минулого

столiття були поширенi на рiзнi класи комутативних i некомутативних

кiлець Евклiда та на комутативнi областi головних iдеалiв. Особливий

внесок в цьому зробили Веддерберн [98], Дiксон [55], Ван дер Варден [2]

i Джекобсон [68]. Пiзнiше в 1937 р. Тейхмюллер [92] отримав повний

розв’язок задачi для некомутативних кiлець головних iдеалiв без дiль-

никiв нуля (в iншому формулюваннi Асано [29]). Бiльш детально всi

цi результати описано в монографiї Джекобсона [8]. Все це спонука-

ло Капланського розглянути кiльце, над яким кожна матриця володiє

канонiчною дiагональною редукцiєю. Таким чином, Капланським у

1949 роцi було введено поняття кiльця елементарних дiльникiв [70]. Це
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кiльце дослiджували як українськi науковцi, зокрема Лопатинський,

Казiмiрський, Забавський, Петричкович, Щедрик, Романiв, Гаталевич

[103], так i закордоннi, наприклад, Капланський [70, 71], Хенрiксен

[64, 65, 66], Шорес, Ларсен, Левiс [73], Кон [47]. Основнi результати

дослiдження кiльця елементарних дiльникiв були отриманi в роботах

[5], [6], [7], [9], [10], [11], [18], [23], [29], [64], [71], [73], [74], [90], [91], [101],

[102].

Особливий iнтерес у зв’язку з даними дослiдженнями викликає

результат [104], який показує, що скiнченний гомоморфний образ ко-

мутативної областi Безу є напiврегулярним кiльцем тодi i лише тодi,

коли ядро даного гомоморфiзму породжується адекватним елементом

кiльця. Вiдмiтимо, що напiврегулярне кiльце є кiльцем з властивiстю

замiни [84]. Кiльця з властивiстю замiни, якi були введенi Уорфiлдом

[97], пов’язанi з властивiстю скiнченної замiни, яку вперше розглядали

Кроулi i Джонсон [53]. Пiзнiше Нiколсон [84] показав, що у випадку

коли iдемпотенти кiльця є центральними, то клас кiлець з властивiстю

замiни збiгається з класом чистих кiлець. Приклади чистих кiлець є

багаточисленними, а саме такими є: комутативнi регулярнi в сенсi Ней-

мана кiльця, напiврегулярнi кiльця, локальнi кiльця i напiвдосконалi

кiльця [84].

В багатьох роботах розглядається питання дiагоналiзацiї не всiх

матриць, а певних матриць, зокрема iдемпотентних i регулярних мат-

риць. Нагадаємо, що матриця з елементами кiльця R називається ре-

гулярною, якщо над кiльцем R iснує матриця X вiдповiдних розмiрiв,
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така що

AXA = A.

Якщо матрицю X можна вибрати оборотною, то тодi матриця A нази-

вається одинично регулярною.

В роботi [27] розглядається питання дiагоналiзацiї регулярних мат-

риць над кiльцями з властивiстю замiни. Зауважимо, що задачi дiаго-

налiзацiї iдемпотентних i регулярних матриць тiсно пов’язанi, але вони

рiзнi. Хiлбруком i Ван Гiлем [67] показано, що над ID-областю (тобто

областю, над якою дiагоналiзуються iдемпотентнi матрицi) та над артi-

новим кiльцем кожна регулярна матриця може бути iдемпотентно дi-

агоналiзована, тобто для довiльної регулярної матрицi iснують оборот-

нi матрицi P i Q вiдповiдних розмiрiв такi, що:

1) PAQ = D — дiагональна матриця.

2) D2 = D.

Природньо для таких задач необхiдна iнформацiя про структуру

iдемпотентних i регулярних матриць над вказаними класами кiлець.

Кiльця Ермiта займають важливе значення у вивченнi кiлець еле-

ментарних дiльникiв. Оскiльки кiльце Ермiта є кiльцем скiнченно по-

роджених головних iдеалiв, тобто кiльцем Безу, то важливою є за-

дача вивчення кiльця Безу. Зауважимо, що кiльце R є правим (лiвим)

кiльцем Безу, якщо довiльний скiнченно породжений правий (лiвий)

iдеал кiльця R є головним правим (лiвим) iдеалом. А кiльце Безу —

це одночасно праве i лiве кiльце Безу. Найважливiшими прикладами

кiлець Безу є кiльце всiх цiлих алгебраїчних чисел, кiльце аналiтичних

функцiй на комплекснiй площинi, кiльце степеневих рядiв над полем
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рацiональних чисел з цiлим вiльним членом, кiльце нетерових дiйсних

функцiй над цiлком регулярним Гаусдорфовим простором [103]. Але

потрiбно звернути увагу на той факт, що в роботi [59] побудовано

приклад комутативного кiльця Безу, яке не є кiльцем Ермiта i також

приклад комутативного кiльця Ермiта, яке не є кiльцем елементарних

дiльникiв. Тому класи кiлець Безу, Ермiта та елементарних дiльникiв

є рiзнi, навiть у випадку комутативних кiлець.

Капланський показав, що над кiльцем елементарних дiльникiв до-

вiльний скiнченно зображуваний модуль зображається у виглядi прямої

суми циклiчних модулiв [70]. У випадку комутативних кiлець у 1974

роцi доведено i обернене твердження, а саме, якщо скiнченно зобра-

жуваний модуль над комутативним кiльцем зображається у виглядi

прямої суми циклiчних, то це кiльце є кiльцем елементарних дiльникiв

[73]. Отже, у випадку комутативних кiлець проблема описання кiлець

елементарних дiльникiв, яку неодноразово ставили, зокрема Каплансь-

кий, Кон, Хенрiксен є еквiвалентна вiдомiй проблемi Уорфiлда [96]:

над якими кiльцями розкладається кожний скiнченно зображуваний

модуль в пряму суму циклiчних модулiв?

На бiльшiсть вiдомих класiв кiлець елементарних дiльникiв впливає

умова обриву зростаючих ланцюгiв iдеалiв. Першим прикладом кiльця

елементарних дiльникiв без умов обриву зростаючих ланцюгiв iдеалiв

стало кiльце аналiтичних функцiй. Саме Веддерберн у 1915 роцi вказав,

що кiльце цiлих аналiтичних функцiй є таке [98]. Це дозволило Хелмеру

[63] ввести в розгляд адекватнi кiльця. Пiзнiше Гiльман i Хенрiксен

показали, що комутативне регулярне кiльце є адекватним [57]. Вiдомим
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результатом стало те, що напiвлокальне кiльце є адекватним тодi i

тiльки тодi, коли воно є або перетином скiнченного числа попарно

незалежних кiлець нормування без дiльникiв нуля з спiльним полем

дробiв, або скiнченною прямою сумою кiлець нормування [73]. Хенрiк-

сен [64] показав, що в комутативному адекватному кiльцi довiльний

ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iде-

алi (тобто в сучаснiй термiнологiї адекватне кiльце є PM ∗-кiльцем).

В роботi [104] показано, що адекватна область Безу — це область,

скiнченнi гомоморфнi образи якої є напiврегулярними кiльцями. Бiль-

ше нiякої iнформацiї про адекватнi кiльця не було. Тому Ларсен, Левiс

i Шорес [73] сформулювали питання: чи комутативна область Безу, в

якiй довiльний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному макси-

мальному iдеалi є адекватною? У 1974 роцi було побудовано контр-

приклад до цього питання [33]. Хоча вiдкритим залишилося питання:

за яких умов комутативна область Безу, в якiй довiльний ненульовий

простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, є адекват-

ною? Проте Забавський та Бiлявська [105] дали позитивну вiдповiдь

на це питання у випадку комутативних областей Безу з нетеровим

спектром. Ларсен, Левiс i Шорес [73] зауважили, що комутативне ре-

гулярне кiльце i кiльце нормування є не тiльки адекватним, але й

кiльцем, в якому нуль є адекватним. Це дозволило Забавському ввести

в розгляд всюди адекватнi кiльця, а також кiльця, в яких нуль є аде-

кватним [103]. Бiльше того вiн показав, що клас комутативних кiлець,

в яких нуль є адекватним, збiгається з класом кiлець iдемпотентно-

го стабiльного рангу 1 [105]. Вiдмiтимо, що стабiльний ранг є одним з
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основних iнварiантiв алгебраїчної К-теорiї. Вiн був введений у 1969 роцi

Басом [30]. Дане поняття виявилося корисним не тiльки в алгебраїчнiй

К-теорiї, але й в теорiї кiлець i модулiв, гомологiчнiй алгебрi. Особливо

продуктивно воно зреалiзувалося в задачах дiагоналiзацiї матриць. Ста-

бiльний ранг дослiджували багато вiдомих авторiв, а саме Васерштейн

[93, 94], Лам [72], Чен [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44], Мак Говерн, Кушо

[78], Менал, Монказi [80], Ара, Гудьорл [27], Забавський. В сучасних

дослiдженнях стабiльний ранг використовується в дослiдженнях по

теорiї кiлець, зокрема в задачах дiагоналiзацiї матриць [17], [78], [80],

[87], [95], [96]. За допомогою поняття стабiльного рангу Забавський

[13], [102], [100] розв’язав ряд вiдкритих задач, якi були поставленi

Хенрiксеном у 60-х та 70-х роках XIX столiття. Хоч цi задачi були

сформульованi тiльки у випадку комутативних кiлець, Забавському

вдалося розв’язати їх для бiльш загальних класiв кiлець, а саме асо-

цiативних кiлець з одиницею [99], [13], [102], [100]. Все це стало поштов-

хом для обчислення стабiльного рангу адекватних, всюди адекватних

кiлець, регулярних кiлець та їх узагальнень [1], [6], [4], [12], [28], [30],

[65], [79], [86]. Крiм того Степанов, Менал, Монказi, Камiло, Чен, Мак

Говерн ввели всеможливi узагальнення поняття стабiльного рангу [25],

[28], [34], [35], [36], [40], [42], [41]. Так комутативнi кiльця елементарних

дiльникiв можна охарактеризувати, як кiльця акуратного рангу 1. Ко-

мутативне кiльце Безу є кiльцем Ермiта тодi i тiльки тодi, коли його

стабiльний ранг рiвний 2. Серед кiлець скiнченного стабiльного рангу

слiд видiлити клас кiлець елементарних дiльникiв. Згiдно з працею [13],

стабiльний ранг кiльця елементарних дiльникiв не бiльше 2.
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Одним з важливих питань є вивчення зв’язку стабiльного рангу

кiльця i cтабiльного рангу кiлець матриць над ним. В роботi [3] вста-

новлено, що стабiльний ранг кiльця матриць порядку n над кiльцем

стабiльного рангу r рiвний 1 + [−r−1
n ], де [m] — означає цiлу частину

вiд числа m. Зауважимо, що стабiльний ранг кiльця рiвний 1 тодi i

лише тодi, коли стабiльний ранг кiльця матриць довiльного порядку

теж рiвний 1. Водночас Забавським i Петричковичем [17] встановлено,

що стабiльний ранг множини повних матриць над комутативною аде-

кватною областю дорiвнює 1, хоча базове кiльце може мати стабiльний

ранг бiльший 1. Вiдмiтимо, що такого роду дослiдження проводив Лам,

який дослiджував множини елементiв стабiльного рангу 1 [72], а пiзнi-

ше вони були продовженi в [1] для елементiв майже стабiльного рангу

1.

Особливе мiсце по кiльцях, зокрема кiльцях з властивiстю замiни,

займає умова, при якiй всi регулярнi елементи є одинично регулярни-

ми. Як показав Камiло i Хi Пi Ю [34] кiльце з властивiстю замiни, в

якому довiльний регулярний елемент є одинично регулярним, є кiльцем

стабiльного рангу 1.

Чистi кiльця є потужними. Дубровiн навiв критерiй, коли комута-

тивна область Безу є кiльцем елементарних дiльникiв, використавши

умови, характернi для напiвпотужних кiлець на кiльце матриць друго-

го порядку над даною комутативною областю Безу.

Отже вивчення комутативних областей Безу, скiнченнi гомоморфнi

образи яких є чистими, а в бiльш загальнiй ситуацiї напiвпотужними

кiльцями є актуальною задачею. Встановлення зв’язкiв стабiльного
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рангу класiв кiлець i стабiльного рангу класу повних матриць є не

тiльки актуальною задачею, але й найбiльш затребованою для прак-

тичних застосувань. На це найбiльш яскраво вказують дослiдження

2015 року Лезовського [75].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, належить до основних

дослiджень кафедри алгебри i логiки, а також пов’язаний з науковими

дослiдженнями, якi проводяться в галузi математики у Львiвському

нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка. Матерiал дисертацiї є

складовою частиною дослiджень держбюджетної теми ММ–146Ф "Ана-

лiтичнi методи дослiдження випадкових еволюцiй та гомологiчна кла-

сифiкацiя алгебраїчних систем з використанням теорiї стабiльностi"(но-

мер державної реєстрацiї 0113U003052), яка виконувалась на кафедрi

алгебри i логiки.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

дослiдження комутативних кiлець з умовами, якi узагальнюють умови

адекватностi на їх скiнченнi гомоморфнi образи, обчислення стабiльно-

го рангу класiв кiлець, якi дослiджуються та рiзних множин матриць

над цими кiльцями.

Завданнями дослiдження є:

— обчислити стабiльний ранг множини повних матриць порядку 2

над кiльцем елементарних дiльникiв;

— описати регулярнi матрицi в сенсi Неймана порядку 2 над комута-

тивною областю Безу;
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— дослiдити комутативнi кiльця Безу, скiнченнi гомоморфнi образи

яких є напiвпотужними кiльцями;

— ввести до розгляду роздiльнi кiльця, як кiльця скiнченнi гомо-

морфнi образи яких є кiльцями з властивiстю замiни, дослiдити

роздiльнi кiльця, встановити їх зв’язок з адекватними кiльцями.

Об’єкт дослiдження: кiльця скiнченного стабiльного рангу, кiльця

з властивiстю замiни, напiвпотужнi кiльця Безу.

Предмет дослiдження: стабiльний ранг, скiнченнi гомоморфнi обра-

зи комутативної областi Безу.

Методи дослiдження: у дисертацiйнiй роботi використовуються ме-

тоди теорiї кiлець i модулiв лiнiйної алгебри над кiльцями та алгебраїч-

ної К-теорiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати ди-

сертацiї є новими i полягають в наступному:

— показано, що множина повних матриць порядку 2 над кiльцем

елементарних дiльникiв має стабiльний ранг 1;

— доведено, що регулярна матриця в сенсi Неймана порядку 2 над

комутативною областю Безу є одинично регулярною;

— дослiджено комутативнi кiльця Безу, гомоморфнi образи яких є

напiвпотужними кiльцями;

— доведено, що ефективнi кiльця є кiльцями елементарних дiльникiв;

— введено до розгляду роздiльнi кiльця, як кiльця скiнченнi гомо-

морфнi образи яких є кiльцями з властивiстю замiни, якi є уза-

гальненням адекватних та акуратних кiлець;
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— показано, що локально роздiльне кiльце є кiльцем роздiльного ран-

гу 1;

— доведено, що комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є кiль-

цем елементарних дiльникiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-

сертацiї мають теоретичний характер i є новими в теорiї кiлець. Вони

можуть бути використанi в подальших дослiдженнях, що стосуються

повних матриць, ефективних та роздiльних кiлець.

Особистий внесок здобувача. Викладенi в дисертацiйнiй робо-

тi результати отримано автором самостiйно. Науковому керiвнику За-

бавському Б. В. в роботах, опублiкованих спiльно [16, 108, 22] належать

деякi теореми, постановки окремих задач та загальне керiвництво ро-

ботою. А саме науковому керiвнику в роботi [16] належить Теорема 1,

в роботi [108] — Теорема 5, а в роботi [22] — деякi iдеї щодо розв’язання

задач. Домшi О. В. iз спiльної роботи [21] належить Теорема 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисер-

тацiйної роботи були оприлюдненi i обговоренi на таких конференцiях:

— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми механiки та

математики присвяченiй 85-рiччю вiд дня народження академiка

НАН України Ярослава Степановича Пiдстригача (м. Львiв, 21–25

травня 2013 р.);

— дев’ятiй мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв,

8–13 липня 2013 р.);
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— конференцiї молодих учених "Пiдстригачiвськi читання — 2014"

(м. Львiв, 28–30 травня 2014 р.);

— мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд

дня народження Л.А. Калужнiна (м. Київ, 7–12 липня 2014 р.).

Крiм того, результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на на-

укових семiнарах:

— алгебраїчному семiнарi "Проблеми кiлець елементарних дiльникiв"

(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, керiв-

ник — доктор фiз.-мат. наук, професор Б. В. Забавський, 2013–

2015 рр.);

— семiнарi кафедри математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ

"Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефа-

ника"(Iвано-Франкiвськ, керiвник — доктор фiз.-мат. наук, про-

фесор А. В. Загороднюк 2015 р.);

— Львiвському мiському алгебраїчному семiнарi (Львiвський нацiо-

нальний унiверситет iменi Iвана Франка, керiвник — доктор фiз.-

мат. наук, професор М. Я. Комарницький 2015 р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 9

наукових працях, з них 3 [20, 21, 22] — у фахових виданнях iз перелiку,

затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України (1 без спiвавто-

рiв), 2 [16, 108] — у наукових фахових виданнях, якi включенi до мiж-

народної наукометричної бази даних "Scopus"та 3 [14, 106, 107] — у

матерiалах мiжнародних наукових конференцiях i 1 [15] — у матерiалах

всеукраїнської наукової конференцiї.
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Автор висловлює щиру подяку науковому керiвниковi, доктору фi-

зико-математичних наук, професору Б. В. Забавському за постановку

задач i допомогу в роботi над дисертацiєю.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складаєть-

ся з перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв

та списку використаних джерел. Повний обсяг дисертацiї — 121 сторiн-

ка. Список використаних джерел займає 12 сторiнок та мiстить 109

найменувань.
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РОЗДIЛ 1

Попереднi вiдомостi, допомiжнi

факти та основнi результати

1.1 Попереднi вiдомостi та допомiжнi факти

Означення 1.1. [70] Скажемо, що двi матрицi A i B над кiль-

цем R еквiвалентнi, якщо iснують такi оборотнi матрицi P i Q над

кiльцем R вiдповiдних розмiрiв, що B = PAQ.

Означення 1.2. [66] Кiльце R називається кiльцем елементар-

них дiльникiв (за Хенрiксеном), якщо довiльна матриця A над кiль-

цем R володiє дiагональною редукцiєю, тобто вона еквiвалентна дiа-

гональнiй матрицi.

Означення 1.3. [70] Кiльце R називається кiльцем елементар-

них дiльникiв (за Капланським), якщо довiльна матриця A розмiру

m×n володiє канонiчною дiагональною редукцiєю, тобто еквiвалентна

канонiчнiй дiагональнiй матрицi, а саме для матрицi A iснують такi
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оборотнi матрицi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R), що матриця

PAQ =



ε1 0 0 . . . 0 . . . 0

0 ε2 0 . . . 0 . . . 0

0 0 ε3 . . . 0 . . . 0

... ... ... . . . ... ... ...

0 0 0 . . . εr . . . 0

... ... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 0



,

де Rεi ∩ εiR ⊆ Rεi+1R.

Зауважимо, що елементи ε1, ε2, . . . εr називають елементарними дi-

льниками матрицi A.

Дане означення є класичним означенням кiльця елементарних дiль-

никiв. У цiй роботi, як правило, пiд кiльцем елементарних дiльникiв

розумiтимемо кiльце елементарних дiльникiв за Капланським.

Означення 1.4. [70] Кiльце R, над яким довiльна матриця при-

водиться до канонiчного дiагонального вигляду лише елементарними

перетвореннями, називається кiльцем з елементарною редукцiєю ма-

триць.

Означення 1.5. [70] Якщо над кiльцем R довiльна матриця розмi-

рiв 1 × 2 (2 × 1) еквiвалентна дiагoнальнiй матрицi, тодi кiльце R

називається правим (лiвим) кiльцем Ермiта. Кiльце R, яке є одно-

часно правим i лiвим кiльцем Ермiта називається кiльцем Ермiта.
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Означення 1.6. [8] Кiльце R називається кiльцем головних лiвих

(правих) iдеалiв, якщо в ньому довiльний лiвий (правий) iдеал є голов-

ним.

Означення 1.7. [46], [47] Правим (лiвим) кiльцем Безу назива-

ється кiльце, в якому довiльний скiнченно породжений правий (лiвий)

iдеал є головним. Кiльце Безу — це кiльце, яке є одночасно правим i

лiвим кiльцем Безу.

Нехай R — праве кiльце Ермiта. Тодi згiдно з означенням кiльця R

для довiльного рядка (a, b) ∈ R iснує така оборотна матриця

P ∈ GL2(R) та елемент d ∈ R, що

(a, b)P = (d, 0) (1.1)

Нехай

P =

 x u

y v

 , P−1 =

 a1 b1

r s


Тодi згiдно з 1.1, маємо

ax+ by = d,

a = da1, b = db1.

Тому очевидно, що

aR + bR = dR,

тобто R — праве кiльце Безу.

Наступнi теореми визначають умови, за яких кiльце R є кiльцем

елементарних дiльникiв.
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Теорема 1.1. [70] Якщо кожнi довiльнi матрицi розмiру 1 × 2,

2× 1, 2× 2 над кiльцем R володiють канонiчною дiагональною редук-

цiєю, то кiльце R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорема 1.2. [73] Комутативне кiльце Ермiта R є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв тодi i лише тодi, коли довiльна повна 2 × 2

матриця над R володiє канонiчною дiагональною редукцiєю.

Теорема 1.3. [70] Комутативне кiльце R є кiльцем елемента-

рних дiльникiв тодi i лише тодi, коли воно є кiльцем Ермiта i для

таких довiльних елементiв a, b, c ∈ R, що aR+ bR+ cR = R iснують

такi елементи p, q ∈ R, для яких

(pa+ qb)R + qcR = R.

Особливе мiсце у класi кiлець елементарних дiльникiв вiдiграють

адекватнi кiльця.

Означення 1.8. [63] Ненульовий елемент a кiльця R називається

адекватним до елемента b ∈ R (aAb позначимо це), якщо iснують

такi два елементи r, s ∈ R, що a = rs i виконуються наступнi умови:

1) rR + bR = R,

2) s′R+bR 6= R для довiльного необоротного дiльника s′ елемента

s.

Якщо для кожного елемента b ∈ R виконується що aAb, то тодi

кажемо, що елемент a є адекватним. Якщо довiльний ненульовий еле-

мент кiльця R є адекватним елементом, то тодi R є адекватним кiльцем
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[73]. Очевидними прикладами адекватних елементiв можуть послужи-

ти одиницi кiльця, елементи вiльнi вiд квадратiв i факторiальнi елемен-

ти [103].

Означення 1.9. [63] Адекватним кiльцем називається комута-

тивне кiльце Безу, в якому довiльний ненульовий елемент адекват-

ний.

Також вiдмiтимо простий факт: для довiльного ненульового a ∈ R

маємо що aAa.

Має мiсце наступний результат:

Теорема 1.4. [1] Комутативне адекватне кiльце є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв.

Теорема 1.5. [64] В комутативному адекватному кiльцi довiль-

ний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному

iдеалi.

Приклад 1.1. [64] Приклад областi цiлiсностi, що є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв, але не є адекватним кiльцем.

Нехай S — довiльне кiльце елементаргих дiльникiв, що є областю

цiлiсностi, яка мiстить бiльше нiж один максимальний iдеал i N —

поле дробiв кiльця R. Позначимо через P кiльце формальних степе-

невих рядiв над N за змiнною x. Кожний елемент a ∈ P має вигляд

a =
∞∑
k=0

akx
k,
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де ak ∈ N. Нехай Q = {a ∈ P : a0 ∈ S}. Очевидно, що Q є пiдкiль-

цем областi цiлiсностi P . Доведемо, що Q є кiльцем елементарних

дiльникiв, яке не є адекватним.

Спочатку покажемо, що Q є кiльцем Безу, перевiривши, що для

будь-яких a, b ∈ Q iдеал aQ + bQ є головним. Випадок, коли a або b

рiвнi нулю є тривiальним, таким чином припустимо, що a i b не

рiвнi нулю. Для довiльного ненульового c ∈ Q через n(c) позначимо

найменше (невiд’ємне) цiле число таке, що cn(c) 6= 0.

Якщо c∗ = cn(c)x
n(c), тодi

c = c∗

1 +
∞∑

k=n(c)+1

ck
cn(c)

xk

 .

Оскiльки множник 1 +
∞∑

k=n(c)+1

ck
cn(c)

xk


є одиницею Q, то cQ = c∗Q. Звiдси

aQ+ bQ = a∗Q+ b∗Q.

Якщо n(a) > n(b), b∗ є дiльником a∗, таким чином

a∗Q+ b∗Q = b∗Q.

Якщо n(a) = n(b) = n, то

a∗ =
α1

α2
xn, b∗ =

β1
β2
xn,

де α1, α2, β1, β2 ∈ S, i α2β2 6= 0. (Якщо n = 0, вiзьмемо α2 = β2 = 1.)

Оскiльки S є кiльцем Ермiта, то тодi iснують γ1, γ2, δ ∈ S такi, що

α1β2 = γ1δ, α2β1 = γ2δ, γ1S + γ2S = S.



24

Легко перевiрити, що

a∗Q+ b∗Q =
δxn

α2β2
Q.

Це показує, що Q є кiльцем Безу.

Легко показати, що J(Q) = {a ∈ Q : a0 = 0} радикал Джекобсона.

Оскiльки J(Q) не є головним iдеалом, та R/J(Q) i S є iзоморфними,

то звiдси слiдує, що Q є кiльцем елементарних дiльникiв.

Пiдкiльце S ′ = {a ∈ Q : a = a0} кiльця Q є iзоморфним з S,

i кожний максимальний iдеал з Q складається з iдеалу з Q, який

породжений максимальним iдеалом з S ′. Звiдси, оскiльки J(Q) не є

головним iдеалом з Q i S складається бiльше нiж з одного макси-

мального iдеалу, то слiдує, що Q не є адекватним кiльцем.

Означення 1.10. [60] Кiльце R називається регулярним кiльцем

(в сенсi фон Неймана), якщо для довiльного елемента a ∈ R iснує

такий елемент x ∈ R, що axa = a.

Для регулярних кiлець справедливим є таке твердження.

Теорема 1.6. [60] Для кiльця R еквiвалентнi такi властивостi:

1) кiльце R — регулярне кiльце;

2) довiльний головний правий (лiвий) iдеал кiльця R є породжений

iдемпотентом;

3) довiльний скiнченно породжений правий (лiвий) iдеал кiльця R

є породжений iдемпотентним елементом.
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Означення 1.11. [60] Кiльце R називається одинично регуляр-

ним кiльцем, якщо для довiльного елемента a ∈ R iснує такий обо-

ротний елемент u ∈ U(R), що aua = a.

Твердження 1.7. [103] Комутативне регулярне кiльце є одинич-

но регулярним.

Теорема 1.8. [57] Комутативне регулярне кiльце є адекватним

кiльцем.

Зауважимо, що у випадку регулярного кiльця друга умова з озна-

чення адекватного кiльця виконується для нульового елемента, бiльше

того, вона виконується i для кiльця нормування [73].

Означення 1.12. Скажемо, що комутативне кiльце R назива-

ється кiльцем нормування, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R

виконується a|b або b|a, тобто bR ⊂ aR або aR ⊂ bR.

Особливу роль у дослiдженнях кiлець, якi розглядаються в дисер-

тацiйнiй роботi, вiдiграє такий важливий iнварiант К-теорiї, як ста-

бiльний ранг кiльця.

Означення 1.13. Рядок (a1, a2, . . . an) ∈ Rn елементiв кiльця R

називається унiмодулярним, якщо

a1R + a2R + . . .+ anR = R.

Означення 1.14. [94] Стабiльним рангом кiльця R називається

таке найменше натуральне числоm, що для довiльного унiмодулярно-
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го рядка (a1, a2, . . . am, am+1) ∈ Rm+1 iснують такi елементи

b1, b2, . . . bm ∈ R,

що рядок

(a1 + am+1b1, a2 + am+1b2, . . . am + am+1bm) ∈ Rm

є унiмодулярним.

Згiдно з означенням, потрiбно було б розглядати як правий, так

i лiвий стабiльний ранг кiльця, але вiдповiдно до результатiв Васер-

штейна [94] та Уорфiлда [96] цi поняття спiвпадають.

Необхiдно зауважити, що якщо ст.p.(R) = n, то умови аналогiчнi

до тих, що визначають стабiльний ранг кiльця, виконуються i для

довiльного натурального числа бiльшого за n. Отже, означення ста-

бiльного рангу кiльця враховує те, що натуральне число, яке визначає

стабiльний ранг визначається як найменше з такою властивiстю. Якщо

такого натурального числа не iснує, то вважають, що стабiльний ранг

кiльця дорiвнює нескiнченностi [30, 80]. Зауважимо, що такi кiльця

iснують, а саме до них вiдноситься кiльце ендоморфiзмiв довiльного

нескiнченновимiрного лiнiйного простору.

Важливу роль у дослiдженнях, якi проводяться у дисертацiї вiдiг-

рають кiльця стабiльного рангу 1 та 2, тому розглянемо бiльш детально

означення кiлець таких стабiльних рангiв.

Означення 1.15. [94] Кiльце R називається кiльцем стабiльного

рангу 1 (в позначеннях ст.p.(R) = 1), якщо для довiльних елементiв
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a, b ∈ R таких, що aR + bR = R iснує такий елемент t ∈ R, що

(a+ bt)R = R,

тобто, a+ bt — правий оборотний елемент кiльця R .

Прикладами кiльця стабiльного рангу 1 можуть слугувати:

1) артiнове кiльце [31];

2) кiльце цiлих функцiй вiд однiєї комплексної змiнної [87];

3) кiльце Кронекерiвських функцiй для довiльної цiлозамкнутої

областi [88];

4) кiльце всiх неперервних дiйсних (комплексних, кватернiонних)

функцiй на топологiчному просторi X є кiльцем стабiльного рангу 1

тодi i лише тодi, коли розмiрнiсть X не перевищує 0 (вiдповiдно 1,3)

[94], [93];

5) Рой побудував приклад кiльця головних iдеалiв стабiльного рангу

1, яке не є напiвлокальним. В працi [95] наведено приклад Дедекiндо-

вого кiльця стабiльного рангу 1, яке не є кiльцем головних iдеалiв;

6) для довiльного поля P , ст.p.(P [[x1, . . . xn]] = 1).

Наступна теорема дає можливiсть побудувати багато нових прик-

ладiв кiлець стабiльного рангу 1.

Теорема 1.9. [94] Нехай iснує такий примiтивний многочлен

f(x) з цiлими коефiцiєнтами, що f(r) = 0 для довiльного елемента r

кiльця R. Тодi стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1.

Для регулярних кiлець має мiсце такий результат Капланського.
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Теорема 1.10. [66] Регулярне кiльце є одинично регулярним кiль-

цем тодi i лише тодi, коли його стабiльний ранг дорiвнює 1.

Зауважимо, що комутативне регулярне кiльце є одинично регуляр-

ним. А згiдно попередньої теореми дане кiльце є кiльцем стабiльного

рангу 1.

Теорема 1.11. [94] Стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1 тодi i

лише тодi, коли стабiльний ранг фактор-кiльця по радикалу Джекоб-

сона R/J(R) дорiвнює 1.

Звiдси, як наслiдок, отримаємо наступну теорему:

Теорема 1.12. [94] Напiвлокальне кiльце є кiльцем стабiльного

рангу 1.

Серед властивостей кiлець стабiльного рангу 1 видiлимо наступнi

властивостi:

Теорема 1.13. [94] Довiльне фактор-кiльце кiльця стабiльного

рангу 1 є кiльцем стабiльного рангу 1.

Теорема 1.14. [94] Якщо стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 1 i

елемент e — довiльний iдемпотент кiльця R, то кiльце eRe також

є кiльцем стабiльного рангу 1.

Теорема 1.15. [56] Нехай R — комутативна область головних

iдеалiв стабiльного рангу 1, тодi R є Евклiдовим кiльцем.
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Означення 1.16. [94] Кiльце R називається кiльцем стабiльного

рангу 2 (в позначеннях ст.p.(R) = 2), якщо для довiльниx елементiв

a, b, c ∈ R, що aR + bR + cR = R, виконується спiввiдношення

(a+ cx)R + (b+ cy)R = R

для деяких елементiв x, y ∈ R.

Iснує багато прикладiв кiльця стабiльного рангу 2, зокрема:

1) довiльне комутативне кiльце, простiр максимальних iдеалiв яко-

го є нетеровим розмiрностi 1, є кiльцем стабiльного рангу 2 [31];

2) довiльна скiнченнопороджена алгебра R над довiльним скiнчен-

ним полем, dim(R) = 2, є кiльцем стабiльного рангу 2 [31];

3) кiльце дiйсних неперервних функцiй на iнтервалi, або бiльш

загально, на довiльному топологiчному просторi розмiрностi 1 є кiльцем

стабiльного рангу 2 [94].

Зауважимо, що кiльце цiлих чисел є кiльцем стабiльного рангу 2,

але не є кiльцем стабiльного рангу 1, щоб у цьому переконатися достат-

ньо розглянути унiмодулярний рядок (3; 5).

Теорема 1.16. [31] Якщо R — комутативне кiльце головних iде-

алiв, то ст.p.(R) = 2.

Теорема 1.17. [103] Стабiльний ранг комутативної областi Безу

рiвний 2.

Теорема 1.18. [13] Комутативне кiльце Безу R є кiльцем Ермi-

та тодi i тiльки тодi, коли ст.p.(R) = 2.
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Вiдмiтимо, такий результат [99].

Лема 1.19. Нехай R — комутативна область Безу. Тодi всi влас-

нi iдемпотенти кiльця R2 спряженi мiж собою, тобто мають вигляд

P−1

1 0

0 0

P,

де P — деяка оборотна матриця порядку 2 над кiльцем R2.

Вiдмiтимо теж, що згiдно з лемою 1.19 довiльна iдемпотентна ма-

триця порядку 2 над комутативною областю Безу дiагоналiзується.

Впродовж 35 рокiв багато авторiв в рiзних контекстах вели до-

слiдження чистих кiлець. Нашi дослiдження обмежуться в основному

комутативними чистими кiльцями.

Кiльце R назвемо чистим, якщо довiльний елемент R є сумою iдем-

потента i оборотного елемента. Прикладами чистих кiлець можуть по-

служити всi комутативнi регулярнi в сенсi фон Неймана кiльця, всi

локальнi кiльця, довiльне кiльце Mn(R) n × n матриць над чистим

кiльцем i напiвдосконалi кiльця. Бiльше того, клас чистих кiлець є

замкнений вiдносно прямих добуткiв гомоморфних образiв. Означення

чистого кiльця було введено Нiколсоном [84] i прямо пов’язане з на-

ступною умовою, яку вперше розглядали Кроулi i Джонсон, а пiзнiше

Уорфiлд.

Означення 1.17. R-модуль M володiє скiнченною властивiстю
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замiни, якщо для довiльного модуля M i розкладу

N = M ′ ⊕ P =
⊕
i∈I

Qi,

де M ′ ∼= M i I — скiнченна множина, iснують пiдмодулi Q′i ⊆ Qi для

довiльного i такого, що

N = M ′ ⊕ (⊕Q′i).

Означення 1.18. Кiльце R називається кiльцем з властивiстю

замiни, якщо R є скiнченним R-модулем з властивiстю замiни.

Пiзнiше Нiколсон показав, що чисте кiльце є кiльцем з властивiстю

замiни i якщо всi iдемпотенти кiльця є центральними, то тодi кiльце

з властивiстю замiни є чистим. Взагалi кажучи, iснують приклади

кiльця з властивiстю замiни, яке не є чистим [84].

Як було зауважено вище клас чистих кiлець є замкнений стосовно

прямих добуткiв i гомоморфних образiв. Бiльше того вiдомо, що до-

вiльне комутативне нуль-мiрне кiльце i звiдси булеве кiльце є чистим.

Область цiлiсностi є чистою лише у випадку, коли вона є локальною.

Чисте кiльце є кiльцем Гельфанда.

Означення 1.19. Кiльце R є кiльцем Гельфанда, якщо з умови

a+ b = 1 iснують r, s ∈ R такi, що (1 + ar)(1 + bs) = 0.

Означення 1.20. Кiльце R називається pm-кiльцем, якщо до-

вiльний простий iдеал кiльця R мiститься в єдиному максимально-

му iдеалi.
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Комутативнi pm-кiльця вивчалися в працях [23, 46]. Вiдомо, що для

довiльного топологiчного простору X кiльце C(X), яке складається

дiйсно визначеними неперервними функцiями на X стосовно поточко-

вих операцiй додавання i множення є завжди pm-кiльцем. Бiльше того,

комутативне кiльце є кiльцем Гельфанда тодi i тiльки тодi, коли воно

є pm-кiльцем.

Топологiя Зарицького на Spec(R) — це топологiя, яку ми отримаємо

взявши множини

U(a) = {P ∈ Spec(R) : a /∈ P}

для довiльного a ∈ A за базу для вiдкритих множин. Вiдмiтимо, що

U(a) ∩ U(b) = U(ab). Позначимо через V (a) доповнення для U(a).

Множину максимальних iдеалiв R позначимоMax(R). Аналогiчно ви-

ражається топологiя Зарицького по Max(R). Зокрема маємо

U(a) = Max(R) ∩ U(a)

i

V (a) = Max(R) ∩ V (a)

Оскiльки R є кiльцем з одиницею, тому Spec(R) i Max(R) є ком-

пактним простором. Spec(R) є завжди T0, Max(R) є завжди T1.

Топологiчний простiр X назвемо нуль-вимiрним, якщо вiн має базу

з замкнених множин. Бiльше того, коли X є компактним нуль-мiрним

Хаусдорфовим простором, тодi X назвемо бульовим простором.

Має мiсце наступний результат



33

Твердження 1.20. Для комутативного кiльця R з 1 наступнi

умови є еквiвалентними.

1) R є pm-кiльцем.

2) Spec(R) є нормальним простором.

3) R є кiльце Гельфанда.

4) Для довiльної пари рiзних максимальних iдеалiвM i N iснують

елементи a, b такi, що a /∈M , b /∈ N i ab = 0.

Означення 1.21. Кiльце називається топологiчно бульовим (в

позначеннях tb-кiльце), якщо для довiльної пари рiзних максималь-

них iдеалiв iснує iдемпотент, який належить одному з них.

Означення 1.22. Кiльце R є f -кiльцем, якщо довiльний чистий

iдеал породжується iдемпотентом.

Означення 1.23. Iдеал I є чистим, якщо для довiльного a ∈ I

iснує b ∈ I, що ab = a.

Джонгрун [103] показав наступний результат

Твердження 1.21. Наступнi властивостi для комутативного

кiльця R є еквiвалентнi:

1) R є f -кiльце;

2) довiльний проективний iдеал є прямою сумою скiнченно поро-

джених iдеалiв;

3) для довiльної послiдовностi {an} в R такої, що an = anan+1

для довiльного iдеалу, який породжується {an} породжується iдем-
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потентом.

Наступна основна теорема описує спiввiдношення мiж наведеними

класами кiлець.

Теорема 1.22. [77] Для комутативного кiльця R з одиницею на-

ступнi властивостi є еквiвалентними:

1) R — кiльце з властивiстю замiни;

2) EndRR є кiльцем з властивiстю замiни;

3) iдемпотенти пiднiмаються по модулю довiльного iдеалу кiльця

R;

4) R є кiльцем Гельфанда i Max(R) є нуль-вимiрним;

5) R є pm-кiльцем i Max(R) є нуль-вимiрним;

6) R є чисте кiльце;

7) R/J(R) є чисте кiльце та iдемпотенти пiднiмаються по мо-

дулю J(R);

8) R є tb-кiльцем;

9) для довiльних m,m′ ∈ R i якщо 1 = a+b, тодi iснує iдемпотент

e, що e ∈ mR i 1− e ∈ Rm′;

10) множина ε = {U(e|e2 = e} є базою для топологiї Зарицького

на Max(R);

11) R є pm-кiльце i f -кiльце.

В роботi [104] показано наступний результат.

Теорема 1.23. Нехай R — комутативна область Безу i
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a ∈ R\{0}. Елемент a є адекватним тодi i лише тодi, коли фактор-

кiльце R/aR є напiврегулярним.

Одна з основних властивостей чистих кiлець є та, що гомоморфний

образ чистого кiльця є знову чистим. Це дозволяє ввести поняття аку-

ратного кiльця.

Означення 1.24. [77] Кiльце R є акуратним, якщо довiльний не-

тривiальний його гомоморфний образ є чистим кiльцем.

Твердження 1.24. [77] Наступнi властивостi для кiльця R є

еквiвалентними:

1) R є акуратним;

2) R/aR є чистим для довiльного ненульового елемента a ∈ R;

3) R/aR є акуратним для довiльного a ∈ R.

Бiльше того, гомоморфний образ акуратного кiльця є акуратним

кiльцем.

Твердження 1.25. [77] Якщо R є акуратним, яке не є чистим,

тодi R є напiвпросте.

Твердження 1.26. [77] Якщо R є розкладним кiльцем в пряму

суму, то R є акуратним тодi i тiльки тодi, коли воно є чистим.

Твердження 1.27. [77] Якщо R є областю розмiрностi Круля 1,

тодi R є акуратною.

Зокрема, область головних iдеалiв є акуратною. Звiдси випливає,
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якщо R є акуратним, тодi довiльний ненульовий простий iдеал мi-

ститься в єдиному максимальному iдеалi.

Означення 1.25. Кiльце R називається FGC кiльцем, якщо до-

вiльний скiнченно породжений R-модуль є iзоморфний прямiй сумi

циклiчних пiдмодулiв.

Цей клас кiлець ввiв вперше Капланський [70].

Нехай в кiльцi R, M є R-модулем. Скажемо, що M є лiнiйно ком-

пактним R-модулем, якщо довiльна множина сумiжних класiв з вла-

стивiстю скiнченного перетину має непорожнiй перетин. Якщо R є

лiнiйно компактнимR-модулем, тодiR називається максимальним кiль-

цем. Артiнове кiльце є максимальним. Кiльце p-адичних чисел є макси-

мальним кiльцем. КiльцеR є майже максимальним, якщоR/I є лiнiйно

компактним R-модулем для довiльного ненульового iдеалу I кiльця R.

Якщо RM є майже максимальне кiльце для довiльного максимального

iдеалу M кiльця R, тодi R назвемо локально майже максимальним.

Твердження 1.28. [64] Максимальне кiльце є чистим. Майже

максимальне кiльце є акуратним.

Означення 1.26. [64] Кiльце R назвемо h-локальним, якщо до-

вiльний ненульовий елемент R мiститься в скiнченнiй множинi ма-

ксимальних iдеалiв i довiльний гомоморфний образ R є pm-кiльцем.

Означення 1.27. [64] Кiльце R є факельним, якщо воно задо-

вольняє наступнi властивостi:
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1) R не є локальним.

2) R має єдиний мiнiмальний простий iдеал P , який є порiвняний

з довiльним iдеалом кiльця R.

3) R/P — h-локальна область.

4) R є локально майже максимальне кiльце Безу.

Теорема 1.29. [64] Кiльце R є FGC кiльцем тодi i тiльки тодi,

якщо воно є прямим добутком кiлець трьох типiв:

1) Максимальних кiлець нормування.

2) Майже максимальних областей Безу.

3) Факельних кiлець.

Лема 1.30. [64] Факельне кiльце не є акуратним.

Теорема 1.31. [64] Нехай R є FGC кiльце. R є чистим тодi

i тiльки тодi, якщо R — прямий добуток локальних кiлець. R є

акуратним тодi i тiльки тодi, коли R є або чистим або майже

максимальною областю Безу, яка не є локальною.

Твердження 1.32. [64] FGC область є акуратною.

Твердження 1.33. [64] h-локальна область є акуратною.

Твердження 1.34. [64] Наступнi властивостi є еквiвалентнi для

областi R:

1) R — чиста область Безу.

2) R — область нормування.
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Означення 1.28. [104] Елемент a комутативного кiльця R нази-

вається акуратним елементом, якщо фактор-кiльце R/aR є чистим.

Означення 1.29. [104] Кiльце R називається кiльцем акуратно-

го рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b кiльця R таких, що

aR + bR = R iснує елемент t ∈ R такий, що a + bt — акуратний

елемент кiльця R.

Теорема 1.35. [104] Комутативна область Безу є областю еле-

ментарних дiльникiв тодi i тiльки тодi, коли R є кiльцем акуратного

рангу 1.

Означення 1.30. [83] Кiльце R називається напiвпотужним,

якщо довiльний однобiчний iдеал, який не мiститься в радикалi Дже-

кобсона J(R), мiстить ненульовий iдемпотент. Якщо додатково iде-

мпотенти пiднiмаються по модулю радикала Джекобсона, то нази-

вається потужним кiльцем.

Лема 1.36. [83] Для кiльця R наступнi властивостi еквiвалент-

нi:

1) R — напiвпотужне кiльце.

2) Якщо a /∈ J(R), тодi xax = x для деякого x ∈ R.

Твердження 1.37. [83] Якщо R — напiвпотужне кiльце, тодi

Mn(R) — напiвпотужне кiльце.

Означення 1.31. [52] Комутативне кiльце R називається ло-

кально регулярним, якщо для довiльного елемента a елементи a або
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1− a є регулярними в сенсi Неймана.

Твердження 1.38. [52] Локально регулярне кiльце є PM -кiль-

цем.

Локальне i регулярне в сенсi Неймана є локально регулярним кiль-

цем.

Кiльце Zn — цiлих чисел по модулю числа n є локально регулярним,

тодi i лише тодi, коли (pq)2 6 |n, де p i q рiзнi простi числа.

Означення 1.32. Скажемо, що матриця A ∈ R2 є повною, коли

R2AR2 = R2.

Наведемо необхiднi та достатнi умови акуратностi областей Безу.

У цих умовах використаємо групи подiльностi областей, а тому при-

гадаємо, що це таке. Для областi R позначимо через Q(R) класичне

кiльце дробiв, а через Q∗(R) — множину її ненульових елементiв. Легко

бачити, що U(R) є пiдгрупою абелевої групи Q∗(R), а тому назвемо

фактор-групу

G(R) = Q∗(R)/U(R)

групою подiльностi областi R. Зауважимо, що група G(R) може бути

частково впорядкована наступним чином. Якщо aU(R), bU(R) ∈ G(R),

то скажемо, що aU(R) ≤ bU(R), якщо b/a ∈ R. Дане визначення

часткового порядку є коректним i G(R) перетворюється на частково

впорядковану групу. Додатнiм конусом G+(R) цiєї групи буде множина
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тих її елементiв aU(R) ∈ G(R), що

1U(R) ≤ aU(R)

є множиною сумiжних класiв з представниками в R.

Так визначений частковий порядок перетворюється на порядок ви-

значений на гратцi i G(R) стає градково впорядкованою групою (яку

скорочено назвемо l-групою), а у випадку, коли R є НСД-областю

(тобто областю в якiй кожна пара елементiв володiє НСД). Зокрема,

областi Безу є НСД-областями. Наступна добре вiдома теорема ствер-

джує, що кожна абелева l-група є групою подiльностi деякої областi

Безу. Iз детальною iнформацiєю стосовно градково впорядкованих груп

можна ознайомитись у працях [54, 26].

Теорема 1.39. [78] Для кожної абелевої l-групи G iснує така

область Безу R, що G(R) ∼= G.

Враховуючи те, що область є чистою тодi i тiльки тодi, коли вона

є локальною, маємо таку характеризацiю чистих областей Безу:

Наслiдок 1.40. [77] Наступнi умови для областi R є еквiвалент-

ними:

1) R є чистою областю Безу.

2) R є областю нормування.

3) G(R) є цiлком впорядкованою групою.

Як згадувалось вище, метою є класифiкацiя областей Безу. Причи-

ною того, що змушенi обмежитись областями Безу, а не працювати iз



41

ширшим класом НСД-областей є те, що для областей Безу може бути

встановлена вкрай корисна вiдповiднiсть мiж простими iдеалами R та

простими пiдгрупами G(R). Наприклад, Z[x] є НСД- областю але не є

областю Безу. Ця область, крiм того, не є акуратною. Проте група

подiльностi Z[x] є прямою сумою груп iзоморфних Z. Як показано

нижче, область Безу iз групою подiльностi, яка iзоморфна прямiй сумi

копiй аддитивної групи цiлих чисел, є акуратною.

Означення 1.33. Пiдгрупа H l-групи G називається l-пiдгрупою,

якщо вона є пiдграткою в G. Пiдмножина C ⊆ G називається опук-

лою, якщо iз того, що x ≤ y ≤ z i x, z ∈ C випливає, що y ∈ C. Сiм’ю

опуклих l-пiдгруп групи G позначимо через (G). Оскiльки перетин

довiльної множини опуклих l-пiдгруп є також опуклою l-пiдгрупою,

то (G) є повною граткою стосовно часткового порядку визначеного

включенням множин. Бiльше того, для довiльної множини S ⊆ G

iснує найменша опукла l-пiдгрупа, що мiстить S i яку будемо по-

значати G(S). Якщо S = s, то писатимемо просто G(s).

Нехай P — опукла l-пiдгрупа. Скажемо, що P є простою пiдгру-

пою, якщо iз того, що a ∧ b = e випливає a ∈ P або b ∈ P . Для

довiльної заданої опуклої l-пiдгрупи H задамо iндуковане вiдношення

на фактор-групi G/H визначене за правилом:

a+H ≤ b+H,

якщо iснує таке h ∈ H, що a + h ≤ b. Не важко переконатись, що
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так задане вiдношення є коректним i G/H перетворюється на l-групу.

Тодi P є простою пiдгрупою тодi i тiльки тодi, коли G/P є цiлком

впорядкованою множиною. Сiм’ю усiх простих пiдгруп в G будемо

позначати через Specl(G). Як наслiдок iз леми Цорна отримаємо, що

мiнiмальнi простi пiдгрупи iснують i їх сiм’ю позначимо Min(G).

Теорема 1.41. [82, 58, 26] Нехай R — область Безу. Тодi iснує

взаємно-однозначна порядково-iнверсна вiповiднiсть мiж ненульови-

ми простими iдеалами R та простими пiдгрупами групи G(R). Бiль-

ше того, простi iдеали областi Безу утворюють дерево, тобто для

довiльного простого iдеалу P множина простих iдеалiв, що належать

P утворює ланцюг.

Наслiдок 1.42. Нехай R є областю Безу, то тодi iснує бiєкцiя ν

мiж Max(R) та Min(G(R)).

Нехай P — ненульовий простий iдеал в R. Якщо R є акуратною

областю, то R/P є чистою областю Безу i, отже, областю нормування.

Звiдси випливає, що множина всiх iдеалiв, що мiстять P i, зокрема,

тi простi iдеали, якi мiстять P , утворює ланцюг. Так як знаємо, що

простi iдеали, що мiстяться в P утворюють теж ланцюг, то Spec(R∗)

є диз’юнктним об’єднанням ланцюгiв простих iдеалiв. Скажемо, що

абелева l-група G, множина простих пiдгруп якої є диз’юнктним об’єд-

нанням ланцюгiв простих пiдгруп, володiє полiланцюговим спектром.

Це рiвнозначно тому, що у l-групi G кожна проста пiдгрупа мiстить
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єдину мiнiмальну просту пiдгрупу [54]. Приклад абелевих l-груп iз

полiланцюговим спектром є приклад 18.1 в [54] та множина всiх не-

перервних цiлочисельних функцiй на топологiчному просторi стосовно

поточково визначених операцiй. Якщо група подiльностi G(R) областi

Безу R володiє полiланцюговим спектром, то будемо казати, що R

володiє полiланцюговим спектром.

Твердження 1.43. [78] Група подiльностi G(R) акуратної облас-

тi Безу R володiє полiланцюговим спектром.

Означення 1.34. Назвемо l-групу G гiпер-архiмедовою, якщо ко-

жна її проста пiдгрупа є мiнiмальною. Хоч це не є стандартним

означенням (див. [49]), проте воно є достатнiм для подальшої мети.

Очевидно, що гiпер-архiмедова l-група володiє полiланцюговим спек-

тром. Також вiдмiтимо такий очевидний факт: група G(R) є гiпер-

архiмедовою тодi i тiльки тодi, коли розмiрнiсть Крулля областi R

не перевищує 1.

Твердження 1.44. Якщо R є областю Безу з гiпер-архiмедовою

групою подiльностi G(R), то R є акуратною.

Наслiдок 1.45. Якщо R є областю Безу з групою подiльностi

G(R), що iзоморфна прямiй сумi копiй аддитивної групи Z, то R є

акуратною.

Охарактеризуємо h-локальнi областi Безу. Нехай G — абелева l-

група i a ∈ G+. Згiдно з лемою Цорна, знайдуться опуклi l-пiдгрупи
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в G, якi є максимальними щодо властивостi неналежностi елемента a.

Такi пiдгрупи називають значущими для a (iнколи про них кажуть, що

вони є регулярними), i будемо казати, що деяка пiдгрупа є значущою,

якщо вона є значущою для деякого додатного елемента. Значущi пiд-

групи є простими. Кажуть, що група G є скiнченно-значуща, якщо

кожний додатнiй елемент має лише скiнченну множину значущих сто-

совно нього пiдгруп.

Твердження 1.46. [78] Якщо R є областю Безу, то R є h-локаль-

ною тодi i тiльки тодi, коли R володiє полiланцюговим спектром i

G(R) є скiнченно-значущою. В цьому випадку R є акуратною.

Приклад 1.2. [78] Слiд вiдмiтити, що iснують абелевi l-гру-

пи, якi є скiнченно-значущими, але їх спектр не є полiланцюговим.

Областi Безу iз такими групами подiльностi не є акуратними.

Наступним завданням є характеризацiя акуратних областей Безу у

термiнах їх груп подiльностi. Для цього доцiльно розпочати вивчення

простору мiнiмальних простих пiдгруп абелевих l-груп. Простiр макси-

мальних iдеалiвMax(R) комутативного кiльця з одиницею R є завжди

компактним T1 простором у оболонково-ядернiй топологiї, проте вза-

галi кажучи, не є Хаусдорфовим. З iншого боку множина Min(G)

довiльної абелевої l-групи G володiє досить багатою структурою. Мно-

жини вигляду

M(a) = {P ∈Min(G) : a /∈ P},
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де a ∈ G+ є базою для вiдкритих множин у оболонково-ядернiй тополо-

гiї над Min(G). Доповнення таких множин позначимо через N(a).

Кожна вiдкрита (замкнена) множина Min(G) для деякої опуклої l-

пiдгрупи H ≤ G має вигляд M(H) (N(H)), де

M(H) =
⋃
{U(h) : h ∈ H+} (N(H) = Min(G) M(H)).

Бiльше того, якщо P i Q є двома диз’юнктними мiнiмальними

простими пiдгрупами, то знайдуться диз’юнктнi a, b такi, що a ∈ P\Q

i b ∈ Q\P . Звiдси легко отримати, що

M(a) ∩M(b) = ∅,

де P ∈M(b) iQ ∈M(a). А тому простiрMin(G) з оболонково-ядерною

топологiєю є Хаусдорфним [50].

Означення 1.35. Нехай G є l-групою i X ⊆ G. Поляром множини

X називають множину

X⊥ = {g ∈ G : |g| ∧ |x| = 0 ∀x ∈ X},

яка є опуклою l-пiдгрупою в G. Якщо X = {x}, то її поляр познача-

тимемо через x⊥.

Введення полярiв мотивовано тим, що вони є корисними при вiд-

окремленнi мiнiмальних простих пiдгруп вiд iнших простих пiдгруп.

Наступна лема вiдома пiд назвою Леми про ультрафiльтри i вона

буде вiдiгравати ключову роль у подальших дослiдженнях. Детальну

iнформацiю з цього приводу можна знайти в працi [50].
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Лема 1.47. (Лема на ультрафiльтри) Нехай G є l-групою. Для

кожної мiнiмальної простої пiдгрупи P , множина

γ = {g ∈ G+ : g /∈ P}

є ультрафiльтром на G+. Навпаки, якщо γ є ультрафiльтром на G+,

то множина

P =
⋃
{x⊥ : x ∈ γ}

є мiнiмальною простою пiдгрупою. Крiм того P є мiнiмальною про-

стою пiдгрупою тодi i тiльки тодi, якщо

P =
⋃
{x⊥ : x /∈ P}.

Одним iз найважливiших наслiдкiв Леми про ультрафiльтри є те,

що для кожного a ∈ G,

M(a) = M(a⊥⊥) = V (a⊥)

Таким чином елементи бази є вiза множинами i оболонково-ядерна

топологiя на Min(G) є нуль-вимiрна. Хоч Max(R) є компактним про-

стором, проте Min(G) буде таким лише в деяких випадках.

Позначимо через

τ : Min(G(R))→Max(R)

обернене вiдображення до бiєкцiї ν. Оскiльки

τ−1(U(a)) = N(a),

то τ є неперервною функцiєю i топологiя наMin(G(R)) є, в загальному

випадку, тоншою анiж топологiя на Max(R). Крiм того, τ є гомеомор-
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фiзмом тодi i тiльки тодi, коли ν є неперервним вiдображенням. Завер-

шимо цi викладки мiркуваннями про те, коли вказанi вище ситуацiєю

є можливими.

Означення 1.36. Нехай G є l-групою та u ∈ G+. Скажемо, що

u є (слабкою) порядковою одиницею якщо u⊥ = 0. Звiдси, додатнiй

елемент в G є слабкою порядковою одиницею лише у випадку, коли вiн

не належить до жодної мiнiмальної простої пiдгрупи в G. Проте не

в кожнiй l-групi є слабкi порядковi одиницi, наприклад їх немає у групi

подiльностi цiлих чисел. Вiдзначимо, що означенню таких елементiв

вiдповiдають елементи iз радикала Джекобсона кiльця R. Якщо для

елемента x ∈ G+ знайдеться елемент y ∈ G+ такий, що x ∧ y = 0

i x∨ y є порядковою одиницею, то назвемо елемент доповняльним в

G. Якщо кожний додатнiй елемент в G є доповняльним, то назвемо

l-групу G доповняльною. Якщо для кожного

g ∈ G+ пiдгрупа G(g) є доповняльною, то скажемо, що G є локально

доповняльною.

Лема 1.48. [78] Нехай G є l-групою i нехай x, y ∈ G+. Якщо

x ∧ y = 0 i x ∨ y є слабкою порядковою одиницею, то M(x) = N(y),

i навпаки.

Теорема 1.49. [78] Нехай R-область Безу i G = G(R). Вiдобра-

ження

ν : Max(R)→Min(G(R))
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є неперервним (а тодi гомеоморфiзмом) тодi i тiльки тодi, коли G є

доповняльною. В цьому випадку, Max(R) є булевим простором.

Наслiдок 1.50. Якщо R є областю Безу з доповняльною l-групою

подiльностi G(R), то R є акуратною тодi i тiльки тодi, коли R

володiє полiланцюговим спектром.

Той факт, щоG є доповняльною тодi i тiльки тодi, коли оболонково-

ядерна топологiя на Min(G) є компактною доведений в теоремi 2.2

у [50]. Для абелевих l-груп необхiднiсть вказаного твердження може

бути доведена бiльш елегантним чином, нiж в оригiналi, де використо-

вується трансфiнiтна iндукцiя.

Теорема 1.51. [78] Нехай G є абелевою l-групою. ПростiрMin(G)

є компактним у оболонково-ядернiй топологiї тодi i тiльки тодi,

коли G є доповняльною.

Очевидно, що булевi простори є нуль-вимiрними, тому вказаний

вище наслiдок може бути посилений, вимагаючи, щоб Max(R) був

нуль-вимiрним простором замiсть умови доповняльностi l-групи G(A).

Цим i мотивується дослiдження умов за якихMax(R) є нуль-вимiрним

простором для комутативної областi Безу R.
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1.2 Основнi напрямки i результати дослiджень

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми та подано загальну ха-

рактеристику дисертацiї, а саме визначенi мета, актуальнiсть, предмет,

об’єкт та методи дослiджень; вказано наукову новизну отриманих ре-

зультатiв.

У першому роздiлi наведено огляд лiтератури за темою дисерта-

цiї та сформульовано необхiднi означення та факти, пов’язанi з темати-

кою дослiджень, що використовуються у дисертацiї, а також важливi

результати, якi є необхiдними для подальшого викладу матерiалу.

У другому роздiлi розглядаються роздiльнi кiльця.

В першому пiдроздiлi цього роздiлу вводиться поняття роздiльного

кiльця, яке мiститься в класi комутативних областей Безу, в яких до-

вiльний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному

iдеалi i є природнiм узагальненням адекватного кiльця.

Означення 2.1 Комутативне кiльце називається роздiльним,

якщо для довiльних елементiв a, b, c ∈ R, c 6= 0, що

aR + bR + cR = R

iснують елементи r, s ∈ R такi що

c = rs,

де

rR + aR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.
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Вiдмiтимо, що контрприклад Бревера, Конрада i Монтгомерi [33],

як вказав Мак Говерн, є роздiльним кiльцем, яке не є адекватним

кiльцем.

У випадку комутативної областi Безу встановлено, що комутативне

роздiльне кiльце — це кiльце, скiнченнi гомоморфнi образи якого є

чистим кiльцем.

Теорема 2.1Комутативна область Безу R є роздiльним кiльцем

тодi i тiльки тодi, коли для довiльного c ∈ R \ {0} фактор-кiльце

R/cR є чистим кiльцем.

Теорема 2.1 встановлює, що введенi Мак Говерном акуратнi кiльця,

якi активно вивчаються в сучасних дослiдженнях багатьох вiдомих

авторiв, є прикладом роздiльного кiльця.

Наступна теорема встановлює iснування роздiльних кiлець, а також

показує, що комутативна адекватна область Безу є такою.

Теорема 2.2 Комутативна адекватна область Безу є роздiль-

ною областю.

Теорема 2.3 Роздiльна область — це область, в якiй кожний

ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iде-

алi.

Тобто, встановлено що роздiльна область є PM ∗-областю. У випад-

ку FGC областей вона є адекватною областю.

Теорема 2.4 Довiльна FGC область Безу R, в якiй кожний

ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iде-
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алi, є роздiльною тодi i тiльки тодi, коли R є адекватною областю.

Бiльше того доведено, що роздiльна область Безу є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв.

Теорема 2.5 Будь-яка роздiльна область Безу є кiльцем елемен-

тарних дiльникiв.

Вiдмiтимо, що дана теорема є вiдповiддю на вiдкрите питання ро-

боти [109].

У другому пiдроздiлi другого роздiлу на основi введеного поняття

роздiльного елемента, вводиться поняття кiльця роздiльного рангу 1,

а також поняття локально роздiльного кiльця. Показано, що локально

роздiльне кiльце є кiльцем роздiльного рангу 1, а також показано, що

комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є кiльцем елементарних

дiльникiв.

У випадку довiльного комутативного кiльця адекватний елемент є

роздiльним. Тим самим встановлено iснування роздiльних елементiв.

Вiдмiтимо, що адекватними елементами є всi оборотнi елементи кiльця,

факторiальнi елементи, а також елементи вiльнi вiд квадратiв. Вста-

новлено насиченiсть множини роздiльних елементiв комутативної обла-

стi Безу.

Твердження 2.7 Нехай R — комутативне кiльце Безу i a —

адекватний елемент в кiльцi R. Тодi a є роздiльним елементом.

Твердження 2.8 Нехай R — комутативна область Безу i a —

роздiльний елемент. Тодi довiльний дiльник роздiльного елемента є



52

роздiльним.

Як природнє узагальнення локально регулярного кiльця [52] вво-

диться поняття локально роздiльного кiльця.

Означення 2.2 Комутативне кiльце R називається локально

роздiльним кiльцем, якщо для довiльного елемента a ∈ R хоча би

один елемент a або 1− a є роздiльним.

Очевидними прикладами локально роздiльного кiльця є локальне i

роздiльне кiльце, а також показано, що локально регулярнi кiльця, якi

активно вивчаються в сучасних дослiдженнях є локально роздiльними.

Твердження 2.9 Локально регулярне кiльце є локально роздiль-

ним кiльцем.

Згiдно з твердженням 2.7, аналогiчно маємо наступний результат.

Твердження 2.10 Адекватне кiльце є локально роздiльним.

Приклад Хенрiксена [64], а саме кiльце

R = {z0 + a1x+ ...+ anx
n + ...|z0 ∈ Z, ai ∈ Q}

є прикладом локально роздiльного кiльця, яке не є адекватним. Вiдмi-

тимо, що в даному кiльцi для довiльного ряду f(x) ∈ R хоча би один

з двох рядiв f(x) i 1− f(x) є факторiальним, а значить є роздiльним.

У випадку комутативних областей Безу локально роздiльну область

Безу можна визначити iнакше, а саме

Твердження 2.11 Комутативна область Безу є локально роз-

дiльною тодi i лише тодi, коли з умови aR + bR = R випливає, що a
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або b є роздiльним елементом.

Кiльця роздiльного рангу 1, введенi Забавським Б. B. [104] є частко-

вим випадком кiльця акуратного рангу 1, якi в класi комутативних

областей Безу збiгаються з кiльцями елементарних дiльникiв.

Означення 2.3 Комутативне кiльце R називається кiльцем

роздiльного рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R таких,

що aR + bR = R iснує елемент t ∈ R такий, що a + bt — роздiльний

елемент.

Твердження 2.12 Локально роздiльна область Безу є кiльцем

роздiльного рангу 1.

Локально роздiльна комутативна область Безу є прикладом кiльця

роздiльного рангу 1. Бiльше того показано, що комутативна область

роздiльного рангу 1 є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорема 2.13 Комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є

кiльцем елементарних дiльникiв.

Ця теорема є вiдповiддю на вiдкрите питання Забавського [109].

Вiдмiтимо, що Дубровiн [9] показав, що комутативна область Безу

є кiльцем елементарних дiльникiв тодi i тiльки тодi, коли в кiльцi

матриць другого порядку над даною областю довiльний головний iдеал

породжений невиродженою повною матрицею мiстить власний iдемпо-

тент. Все це стало мотивацiєю дослiджень з роздiлу 3 i 4.

У третьому роздiлi розглядаються комутативнi областi Безу, скi-
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нченнi гомоморфнi образи яких є напiвпотужними кiльцями. В класi

таких кiлець видiляється клас ефективних кiлець, якi є кiльцями еле-

ментарних дiльникiв.

До важливих результатiв цього роздiлу вiдносяться такi теореми,

якi описують чистi елементи, елементи з властивiстю замiни i елементи

iдемпотентного стабiльного рангу 1 в кiльцях, якi є скiнченними гомо-

морфними образами комутативної областi Безу:

Теорема 3.3 Нехай R — комутативна область Безу i aAb. Тодi:

1) b = b+ aR є чистим елементом у фактор-кiльцi R/aR.

2) b = b+ aR є елементом з властивiстю замiни у фактор-кiльцi

R/aR.

3) b = b+ aR є елементом iдемпотентного стабiльного рангу 1 у

фактор-кiльцi R/aR.

Вiдмiтимо, що позначення aAb означає, що елемент a є адекватним

до елемента b, тобто: a = rs, r, s ∈ R, де

rR + bR = R i s′R + bR 6= R

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s.

Теорема 3.4 Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R \ {0}. Якщо aAb i b /∈ J(aR), тодi iдеал bR мiстить власний

iдемпотент.

Ця теорема встановлює необхiднi умови, коли головний iдеал скi-

нченного гомоморфного образу комутативної областi Безу мiстить iдем-

потент. Наступна теорема вказує достатнi умови, коли головний iдеал
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скiнченного гомоморфного образу комутативної областi Безу мiстить

iдемпотент.

Теорема 3.5 Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R \ {0}. Якщо фактор-кiльце R = R/aR є напiвпотужним, тодi

для деякого елемента b ∈ R \ J(aR) iснує такий елемент u ∈ R, що

aAbu.

Як наслiдок двох попереднiх теорем маємо наступний результат,

який показує, коли скiнченнi гомоморфнi образи комутативної областi

Безу є напiвпотужними кiльцями.

Теорема 3.6 Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R \ {0}. Тодi фактор-кiльце R = R/aR є напiвпотужним тодi i

тiльки тодi, коли b ∈ R \ J(aR) i iснує деякий елемент u ∈ R, що

aAbu, bu /∈ aR.

В класi комутативних областей Безу, скiнченнi гомоморфнi образи

яких є напiвпотужними, видiляється клас ефективних кiлець, якi є уза-

гальненням адекватних кiлець i комутативних областей Безу, скiнченнi

гомоморфнi образи яких є кiльцями з властивiстю замiни, тобто роз-

дiльних кiлець i якi не є взагалi кажучи кiльцями, в яких ненульовий

простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi.

Означення 3.1 Кiльце R називається ефективним, якщо для

будь-яких елементiв a, b, c ∈ R таких, що

aR + bR + cR = R i aR + bR 6= R
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iснує елемент p ∈ R такий, що

cApa i pR + bR + cR = R.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема

Теорема 3.7 Ефективне кiльце R є кiльцем елементарних дiль-

никiв.

Доведено, що у випадку комутативної областi Безу роздiльнi кiльця

є ефективними кiльцями.

Теорема 3.9 Нехай R — комутативна область Безу, гомоморф-

ний образ якої R/cR є кiльцем з властивiстю замiни для довiльного

c ∈ R \ {0}. Тодi R — ефективне кiльце.

Бiльше того, встановлено зв’язок, коли ефективнi кiльця є роз-

дiльними.

Теорема 3.11 Нехай R — комутативна область Безу, в якiй для

довiльних елементiв a, b, c ∈ R таких, що aR + bR + cR = R iснує

такий елемент p ∈ R, що cAap i pR + bR + cR = R. Тодi R/cR є

кiльцем з властивiстю замiни для кожного c ∈ R \ {0}.

У четвертому роздiлi дослiджується F (R2) — множина повних

матриць кiльця матриць другого порядку над комутативною областю

Безу стабiльного рангу 2.

В першому пiдроздiлi обчислюється стабiльний ранг множини пов-

них матриць. Важливими у цьому пiдроздiлi є такi теореми.
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Теорема 4.2 Нехай R — комутативне кiльце Безу стабiльного

рангу 2. Нехай A,B ∈ F (R2) i

AR2 +BR2 = R2,

причому матриця B дiагоналiзується. Тодi iснує така повна мат-

риця T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Як очевидний наслiдок з цiєї теореми у випадку кiльця елементар-

них дiльникiв отримаємо результат, який показує що стабiльний ранг

множини повних матриць порядку 2 рiвний 1.

Теорема 4.3 Нехай R — комутативне кiльце елементарних

дiльникiв. Якщо A,B ∈ F (R2) i AR2 +BR2 = R2, то тодi iснує така

повна матриця T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Вiдмiтимо, що повнi матрицi вiдiграють важливу роль в рiзних

задачах, як теорiї кiлець так i в задачах дiагоналiзацiї матриць. Так

згiдно критерiю Капланського для дiагоналiзацiї матриць над кому-

тативним кiльцем Ермiта необхiдно i достатньо лише дiагоналiзацiї

повних матриць другого порядку.

З того факту, що множина повних матриць другого порядку над

кiльцем елементарних дiльникiв має стабiльний ранг 1 отримаємо, що

множина повних матриць порядку 2 над комутативним кiльцем еле-

ментарних дiльникiв володiє двочленним лiвим ланцюгом подiльностi.

Теорема 4.4 Нехай R — комутативне кiльце елементарних

дiльникiв. Тодi для довiльних повних матриць A,B ∈ F (R2) iснують

такi повнi матрицi Q1, Q2, P ∈ R2, що A = BQ1 + P , B = PQ2.
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Вiдмiтимо, що в анонсованi у 2015 роцi результати Лезовського [75]

говорять, що матрицi порядку 2 над комутативним кiльцем елементар-

них дiльникiв володiють лише тричленним алгоритмом подiльностi та

цей алгоритм не є покращений.

Бiльше того, в другому пiдроздiлi вiдмiтимо наступну теорему, яка

показує, що множина регулярних матриць порядку 2 є одинично ре-

гулярною, тобто є множиною елементiв стабiльного рангу 1.

Теорема 4.7 Над комутативною областю Безу довiльна регуляр-

на матриця в сенсi Неймана порядку 2 є одинично регулярною.

Актуальнiсть цього результату пiдтверджує хоча би робота [35].

Як наслiдок даної теореми, маємо такий результат.

Наслiдок 4.8 Довiльна регулярна матриця в сенсi Неймана по-

рядку 2 над комутативною областю Безу має вигляд FU , де F —

iдемпотентна матриця кiльця R2, а U — оборотна матриця кiльця

R2.

Цей результат дозволяє описати всi регулярнi матрицi порядку 2

над комутативною областю Безу.
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РОЗДIЛ 2

Роздiльнi кiльця

У працi [73] ставиться задача описання адекватних кiлець, а також

ставиться питання: чи буде комутативна область Безу, в якiй довiльний

ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi,

адекватною?

В статтi [33] побудовано приклад комутативної областi Безу, в якiй

довiльний ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максималь-

ному iдеалi, яка не є адекватною. Мак Говерн зауважив, що цей контр-

приклад роботи [33] є акуратним кiльцем, тобто кiльцем гомоморфнi

образи якого є чистими. Тим самим це дозволяє видiлити новий клас

кiлець елементарних дiльникiв, який узагальнює клас адекватних кi-

лець, причому цей клас кiлець мiстить в собi вказаний контрприклад

роботи [33].

2.1 Роздiльне кiльце

В даному пiдроздiлi вивчаються комутативнi областi Безу, скiнчен-

нi гомоморфнi образи яких є чистими. Такi кiльця названi роздiльними

кiльцями. А також встановлено, що адекватна область Безу є роздiль-

ною.
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Хелмер ввiв адекватнi кiльця [63] як новий клас кiлець елементар-

них дiльникiв без умов обмеженостi на ланцюги iдеалiв. Зокрема, кому-

тативне кiльце називають адекватним, якщо для довiльних елементiв

a, b ∈ R, a /∈ 0 iснують такi елементи r, s ∈ R, що

a = rs, rR + bR = R, s′R + bR 6= R

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s. Забавський заува-

жив, що тодi rR+ sR = R i це дозволило ввести до розгляду роздiльнi

кiльця як узагальнення адекватних кiлець [107]. Бiльше того, згiдно з

результатами [104], роздiльнi областi Безу — це не що iнше як кому-

тативнi областi Безу, скiнченнi гомоморфнi образи яких є кiльцями з

властивiстю замiни.

Введемо означення роздiльного кiльця.

Означення 2.1. Комутативне кiльце R називається роздiльним,

якщо для довiльних елементiв a, b, c ∈ R, c 6= 0 таких, що

aR + bR + cR = R

iснують елементи r, s ∈ R такi, що

c = rs,

де

rR + aR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.

Доведено, що роздiльна область Безу є кiльцем елементарних дiль-

никiв.
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Теорема 2.1. Комутативна область Безу R є роздiльним кiль-

цем тодi i тiльки тодi, коли для довiльного c ∈ R\{0} фактор-кiльце

R/cR є чистим кiльцем.

Доведення. Нехай R = R/cR i a = a + cR, b = b + cR. Оскiльки

R є чистим кiльцем, то iснує iдемпотент e ∈ R такий, що e ∈ aR i

1− e ∈ bR (див. [77]). Тодi маємо, що

e− ap = cs

для деяких елементiв p, s ∈ R. Подiбно

1− e− bα = cβ

для деяких елементiв α, β ∈ R. Спiставляючи

e = cs− ap i 1− e− bα = cβ,

отримаємо

apR + bR + cR = R.

Оскiльки e = e2, то отримаємо

e(1− e) = ct

для деякого елемента t ∈ R. Нехай eR + cR = dR i тодi

e = de0, c = dc0,

де

e0R + c0R = R

для деяких елементiв b0, c0 ∈ R. Звiдси

e+ c0j = 1
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для деякого елемента j ∈ R. Вiзьмемо r = c0, s = d i запишемо розклад

на множники c = rs, де rR+ cR = R i cR ⊂ sR. Так як e = ap+ cs, то

отримаємо

rR + apR = R, sR ⊂ apR.

Очевидно, що

sR + bR = R, rR + sR = R i rR + aR = R.

Нехай aR + bR + cR = R, c 6= 0 i c = rs, де

rR + sR = R, rR + aR = R i sR + bR = R.

Вiзьмемо r = r+ cR, s = s+ cR. Оскiльки rR+ sR = R, то отримаємо

ru+ sv = 1 i r2u = r, s2v = s.

Нехай s · v = e. Очевидно, що

e2 = e i 1− e = ru.

Враховуючи, що rR + aR = R, отримаємо

aβe = e

для деякого елемента β ∈ R.

Подiбно

bx(1− e) = 1− e

для деякого елемента x ∈ R. Маємо доведено, що якщо

aR + bR = R,
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то iснує такий iдемпотент e ∈ R, що

e ∈ aR i 1− e ∈ bR.

Згiдно з [84], R — кiльце з властивiстю замiни. А так як у нас роз-

глядаються комутативнi кiльця, то R є чистим згiдно з [84] i теорема

доведена.

�

Теорема 2.2. Комутативна адекватна область Безу є роздiль-

ною областю.

Доведення. Нехай aR + bR + cR = R i c 6= 0. Оскiльки R є

адекватною областю, то

c = rs,

де

rR + aR = R i s′R + aR 6= R

для довiльного необоротного елемента s′ ∈ R такого, що

sR ⊂ s′R 6= R.

Очевидно, що rR + sR = R. Нехай

sR + bR = dR 6= R.

Так як d є дiльником елемента s, то тодi

dR + aR = hR 6= R.

Оскiльки

cR ⊂ dR ⊂ hR, bR ⊂ dR ⊂ hR i aR ⊂ hR,



64

то отримаємо

aR + bR + cR ⊂ hR 6= R.

А це неможливо, бо aR + bR + cR = R.

�

За теоремою 2.2 отримаємо наступний результат.

Теорема 2.3. Роздiльна область — це область, в якiй кожний

ненульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iде-

алi.

Доведення. Нехай R — роздiльна область, тодi згiдно з теоремою

2.1 для довiльного c ∈ R \ {0} фактор-кiльце R/cR є чисте кiльце. А

оскiльки чистi кiльця є PM -кiльцями [84], то тодi R ∈ PM ∗.

�

В цей час iснує вiдкрите таке питання: Чи є акуратним довiльне

роздiльне кiльце?

Теорема 2.4. Довiльна FGC область Безу R, в якiй кожний не-

нульовий простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi

є роздiльною тодi i тiльки тодi, коли R є адекватною областю.

Доведення. Довiльна FGC область Безу є областю, в якiй кожний

ненульовий елемент є елементом лише скiнченного числа максималь-

них iдеалiв [32]. Оскiльки в кiльцi R кожний ненульовий простий iдеал

мiститься в єдиному максимальному iдеалi, то згiдно з працею [73], R
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є адекватною областю. Використовуючи теорему 2.3, завершуємо дове-

дення даної теореми.

�

Теорема 2.5. Роздiльна обасть Безу є кiльцем елементарних дiль-

никiв.

Доведення. Нехай a, b, c ∈ R i aR + bR + cR = R, c 6= 0. Нехай

c = rs,

де

rR + aR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.

Розглянемо iдеал

(sa+ rb)R + rcR.

Оскiльки R — комутативна область Безу, то тодi iснує елемент h ∈ R

такий, що

(sa+ rb)R + rcR = hR.

Так як rcR ⊂ hR, то розглянемо

rR + hR = δR.

З того, що

rR ⊂ δR i (sa+ rb) ⊂ hR ⊂ δR

отримаємо

saR ⊂ δR,
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що можливо лише у випадку, коли δR = R, так як

rR + aR = R, sR + rR = R.

Отже, δR = R i з включення rR ⊂ R ⊂ hR отримаємо, що cR ⊂ hR.

Так як

c = rs i rR + hR = R,

тодi sR ⊂ hR. А з включення

(sa+ rb)R ⊂ hR

маємо rbR ⊂ hR. Це можливо лише тодi, коли hR = R, так як

rR + sR = R i sR + bR = R.

Отже,

(sa+ rb)R + rcR = R

i згiдно з працею [70], R є кiльцем елементарних дiльникiв.

�
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2.2 Кiльця роздiльного рангу 1

В цьому пiдроздiлi введено поняття кiльця роздiльного рангу 1.

Показано, що локально роздiльне кiльце є кiльцем роздiльного рангу 1,

а також те, що комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є кiльцем

елементарних дiльникiв. Введено поняття локально роздiльного кiльця

та встановлено iснування таких кiлець. Данi кiльця є узагальненням

локально регулярних кiлець, якi є узагальненням локальних i регуляр-

них кiлець.

Введено означення кiльця роздiльного рангу 1 i показано, що ло-

кально роздiльне кiльце є кiльцем роздiльного рангу 1. Як наслiдок,

згiдно з [104], отримано, що комутативна область роздiльного рангу 1

є кiльцем елементарних дiльникiв.

Вiдмiтимо, що згiдно з [104] маємо такий наступний результат.

Теорема 2.6. Нехай R — комутативна область Безу. Ненульо-

вий елемент a ∈ R є роздiльним тодi i лише тодi, коли фактор-кiльце

R/aR є кiльцем з властивiстю замiни.

Покажемо, що в довiльному комутативному кiльцi адекватний еле-

мент є роздiльним.

Твердження 2.7. Нехай R — комутативне кiльце Безу i a —

адекватний елемент в кiльцi R. Тодi a є роздiльним елементом.

Доведення. Нехай aR + bR + cR = R. Згiдно з означенням аде-
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кватного елемента, для елемента a iснують такi елементи r, s ∈ R, що

a = rs,

де

rR + bR = R, s′R + bR 6= R

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s. Тодi, якщо

sR + cR = tR,

де tR 6= R, маємо

tR + bR = kR 6= R,

що неможливо, оскiльки

aR ⊂ sR ⊂ kR, bR ⊂ kR, cR ⊂ tR ⊂ kR

i водночас aR + bR + cR = R. Отже, sR + cR = R. Якщо б

rR + sR = nR 6= R,

тодi б згiдно з означенням адекватного елемента a ∈ R мали б, з одного

боку, nR + bR = R, оскiльки rR ⊂ nR, а з iншого — nR + bR 6= R,

бо sR ⊂ nR 6= R. Це неможливо, отже, rR + sR = R, а значить, a є

роздiльним елементом кiльця R.

�

Покажемо, що множина роздiльних елементiв комутативної областi

Безу є насиченою.

Твердження 2.8. Нехай R — комутативна область Безу i a —

роздiльний елемент. Тодi довiльний дiльник роздiльного елемента є

роздiльним.
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Доведення. Нехай a = dx для деяких елементiв d, x ∈ R i вико-

нується

aR + bR + cR = R.

Згiдно з означенням елемента a iснують такi елементи r, s ∈ R, що

a = rs,

де

rR + bR = R, sR + cR = R, rR + sR = R.

Якщо dR + rR = hR, то тодi для деяких елементiв d0, r0 ∈ R маємо

рiвнiсть

d = hd0, r = hr0,

причому

d0R + r0R = R.

Звiдси отримаємо рiвнiсть

d0u+ r0ν = 1

для деяких елементiв u, ν ∈ R. Тодi з рiвностi

a = hd0x = hr0s

випливає, що виконуються рiвностi

d0x = r0s та sd0u+ sr0ν = s.

А звiдси

d0(su+ xν) = s,
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тобто iснує включення

sR ⊂ d0R.

Тодi

d0R + cR = R, hR + bR = R

i очевидно, що

d0R + hR = R,

оскiльки

rR ⊂ hR, sR ⊂ d0R i rR + sR = R.

�

Вiдмiтимо, що прикладами роздiльних елементiв можуть послу-

жити одиницi кiльця, факторiальнi елементи та елементи вiльнi вiд

квадратiв, якi є адекватними [103], а згiдно з твердженням 2.7, є роз-

дiльними.

Означення 2.2. Комутативне кiльце R називається локально

роздiльним кiльцем, якщо для довiльного елемента a ∈ R хоча би

один елемент a або 1− a є роздiльним.

Очевидними прикладами локально роздiльного кiльця є локальне

i роздiльне кiльце.

Твердження 2.9. Локально регулярне кiльце є локально роздiль-

ним.

Доведення. Згiдно з працею [57], довiльний регулярний елемент
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комутативного кiльця є адекватним елементом. Твердження 2.7 завер-

шує доведення даного твердження.

�

Згiдно з твердженням 2.7, аналогiчно маємо наступний результат.

Твердження 2.10. Адекватне кiльце є локально роздiльним.

Приклад Хенрiксена [64], зокрема, кiльце

R = {z0 + a1x+ ...+ anx
n + ...|z0 ∈ Z, ai ∈ Q}

є прикладом локально роздiльного кiльця, яке не є адекватним. Вiдмi-

тимо, що в даному кiльцi для довiльного ряду f(x) ∈ R хоча би один

з двох рядiв f(x) i 1− f(x) є факторiальним, а значить є адекватним,

а згiдно з твердженням 2.7 є роздiльним.

Для комутативних областей Безу маємо такий результат.

Твердження 2.11. Комутативна область Безу є локально роз-

дiльною тодi i лише тодi, коли з умови aR + bR = R випливає, що a

або b є роздiльним елементом.

Доведення. Необхiднiсть, згiдно з означенням локально роздiль-

ного кiльця, очевидна.

Нехай aR+bR = R i тодi au+bν = 1. Згiдно з означенням локально

роздiльного кiльця, маємо, що au або bν = 1−au є роздiльним елемен-

том. Твердження 2.8 свiдчить, що a або b є роздiльним елементом

кiльця R.

�
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У працi [107] введено поняття кiльця акуратного рангу 1. Частко-

вим його випадком, згiдно з теоремою 2.6, служить кiльце роздiльного

рангу 1.

Означення 2.3. Комутативне кiльце R називається кiльцем роз-

дiльного рангу 1, якщо для таких елементiв a, b ∈ R, що aR+bR = R

iснує такий елемент t ∈ R, що a+ bt — роздiльний елемент.

Твердження 2.12. Локально роздiльна область Безу є кiльцем

роздiльного рангу 1.

Доведення. Нехай R — локально роздiльна область Безу i

aR + bR = R.

Якщо a — роздiльний елемент, то очевидно, що a + b · 0 — роздiль-

ний елемент. Якщо ж a не є роздiльним елементом, то тодi розглянемо

iдеал

aR + (a+ b)R.

Так як R — комутативна область Безу, то тодi iдеал aR + (a + b)R є

головним. Якщо

aR + (a+ b)R = hR,

то тодi

aR ⊂ hR, (a+ b)R ⊂ hR.

Що можливо тодi, коли hR = R, бо в протилежному випадку bR ⊂ hR,

що неможливо, оскiльки aR ⊂ hR, bR ⊂ hR. Отже

aR + (a+ b)R = R i aR + bR = R,
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а це означає, що a+ b — роздiльний елемент.

�

Згiдно з теоремою 2.6 i вiдомими результатами [107], отримаємо

наступний результат.

Теорема 2.13. Комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є

кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. Оскiльки комутативна область Безу роздiльного рангу

1 є областю Безу акуратного рангу 1, то на основi працi [104] R є

кiльцем елементарних дiльникiв.

�
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2.3 Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi вводяться i вивчаються роздiльнi кiльця, якi є

природнiм узагальненням адекватних кiлець, а саме показано:

1. У випадку комутативної областi Безу клас роздiльних кiлець

спiвпадає з класом областей Безу, скiнченнi гомоморфнi образи яких є

чистими кiльцями.

2. Комутативна адекватна область Безу є роздiльною областю.

3. У роздiльнiй областi довiльний ненульовий простий iдеал мiс-

титься в єдиному максимальному iдеалi.

4. У випадку FGC областей Безу, в яких довiльний ненульовий

простий iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi, клас роз-

дiльних областей спiвпадає з класом адеватних областей.

5. Роздiльна область Безу є кiльцем елементарних дiльникiв.

6. Локально роздiльна область Безу є кiльцем роздiльного рангу 1.

7. Комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв.
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РОЗДIЛ 3

Ефективнi кiльця

3.1 Ефективнi кiльця

Вивчаючи комутативнi областi Безу, якi є кiльцями елементарних

дiльникiв, Дубровiн в працi [9] показав, що комутативна область Безу

R є кiльцем елементарних дiльникiв тодi i лише тодi, коли в кiльцi

матриць R2 для довiльної невиродженої матрицi A ∈ F (R2) правий

головний iдеал AR2 мiстить власний iдемпотент. Очевидно, що напiв-

потужне кiльце є таким. Бiльше того, як показано у працi [83] кiльце

матриць над напiвпотужним кiльцем є напiвпотужним. У випадку по-

тужного кiльця вiрна i зворотна iмплiкацiя.

В даному роздiлi вивчаються комутативнi областi Безу, скiнченнi

гомоморфнi образи яких є напiвпотужними кiльцями. В класi таких

комутативних областей Безу видiлений клас ефективних кiлець, який

є з однiєї сторони узагальненням роздiльних кiлець, а з другої сторони,

взагалi кажучи, не є кiльцями, в яких довiльний ненульовий простий

iдеал мiститься в єдиному максимальному iдеалi. Окрiм того, показано,

що ефективнi кiльця є кiльцями елементарних дiльникiв.

Твердження 3.1. Нехай R — комутативна область Безу i

a ∈ R — деякий ненульовий елемент. Тодi aAb тодi i тiльки тодi,
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коли aAb+at для довiльного t ∈ R.

Доведення. Нехай a — адекватний елемент до елемента b в кiльцi

Безу R. Тодi за означенням iснують деякi елементи r, s ∈ R, що

a = rs

i

rR + bR = R, s′R + bR 6= R

для довiльного елемента s′ ∈ R, такого що sR ⊂ s′R 6= R. Вiзьмемо

довiльне t ∈ R i розглянемо iдеал

rR + (b+ at)R.

З того, що R є кiльцем Безу отримаємо

rR + (b+ at)R = hR

для деякого елемента h ∈ R. Так як

aR ⊂ rR ⊂ hR i (b+ at)R ⊂ hR,

то тодi bR ⊂ hR, тобто це можливо тодi i тiльки тодi, коли h є одиницею,

бо rR + bR = R. Оскiльки

s′R + bR 6= R

для деякого елемента s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R, то тодi

s′R + (b+ at)R 6= R

для довiльного t ∈ R.
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Таким чином, ми отримали, що aAb+at для довiльного t ∈ R, тому

необхiднiсть доведена.

Для доведення достатностi припустимо, що aAb+at, а це означає, що

iснують такi елементи r, s ∈ R, що

a = rs,

rR + (b+ at)R = R i s′R + (b+ at)R 6= R

для довiльного елемента s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R. Якщо

rR + bR = hR 6= R,

то тодi

aR ⊂ rR ⊂ hR i bR ⊂ hR.

А звiдси отримаємо

(b+ at)R ⊂ hR,

що неможливо, бо rR ⊂ hR.

Далi припустимо, що iснує такий елемент s′ ∈ R, що

sR ⊂ s′R 6= R i s′R + bR = R.

Нехай виконується

s′R + (b+ at)R = hR 6= R.

Тодi bR ⊂ hR, а це суперечить припущенню, що s′R + bR = R.

�

Як наслiдок, цей результат спонукає розглянути сумiжний клас

b = b+ aR
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фактор-кiльця R = R/aR. Наступне твердження визначає вiдповiд-

нiсть мiж властивiстю aAb комутативного кiльця Безу R i структурою

гомоморфного образу елемента b кiльця R = R/aR при канонiчному

вкладеннi R в R.

Твердження 3.2. Нехай R — комутативна область Безу i aAb.

Тодi елемент b = b+ aR є чистим в R = R/aR.

Доведення. Почнемо з очевидної рiвностi

(−1)R + bR + aR = R

i звiдси −1R+bR = R. Оскiльки a є адекватним до елемента b у кiльцi

Безу R, то тодi iснують такi елементи r, s ∈ R, що

a = rs

i

rR + bR = R та s′R + bR 6= R

для довiльного елемента s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R. Тодi перейдемо до

фактор-кiльця R i отримаємо, що

rR + bR = R i s′R + bR 6= R.

Нехай t — деякий необоротний в R дiльник елемента s. Тодi iснує

такий елемент k ∈ R, що

(s+ ak)R ⊂ tR.

Покажемо, що

sR + tR 6= R.
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Припустимо супротивне, тобто sR + tR = R. Оскiльки

(s+ ak)R ⊂ tR,

тодi

s+ ak = tβ

для деякого елемента β ∈ R. З рiвностi s+ rsk = tβ випливає, що

s(1 + rk) = tβ.

Оскiльки sR + tR = R, то тодi

(1 + rk)R ⊂ tR

i тому

tR + rR = R.

Так як

tR + sR = R i tR + rR = R,

то tR + rsR = R. Таким чином

tR + aR = R

i звiдси tR = R, що суперечить припущенню про необоротнiсть елемен-

та t. Отже, показано, що

sR + tR = uR 6= R.

А це означає, що

uR + bR 6= R.
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Оскiльки u є дiльником елемента t, то тодi

tR + bR 6= R.

Отже, отримано, що 0 = rs є адекватним елементом до елемента b.

Бiльше того, зауважимо, що

rR + sR = R.

Справдi, якщо

rR + sR = hR 6= R,

то тодi вiдповiдно з адекватнiстю елемента 0 до елемента b ∈ R знаємо,

що hR + bR = R (так як h є дiльником r) i з iншої сторони

hR + sR 6= R

(так як h є необоротним дiльником s), що є неможливим. Отже,

rR + sR = R

i iснують такi елементи u, v ∈ R, що

ru+ sv = 1.

Крiм того, потрiбно довести, що елементи ru i sv є iдемпотентами

в кiльцi R. Це можна показати наступним виразом:

(ru)2 = ru(1− sv) = ru− rusv = ru.

Подiбно маємо

(sv)2 = sv.
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Позначимо e = ru. Потрiбно довести, що b − e є одиницею в R.

Припустимо, що

(b− e)R = hR 6= R.

Розглянемо iдеал

hR + rR = tR.

Якщо t не є одиницею в R, то

(b− e)R ⊂ hR ⊂ tR,

а звiдси bR ⊂ tR, що неможливо, так як

rR ⊂ tR, bR ⊂ tR i bR + rR = R

Отже, hR + rR = R. Покажемо, що

hR + sR = R.

Припустимо, що

sR + hR = tR 6= R.

Оскiльки t є неодиничним i дiлить s, то за означенням властивостi

елемента s маємо

tR + bR = kR 6= R.

З iншої сторони

(b− e)R = hR i eR + sR = R

i тому з умови eR+tR = R випливає, що eR ⊂ kR. Останнє включення

неможливе, бо

bR ⊂ kR i bR + (−1)R = R.
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Отже, маємо sR + hR = R. Оскiльки rR + hR = R, то тодi

rsR + hR = R.

Вiдомо, що rs = 0 i отримаємо, що h є одиницею кiльця R.

Отже, довели, що b− e = u є одиницею в кiльцi R, i звiдси

b = u+ e

є чистим елементом.

�

Згiдно з працями [77], [84], [105] i згiдно з твердженням 3.2 маємо

наступний результат

Теорема 3.3. Нехай R — комутативна область Безу i aAb. Тодi:

1) b = b+ aR є чистим елементом фактор-кiльця R/aR.

2) b = b + aR є елементом з властивiстю замiни фактор-кiльця

R/aR.

3) b = b + aR є елементом iдемпотентного стабiльного рангу 1

фактор-кiльця R/aR.

Доведення. Оскiльки у випадку комутативних кiлець чистий еле-

мент є елементом з властивiстю замiни i навпаки та цi елементи є еле-

ментами iдемпотентного рангу 1 [7], то в силу твердження 3.2 отри-

маємо доведення даної теореми.

�

Звернемо увагу, що запис aAb передбачає, що a 6= 0.
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Вкажемо умови, коли в скiнченному гомоморфному образi комута-

тивної областi Безу головний iдеал мiстить iдемпотент. А саме

Теорема 3.4. Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R\{0}. Якщо aAb i b /∈ J(aR), то тодi iдеал bR мiстить власний

iдемпотент.

Доведення. Оскiльки a є адекватним до b, то тодi

a = rs i rR + bR = R

так як s′R + bR 6= R для довiльного елемента s′ ∈ R, що

sR ⊂ s′R 6= R.

Якщо b /∈ J(aR), то елемент r не є одиницею кiльця R. Тодi з рiвностi

rR + bR = R випливає, що

ru+ bv = 1

для деяких елементiв u, v ∈ R. А звiдси

rsu+ bsv = s.

Оскiльки a = rs, то rs = 0 i отримаємо, що

sR ⊂ bR i s̄R̄ 6= (0).

Бiльше того, якщо rR + sR = R, то тодi виконується

rx+ sy = 1

для деяких елементiв x, y ∈ R. Як наслiдок, отримаємо

s2v = s,
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а це означає, що елемент s є регулярним. Так як R є комутативним, то

тодi iснує такий iдемпотент e, що

sR = eR.

Остання рiвнiсть означає, що iснує власний iдемпотент в iдеалi bR, що

i потрiбно було зробити.

�

Природньо знайти вiдповiдь на питання: чи вiрне обернене твер-

дження? Теорема 3.5 є вiдповiддю на дане питання.

Теорема 3.5. Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R \ {0}. Якщо фактор-кiльце R = R/aR є напiвпотужним,

то тодi для деякого елемента b ∈ R \ J(aR) iснує такий елемент

u ∈ R, що aAbu.

Доведення. Нехай R = R/aR — напiвпотужне кiльце i

b ∈ R \ J(aR).

За напiвпотужнiстю R для сумiжного класу b = b + aR iснує такий

ненульовий iдемпотент e ∈ bR. Звiдси iснують такi елементи u, t ∈ R,

що

e− bu = at.

Бiльше того, оскiльки e = e2, то тодi

e(1− e) = as

для деякого елемента s ∈ R. Покажемо, що aAe. Справдi, так як R є
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комутативним кiльцем Безу, то тодi

eR + aR = dR

для деякого елемента d ∈ R. Згiдно з працею [13], маємо

e = e0d, a = a0d i e0p+ a0q = 1

для деяких елементiв e0, a0, p, q ∈ R. Бiльше того, з рiвностi

e(1− e) = as

випливає, що

e0(1− e) = a0s.

Оскiльки

e0p+ a0q = 1 i e0(1− e) = a0s,

то тодi можна зробити висновок, що a0k = 1− e для деякого елемента

k ∈ R i звiдси

e+ a0k = 1.

Вiзьмемо r = a0 та s = d i тодi a = rs, де

rR + eR = R, s′R + eR 6= R

для довiльного елемента s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R. Таким чином aAe i

оскiльки

bu = e− at,

то отримаємо, що aAbu, згiдно з твердженням 3.1.

�

Як наслiдок двох попереднiх теорем маємо наступний результат.
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Теорема 3.6. Нехай R — комутативна область Безу i нехай

a ∈ R \ {0}. Фактор-кiльце R = R/aR є напiвпотужним тодi i

тiльки тодi, коли для довiльного b ∈ R \ J(aR) iснує такий елемент

u ∈ R, що aAbu, bu /∈ aR.

Всi згаданi результати дозволяють визначити новий пiдклас кому-

тативного кiльця Безу, тобто ефективне кiльце, яке є також кiльцем

елементарних дiльникiв.

Означення 3.1. Комутативна область Безу R називається ефек-

тивною, якщо для будь-яких елементiв a, b, c ∈ R таких, що

aR + bR + cR = R i aR + bR 6= R

iснує такий елемент p ∈ R, що

cApa i pR + bR + cR = R.

Очевидним прикладом ефективного кiльця є будь-яке адекватне

кiльце. Приклад Хенрiксена [64], що є комутативною областю Безу

R = {z0 + a1x+ a2x
2 + ...|z0 ∈ Z, ai ∈ Q}

є також ефективним кiльцем, але не адекватним. Зауважимо, що з

умови

aR + bR + cR = R

випливає, що принаймi один з цих елементiв a, b, c ∈ R є адекватним

елементом даного кiльця з прикладу Хенрiксена.

Теорема 3.7. Ефективне кiльце є кiльцем елементарних дiльни-

кiв.
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Доведення. Згiдно з працею [103], достатньо довести, що для

будь-якої взаємно простої трiйки елементiв, що aR + bR + cR = R

iснують такi елементи p, q ∈ R, що

(pa+ qb)R + qcR = R.

Якщо aR + bR = R, то тодi iснують такi елементи p, g ∈ R, що (pa +

gb)R + qcR = R [64, 73, 103]. За означенням ефективного кiльця iснує

такий елемент p ∈ R, що

cAap i pR + bR + cR = R.

Так як

aR + bR + cR = R i pR + bR + cR = R,

то тодi

apR + bR + cR = R.

Оскiльки cAap, то c = qs, де

qR + apR = R i s′R + apR 6= R

для будь-якого s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R. Покажемо, що

(ap+ bq)R + cqR = R.

Припустимо вiд супротивного, тобто

(ap+ bq)R + cqR = hR 6= R.

Оскiльки cq = sq2, то тодi нехай

qR + hR = dR 6= R.
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Так як

qR ⊂ dR i hR ⊂ dR,

то apR ⊂ dR, а це неможливо, оскiльки

qR + apR = R.

Таким чином sR ⊂ hR. За означенням елемента s маємо, що

hR + apR = kR 6= R.

Нехай

kR + aR = xR 6= R,

тодi bqR ⊂ xR. Оскiльки

cR ⊂ xR, aR ⊂ xR i aR + bR + cR = R,

то

xR + bR = R.

Отже qR ⊂ xR, що є неможливим, так як

qR + sR = R.

Як результат маємо, що pR ⊂ kR. Тодi bqR ⊂ kR. Якщо

bR + kR = αR 6= R,

то

cR ⊂ αR, bR ⊂ αR i pR ⊂ αR.

Використовуючи

pR + bR + cR = R
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отримаємо суперечнiсть i таким чином показали, що α має бути оди-

ницею. Отже, qR ⊂ kR, але це є неможливим, бо

qR + sR = R i sR ⊂ kR.

Тому

(ap+ bq)R + cqR = R,

що i потрiбно було показати.

�

Покажемо, що акуратнi кiльця є ефективними кiльцями у випадку

комутативного кiльця Безу. Для виконання цiєї мети потрiбно наступне

твердження.

Твердження 3.8. Комутативне кiльце R є кiльцем з власти-

вiстю замiни тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої пари елементiв

a, b ∈ R такої, що aR+ bR = R iснує iдемпотент e ∈ R, що e ∈ aR i

(1− e) ∈ bR.

Доведення. Згiдно з працею [84], в кожному кiльцi з властивiстю

замiни з рiвностi aR+ bR = R випливає, що iснують такi ортогональнi

iдемпотенти e i 1 − e, що e ∈ aR та (1 − e) ∈ bR i таким чином

необхiднiсть доведено. Якщо ж aR + bR = R, то тодi iснує такий

iдемпотент e ∈ aR, що

e ∈ aR i (1− e) ∈ bR.

Тодi, використовуючи рiвнiсть a+ (1− a) = 1, отримаємо, що

e ∈ aR i (1− e) ∈ (1− a)R,
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отже R є кiльцем з властивiстю замiни згiдно з означенням працi [84].

�

Наступний результат показує, що комутативна роздiльна область

Безу є ефективною.

Теорема 3.9. Нехай R — комутативна область Безу, гомоморф-

ний образ якої R/cR є кiльцем з властивiстю замiни для довiльного

c ∈ R \ {0}. Тодi R — ефективне кiльце.

Доведення. Нехай R = R/cR — кiльце з властивiстю замiни для

будь-якого c ∈ R \ {0}. Згiдно з працею [77], R є акуратним кiльцем.

Тодi, використовуючи твердження 3.8, з рiвностi

aR + bR = R

випливає, що iснує такий iдемпотент e ∈ R, що

e ∈ aR i 1− e ∈ bR.

Зауважимо, що умова aR + bR = R випливає з aR + bR + cR = R.

Оскiльки e ∈ aR, то тодi iснує такий елемент p ∈ R, що

e− ap = cs

для деякого елемента s ∈ R. Подiбно

1− e− bα = cβ

для таких елементiв α, β ∈ R. Пiдставимо

e = cs+ ap
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в 1− e− bα = cβ i отримаємо

ap+ cw + bα = 1,

а це означає, що pR + cR + bR = R.

Покажемо, що cAap. Оскiльки e = e2, то тодi

e(1− e) = ct

для деякого елемента t ∈ R. Розглянемо iдеал

eR + cR = dR.

Згiдно з працею [13], маємо, що e = de0 i c = dc0 для таких елементiв

e0, c0 ∈ R, що

e0R + c0R = R.

Тодi

e0(1− e) = c0t

та

e+ c0γ = 1

для деякого елемента γ ∈ R. Вiзьмемо r = c0, s = d i отримаємо

розклад

c = rs,

де

rR + eR = R i sR ⊂ eR.

Отже, маємо cAe.
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Оскiльки e = ap+cs, то згiдно з твердженням 3.1 i використовуючи,

що cAap, отримаємо дане доведення.

�

Наступне твердження має допомiжний характер.

Твердження 3.10. Нехай R — комутативна область Безу, в

якiй для будь-яких елементiв a, b, c ∈ R, що aR + bR + cR = R iснує

такий елемент p ∈ R, що cApa. Нехай c = rs, де rR + apR = R i

s′R + apR 6= R для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s i

pR + bR + cR = R тодi i лише тодi, коли sR + bR = R.

Доведення. Нехай c = rs, де

rR + apR = R i s′R + apR 6= R

для довiльного необоротного дiльника s′ елемента s. Якщо

aR + bR + cR = R i pR + bR + cR = R,

то тодi

apR + bR + cR = R.

Якщо sR + bR = δR 6= R, маємо

δR + apR = hR 6= R.

Це неможливо, оскiльки apR + bR + cR = R.

Нехай sR + bR = R. Доведемо, що apR + bR + cR = R. Якщо

pR + bR + cR = hR 6= R,
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тодi pR ⊂ hR, cR ⊂ hR i bR ⊂ hR. Оскiльки rR + apR = R, тодi

h є необоротним дiльником s. Згiдно того, що bR ⊂ hR i sR ⊂ hR

отримаємо

sR + bR ⊂ hR 6= R.

Що є неможливим, оскiльки sR + bR = R.

�

Вкажемо умови, при яких скiнченнi гомоморфнi образи комутатив-

ної областi Безу є кiльцями з властивiстю замiни.

Теорема 3.11. Нехай R — комутативна область Безу, в якiй для

довiльних елементiв a, b, c ∈ R таких, що aR + bR + cR = R iснує

такий елемент p ∈ R, що cAap i pR + bR + cR = R. Тодi R/cR є

кiльцем з властивiстю замiни для кожного c ∈ R \ {0}.

Доведення. Нехай R̄ = R/cR i āR̄ + b̄R̄ = R̄, де ā = a + cR,

b̄ = b + cR. Тодi aR + bR + cR = R i iснує такий елемент p ∈ R, що

c = rs, де rR + apR = R i s′R + apR 6= R для кожного такого s′R, що

sR ⊂ s′R 6= R i pR + bR + cR = R. Отже, виконується ru + sv = 1.

Оскiльки r̄ū+ s̄v̄ = 1 i r̄s̄ = 0̄, то отримаємо r̄2ū = r̄ i s̄2v̄ = s̄.

Зауважимо, що ē = s̄v̄. Очевидно, що

1̄− ē = r̄ū i s̄R̄ = ēR̄, (1̄− ē)R̄ = r̄R̄.

Згiдно з твердженням 3.6, маємо, що sR + bR = R i тодi

sα + bp = 1,
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де α, p ∈ R. Оскiльки

rsα + rbp = r,

маємо

r̄b̄p̄ = r̄ i r̄R̄ ⊂ b̄R̄.

Оскiльки rR + apR = R, t, k ∈ R. Так як

rsp+ apsk = s

маємо

s̄R̄ ⊂ āR̄.

Доведено, якщо āR̄ + b̄R̄ = R̄, то тодi iснують iдемпотенти

ē ∈ āR̄ i 1̄− ē ∈ b̄R̄.

За твердженням 3.5, R/cR є кiльцем з властивiстю замiни. Теорема

доведена повнiстю.

�
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3.2 Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi встановлено

1. Умови, коли скiнченний гомоморфний образ комутативної обла-

стi Безу є напiвпотужним.

2. В класi комутативних областей Безу, скiнченнi гомоморфнi обра-

зи яких є напiвпотужними кiльцями, видiлено клас ефективних облас-

тей. Встановлено iснування таких областей.

3. Показано, що ефективнi областi є кiльцями елементарних дiльни-

кiв.

4. Показано, що комутативна область Безу, скiнченнi гомоморфнi

образи якої є кiльцями з властивiстю замiни, є ефективною.

5. Визначено умови на комутативнi областi Безу, при яких скiнченнi

гомоморфнi образи комутативної областi Безу є кiльцем з властивiстю

замiни.
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РОЗДIЛ 4

Множина повних матриць над

комутативним кiльцем елементарних

дiльникiв

4.1 Стабiльний ранг множини повних матриць над

кiльцем елементарних дiльникiв.

У цьому пiдроздiлi доведено, що множина F (R2) всiх повних мат-

риць порядку 2 над кiльцем елементарних дiльникiв R має стабiльний

ранг 1.

Кiльця стабiльного рангу 1 є найбiльш дослiджуваними в сучасних

алгебраїчних дослiдженнях [72], що не можна сказати про кiльця ста-

бiльного рангу ≥ 2. Саме ця причина спонукала в роботi [72] до дослi-

дження елементiв стабiльного рангу 1.

Стабiльний ранг кiльця елементарних дiльникiв не бiльше 2 [100].

Оскiльки поняття кiльця стабiльного рангу 1 є Морiта iнварiантом, а

тому є актуальною задачею описання елементiв стабiльного рангу 1

кiльця матриць над комутативною областю елементарних дiльникiв.
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Зауважимо, що стабiльний ранг кiльця дорiвнює 1 тодi i тiльки

тодi, коли стабiльний ранг кiльця матриць дорiвнює 1. В той же час

в роботах [17, 24] описанi деякi областi Безу, над якими клас повних

матриць має стабiльний ранг 1. В даному пiдроздiлi встановлено ана-

логiчний результат для кiлець елементарних дiльникiв. А також, як

наслiдок, отримано, що виконується над кiльцем елементарних дiльни-

кiв двочленний правий (лiвий) ланцюг подiльностi для повних матриць

порядку 2.

Встановимо критерiй взаємної простоти злiва верхнiх трикутних

матриць другого порядку.

Твердження 4.1. Нехай R — комутативне кiльце Безу стабiль-

ного рангу 2. Двi матрицi

A =

a 0

b c

 i B =

x 0

y z


взаємно простi злiва тодi i тiльки тодi, коли

aR + xR = R, cR + zR + (ay − bx)R = R.

Доведення.

Необхiднiсть. Нехай iснують такi матрицi U, V ∈ R2, що

AU +BV = E,

де E — одинична матриця. Позначимо через

U =

u1 u2

u3 u4

 , V =

v1 v2

v3 v4

 .
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Тодi з рiвностia 0

b c


u1 u2

u3 u4

 +

x 0

y z


v1 v2

v3 v4

 =

1 0

0 1


отримаємо, що

au1 + xv1 = 1,

тобто

aR + xR = R.

Так як визначник матрицi AU +BV = E дорiвнює 1, то

cR + zR + (ay − bx)R = R.

Достатнiсть. Нехай для матриць A i B виконується, що

aR + xR = R, cR + zR + (ay − bx)R = R.

Розглянемо матрицю

C =

a 0 x 0

b c y z

 .

Оскiльки aR+ xR = R, то тодi iснують такi елементи u, v ∈ R, що

au+ xv = 1. Тодi

a 0 x 0

b c y z




u 0 −x 0

0 1 0 0

v 0 a 0

0 0 0 1


=

 1 0 0 0

bu+ yv c ay − bx z

 .

Елементарними перетвореннями рядкiв матрицю 1 0 0 0

bu+ yv c ay − bx z


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приведемо до вигляду 1 0 0 0

0 c ay − bx z

 = B.

Оскiльки

cR + zR + (ay − bx)R = R

i R — кiльце Безу стабiльного рангу 2, то тодi згiдно з працею [13] iснує

оборотна матриця P порядку 3 над кiльцем R, що

(c, ay − bx, z)P = (1, 0, 0).

Звiдси

B



1 0 0 0

0

0 P

0


=

1 0 0 0

0 1 0 0

 .

Тобто, показано, що для матрицi C iснує оборотна матриця Q порядку

4, що

CQ =

1 0 0 0

0 1 0 0

 ,

а це означає нiщо iнше згiдно з [70], що для матриць A,B iснують такi

оборотнi матрицi U, V ∈ R2, що

AU +BV = E,

тобто A,B взаємно простi злiва.

�
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Теорема 4.2. Нехай R — комутативне кiльце Безу стабiльного

рангу 2. Нехай A,B ∈ F (R2) i

AR2 +BR2 = R2,

причому матриця B дiагоналiзується. Тодi iснує така повна матриця

T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Доведення. Оскiльки матриця B дiагоналiзується, то через обме-

ження, накладенi на кiльце R, отримаємо iснування таких оборотних

матриць P,U,Q ∈ R2, що

PAU =

a 0

b c

 , PBQ =

1 0

0 y

 .

Оскiльки

AR2 +BR2 = R2,

то тодi iснують такi матрицi C,D ∈ R2, що AC +BD = E, а звiдси

PAU(U−1C) + PBQ(Q−1D) = P,

тобто матрицi a 0

b c

 i

1 0

0 y


взаємно простi злiва. На пiдставi твердження 4.1 маємо

bR + cR + yR = R.

Так як стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 2, то тодi iснують такi

елементи α, β ∈ R2, що

(b+ yα)R + (c+ yβ)R = R,
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а вiдтак iснують такi елементи n,m ∈ R, що

(b+ yα)n+ (c+ yβ)m = 1.

Керуючись результатом працi [99], елементи α, β можна вибрати так,

що αR + βR = R. Тодia 0

b c

 +

1 0

0 y


m− a −n

α β

 =

 m −n

b+ yα c+ yβ


— оборотна матриця.

Оскiльки αR+βR = R, то тодi очевидно, що матриця

m− a −n
α β


є повною.

�

Як очевидний наслiдок з теореми 4.2 у випадку кiльця елементар-

них дiльникiв отримаємо результат, який показує, що множина повних

матриць порядку 2 над комутативним кiльцем елементарних дiльникiв

є множиною елементiв стабiльного рангу 1.

Теорема 4.3. Нехай R — комутативне кiльце елементарних дiль-

никiв. Якщо A,B ∈ F (R2) i AR2+BR2 = R2, то тодi iснує така повна

матриця T ∈ F (R2), що A+BT — оборотна матриця.

Бiльше того, маємо такий результат, який показує що для повних

матриць порядку 2 над кiльцем елементарних дiльникiв виконується

правий (лiвий) двочленний ланцюг подiльностi.

Теорема 4.4. Нехай R — комутативне кiльце елементарних дiль-

никiв. Тодi для довiльних повних матриць A,B ∈ F (R2) iснують такi
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повнi матрицi Q1, Q2, P ∈ R2, що A = BQ1 + P , B = PQ2.

Доведення. В силу обмежень накладених на R i на основi [70]

маємо, що R2 є теж кiльцем елементарних дiльникiв, а значить R2 є

кiльцем Безу стабiльного рангу 2.

НехайA,B ∈ F (R2) iAR2+BR2 = DR2 для деякої матрицiD ∈ R2.

Звiдси

A = DA0, B = DB0 i AU +BV = E

для деяких матриць A0, B0, U, V ∈ R2. Тодi

D(E − A0U −B0V ) = 0 i A0U +B0V + C = 0

для деякої матрицi C ∈ R2, що DC = 0.

Оскiльки стабiльний ранг R2 дорiвнює 2, тодi iснують такi матрицi

X, Y ∈ R2, що

(A0 + CX)R2 + (B0 + CY )R2 = R2.

Позначимо

A0 + CX = A1, B0 + CY = B1.

Оскiльки DC = 0, то

DA1 = A, DB1 = B.

Так як A ∈ F (R2), B ∈ F (R2) i DA1 = A, DB1 = B, то очевидно, що

A1 ∈ F (R2), B1 ∈ F (R2).

Оскiльки

A1R2 +B1R2 = R2,
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то тодi згiдно з теоремою 4.3 отримаємо, що

A1 +B1T = S

— оборотна матриця для деякої повної матрицi T . Звiдси

A1 = B1(−T ) + S, B1 = S(S−1B1).

Тодi

A = B(−T ) +DS, B = DS(S−1B1).

Покладемо

Q1 = −T, Q2 = S−1B1, P = DS.

Зауважимо, що Q1 ∈ F (R2), Q2 ∈ F (R2), P ∈ F (R2) як вiдповiднi

дiльники повних матриць.

�
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4.2 Регулярна матриця в сенсi Неймана над комутативною

областю Безу є одинично регулярною.

В сучасних алгебраїчних дослiдженнях особлива роль належить

умовi, коли всi регулярнi (в сенсi Неймана) елементи є одинично ре-

гулярними. Так, наприклад, в кiльцях з властивiстю замiни з даною

умовою [45] показано, що довiльний регулярний елемент є чистим. А в

роботi [34] показано, що таке кiльце має стабiльний ранг 1.

В цьому пiдроздiлi показано, що регулярна матриця в сенсi Нейма-

на порядку 2 над комутативною областю Безу є одинично регулярною,

тобто є елементами стабiльного рангу 1.

Вiдомо, що комутативне регулярне кiльце в сенсi Неймана є оди-

нично регулярним [57]. У випадку некомутативних кiлець це не так

[60]. Тим не менше, в данiй роботi показано, що над комутативною

областю Безу довiльна регулярна матриця в сенсi Неймана порядку 2

є одинично регулярною.

Вiдмiтимо зв’язок роботи [24] з теоремою 4.2. Для подальшого роз-

гляду потрiбний такий результат.

Лема 4.5. Нехай R — комутативна область Безу. Довiльний

лiвий або правий дiльник повної матрицi кiльця R2 є теж повною

матрицею.

Доведення. НехайA = (aks) — повна матриця кiльцяR2 iA = BC
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для матриць B = (bij), C = (cij) кiльця R. Оскiльки A — повна, то

тодi
2∑

k=1

2∑
s=1

aksR = R.

Так як для довiльних i ∈ 1, 2, j ∈ 1, 2

aij ∈
2∑

k=1

2∑
s=1

bksR,

то очевидно, що B = (bij) — повна матриця. Аналогiчно доводиться,

що матриця C — повна. Лема доведена.

�

Лема 4.6. Нехай R — комутативна область Безу. Довiльна iдем-

потентна матриця кiльця R2 є повною дiагоналiзованою матрицею.

Доведення. Згiдно з працею [9] довiльна iдемпотентна матриця

порядку 2 над R має вигляд

P

1 0

0 0

P
−1,

де P деяка оборотна матриця. На основi леми 4.5 отримаємо дане

доведення.

�

Нагадаємо, що матриця A кiльця R2 є регулярною матрицею в сенсi

Неймана, якщо iснує така матриця X кiльця R2, що

AXA = A.

Якщо ж окрiм того матриця X ∈ R2 є оборотною матрицею кiльця
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R2, то матриця A називається одинично регулярною. Очевидно, що

iдемпотентна матриця є одинично регулярною.

Вiдмiтимо наступний важливий результат даного пiдроздiлу, а саме

результатом є теорема, яка показує що довiльна регулярна матриця над

комутативною областю Безу є одинично регулярною.

Теорема 4.7. Над комутативною областю Безу довiльна регуляр-

на матриця в сенсi Неймана порядку 2 є одинично регулярною.

Доведення. НехайR — комутативна область Безу i A— регулярна

матриця кiльця R2, тобто для матрицi A ∈ R2 iснує така матриця

X ∈ R2, що AXA = A.

Вiдмiтимо, що матриця XA є iдемпотентною. Згiдно з лемою 4.6 XA

є повною матрицею кiльця R2, яка дiагоналiзується. Вiдмiтимо, що

матриця E − XA є також повною матрицею, яка дiагоналiзується,

оскiльки вона є iдемпотентною. Оскiльки

XA+ (E −XA) = E,

то

XR2 + (E −XA)R2 = R2.

На пiдставi теореми 4.2 iснує така повна матриця T кiльця R2, що

X + (E −XA)T = U

— оборотна матриця кiльця R2. Тодi

AUA = A(X + (E −XA)T )A = AXA+ ATA−
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−AXATA = A+ ATA− ATA = A

тобто матриця A є одинично регулярною.

�

Як наслiдок даної теореми, отримаємо такий очевидний результат.

Наслiдок 4.8. Довiльна регулярна матриця в сенсi Неймана по-

рядку 2 над комутативною областю Безу має вигляд FU , де F —

iдемпотентна матриця кiльця R, а U — оборотна матриця кiльця

R2.

Доведення. Для регулярної матрицi другого порядку A згiдно

з теоремою 4.7 iснує така оборотна матриця U другого порядку, що

AUA = A i тодi AU = F є iдемпотентом кiльця матриць другого

порядку. А звiдси A = FU−1.

За симетрiєю означення регулярної матрицi в сенсi Неймана пока-

зується, що довiльна регулярна матриця другого порядку над комута-

тивною областю Безу має вигляд UW , де U — оборотна матриця, а W

— iдемпотентна матриця.

�
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4.3 Висновки до роздiлу 4

В даному роздiлi

1. Наведено критерiй взаємної простоти двох трикутних матриць

порядку 2 над комутативним кiльцем Безу стабiльного рангу 2.

2. Показано, що стабiльний ранг множини повних матриць порядку

2 над кiльцем елементарних дiльникiв рiвний 1.

3. Доведено, що над кiльцем елементарних дiльникiв множина пов-

них матриць порядку 2 володiє двочленним лiвим (правим) алгоритмом

подiльностi.

4. Показано, що над комутативною область Безу довiльна регуляр-

на матриця порядку 2 є одинично регулярною.

5. Описано всi регулярнi матрицi порядку 2 над комутативною об-

ластю Безу.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї одержанi такi результати:

1. У випадку комутативної областi Безу показано, що клас роздiль-

них кiлець збiгається з класом областей Безу, скiнченнi гомоморфнi

образи яких є чистими.

2. Показано, що комутативна адекватна область Безу є роздiльною.

3. Роздiльна комутативна область Безу є кiльцем елементарних

дiльникiв.

4. Комутативна область Безу роздiльного рангу 1 є кiльцем еле-

ментарних дiльникiв.

5. Показано, що ефективна область Безу є кiльцем елементарних

дiльникiв.

6. Показано, що комутативна область Безу, скiнченнi гомоморфнi

образи якої є кiльцями з властивiстю замiни є ефективною.

7. Показано, що стабiльний ранг множини повних матриць порядку

2 над кiльцем елементарних дiльникiв дорiвнює 1.

8. Доведено, що над комутативним кiльцем елементарних дiльни-

кiв множина повних матриць порядку 2 володiє двочленним лiвим

алгоритмом подiльностi.

9. Описано всi регулярнi матрицi порядку 2 над комутативною об-

ластю Безу.
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