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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертаційна робота присвячена вивченню матричних зображень скiн​чен​них груп та схрещених групових кілець над комутативними кільцями. 

Зображення скiнченних груп над полями вивченi достатньо повно. Якщо говорити про зображувальний тип, то у класичному випадку, коли характеристика поля не дiлить порядок групи, група завжди має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiн​чен​не число нерозкладних зображень (бiльш того, вiдповiдна групова алгебра напiвпроста), а в iншому випадку, який називається модулярним, скiнченне число нерозкладних зображень мають лише групи iз циклiчною силовською [image: image2.png]


-пiд​групою, де [image: image4.png]


 – характеристика поля. У моду​лярному випадку більшiсть груп є дикими, тобто задача про опис їх зображень мiстить в собі класичну нероз​в’язану задачу лiнiйної алгебри про класифiкацiю пар матриць з точнiстю до подiбностi; групи, якi допускають опис своїх зображень, називаються ручними (формальні означення ручних та диких матричних задач в загальному випадку введенi Ю. А. Дроздом1). Ручнi скiнченнi групи в модулярному випадку повнiстю описанi В. М. Бондаренком та Ю. А. Дроздом2. 

Для матричних зображень груп над комутативними кiльцями, якi є природним узагальненням мат​ричних зображень над полями, ситуацiя набагато складнiша. Такi зображення груп, а також порядкiв (як бiльш загальних об’єктiв), почали вивчатися ще в кiнцi 30-х рокiв минулого столiття (Н. Цасенхауз, Ф. Дидерихсен, Р. Брауер та iншi), а iнтенсивнi дослiдження почали проводитися в 50-i роки. Тодi були отриманi фундаментальнi результати про зображення над комутативними кiльцями (З. I. Боревич, Ж. Маранда, I. Райнер, С. Такахаши, Д. К. Фаддєєв, Д. Хiгман та iншi). Пiзнiше зображення груп над кiльцями [image: image6.png]


-адичних чисел, а також над iншими кiльцями, вивчали також С. Д. Берман, П. М. Гудивок, А. Джонс, Л. О. Назарова, А. В. Ройтер, В. П. Рудько, А. Трой, А. Хеллер, А. В. Яковлев та iншi. Зображення рiзних класiв кiлець (якi iдейно пов’язанi з зображеннями групових кiлець), вивчали Ю. А. Дрозд, О. Г. Завадський, В. В. Кириченко, Р. Сван, К. Роггенкамп, А. В. Ройтер, Х. Якобiнський та iншi алгебраїсти. 

__________________________________

1   Дрозд Ю. А. О ручных и диких матричных задачах /Ю. А. Дрозд// Матричные задачи. – Киев: Ин-т математики АН УССР. – 1977. – С. 104–114.

2 Бондаренко В. М. Представленческий тип конечных групп / В. М. Бондаренко, Ю. A. Дрозд // Зап. науч. cем. ЛОМИ. – 1977. – 71. – С. 24–41.
Детальнi дослiдження зображень, зокрема, показали, що основним випадком при вивченнi зображень скiнченних груп над багатьма комутативними кiльцями є випадок, коли кiльце є локальним, а група ‒ [image: image8.png]


-групою. Критерiй ручностi  таких  груп  над  ( найбiльш  модним  протягом  багатьох  десятилiть ) кіль​цем цiлих [image: image10.png]


-адичних чисел отримав П. М. Гудивок3.
Важливим етапом у теорiї зображень груп було виникнення теорiї проективних зображень скiнченних груп (коли матрицi, що вiдповiдають добуткам елементiв групи, розглядаються з точнiстю до скалярних множникiв). Основи теорiї проективних зображень скiнченних груп над полем комплексних чисел були закладенi I. Шуром ще на початку 20-го столiття, який, зокрема, звiв вивчення проективних комплексних зображень скiнченної групи до вив​чення звичайних комплексних зображень деякої групи, що є скiнченним центральним розширенням початкової групи. Р. Фрухт описав точнi незвiднi проективні зображення абелевої групи над алгебраїчно замкненим полем, харак​теристика якого не дiлить порядок групи. Починаючи з другої половини 20 столiття розпочинається iнтенсивне вивчення проективних зображень над до​вiльним полем (через складнiсть цiєї задачi бiльшiсть отриманих результатiв вiд​носяться до абелевих груп). Якщо параметри, якi задають проективне зображен​ня, зафiксувати, то таке зображення природно розглядати як зображення схрещеного групового кiльця, що дає змогу застосовувати класичнi i сучаснi ме​тоди теорiї зображень алгебр.
Вивчення проективних зображень груп та зобра​жень схрещених групових кiлець проводилося i над кiльцями. Як i у випадку зви​чайних зображень груп, одним з найбiльш цікавих випадкiв є випадок кiльця цi​лих [image: image12.png]


-адичних чисел. Схрещенi груповi кiльця скiнченної групи i вказаного кi​льця, що мають скiнченний тип, описали П. М. Гудивок i Л. Ф. Баранник4, 5 . 
У дисертацiї вивчаються проективнi зображення груп i зображення схрещених групових кiлець над кiльцем цiлих [image: image14.png]


-адичних чисел з точки зору опису ручних та диких випадкiв. 
__________________________________
3    Гудивок П. М. О представлениях конечных групп над полным дискретно нор​ми​ро​ва​н​ным кольцом / П. М. Гудивок // Труды Матем. ин-та АН СССР. ‒ 1978. ‒ 148. C. 96-105.
4 Гудивок П. М. О числе неразложимых целочисленных [image: image16.png]


-адических представлений скрещенных групповых колец / П. М. Гудивок // Мат. сб. – 1973. – 91, №1. – С. 27-49. 

5   Баранник Л. Ф. Скрещенные групповые кольца конечных групп и колец целых [image: image18.png]


-адичес​ких чи​сел с конечным числом неразложимых целочисленных представлений / Л. Ф. Баранник, П. М. Гудивок // Матем. сб. ‒ 1979. ‒ 108, №2. ‒ С. 187-211.
Актуальнiсть теми. Матричнi задачi над кiльцями i, зокрема, матричнi зображення груп та кiлець вiдiграють суттєву роль в сучаснiй теорiї зображень. Основнi результати дисертацiї належать до цiєї тематики. Як видно iз викладеного вище, цей напрямок є актуальним. Багато важливих результатiв у цьому напрямку отримано саме українськими математиками.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тематика дисертаційної роботи пов’язана з науковими дослідженнями кафедри алгебри Ужгородського національного університету ‒ “Зображення скінченних груп над комутативними кільцями та їх застосування” (тема затверджена на засіданні Вченої ради математичного факультету, протокол № 5 від 11 грудня 2014 р.).
Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис ручних та диких скiн​чен​них абелевих груп над комутативними кiльцями та схрещених групових кiлець абелевих груп i кiльця цiлих [image: image20.png]


-адичних чисел. Розглядається низка кон​кретних задач, розв’язання яких, зокрема, дає змогу (разом iз ранiше отриманими результатами iнших авторiв) сформулювати та довести вiдповiднi критерiї для важливих випадкiв. 

Об’єктом дослiдження є матричнi зображення груп та схрещених групових кiлець над комутативними кiльцями. 
Предметом дослiдження є зображувальний тип груп та схрещених групових кiлець над комутативними кiльцями. 

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у дослiд​жен​нi, є класичнi та сучаснi методи теорiї матриць та теорiї зображень. 

Наукова новизна одержаних результатiв. Наукові результати, отримані в дисертації, є новими. У дисертаційній роботі вперше: 

· отримано зв’язок мiж дикiстю скiнченної [image: image22.png]


-групи над нетеровим локальним факторiальним кiльцем характеристики нуль з полем лишкiв характеристики [image: image24.png]


 та наявнiстю фактор-кiльця, що не є областю головних iдеалiв; 
· отримано зв’язок мiж дикiстю задачi про опис матриць над областю цiлiсностi вiдносно еквiвалентностi за модулем максимального iдеалу i властивостями множини простих елементiв даної областi; 
· описано ручнi схрещенi груповi кiльця циклiчної [image: image26.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image28.png]


-адичних чисел з довiльною системою факторiв; 
· доведена дикiсть схрещеного групового кiльця абелевої групи типу [image: image30.png](4,4)



 i [image: image32.png](2,2,2)



 та кiльця цiлих [image: image34.png]


-адичних чисел з довiльною системою факторiв; 
· описано ручнi схрещенi груповi кiльця абелевої [image: image36.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image38.png]


-адичних чисел з [image: image40.png]()



одиничною системою факторiв; 
· отримано критерiй ручностi скiнченних [image: image42.png]


-груп відносно проективних зображень над кiльцем цiлих [image: image44.png]


-адичних чисел. 
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути використанi в загальнiй теорiї зображень та теорії матриць. 
Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи отриманi здобувачем самостiйно. У опублікованій спільно з В. М. Бондаренком і О. А. Тилищаком статті [5] (у фаховому журналі) автору належать результати, що стосуються еквівалентності матриць за модулем ідеалу над областями цілісності (теореми 1 ‒ 3 ) та над нетеровими областями (теореми 5 ‒ 7) у випадку, коли ідеал є максимальним. 

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи оприлюднено на: 
· Міжнародній конференції з неевклідової геометрії в сучасній фізиці і математиці (м. Ужгород, 22-25 травня 2012 р.); 
· Одинадцятій Вiдкритій науковій конференцiї IМФН (м. Львiв, 13-14 червня 2013 р.);

· IX Мiжнародній алгебраїчній конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13 липня 2013 р.);
· 68-й підсумковій науковій конференції професорсько-викладацького складу ДВНЗ “Ужгородський національний університет” (м. Ужгород, 26-27 лютого 2014 р.);
· Мiжнародній конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3-6 червня 2015 р.).

Крім того, результати дисертаційної роботи доповідались на семінарі відділу алгебри Інституту математики імені Альфреда Рені, м. Будапешт (керівник: проф. П. П. Пал), березень 2011 р.; алгебраїчному семінарі Київського національного університету імені Тараса Шевченка (керівники: проф. Ю. А. Дрозд, проф. В. В. Кириченко, проф. А. П. Петравчук), вересень 2013 р.; науковому семінарі факультету математики та інформатики Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника (керівник: проф. А. В. Загороднюк), жовтень 2014 р. та на наукових семінарах кафедри алгебри Ужгородського національного університету (2012 ‒ 2015 рр.).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у п’яти наукових роботах [1‒5], всi iз яких опублiкованi у фахових виданнях, одна з яких [5] ‒ у виданні, що відображається в наукометричній базі Scopus, та чотири – у тезах конференцiй [6‒9]. 
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи ‒ 131 сторiнка,  список використаних джерел займає 12 сторiнок (111 найменувань). 
Автор щиро вдячний своєму першому науковому керiвнику, професору П. М. Гудивку за постановку бiльшостi задач i постiйну увагу до роботи та науковому керiвнику, професору В. М. Бондаренку за постановку задачi про еквівалентність матриць за модулем iдеалу, цiкавi iдеї i кориснi поради (під керiвництвом якого завершено роботу над дисертацiєю).
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, обґрунтовано її актуальнiсть i наукову новизну. 
У першому роздiлі наведено огляд лiтератури за темою роботи. 

Теорія зображень бере свій початок з вивчення груп підстановок та матричних алгебр. Всю важливість такого розгляду для вивчення груп добре усвідомлювали Ф. Г. Фробеніус та У. Бернсайд у зв’язку з тим, що теоретико-числові обчислення легше проводити у групі матриць, ніж в абстрактній групі. Теорія зображень груп в достатньо повній та зручній для застосування формі була розвинена Ф. Г. Фробеніусом в останні два десятиліття 19-го століття. Завдяки Ф. Г. Фробеніусу та У. Бернсайду теорія зображень груп стала відігравати важливу роль в теорії абстрактних скінченних груп. Перша книга, що давала систематичний виклад теорії зображень, появилась в 1911 році (У. Бернсайд) і містила багато результатів про скінченні групи. Робота Е. Ньотер, яка з’явилась в 1929 році, виявила тісний зв'язок теорії зображень з теорією модулів над кільцями і алгебрами. Іншою важливою віхою в розвитку теорії зображень були роботи Р. Брауера про модулярні зображення скінченних груп. Як і класична теорія Ф. Г. Фробеніуса, теорія Р. Брауера має багато важливих застосувань в теорії скінченних груп. В цей же час, вона встановлює зв'язок з теорією зображень алгебр, підказує нові задачі для модулів і кілець з умовою мінімальності і розкриває фундаментальне значення теоретико-числових питань в теорії груп і теорії зображень. 
В період інтенсивного розвитку досліджень по вказаній тематиці (починаючи з другої половини минулого століття) матричні зображення груп вивчалися багатьма авторами: Г. Хігманом, В.А. Башевим, І. Шуром, Р. Фрухтом, К. Ямазакі, К. Рінгелем, К. В. Роггенкампом, Т. Ханнулом, С. А. Кругляком, І. Райнером, С. Д. Берманом, П. М. Гудивком, В. М. Бондаренком, Ю. А. Дроздом, Л. Ф. Баранником, І. В. Шапочком, О. А. Тилищаком та іншими. Важливими питаннями, що постають при вивченні матричних зображень скінченних груп, є питання про описання з точністю до еквівалентності нерозкладних матричних зображень скінченної групи, про число нееквівалентних нерозкладних матричних зображень скінченної групи, про ручність чи дикість скінченної групи над комутативними кільцями, про проективні зображення груп, тощо.
Наведено багато важливих результатів, які стосуються вказаних питань, і, зокрема наступні. 

Теорема 1.6 (Г. Хігман). Нехай [image: image46.png]


 – скінченна група з силовською [image: image48.png]


-підгрупою [image: image50.png]


 і [image: image52.png]


 − поле характеристики [image: image54.png]


. Число нееквівалентних нерозкладних матричних [image: image56.png]


-зображень групи [image: image58.png]


 скінченне тоді і тільки тоді, коли група [image: image60.png]


 циклічна.
Теорема 1.9 (П. М. Гудивок, В. С. Дроботенко, О. І. Ліхтман). Група [image: image62.png]


 порядку [image: image64.png]


 володіє нерозкладними матричними зображеннями як завгодно високого степеня над кільцем [image: image66.png]


 тоді і тільки тоді, коли існує просте число [image: image68.png]


, що задовольняє хоча б одну з таких умов:

1. [image: image70.png]0(mod p)



 і [image: image72.png](mod p?)



;
2. [image: image74.png]


 і силовська [image: image76.png]


-підгрупа групи [image: image78.png]


 нециклічна.
Теорема 1.10 (П. М. Гудивок). Нехай [image: image80.png]


 ‒ скінченна [image: image82.png]


-група порядку [image: image84.png]|G| =1



 і [image: image86.png]


 ‒ область головних ідеалів характеристики [image: image88.png]


. Множина степенів нерозкладних матричних [image: image90.png]


-зображень групи [image: image92.png]


 скінченна тоді і тільки тоді, коли група [image: image94.png]


 циклічна і виконується хоча б одна із таких умов:

1) [image: image96.png]


 ‒ поле;
2) [image: image98.png]


 ‒ група порядку [image: image100.png]


.    
Теорема 1.29 (В. М. Бондаренко, Ю. А. Дрозд). Нециклічна скінченна група[image: image102.png]


 є ручною над полем [image: image104.png]


 характеристики [image: image106.png]


 тоді і лише тоді, коли [image: image108.png](G:G')<4



. В протилежгому випадку група [image: image110.png]


 ‒ дика над полем [image: image112.png]


.

Тут [image: image114.png]


 позначає, як звичайно, комутант групи [image: image116.png]


.

Теорема 1.30 (П. М. Гудивок). Нехай [image: image118.png]


 − скінченна [image: image120.png]


-група і [image: image122.png]


 − кільце цілих раціональних [image: image124.png]


-адичних чисел. Група [image: image126.png]


 є ручною над кільцем [image: image128.png]


 тоді і тільки тоді, коли [image: image130.png]


 – група типу [image: image132.png](2,2)



 або циклічна група порядку [image: image134.png]


 ([image: image136.png]


 при [image: image138.png]D = 2



 і [image: image140.png]


 при [image: image142.png]


).
У другому розділі аналізується вибраний напрямок досліджень, викладено загальну методику сучасної теорії зображень груп та кілець, основні методи досліджень, тощо. 
Зупинимося на основних поняттях iз роздiлу 2. На протязi всiєї дисертацiї групи є завжди скiнченними, а кiльця ‒ комутативними та з одиницею. 
У пiдроздiлi 2.1 приведено добре вiдомi означення з теорії матричних зображень груп. 
Нехай [image: image144.png]GL(n,K)



 − група всіх оборотних матриць розміру[image: image146.png]


 над кільцем [image: image148.png]


. 
Означення 2.1. Гомоморфізм
[image: image149.png]g —T(g)




групи [image: image151.png]


 в групу [image: image153.png]GL(n,K)



 на​зи​вається матричним [image: image155.png]


-зображенням степеня  [image: image157.png]


 групи [image: image159.png]


. 
Означення 2.2. Матричні [image: image161.png]


-зображення [image: image163.png]


 і [image: image165.png]


 степеня [image: image167.png]


 групи [image: image169.png]


 нази​ваються [image: image171.png]


-еквівалентними, якщо існує така матриця [image: image173.png]C € GL(n,K)



, що
[image: image174.png]C I (g)C=T'(g)




для будь-якого [image: image176.png]geEG



. 
Очевидно, множина всіх матричних [image: image178.png]


-зображень степеня [image: image180.png]


 групи [image: image182.png]


 розбивається на класи [image: image184.png]


-еквівалентних матричних [image: image186.png]


-зображень. 
Означення 2.5. Матричне [image: image188.png]


-зображення [image: image190.png]


 степеня [image: image192.png]


 групи [image: image194.png]


 називається розкладним над кільцем [image: image196.png]


, якщо воно [image: image198.png]


-еквівалентне зображенню [image: image200.png]


 вигляду: 
[image: image202.png]g = (@ 0
g-r@-("0 0

)



,
де [image: image204.png]


 − матричне [image: image206.png]


-зображення степеня [image: image208.png]


 групи [image: image210.png]


 [image: image212.png](n, <m;i=1,2)




. В проти​лежному випадку зображення [image: image214.png]


 називається нерозкладним над кільцем [image: image216.png]


.
Підрозділ 3.2 присвячено задачі про пару матриць.

Нехай, як і раніше, [image: image218.png]


 ‒ скінченна група і [image: image220.png]


 ‒ комутативне кільце з одиницею. 

Нехай група [image: image222.png]


 має матричне [image: image224.png]


-зображення [image: image226.png]I'(A,,4,)



, що залежить від довільних матриць [image: image228.png]


 і [image: image230.png]


 розміру [image: image232.png]nxn



 над [image: image234.png]


 (у тому сенсі, що всі матриці зображення є блоковими, кожен блок яких є деяким некомутативним поліномом від матриць [image: image236.png]


 і [image: image238.png]


. Будемо говорити, що задача про опис [image: image240.png]


-зображень групи [image: image242.png]


 є дикою, якщо із [image: image244.png]


-екві​валентності зображень [image: image246.png]I'(A,,4,)



 і [image: image248.png]I'(By,B,)



 випливає, що пари матриць [image: image250.png](A, 4,)



 і [image: image252.png](By,B,)



 подібні над полем [image: image254.png]


, де [image: image256.png]


 – деякий максимальний ідеал кільця [image: image258.png]


 (іншими словами, подібні за модулем ідеалу [image: image260.png]


). 
Групу [image: image262.png]


 називають дикою над кільцем [image: image264.png]


, якщо дикою є задача про опис її матричних [image: image266.png]


-зображень. 
Підрозділ 2.3 присвячено схрещеним груповим кільцям. 
Нехай [image: image268.png]


 – комутативне кільце,[image: image270.png]


 − мультиплікативна група кільця [image: image272.png]


, [image: image274.png]


 − скінченна група, [image: image276.png]GL(n,K)



 – група всіх оборотних матриць над [image: image278.png]


 порядку [image: image280.png]


. 
Означення 2.25. Відображення [image: image282.png]I:G - GL(n,K)



 називається проективним [image: image284.png]


-зображенням групи [image: image286.png]


 степеня [image: image288.png]


, якщо для всіх [image: image290.png]a,b€eG



 виконується рівність 
[image: image292.png][(a)-T(b) = A, (ab)



,
де [image: image294.png]Aep EK*



. 
З цієї рівності випливає, що для всіх [image: image296.png]a,bc€G



 матимемо
[image: image298.png]Aab.crab = Aabetb.e



.
Систему [image: image300.png]A={A.p:a,b €G]



 [image: image302.png]|G|?



 елементів із [image: image304.png]


, що задовольняють цю умову, називають системою [image: image306.png]


-факторів групи [image: image308.png]


, а про [image: image310.png]


 в цьому випадку говорять, що воно є проективним [image: image312.png]


-зображенням групи [image: image314.png]


 з системою факторів [image: image316.png]A={Aup)



. 
Означення 2.27. Два проективних зображення [image: image318.png]


 і [image: image320.png]


 групи [image: image322.png]


 називаються еквівалентними, якщо знайдеться така оборотна над [image: image324.png]


 матриця [image: image326.png]


 і такі елементи [image: image328.png]a, €K' (g €G)



, що 
[image: image329.png]CI(g)C =a,L(g)




для всіх [image: image331.png]geEG



. 

Означення 2.28. Дві системи факторів [image: image333.png]


 і [image: image335.png]


 називаються еквіва​лент​ними, якщо існує множина [image: image337.png]{a,}



 [image: image339.png]|G|



 елементів із [image: image341.png]


, що задовольняють умову
[image: image342.png]220y

P Hab




для всіх [image: image344.png]a,b€eG



. 
Означення 2.29. Система [image: image346.png]


-факторів [image: image348.png]


 групи [image: image350.png]


 називається нормованою, якщо [image: image352.png]Ao

Aae



 для кожного елемента [image: image354.png]a€G



 і одиниці [image: image356.png]


 групи [image: image358.png]


. 
Будь-яка система [image: image360.png]


-факторів групи [image: image362.png]


 еквівалентна деякій нормованій системі [image: image364.png]


-факторів групи [image: image366.png]


. Надалі будемо вважати, що всі розглядувані системи[image: image368.png]


-факторів групи [image: image370.png]


 є нормованими. 
Означення 2.30. Схрещеним груповим кільцем [image: image372.png]A= (G K,2N)



 групи [image: image374.png]G (1G] =ad)



 і кільця [image: image376.png]


, що відповідає системі факторів [image: image378.png]


, називається алгебра рангу [image: image380.png]


 над [image: image382.png]


, з системою базисних елементів [image: image384.png]u,(a € G)



, що задовольняють умову
[image: image386.png]AapUap(a,b € G)




.
У третьому розділі вивчаються матриці над комутативними кільцями з точністю до еквівалентності за модулем ідеалів. 
У підрозділі 3.1 наведено основні означення. 
Нехай [image: image388.png]


 – комутативне кільце. Будемо говорити, що дві матриці [image: image390.png]


 та [image: image392.png]


 розміру [image: image394.png]mXn



 над [image: image396.png]


 є екві​ва​лентними за модулем[image: image398.png]


, якщо для деякої оборотної матриці [image: image400.png]


 розміру [image: image402.png]m X m



 і деякої оборотної матриці [image: image404.png]


 розміру [image: image406.png]nxn



 
[image: image408.png]B=Y"
Y~* AX (mod ))



.
Якщо [image: image410.png]


, то ми отримаємо класичні означення еквівалентності матриць. 
Означення 3.2. Нехай [image: image412.png]


 та [image: image414.png]


 є ідеалами кільця [image: image416.png]


, причому [image: image418.png]


 не дорівнює [image: image420.png]


, а [image: image422.png]


 максимальний, і нехай [image: image424.png]Y =K(x,y)



 позначає вільну асоціативну [image: image426.png]


-алгеб​ру, породжену елементами [image: image428.png]Y



. Матрицю [image: image430.png]


 розміру [image: image432.png]mXn



 над [image: image434.png]


 назвемо [image: image436.png](L,))



-досконалою, якщо з еквівалентності матриць [image: image438.png]M®T



 і [image: image440.png]MQT



 над [image: image442.png]


 за модулем [image: image444.png]


, де [image: image446.png]


 і [image: image448.png]


 є матричними зображеннями [image: image450.png]


 над [image: image452.png]


, випливає, що [image: image454.png]


 і [image: image456.png]


 є подібними за модулем [image: image458.png]


. Ми скажемо, що задача про опис матричних зоб​ра​жень над  [image: image460.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image462.png]


 є дикою за модулем [image: image464.png]


, чи дикою над полем [image: image466.png]K/]



, якщо існує [image: image468.png](L,))



-досконале зображення над [image: image470.png]


. 
Вказана в означенні дикість реально означає, що існує блокова матриця [image: image472.png]T(A,B)



 над кільцем [image: image474.png]


, кожний блок якої є некомутативним поліномом від квадратних матриць [image: image476.png]


 та [image: image478.png]


 однакового розміру і така, що з еквівалентності матриць [image: image480.png]T(A,B)



 і [image: image482.png]T(A',B")



 за модулем [image: image484.png]


 випливає подібність пар матриць [image: image486.png](4,B)



 і [image: image488.png](A",B"



 за модулем [image: image490.png]


.
У підрозділі 3.2 розглядається задача про еквівалентність за модулем максимального ідеалу [image: image492.png]


 матриць над областю цілісності [image: image494.png]


. Її необоротний елемент [image: image496.png]


 називається простим елементом, якщо з [image: image498.png]clab



 для деяких [image: image500.png]a,b € K



 випливає, що [image: image502.png]cla



 або [image: image504.png]c|b



. Під різними простими елементами [image: image506.png]


 і [image: image508.png]


 кільця [image: image510.png]


 ми розуміємо попарно неасоційовані (тобто [image: image512.png]a + 6b



, де [image: image514.png]


 ‒ оборотний елемент [image: image516.png]


).
Доведено наступні теореми.

Теорема 3.2. Нехай [image: image518.png]


 є областю цілісності і [image: image520.png]


 містить два різні прості елементи. Тоді задача про опис матриць над [image: image522.png]


 відносно екві​ва​лентності над  [image: image524.png]


 є дикою за модулем [image: image526.png]


.
Теорема 3.4. Нехай [image: image528.png]


 є областю цілісності, [image: image530.png]ty,t, €]



 є різними прос​тими елементами і [image: image532.png]te]



 ненульовий елемент. Тоді задача про опис матриць над [image: image534.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image536.png]t,t,tK



 є дикою за модулем [image: image538.png]


. 

Теорема 3.6. Нехай [image: image540.png]


 є областю цілісності, [image: image542.png]t, €]



 є простим еле​мен​том і  [image: image544.png]te]



 ненульовий елемент. Якщо [image: image546.png]


 містить простий елемент [image: image548.png]


 відмін​ний від [image: image550.png]


, тоді задача про опис матриць над [image: image552.png]


 відносно екві​валентності за модулем  [image: image554.png]t?2tK



 є дикою за модулем [image: image556.png]


.
З теорем 3.4 і 3.6 випливає наступне твердження (під рівними елементами маються на увазі асоційовані елементи).
Наслідок 3.7. Нехай [image: image558.png]


 є областю цілісності, і [image: image560.png]ty,to,ta €]



є простими еле​мен​тами, що не є рівними. Тоді задача про опис матриць над [image: image562.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image564.png]tyt,t.K



 є дикою за модулем [image: image566.png]


.
У підрозділі 3.3 отримано наступні твердження для нетерової області цілісності [image: image568.png]


 (з використанням тверджень, отриманих у підрозділі 3.2). 

Теорема 3.8. Нехай [image: image570.png]


 є нетеровою областю і [image: image572.png]


 є такі його різні прості елементи, що
[image: image574.png]vK+qgK + K



.
Тоді задача про опис відносно еквівалентності матриць є дикою над [image: image576.png]


. 
Теорема 3.9. Нехай [image: image578.png]


 є нетеровою областю і [image: image580.png]ty,t,,t



 є його ненульові елементи такі, що
[image: image582.png]t,K+t,K+tK #K



.
Якщо [image: image584.png]


 і [image: image586.png]


 є різні прості елементи, тоді матрична задача про опис над [image: image588.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image590.png]t,t,tK



 є дикою. 
Теорема 3.10. Нехай [image: image592.png]


 є нетеровою областю і [image: image594.png]ty,t,,t



 є його такими ненульовими елементами, що
[image: image596.png]t,K+t,K+tK #K



.
Якщо [image: image598.png]


 і [image: image600.png]


 є різними простими елементами, тоді матрична задача про опис над [image: image602.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image604.png]t?2tK



 є дикою. 
Наслідок 3.11. Нехай [image: image606.png]


 є нетеровою областю, [image: image608.png]ty,ts,ts



 є такими її простими елементами, які не всі рівні і
[image: image610.png]t,K+t,K+t,K+K



.
Тоді матрична задача про опис над [image: image612.png]


 відносно еквівалентності за модулем [image: image614.png]tit,t.K



є дикою.

У четвертому розділі вивчаються матричні зображення [image: image616.png]


-груп над локальним факторіальним кільцем [image: image618.png]


 характеристики [image: image620.png]


 з полем лишків характеристики [image: image622.png]


. 
У підрозділі 4.1 детально аргументується постановка задачі.

У підрозділі 4.2 розглядається випадок, коли [image: image624.png]


 є добутком двох різних простих чисел. 

Доведена наступна теорема.

Теорема 4.7. Нехай [image: image626.png]


 ‒ скiнченна [image: image628.png]


-група порядку [image: image630.png]|G| =1



, [image: image632.png]


 ‒ нетерове локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв ха​рак​теристики [image: image634.png]2, 2 =tyt,,



 де [image: image636.png]ty,t,



 − рiзнi простi елементи кiльця [image: image638.png]


 ([image: image640.png]t, # 0t,



, [image: image642.png]geK”



) i [image: image644.png]K/t,K



 не є областю головних iдеалiв. Тодi задача про опис мат​ричних зображень групи [image: image646.png]


 над кiльцем [image: image648.png]


 є дикою.
У підрозділі 4.3 розглядається деяке узагальнення цієї теореми, а у підрозділі 4.4 розглядається випадок, коли [image: image650.png]


 є простим елементом кільця [image: image652.png]


. 

Теорема 4.11. Нехай [image: image654.png]


 ‒ скiнченна [image: image656.png]


-група порядку |[image: image658.png]G|>1



, [image: image660.png]


 ‒ нетерове локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв харак​теристики [image: image662.png]2, 2



 ‒ простий елемент кiльця [image: image664.png]


. Нехай [image: image666.png]K/2K



 факторіальне кільце неголовних iдеалiв. Тодi задача про опис матричних [image: image668.png]


-зображень групи[image: image670.png]


 є дикою. 

У розділі 5 вивчаються матричні зображення схрещених групових кілець над [image: image672.png]


-адичними числами. 

У підрозділі 5.1 детально аргументується постановка задачі. 

У підрозділі 5.2 вивчаються матричні зображення схрещених групових кілець циклічної [image: image674.png]


-групи.

Доведена наступна теорема. 
Теорема 5.4. Нехай [image: image676.png]


 ‒ циклiчна [image: image678.png]


-група порядку [image: image680.png]|Gl|=2"(m=1),



               [image: image682.png]A= (G,Z,, 1)



 ‒ схрещене групове кiльце групи [image: image684.png]


 i кiльця цiлих [image: image686.png]


-адичних чисел [image: image688.png]


 з системою факторiв [image: image690.png]


 [image: image692.png](App €Z3)



. Схрещене групове кiльце [image: image694.png]


 є ручним над [image: image696.png]


 тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1) [image: image698.png]|G| =8



;
2) [image: image700.png][Gl=2m(m>3)iA=Q, Rz A



 є полем.
У підрозділі 5.3 вивчаються проективні зображення. 
Групу назвемо ручною чи дикою відносно проективних зображень над кільцем [image: image702.png]


, якщо такою є задача про опис її проективних зображень, або, іншими словами, задача про опис зображень будь-якого схрещеного групового кільця цієї групи і [image: image704.png]


; аналогічно дається означення ручних чи диких схрещених групових кілець. 
Основним результатом цього підрозділу є наступна теорема. 
Теорема 5.6. Нехай [image: image706.png]


 ‒ скiнченна [image: image708.png]


-група[image: image710.png]


 Задача про опис всiх нееквiвалентних проективних [image: image712.png]


-зображень групи [image: image714.png]


 є ручною тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1. [image: image716.png]


 ‒ циклiчна група порядку [image: image718.png]p"(r=2)



;
2. [image: image720.png]


 ‒ циклiчна група порядку [image: image722.png]


;
3. [image: image724.png]


 ‒ абелева група типу [image: image726.png](2,2)



.
Доведена також наступна теорема. 

Теорема 5.8. Нехай [image: image728.png]


 ‒ скiнченна група з силовською [image: image730.png]


-пiдгрупою [image: image732.png]


, [image: image734.png]D> 2



. Задача про опис всiх нееквiвалентних проективних [image: image736.png]


-зображень групи [image: image738.png]


 є ручною тодi i тiльки тодi, коли [image: image740.png]


 ‒ циклiчна група порядку [image: image742.png]p"(r=2)



. 
У підрозділі 5.4 вивчаються матричні зображення схрещених групових кілець абелевих [image: image744.png]


-груп і кільця цілих [image: image746.png]


-адичних чисел з [image: image748.png](+)



 одиничною системою факторів. 
Основним результатом цього підрозділу є наступна теорема.
Теорема 5.9. Нехай [image: image750.png]A= (G,Z,, 1)



 – схрещене групове кільце скінченної абелевої [image: image752.png]


-групи [image: image754.png]


 і кільця цілих [image: image756.png]


-адичних чисел [image: image758.png]


 з системою факторів [image: image760.png]


            [image: image762.png]


. [image: image764.png]A= (G,Z,, 1)



 є ручним над [image: image766.png]


 тоді і тільки тоді, якщо виконується одна з наступних умов:
a)  [image: image768.png]


 – циклічна група порядку [image: image770.png]27(r = 3)



 і [image: image772.png]


 [image: image774.png]


;
b)  [image: image776.png]


 – група типу [image: image778.png](2,2)



 і [image: image780.png]


 [image: image782.png]


;
c)  [image: image784.png]


 – циклічна [image: image786.png]


-група порядку [image: image788.png]2™(m = 1)



 і [image: image790.png]


 є поле;
d)  [image: image792.png]


 – група типу ([image: image794.png]2m



, 2) ([image: image796.png]


) і [image: image798.png]


 ‒ кільце із твірними співвідношеннями [image: image800.png]


=[image: image802.png]


 , [image: image804.png]


=[image: image806.png]


, [image: image808.png]


; 
e) G – група типу [image: image810.png](4,2)



 і [image: image812.png]


‒ кільце із твірними співвідношеннями: [image: image814.png]


=[image: image816.png]


, [image: image818.png]


, [image: image820.png]


.
Одними з основних лем при доведенні цієї теореми є наступні леми. 
Лема 5.10. Нехай G – абелева група типу [image: image822.png](4,4)



 і [image: image824.png]A= (G Z,2)



 ‒ схрещене групове кільце групи G і кільця цілих [image: image826.png]


-адичних чисел з системою факторів [image: image828.png]


 [image: image830.png](Aap€Z5,a,b€G)



. Кільце [image: image832.png]


 є диким над кільцем [image: image834.png]


. 
Лема 5.11. Нехай [image: image836.png]


 – скінченна абелева [image: image838.png]


-група з [image: image840.png]


 твірними елементами і [image: image842.png]A= (G,Z,, 1)



 – схрещене групове кільце групи G і кільця цілих [image: image844.png]


-адичних чисел [image: image846.png]


 з системою факторів [image: image848.png]


 [image: image850.png](Aap€Z5,a,b€G)



, [image: image852.png]


‒ мультиплікативна група кільця [image: image854.png]Z,)



. Якщо [image: image856.png]m > 2



, то кільце [image: image858.png]


 є диким над кільцем [image: image860.png]


.
ВИСНОВКИ
У першiй частинi дисертацiї вивчається задача про опис матриць над областю цiлiсностi вiдносно еквiвалентностi за модулем максимального iдеалу, яка iдейно близька до задачi про опис зображень груп. Отримано зв’язок мiж дикiстю цієї задачi i властивостями множини простих елементiв областi. 
У другiй частинi дисертацiйної роботи вивчаються матричнi зображення скiнченної [image: image862.png]


-групи над комутативним кiльцем. Доведено, що якщо [image: image864.png]


 ‒ нетерове локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики [image: image866.png]


 i [image: image868.png]


 ‒ простий елемент кiльця [image: image870.png]


, а фактор-кiльце [image: image872.png]K /2K



 є факторiальним кiльцем не головних iдеалiв, то над ним є дикими всi скiнченнi [image: image874.png]


-групи порядку [image: image876.png]|G| =1



. Аналогiчне твердження доведено у випадку, коли [image: image878.png]


 є добутком двох рiзних простих елементiв [image: image880.png]


 i [image: image882.png]


 (тобто [image: image884.png]t, # 0t,



, де [image: image886.png]


 оборотний) i [image: image888.png]K/t, K



 не є областю головних iдеалiв. 
У третiй частинi дисертацiї вивчаються матричнi зображення схрещених групових кiлець абелевих груп i кiльця цiлих [image: image890.png]


-адичних чисел. Доведено дикiсть схрещеного групового кiльця абелевої групи типу [image: image892.png](4,4)



, [image: image894.png](2,2,2)



 i кiльця цiлих [image: image896.png]


-адичних чисел з довiльною (невиродженою) системою факторiв. 
Описано дикi схрещенi груповi кiльця циклiчної [image: image898.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image900.png]


-адичних чисел з довiльної системою факторiв i абелевої [image: image902.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image904.png]


-адичних чисел з [image: image906.png](+)



 одиничною системою факторiв. Отримано критерiй ручностi скiнченних [image: image908.png]


-груп вiдносно проективних зображень над кiльцем цiлих [image: image910.png]


-адичних чисел. 
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Доведена дикiсть схрещеного групового кiльця абелевої групи типу [image: image928.png](4,4)
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 та кiльця цiлих [image: image932.png]


-адичних чисел з довiльною невиродженою системою факторiв. Описано дикi схрещенi груповi кiльця циклiчної [image: image934.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image936.png]


-адичних чисел з довiльною системою факторiв та абелевої [image: image938.png]


-групи i кiльця цiлих [image: image940.png]


-адичних чисел з [image: image942.png](+)



 одиничною системою факторiв. Отримано критерiй ручностi скiнченних [image: image944.png]


-груп вiдносно проективних зображень над кiльцем цiлих [image: image946.png]


-адичних чисел. 
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Доказано, что если [image: image948.png]


 является областью целостности и максимальный идеал [image: image950.png]


 содержит два разных (с точностью до обратимого множителя) простых элемента, то задача об описании матриц над [image: image952.png]


 относительно эквивалентности над [image: image954.png]


 является дикой по модулю [image: image956.png]


 (т.е. содержит в себе задачу о подобии пар матриц над некоторым полем). Доказано, что если (при тех же [image: image958.png]


 и [image: image960.png]


) [image: image962.png]


, [image: image964.png]t, €]



 являются различными простыми элементами и [image: image966.png]te]



 ненулевой элемент, то задача об описании матриц над [image: image968.png]


 относительно эквивалентности по модулю [image: image970.png]t,t,tK



 является дикой по модулю [image: image972.png]


. Доказано, что если (при тех же [image: image974.png]


 и [image: image976.png]


) [image: image978.png]


, [image: image980.png]t, €]



 являются различными простыми элементами и [image: image982.png]te]



 ненулевой элемент, то задача об описании матриц над [image: image984.png]


 относительно эквивалентности по модулю [image: image986.png]t?2tK



 является дикой по модулю [image: image988.png]


. Отсюда имеем, в качестве следствия, что если [image: image990.png]


 [image: image992.png]t,, t; €]



 являются различными простыми элементами, то задача об описании матриц над [image: image994.png]


 относительно эквивалентности по модулю [image: image996.png]tyt,t.K



 является дикой по модулю [image: image998.png]


. 

Во второй части диссертационной работы изучаются матричные представления конечной [image: image1000.png]


-группы над коммутативным кольцом. Доказано, что если [image: image1002.png]


 ‒ нетерово локальное факториальное кольцо характеристики нуль с полем вычетов характеристики [image: image1004.png]


 и [image: image1006.png]


 ‒ простой элемент кольца [image: image1008.png]


, а фактор-кольцо [image: image1010.png]K /2K



 является факториальным кольцом не главных идеалов, то над ним являются дикими все конечные [image: image1012.png]


-группы порядка [image: image1014.png]|G| =1



. Аналогичное утверждение доказано в случае, когда [image: image1016.png]


 является произведением двух различных простых элементов [image: image1018.png]


 и [image: image1020.png]


 (т. е. [image: image1022.png]t, # 0t,



, где [image: image1024.png]


 обратим) и [image: image1026.png]K/t, K



 не является областью главных идеалов. Согласно определению группа [image: image1028.png]


 называется дикой над коммутативным кольцом [image: image1030.png]


, если таковой является задача об описании ее матричных представлений с точностью до эквивалентности, т. е. задача об описании ее матричных представлений содержит в себе задачу о подобии пар матриц над некоторым полем. 
В третьей части диссертации изучаются матричные представления скрещенных групповых колец абелевых групп и кольца целых [image: image1032.png]


-адических чисел. Доказана дикость скрещенного группового кольца абелевой группы типа [image: image1034.png](4,4)



, [image: image1036.png](2,2,2)



 и кольца целых [image: image1038.png]


-адических чисел с произвольной невырожденной системой факторов. 

Описаны дикие скрещенные групповые кольца циклической [image: image1040.png]


-группы и кольца целых [image: image1042.png]


-адических чисел с произвольной системой факторов и абелевой [image: image1044.png]


-группы и кольца целых [image: image1046.png]


-адических чисел с [image: image1048.png](+)



 единичной системой факторов. Получен критерий ручности конечных [image: image1050.png]


-групп относительно проективных представлений над кольцом целых [image: image1052.png]


-адических чисел. 
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The thesis is devoted to the study of matrix representations of groups and crossed group rings over commutative rings. 

One receives a relationship between wildness of the problem of the description of matrices over integral domain up to equivalence modulo maximal ideal and properties of the set of simple elements of the given domain. One founds sufficient conditions of wildness of a finite [image: image1054.png]


-groups over an arbitrary local factorial ring of characteristic zero with residue field of characteristic [image: image1056.png]


. 

One proves wildness of the crossed group ring of abelian groups of type [image: image1058.png](4,4)
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 and the the ring of [image: image1062.png]


-adic numbers with arbitrary non-degenerate system of factors. One describes the wild crossed group rings of a cyclic [image: image1064.png]


-group and the ring of [image: image1066.png]


-adic numbers with any system factors and an abelian [image: image1068.png]
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 unit system of factors. One receives the criterion of tameness of finite [image: image1074.png]


-groups over the ring of [image: image1076.png]


-adic numbers with respect to projective representations. 
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