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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Протягом останніх 50 років багато авторів, зокрема Армендаріз, Вацела, Гудьорл, Томас Пардо, Кохлер, Джайн, Лопез-Пермонд, Леві, Ософська, Скорняков, Сміт, Туганбаєв і Вісбаур досліджували кільця, фактор-кільця або фактор-модулі над ними, які мають обмеження типу скінченності або певні гомологічні властивості
.
Скінченні гомоморфні образи комутативної області Безу є джерелом всеможливих прикладів і контрприкладів сучасної теорії кілець. Так вони є прикладами IF-кілець, тобто кілець, над якими довільний ін’єктивний модуль є плоским, а також вони є P-ін’єктивними і псевдо-нетеровими кільцями. В сучасних алгебраїчних дослідженнях по скінченних гомоморфних образах комутативних областей Безу виявився тісний зв’язок з кільцями з властивістю заміни, які були введені Уорфілдом
. Ці кільця тісно пов’язані з властивістю скінченної заміни, яку вперше розглядали Кроулі і Джонсон
. Пізніше Ніколсон
 показав, що у випадку комутативних кілець клас кілець з властивістю заміни збігається з класом чистих кілець. Забавський, Білявська, Мак Говерн показали, що у випадку комутативної області Безу фактор-кільце по довільному ненульовому головному ідеалі є напіврегулярним тоді і тільки тоді, коли твірний елемент даного головного ідеалу є адекватним елементом області
. Відмітимо, що комутативні напіврегулярні кільця є чистими (кільцями з властивістю заміни), а клас комутативних чистих кілець збігається з класом кілець ідемпотентного стабільного рангу 1. 
Тим самим ці дослідження є перехрестям, де тісно переплелися дослідження алгебраїчної К-теорії та теорії кілець і модулів. Більш яскраво ця тенденція прослідковується в роботах Менала, Монказі
, Ари, Гудьорла
, Забавського
 в сучасних дослідженнях задач діагоналізації матриць як всіх, так і певного вигляду (ідемпотентних, регулярних і т. д.).
Вважають, що задача діагональної редукції матриць виникла в другій половині XVIII століття, коли було описано Гауссом алгоритм зведення матриці системи лінійних рівнянь над полем до трикутного вигляду. Аналогічно Сміт
 отримав цей же результат у 1861 році для цілочисельних матриць. Дослідження Сміта у 20 – 30 роках минулого століття були поширені на різні класи комутативних і некомутативних кілець Евкліда та на комутативні області головних ідеалів. Особливий внесок в цьому зробили Веддерберн
, Діксон
, Ван дер Варден
 і Джекобсон
. Пізніше в 1937 р. Тейхмюллер
 отримав повний розв’язок задачі для некомутативних кілець головних ідеалів без дільників нуля. Все це спонукало Капланського розглянути кільце, над яким кожна матриця володіє канонічною діагональною редукцією. Таким чином, Капланським у 1949 році було введено поняття кільця елементарних дільників. Це кільце досліджували як українські науковці, зокрема Лопатинський, Казімірський, Забавський, Петричкович, Щедрик, Романів, Гаталевич, так і закордонні, наприклад, Капланський, Хенріксен, Ларсен, Левіс, Шорес, Кон.
Капланський
 показав, що над кільцем елементарних дільників довільний скінченно зображуваний модуль зображається у вигляді прямої суми циклічних модулів. У випадку комутативних кілець доведено і обернене твердження, а саме, якщо скінченно зображуваний модуль над кільцем зображається у вигляді прямої суми циклічних, то це кільце є кільцем елементарних дільників. Отже, у випадку комутативних кілець проблема описання кілець елементарних дільників, яку неодноразово ставили, зокрема Капланський, Кон, Хенріксен є еквівалентна відомій проблемі Уорфілда
: над якими кільцями кожний скінченно зображуваний модуль розкладається в пряму суму циклічних модулів?
В багатьох роботах розглядається питання діагоналізації не всіх матриць, а певних матриць, зокрема ідемпотентних і регулярних матриць. Зауважимо, що задачі діагоналізації ідемпотентних і регулярних матриць тісно пов’язані, але вони різні. Хілбруком і Ван Гілем
 показано, що над ID областю (тобто областю, над якою діагоналізуються ідемпотентні матриці) і над артіновим кільцем кожна регулярна матриця може бути ідемпотентно діагоналізована. Природньо для таких задач необхідна інформація про структуру ідемпотентних і регулярних матриць над вказаними класами кілець.
Слід відмітити, що поняття адекватного елемента тісно пов’язане з поняттям адекватного кільця, яке було введено Хелмером
 у 1943 році. Адекватні кільця є кільцями, над якими діагоналізуються всі матриці. Ще у 1915 році Веддерберн встановив, що кільце цілих функцій на комплексній площині є таким. Гільман і Хенріксен
 показали, що комутативні регулярні кільця є адекватними. Відомим результатом стало те, що напівлокальне кільце є адекватним тоді і тільки тоді, коли воно є або перетином скінченного числа попарно незалежних кілець нормування без дільників нуля з спільним полем дробів, або скінченною прямою сумою кілець нормування. А Хенріксен показав, що в довільному адекватному кільці довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі. Ларсен, Левіс і Шорес
, вивчаючи адекватні кільця, поставили питання: чи комутативна область Безу, в якій довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, є адекватною? У 1974 році було побудовано контрприклад до цього питання
. Хоча відкритим залишилося питання: за яких умов комутативна область Безу, в якій довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, є адекватною? Так Забавський та Білявська
 встановили, що комутативна область Безу з нетеровим спектром, в якій довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, є адекватною. Ларсен, Левіс і Шорес зауважили, що комутативне регулярне кільце і кільце нормування є не тільки адекватним, але й кільцем, в якому нуль є адекватним. Це дозволило Забавському ввести в розгляд всюди адекватні кільця, а також кільця, в яких нуль є адекватним. Більше того, він показав, що клас комутативних кілець, в яких нуль є адекватним, збігається з класом кілець ідемпотентного стабільного рангу 1. Відмітимо, що стабільний ранг є одним з основних інваріантів алгебраїчної К-теорії. Він був введений у 1964 році Басом
. Дане поняття виявилося корисним не тільки в алгебраїчній К-теорії, але й в теорії кілець і модулів, гомологічній алгебрі. Особливо продуктивно воно зреалізувалося в задачах діагоналізації матриць. Стабільний ранг досліджували багато відомих авторів, а саме Васерштейн, Лам, Мак Говерн, Кушо, Менал, Монказі, Чен, Ара, Гудьорл, Забавський. За допомогою поняття стабільного рангу Забавський
,
 розв’язав ряд відкритих задач, які були поставлені Хенріксеном ще у 60-х та 70-х роках XIX століття. Хоч ці задачі були сформульовані тільки у випадку комутативних кілець, Забавському вдалося розв’язати їх для більш загальних класів кілець, а саме асоціативних кілець з одиницею
. Все це стало поштовхом для обчислення стабільного рангу адекватних, всюди адекватних кілець, регулярних кілець та їх узагальнень
,
. Окрім того, Степанов, Менал, Каміло, Чен, Мак Говерн, Забавський ввели всеможливі узагальнення поняття стабільного рангу. Так комутативні кільця елементарних дільників можна охарактеризувати, як кільця акуратного рангу 1. Комутативне кільце Безу є кільцем Ерміта тоді і тільки тоді, коли його стабільний ранг рівний 2.
Одним з важливих питань є вивчення зв’язку стабільного рангу кільця і стабільного рангу кілець матриць над ним. Зауважимо, що поняття стабільного рангу 1 є Моріта еквівалентною. Водночас Забавським і Петричковичем
 встановлено, що стабільний ранг множини повних матриць над комутативною адекватною областю дорівнює 1, хоча базове кільце може мати стабільний ранг більший 1. Відмітимо, що такі дослідження проводив Лам
 для множини елементів стабільного рангу 1 і множини елементів майже стабільного рангу 1.
Особливе місце по кільцях, зокрема кільцях з властивістю заміни, займає умова, при якій всі регулярні елементи є одинично регулярними. Як показав Каміло та Хі Пі Ю
 кільце з властивістю заміни, в якому довільний регулярний елемент є одинично регулярним, є кільцем стабільного рангу 1.

Чисті кільця є потужними. Дубровін навів критерій, коли комутативна область Безу є кільцем елементарних дільників, використавши умови, характерні для напівпотужних кілець на кільце матриць другого порядку над даною комутативною областю Безу.

Отже, вивчення комутативних областей Безу, скінченні гомоморфні образи яких є чистими, а в більш загальній ситуації напівпотужними кільцями, є актуальною задачею. Встановлення зв’язків стабільного рангу класів кілець і стабільного рангу класу повних матриць є не тільки актуальною задачею, але й найбільш затребованою для практичних застосувань. На це найбільш яскраво вказують дослідження 2015 року Лезовського
.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Напрямок досліджень, обраний у дисертації, належить до основних досліджень кафедри алгебри і логіки, а також пов’язаний з науковими дослідженнями, які проводяться в галузі математики у Львівському національному університеті імені Івана Франка. Матеріал дисертації є складовою частиною досліджень держбюджетної теми ММ–146Ф “Аналітичні методи дослідження випадкових еволюцій та гомологічна класифікація алгебраїчних систем з використанням теорії стабільності” (номер державної реєстрації 0113U003052), яка виконувалась на кафедрі алгебри і логіки.
Мета і завдання дослідження. Метою є дослідження комутативних кілець з умовами, які узагальнюють умови адекватності на їх скінченні гомоморфні образи, обчислення стабільного рангу класів кілець, які досліджуються та різних множин матриць над цими кільцями. 
Завданнями дослідження є:
· обчислити стабільний ранг множини повних матриць порядку 2 над кільцем елементарних дільників;
· описати регулярні матриці в сенсі Неймана порядку 2 над комутативною областю Безу;
· дослідити комутативні кільця Безу, скінченні гомоморфні образи яких є напівпотужними кільцями;
· ввести до розгляду роздільні кільця, як кільця скінченні гомоморфні образи яких є кільцями з властивістю заміни, дослідити роздільні кільця, встановити їх зв’язок з адекватними кільцями.
Об’єкт дослідження: кільця скінченного стабільного рангу, кільця з властивістю заміни, напівпотужні кільця Безу. 
Предмет дослідження: стабільний ранг, скінченні гомоморфні образи комутативної області Безу.
Методи дослідження. У дисертаційній роботі використовуються методи теорії кілець і модулів лінійної алгебри над кільцями та алгебраїчної К-теорії. 
Наукова новизна одержаних результатів. Усі результати дисертації є новими і полягають в наступному:
· показано, що множина повних матриць порядку 2 над кільцем елементарних дільників має стабільний ранг 1;
· доведено, що регулярна матриця в сенсі Неймана порядку 2 над комутативною областю Безу є одинично регулярною; 
· досліджено комутативні кільця Безу, гомоморфні образи яких є напівпотужними кільцями; 
· доведено, що ефективні кільця є кільцями елементарних дільників;
· введено до розгляду роздільні кільця, які є узагальненням адекватних та акуратних кілець;
· показано, що локально роздільне кільце є кільцем роздільного рангу 1;
· доведено, що комутативна область Безу роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників.

Практичне значення одержаних результатів. Результати дисертації мають теоретичний характер і є новими в теорії кілець. Вони можуть бути використані в подальших дослідженнях, що стосуються повних матриць, ефективних та роздільних кілець. 
Особистий внесок здобувача. Викладені в дисертаційній роботі результати отримано автором самостійно. Науковому керівнику Б. В. Забавському в роботах, опублікованих спільно [2,3,5], належать деякі теореми, постановки окремих задач та загальне керівництво роботою. А саме науковому керівнику в роботі [2] належить Теорема 1, в роботі [3] – Теорема 5, а в роботі [5] – деякі ідеї щодо розв’язання задач. О. В. Домші із спільної роботи [4] належить Теорема 1.
Апробація результатів дисертації. Основні результати дисертаційної роботи були оприлюднені і обговорені на таких конференціях:
· міжнародній науковій конференції “Сучасні проблеми механіки та математики”, присвяченій 85-річчю від дня народження академіка НАН України Ярослава Степановича Підстригача (м. Львів, 21 – 25 травня 2013 р.);

· дев’ятій міжнародній алгебраїчній конференції в Україні (м. Львів, 8 – 13 липня 2013 р.);
· конференції молодих учених “Підстригачівські читання – 2014” (м. Львів, 28 – 30 травня 2014 р.);
· міжнародній алгебраїчній конференції, присвяченій 100-річчю від дня народження Л. А. Калужніна (м. Київ, 7 – 12 липня 2014 р.).
Крім того, результати дисертації неодноразово доповідалися на наукових семінарах:
· алгебраїчному семiнарi “Проблеми кілець елементарних дільників” (Львiвський національний університет імені Iвана Франка, керівник – доктор фіз.-мат. наук, професор Б. В. Забавський);
· семiнарi кафедри математичного і функціонального аналізу ДВНЗ “Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника” (Івано-Франківськ, керівник – доктор фіз.-мат. наук, професор А. В. Загороднюк);
· Львівському міському алгебраїчному семінарі (Львiвський національний університет імені Iвана Франка, керівник – доктор фіз.-мат. наук, професор М. Я. Комарницький).
Публікації. Результати дисертаційної роботи опубліковано у 9 наукових працях, з них 3 [1,4,5] – у фахових виданнях із переліку, затвердженого Міністерством освіти і науки України (1 без співавторів), 2 [2,3] – у наукових фахових виданнях, які включені до міжнародної наукометричної бази даних “Scopus”, 3 – у матеріалах міжнародних наукових конференціях, 1 – у матеріалах всеукраїнської наукової конференції. 
Структура і обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається з переліку умовних позначень, вступу, чотирьох розділів, висновків та списку використаних джерел. Повний обсяг дисертації – 121 сторінка. Список використаних джерел займає 12 сторінок та містить 109 найменувань.
Автор висловлює щиру подяку науковому керівникові, доктору фізико-математичних наук, професору Б. В. Забавському за постановку задач і допомогу в роботі над дисертацією.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі обґрунтовано актуальнiсть теми та подано загальну характеристику дисертації, а саме визначені мета, актуальність, предмет, об’єкт та методи досліджень; вказано наукову новизну отриманих результатів.
У першому розділі наведено огляд літератури за темою дисертації та сформульовано необхідні означення та факти, пов’язані з тематикою досліджень, що використовуються у дисертації, а також важливі результати, які є необхідними для подальшого викладу матеріалу.
У другому розділі розглядаються роздільні кільця. 

В першому підрозділі цього розділу вводиться поняття роздільного кільця, яке міститься в класі комутативних областей Безу, в яких довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі та є природнім узагальненням адекватного кільця. 
Означення 2.1. Комутативне кільце 
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 називається роздільним, якщо для довільних елементів 
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У випадку комутативної області Безу встановлено, що комутативне роздільне кільце – це кільце, скінченні гомоморфні образи якого є чистим кільцем.

Теорема 2.1. Комутативна область Безу 
[image: image10.wmf]R

 є роздільним кільцем тоді і лише тоді, коли для довільного 
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 фактор-кільце 
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 є чистим кільцем.

Теорема 2.1 встановлює, що введені Мак Говерном акуратні кільця, які активно вивчаються в сучасних дослідженнях багатьох відомих авторів, є прикладом роздільного кільця.
Наступна теорема встановлює існування роздільних кілець, а також показує, що комутативна адекватна область Безу є такою.
Теорема 2.2. Комутативна адекватна область Безу є роздільною областю.

Теорема 2.3. Роздільна область – це область, в якій кожний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі.

Тобто, встановлено що роздільна область є 
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-областю. У випадку 
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 областей вона є адекватною областю.
Теорема 2.4. Довільна 
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 область Безу 
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, в якій кожний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, є роздільною тоді і тільки тоді, коли 
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 є адекватною областю.

Більше того доведено, що роздільна область Безу є кільцем елементарних дільників. 
Теорема 2.5. Роздільна область Безу є кільцем елементарних дільників. 

Відмітимо, що контрприклад Бревера, Конрада і Монтгомері згідно з Мак Говерном є роздільним кільцем, яке не є адекватним, але згідно з теоремою 2.5 є кільцем елементарних дільників.

У другому підрозділі другого розділу на основі введеного поняття роздільного елемента, вводиться поняття кільця роздільного рангу 1, а також поняття локально роздільного кільця. Показано, що локально роздільне кільце є кільцем роздільного рангу 1, а також показано, що комутативна область Безу роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників.
У випадку довільного комутативного кільця адекватний елемент є роздільним. Тим самим, встановлено існування роздільних елементів. Відмітимо, що адекватними елементами є всі оборотні елементи кільця, факторіальні елементи, а також елементи вільні від квадратів. Встановлено насиченість множини роздільних елементів комутативної області Безу. 

Твердження 2.6. Нехай 
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 – комутативне кільце Безу і 
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 – адекватний елемент в кільці 
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. Тоді 
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 є роздільним елементом.

Твердження 2.7. Нехай 
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 – комутативна область Безу і 
[image: image23.wmf]a

 – роздільний елемент. Тоді довільний дільник роздільного елемента є роздільним.

Як природнє узагальнення локально регулярного кільця вводиться поняття локально роздільного кільця
.

Означення 2.2. Комутативне кільце 
[image: image24.wmf]R

 називається локально роздільним кільцем, якщо для довільного елемента 
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 хоча би один елемент 
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 або 
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 є роздільним.

Очевидними прикладами локально роздільного кільця є локальне і роздільне кільце, а також показано, що локально регулярні кільця, які активно вивчаються в сучасних дослідженнях, є локально роздільними.
Твердження 2.8. Локально регулярне кільце є локально роздільним кільцем.

Згідно з твердженням 2.6, аналогічно, маємо наступний результат.

Твердження 2.9. Адекватне кільце є локально роздільним.
У випадку комутативних областей Безу локально роздільну область Безу можна визначити інакше, а саме

Твердження 2.10. Комутативна область Безу 
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 є локально роздільною тоді і тільки тоді, коли з умови 
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 випливає, що 
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 або 
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 є роздільним елементом.

Кільця роздільного рангу 1, введені Забавським, є частковим випадком кілець акуратного рангу 1, які в класі комутативних областей Безу збігаються з кільцями елементарних дільників.

Означення 2.3. Комутативне кільце 
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 називається кільцем роздільного рангу 1, якщо для довільних елементів 
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 існує такий елемент 
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 – роздільний елемент.

Твердження 2.11. Локально роздільна область Безу є кільцем роздільного рангу 1.

Локально роздільна комутативна область Безу є прикладом кільця роздільного рангу 1. Більше того показано, що комутативна область роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників.
Теорема 2.12. Комутативна область Безу роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників.
Ця теорема є відповіддю на відкрите питання Забавського. Відмітимо, що Дубровін
 показав, що комутативна область Безу є кільцем елементарних дільників тоді, коли в кільці матриць другого порядку над даним кільцем довільна повна невироджена матриця є дільником ідемпотентної матриці. Все це стало мотивацією досліджень з розділу 3 і 4. 

У третьому розділі розглядаються комутативні області Безу, скінченні гомоморфні образи яких є напівпотужними кільцями. Все це спричиняє дослідження комутативних областей Безу, скінченні гомоморфні образи яких є напівпотужними, а також необхідність обчислення стабільного рангу для повних матриць. В класі таких кілець виділяється клас ефективних кілець, які є кільцями елементарних дільників.
До важливих результатів цього розділу відносяться такі теореми, які описують чисті елементи, елементи з властивістю заміни і елементи ідемпотентного стабільного рангу 1 в кільцях, які є скінченними гомоморфними образами комутативної області Безу:
Теорема 3.3. Нехай 
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 – комутативна область Безу і 
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 є чистим елементом у фактор-кільці 
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 є елементом з властивістю заміни у фактор-кільці 
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 є елементом ідемпотентного стабільного рангу 1 у фактор-кільці 
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Відмітимо, що позначення 
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 є адекватним до елемента 
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 для довільного необоротного дільника 
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Теорема 3.4. Нехай 
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 – комутативна область Безу і нехай 
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 містить власний ідемпотент.
Ця теорема встановлює необхідні умови, коли головний ідеал скінченного гомоморфного образу комутативної області Безу містить ідемпотент. Наступна теорема вказує достатні умови, коли головний ідеал скінченного гомоморфного образу комутативної області Безу містить ідемпотент.
Теорема 3.5. Нехай 
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 – комутативна область Безу і нехай 
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. Якщо фактор-кільце 
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 є напівпотужним, то тоді для довільного елемента 
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 існує такий елемент 
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Як наслідок двох попередніх теорем маємо наступний результат, який показує, коли скінченні гомоморфні образи комутативної області Безу є напівпотужними кільцями.

Теорема 3.6. Нехай 
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 – комутативна область Безу і нехай 
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. Тоді фактор-кільце 
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 є напівпотужним тоді і тільки тоді, коли для довільного 
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 існує деякий елемент 
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В класі комутативних областей Безу, скінченні гомоморфні образи яких є напівпотужними, виділяється клас ефективних кілець, які є узагальненням адекватних кілець і комутативних областей Безу, скінченні гомоморфні образи яких є кільцями з властивістю заміни, тобто роздільних кілець і які не є взагалі кажучи кільцями, в яких ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі.

Означення 3.1. Кільце 
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 називається ефективним, якщо для довільних елементів 
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 існує такий елемент 
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Основним результатом цього розділу є наступна теорема.
Теорема 3.7. Ефективне кільце 
[image: image79.wmf]R

 є кільцем елементарних дільників.
Доведено, що у випадку комутативної області Безу роздільні кільця є ефективними кільцями.

Теорема 3.9. Нехай 
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 – комутативна область Безу, гомоморфний образ якої 
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 є кільцем з властивістю заміни для довільного 
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 – ефективне кільце.

Більше того, встановлено зв’язок, коли ефективні кільця є роздільними.
Теорема 3.11. Нехай 
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 – комутативна область Безу, в якій для довільних елементів 
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 є кільцем з властивістю заміни для кожного 
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У четвертому роздiлi досліджується множина 
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 повних матриць кільця матриць другого порядку над комутативним кільцем Безу стабільного рангу 2.
В першому підрозділі обчислюється стабільний ранг множини повних матриць. Важливими у цьому підрозділі є такі теореми:
Теорема 4.2. Нехай 
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 – комутативне кільце Безу стабільного рангу 2. Нехай 
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, причому матриця 
[image: image96.wmf]B

 діагоналізується. Тоді існує така повна матриця 
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 – оборотна матриця.
Як очевидний наслідок з цієї теореми у випадку кільця елементарних дільників отримаємо результат, який показує що стабільний ранг множини повних матриць порядку 2 рівний 1.
Теорема 4.3. Нехай 
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 – комутативне кільце елементарних дільників. Якщо 
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, то тоді існує така повна матриця 
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 – оборотна матриця.

Відмітимо, що повні матриці відіграють важливу роль в різних задачах як в теорії кілець, так і в задачах діагоналізації матриць. Так, згідно з критерієм Капланського для діагоналізації матриць над комутативним кільцем Ерміта необхідно і достатньо лише діагоналізації повних матриць другого порядку. 
З того факту, що множина повних матриць другого порядку над кільцем елементарних дільників має стабільний ранг 1 отримаємо, що множина повних матриць порядку 2 над комутативним кільцем елементарних дільників володіє двочленним лівим ланцюгом подільності.
Теорема 4.4. Нехай 
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 – комутативне кільце елементарних дільників. Тоді для довільних повних матриць 
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Відмітимо, що анонсовані у 2015 році результати Лезовського говорять, що матриці порядку 2 над комутативним кільцем елементарних дільників володіють лише тричленним алгоритмом подільності та цей алгоритм не є покращений.

Більше того, в другому підрозділі відмітимо наступну теорему, яка показує, що множина регулярних матриць порядку 2 є одинично регулярною, тобто є множиною елементів стабільного рангу 1.

Теорема 4.7. Над комутативною областю Безу довільна регулярна матриця в сенсі Неймана порядку 2 є одинично регулярною.

Як наслідок даної теореми, маємо такий результат.

Теорема 4.8. Довільна регулярна матриця в сенсі Неймана порядку 2 над комутативною областю Безу має вигляд 
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 – ідемпотентна матриця кільця 
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Цей результат дозволяє описати всі регулярні матриці порядку 2 над комутативною областю Безу. 
ВИСНОВКИ
У дисертації одержані такі результати:
1. У випадку комутативної області Безу показано, що клас роздільних кілець збігається з класом областей Безу, скінченні гомоморфні образи яких є чистими.
2. Показано, що комутативна адекватна область Безу є роздільною.
3. Комутативна роздільна область Безу є кільцем елементарних дільників.
4. Комутативна область Безу роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників.
5. Показано, що ефективна область Безу є кільцем елементарних дільників.

6. Показано, що комутативна область Безу, скінченні гомоморфні образи якої є кільцями з властивістю заміни, є ефективною.

7. Показано, що стабільний ранг множини повних матриць порядку 2 над кільцем елементарних дільників дорівнює 1.
8. Доведено, що над комутативним кільцем елементарних дільників множина повних матриць порядку 2 володіє двочленним лівим алгоритмом подільності.

9. Описано всі регулярні матриці порядку 2 над комутативною областю Безу. 

Розроблені методи у дисертаційній роботі можна використати при подальшому дослідженні теорії кілець. Результати цих досліджень можуть бути використані при читанні лекцій та спецкурсів на механіко-математичних і фізико-математичних факультетах навчальних закладів України.
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АНОТАЦІЯ
Кузніцька Б. М. Обмежені кільця з умовами адекватності. – На правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.01.06 – алгебра та теорія чисел. – Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника, Івано-Франківськ, 2015.
У дисертаційній роботі вводиться поняття роздільного кільця. Показано, що роздільне кільце є узагальненням адекватного кільця. У випадку комутативної області показано, що роздільні області Безу є комутативними областями Безу, скінченні гомоморфні образи яких є чистими. Доведено, що роздільна область Безу є кільцем елементарних дільників. Показано, що комутативна область Безу роздільного рангу 1 є кільцем елементарних дільників. Досліджено умови, коли скінченні гомоморфні образи комутативної області Безу є напівпотужними. В класі таких областей виділено клас комутативних ефективних областей Безу. Встановлено їх зв’язок з адекватними та роздільними кільцями. Показано, що комутативна ефективна область Безу є кільцем елементарних дільників. Обчислено стабільний ранг множини повних матриць над комутативним кільцем елементарних дільників. Показано, що множина повних матриць над комутативним кільцем елементарних дільників володіє двочленним алгоритмом подільності. Встановлено, що регулярні матриці над комутативною областю Безу є одинично регулярними.
Ключові слова: кільця Безу, чисті кільця, кільця з властивістю заміни, стабільний ранг кільця елементарних дільників, адекватні кільця, роздільні кільця, ефективні кільця, напівпотужні кільця.
АННОТАЦИЯ
Кузницка Б. Н. Ограниченные кольца с условиями адекватности. – На правах рукописи. 

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника, Ивано-Франковск, 2015. 
В диссертационной работе вводится понятие раздельного кольца. 
У случае коммутативной области Безу доказано, что раздельные кольца являются кольцами, конечные гомоморфные образы которых являются чистыми кольцами. Установлено существование таких колец. Показано, что коммутативная адекватная область Безу является раздельной областью. Доказано, что раздельная область – это область, в которой ненулевой простой идеал содержится в единственном максимальном идеале. В случае FGC областей Безу установлено совпадание класcов раздельных областей с адекватными. Указано, что контрпример Бревера, Конрада и Мак Говери является примером раздельного кольца, которое не является адекватным. Установлено, что раздельная область Безу является кольцом элементарных делителей. Вводится понятие кольца раздельного ранга 1, а также понятие локально раздельного кольца. Показано, что локально раздельное кольцо является кольцом раздельного ранга 1. Установлено существование таких колец. Доказано, что коммутативная область раздельного ранга 1 является кольцом элементарных делителей. Вводится понятие раздельного элемента. Установлено существование таких элементов. Доказано, что адекватный элемент является раздельным. Множество всех раздельных элементов коммутативной области Безу является насищенным и мультипликативно замкнутым. В работе рассматриваются коммутативные области Безу, конечные гомоморфные образы которых являются полумощными кольцами. Установлено их связь с понятием адекватности. Указаны необходимые и достаточные условия для коммутативных областей Безу, чтобы все конечные гомоморфные образы были полумощными кольцами. В классе коммутативных областей Безу, все конечные гомоморфные образы которых являются полумощными кольцами, выделено клас эффективных колец. Установлены условия существования таких колец. Приведено примеры таких колец. Установлено связь эффективных колец з коммутативными областями Безу, все конечные гомоморфные образы являются чистыми кольцами, т.е. раздельными кольцами. Доказано, что эффективные кольца являются кольцами элементарных делителей.
Показано, что над коммутативным кольцом элементарных делителей множество всех полных матриц имеет стабильный ранг 1. Как следствие показано, что множество полных матриц над коммутативным кольцом обладает двучленной (левой) правой цепью делимости. А также показано, что произвольная регулярная матрица является единичной регулярной, и указано явный вид таких матриц.
Ключевые слова: кольца Безу, чистые кольца, кольца со свойством замены, стабильный ранг, кольца элементарных делителей, адекватные кольца, раздельные кольца, эффективные кольца, полумощные кольца.
ABSTRACT
Kuznitska B. M. Restricted rings with adequacy. – On the rights of manuscript. 
The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the specialty 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2015.
This thesis introduces the concept of avoidable ring. It is shown that an avoidable ring is a generalization of an adequate ring. And in the case of a commutative Bezout domain is shown that avoidable domains are commutative Bezout domains, finite homomorphic images which are a clean rings. Also it is proved that an avoidable Bezout domain is an elementary divisor domain. It is shown that a commutative Bezout domain of an avoidable range 1 is an elementary divisor ring. The conditions when finite homomorphic images of commutative Bezout domain are semipotent rings are proved. In the class of such domains allocated a class of commutative effective Bezout domains. In particular, it is established their connecting with adequate and avoidable rings. It is shown that a commutative effective Bezout domain is elementary divisor rings. We have calculated stable range of full matrices over a commutative elementary divisor ring. As a consequence, it is shown that full matrices over a commutative elementary divisor ring possess a 2-stage terminating division chain. It is established that regular matrices over a commutative Bezout domain are unit regular matrices.
Keywords: Bezout rings, clean rings, exchange rings, a stable range of elementary divisor rings, adequate rings, avoidable rings, effective rings, semipotent rings. 
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