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Р.І. Дмитришин
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Однією з головних проблем теорії груп є вивчення впливу важливих природних систем підгруп на структуру групи. Прикладами таких систем є системи нормальних підгруп, субнормальних підгруп, майже нормальних підгруп, переставних підгруп та інші.
Вивчення груп за заданими властивостями їх підгруп – один з основних підходів теорії груп до з'ясування особливостей будови груп, до їх опису. А саме, виявивши деяку істотну властивість у тих чи інших групах, які вивчаються або навіть повністю описані, природно поставити питання про повний опис таких груп. Такий підхід до вивчення будови груп склався досить давно та був використаний в класичних роботах Р. Дедекінда
, Г. Міллера та Х. Морено
 та О.Ю. Шмідта
, які відіграли важливу роль у подальшому розвитку не лише теорії скінченних груп, але й стали міцним фундаментом для становлення усієї теорії груп. Досить природно постає задача про узагальнення одержаних результатів на нескінченні групи. Фундамент цієї важливої частини теорії нескінченних груп був закладений С.М. Черніковим, Р. Бером та Ф. Холлом. Зазначимо, що при цьому виникло багато нових понять сучасної теорії груп (напр., системи підгруп Куроша - Чернікова, локальні системи, зростаючі та спадаючі ряди, тощо). В цих дослідженнях з'явилось багато різноманітних методів дослідження будови нескінченних груп. Більш детальну інформацію можна знайти в книгах 
, 
, 
 та оглядових статтях
, 
, 
.
Однак випадок, коли всі підгрупи в групі тільки одного типу, є досить рідкісним. Частіше зустрічаються групи, підгрупи яких мають різні, іноді навіть протилежні властивості. Наприклад, група може одночасно містити субнормальні та самонормалізовні підгрупи, нормальні та абнормальні підгрупи, і таке інше. Таким чином, підгрупи, що мають деяку властивість, та підгрупи, що мають в певному сенсі протилежну до даної властивість, формують два класи підгруп, які розташовані на протилежних полюсах системи всіх підгруп. А всі інші підгрупи розташовані «між» або «навколо» них. Чим меншу кількість таких «проміжних» підгруп містить група, тим більш прозорою є її структура.
Тому досить типовим тут є розгляд випадків, коли група має тільки два типи підгруп, властивості яких в деякому сенсі є діаметрально протилежними. Наявність тільки двох типів підгруп, які є антиподами одна до іншої в групі, є досить суттєвим обмеженням, і в багатьох випадках можна отримати повний і докладний опис таких груп. Однією з перших робіт, де був використаний такий підхід, була стаття А. Фаттахі
, в якій описані скінченні групи, кожна підгрупа яких або нормальна, або абнормальна. Підгрупа 
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 групи 
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 називається абнормальною в 
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, якщо для кожного елементу 
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 має місце включення 
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. Г. Еберт і С. Бауман
 узагальнили результати Фаттахі, розглянувши скінченні групи, всі підгрупи яких або субнормальні, або абнормальні. Вивчення нескінченних груп з цією властивістю проводилось пізніше в роботі М. де Фалько, Л.А. Курдаченка, І.Я. Субботіна
. В цій же роботі також були розглянуті групи, всі підгрупи яких або субнормальні, або контранормальні. Підгрупа 
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 групи 
[image: image7.wmf]G

 називається контранормальною в 
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, якщо 
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Природним узагальненням як нормальних, так і абнормальних підгруп є пронормальні підгрупи. Підгрупу 
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 групи 
[image: image11.wmf]G

 називають пронормальною в 
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, якщо для кожного елементу 
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 спряжені в підгрупі 
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. У статтях П. Леговіні
, 
 були отримані деякі властивості скінченних груп, всі підгрупи яких або субнормальні, або пронормальні. В роботі
 було розпочато вивчення нескінченних груп такого типу.
Одним з природних узагальнень нормальних підгруп виступають переставні підгрупи. Підгрупу 
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 групи 
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 називають переставною в 
[image: image19.wmf]G

, якщо 
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 для кожної підгрупи 
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 групи 
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. Вивчення властивостей таких підгруп було розпочато досить давно і виявилося дуже плідним. Перші результати щодо властивостей переставних підгруп в скінченних групах були отримані О. Оре
, 
; пізніше С. Стоунхевер
 узагальнив їх та отримав багато фундаментальних властивостей переставних підгруп як скінченних, так і нескінченних груп. Будова груп, всі підгрупи яких переставні, була описана К. Івасавою
, 
. Тематика, присвячена дослідженням властивостей переставних підгруп, є досить багатою та різноманітною
, 
, 
, 
. Властивість «бути переставною підгрупою» (як і властивість «бути нормальною підгрупою») не є транзитивною. Групи, в яких властивість «бути переставною підгрупою» є транзитивною, були названі РТ-групами. 

В теорії скінченних груп вивчення РТ-груп було розпочато Д. Цахером. У роботі
 ним були описані скінченні розв’язні РТ-групи. У статті Дж. Бейдлмана, Б. Бревстера та Д. Робінcона
 було наведено нове доведення теореми Цахера та отримані характеризації скінченних розв’язних РТ-груп. Отримані у цій статті характеризації дозволяють подивитися на властивість переставності з різних точок зору та виявити її зв'язки з іншими властивостями, зокрема, з пронормальністю. 

Властивість «бути переставною підгрупою» не є властивістю, притаманною тільки скінченним групам. Це можна побачити з самого її визначення, яке формулюється для довільних груп і тому носить загальний характер. Той факт, що прогрес при вивченні властивостей переставних підгруп був досягнутий в межах теорії скінченних груп, пояснюється лише тим фактом, що теорія скінченних груп є набагато більш технічно розвиненою. Дійсно, якщо поглянути на доведення багатьох результатів, то можна побачити, що вони суттєво використовують фундаментальні теореми теорії скінченних груп.

Тому першим питанням при узагальненні цих результатів на нескінченні групи є питання про класи нескінченних груп, в яких такі узагальнення стануть можливими. Природно спочатку розглянути класи груп, які в тому чи іншому сенсі близькі до скінченних. Такими класами груп є клас періодичних FC – груп (тобто груп, всі класи спряжених елементів яких є скінченними), клас груп з черніковськими класами спряжених елементів, клас гіперскінченних груп, клас груп з черніковськими силовськими підгрупами та інші.
Група 
[image: image23.wmf]G

 називається узагальнено радикальною, якщо 
[image: image24.wmf]G

 має зростаючий ряд, фактори якого або локально нільпотентні, або локально скінченні. Клас локально узагальнено радикальних груп досить широкий, зокрема, він містить в собі локально скінченні, локально розв’язні та локально майже розв’язні групи.

В даній дисертаційній роботі розпочато дослідження нескінченних груп, всі підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Зокрема, розглядається більш загальний випадок: групи, в яких скінченно породжені підгрупи або переставні, або пронормальні. Як і для інших нескінченних груп одразу виникає питання: в яких класах можливо отримати досить повний опис таких груп? 
Розгляд груп, скінченно породжені підгрупи яких пронормальні, був можливим при деяких природних обмеженнях. Без подібних обмежень питання про детальний опис таких груп є зараз дуже складним. Про це свідчить серія прикладів, які побудував А.Ю. Ольшанський
, 
. Зокрема, серед них особливо виділяються наступні два:

· приклад нескінченної 
[image: image25.wmf]p

-групи 
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 для досить великого простого непарного числа 
[image: image27.wmf]p

, власні підгрупи якої мають порядок 
[image: image28.wmf]p

. Кожна підгрупа в 
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 пронормальна;

· приклад простої нескінченної групи без скруту, власні підгрупи якої циклічні. Кожна підгрупа даної групи пронормальна. 

Наведені приклади показують, що опис груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні, є реальним при деяких природних обмеженнях. Ця задача розглядалась у другому та третьому розділах.

Слід зазначити, що деякі типи підгруп в групах визначаються властивостями, які в тому чи іншому сенсі близькі до пронормальності. Підгрупа 
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 групи 
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 називається слабко пронормальною в 
[image: image32.wmf]G

, якщо для будь-яких двох проміжних для 
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 підгруп 
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 та 
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 таких, що 
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 нормальна в 
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, виконується умова 
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 довів, що в скінченній розв'язній групі кожна слабко пронормальна підгрупа є пронормальною. В роботі Л.А. Курдаченка, Х. Отала та І.Я. Субботіна
 цей результат був розширений до нескінченних груп, які мають зростаючий ряд нормальних підгруп, фактори якого задовольняють нормалізаторній умові. Опис деяких нескінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні, також був отриманий в третьому розділі дисертації.

Разом із субнормальними та зростаючими підгрупами іншим природним узагальненням нормальних підгруп є майже нормальні підгрупи. Нагадаємо, що підгрупа 
[image: image39.wmf]H

 називається майже нормальною в групі 
[image: image40.wmf]G

, якщо вона нормальна в деякій підгрупі скінченного індексу в 
[image: image41.wmf]G

. Це означає, що 
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 має скінченний індекс в 
[image: image43.wmf]G

. Вивчення властивостей майже нормальних підгруп було розпочато Б. Нейманом
. Він довів, що група, всі підгрупи якої майже нормальні, має центр скінченного індексу. З цієї роботи почалося дослідження впливу майже нормальних підгруп на будову групи. У статті М.М. Семка, С.С. Левіщенка та Л.А. Курдаченка
 отримано опис локально майже розв'язних груп, в яких кожна нескінченна підгрупа майже нормальна. У роботі Л.А. Курдаченка та В.Е. Горецького
 розглядались групи з щільною системою майже нормальних підгруп, а у статті
 були розглянуті групи, у яких системи 
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 (всіх майже нормальних підгруп) та 
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 (всіх підгруп, що не є майже нормальними) задовольняють умові максимальності. В роботі Л.А. Курдаченка та В.В. Пилаєва
 були розглянуті групи, в яких система 
[image: image46.wmf])
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 задовольняє умову мінімальності. С. Франциозі, Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко
 розглянули групи, в яких майже нормальними будуть всі підгрупи за винятком скінченно породжених. В той же час вивчались й інші властивості системи майже нормальних підгруп. Так К. Касоло
, 
 вивчав групи, у яких властивість «бути майже нормальною підгрупою» є транзитивною і тому також розглянув групи, в яких кожна субнормальна підгрупа майже нормальна. У статті С. Франциозі, Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко
 була розглянута зовсім інша ситуація – були розглянуті групи, в яких кожна підгрупа або майже нормальна, або субнормальна. Тут постають наступні питання: в яких класах можливо отримати досить повний опис груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні; в яких класах можливо отримати досить повний опис груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні? Ці питання розглядались у четвертому розділі дисертації.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна робота виконувалась на кафедрі геометрії і алгебри у Дніпропетровському національному університеті імені Олеся Гончара в рамках науково-дослідної теми «Дослідження структури нескінченних груп з обмеженнями на системи підгруп та модулів і лінійних груп пов'язаних з ними» (номер державної реєстрації 0114U000178).
Мета і задачі дослідження. Метою даної роботи є вивчення будови локально скінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні, та деяких неперіодичних груп, скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні (відповідно слабко пронормальні), або переставні, а також знаходження структури груп, в яких всі підгрупи можуть бути лише двох типів: або майже нормальні, або контранормальні (відповідно абнормальні).
Об’єктом дослідження є будова груп, насичених переставними підгрупами.

Предметом дослідження є групи, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні; а також групи, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні (відповідно абнормальні).
Методи дослідження. У дисертаційній роботі використовуються методи та результати теорії скінченних груп, груп з умовами скінченності, методи та результати теорії переставних та пронормальних підгруп скінченних та нескінченних груп.
Наукова новизна одержаних результатів. Наукові результати, що отримані в дисертації, є новими. У дисертаційній роботі вперше:
· отримано опис локально скінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні;

· отримано опис неперіодичних локально узагальнено радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні;

· отримано опис неперіодичних локально узагальнено радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні;

· отримано опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні;

· отримано опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні.
Практичне значення одержаних результатів. Робота має теоретичний характер. Запропонована у роботі методика може бути застосована при вивченні будови груп за системами підгруп, які в тому чи іншому сенсі є двоїстими до нормальних підгруп. Результати дисертації можуть бути використані в теоретико-групових дослідженнях, що проводяться в Інституті математики НАН України, Київському національному університеті імені Тараса Шевченка, Львівському національному університеті імені Івана Франка, Прикарпатському національному університеті імені Василя Стефаника та Сумському державному педагогічному університеті імені А.С. Макаренка.
Особистий внесок здобувача. Основні результати дисертаційної роботи отримані автором самостійно. Результати спільних статей викладені у підрозділах 2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, де співавторами виступають Курдаченко Л.А. та Субботін І.Я. В усіх випадках співавтори сформулювали узагальнену постановку задачі та намітили напрямки доведення. Конкретна ж реалізація була здійснена автором дисертаційної роботи.
Апробація результатів дисертації. Результати дисертації апробовано на таких конференціях:
· Восьмій Міжнародній алгебраїчній конференції (м. Луганськ, 5-12 липня 2011 року);

· Міжнародній математичній конференції, присвяченій 70-річчю професора В.В. Кириченка (м. Миколаїв, 13-19 червня 2012 року);

· Міжнародній алгебраїчній конференції, присвяченій 100-річчю від дня народження С.М. Чернікова (м. Київ, 20-26 серпня 2012 року);

· Дев'ятій Міжнародній алгебраїчній конференції (м. Львів, 8-13 липня 2013 року).

Також результати дисертації неодноразово доповідались на алгебраїчних семінарах Дніпропетровського національного університету імені Олеся Гончара та на алгебраїчному семінарі Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника.
Публікації. Основні результати дисертації опубліковано в п'яти наукових статтях [1-5], з яких [3, 5] – у фахових виданнях із переліку, затвердженого Міністерством освіти і науки України, а [1, 2, 4] – у наукових фахових виданнях інших країн, що відображені у наукометричній базі «Scopus». Крім того, результати дисертаційної роботи опубліковані у тезах чотирьох міжнародних конференцій [6-9].
Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається із вступу, чотирьох основних розділів, висновків та списку використаних джерел. Список літератури містить 109 найменувань і займає 12 сторінок. Повний обсяг дисертації складає 134 сторінки друкованого тексту.
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі сформульовано актуальність теми дисертаційної роботи, зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами, мета і задачі дослідження, методи дослідження, наукова новизна одержаних результатів, практичне значення одержаних результатів, особистий внесок здобувача, апробації результатів дисертації, дані щодо публікацій, а також структура і обсяг дисертації.
У першому розділі дисертації наведені необхідні означення основних понять та формулювання відомих результатів, які використовуються в дисертаційній роботі.

Другий розділ дисертаційної роботи присвячений питанню про будову груп, скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні.

Нагадаємо деякі поняття. Група 
[image: image47.wmf]G

 називається узагальнено радикальною, якщо 
[image: image48.wmf]G

 має зростаючий ряд, фактори якого або локально нільпотентні, або локально скінченні. Перетин всіх нормальних підгруп 
[image: image49.wmf]H

 групи 
[image: image50.wmf]G

, для яких фактор-групи 
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GH

 – локально нільпотентні, називається локально нільпотентним резідуалом групи 
[image: image52.wmf]G

. Під локально нільпотентним радикалом 
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 групи 
[image: image54.wmf]G

 будемо розуміти найбільшу нормальну локально нільпотентну підгрупу групи 
[image: image55.wmf]G

.
Наступні допоміжні результати є важливою частиною доведення основного результату.

Лема 2.20. Нехай 
[image: image56.wmf]G

 – локально скінченна група, підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай 
[image: image57.wmf]L

 – локально нільпотентний резідуал групи 
[image: image58.wmf]G

. Якщо 
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 силовська 
[image: image61.wmf]p

-підгрупа в 
[image: image62.wmf]L

, то наступні твердження вірні:

(i) 
[image: image63.wmf]P

 – нормальна силовська p-підгрупа групи 
[image: image64.wmf]G

;

(ii) 
[image: image65.wmf]P

 – абелева підгрупа; 
(iii) 
[image: image66.wmf][
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;
(iv) кожна підгрупа в 
[image: image67.wmf]P

 є 
[image: image68.wmf]G

-інваріантною.
Наслідок 2.21. Нехай 
[image: image69.wmf]G

 – локально скінченна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай 
[image: image70.wmf]L

 – локально нільпотентний резідуал групи 
[image: image71.wmf]G

. Тоді виконуються наступні твердження:
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(ii) 
[image: image73.wmf]L

 – абелева підгрупа; 
(iii) 
[image: image74.wmf][
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(iv) кожна підгрупа в 
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 – 
[image: image76.wmf]G

-інваріантна.
Група 
[image: image77.wmf]G

 називається дедекіндовою, якщо всі її підгрупи нормальні. Підгрупа 
[image: image78.wmf]H

 групи 
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 – скінченна-над-центром, якщо вона містить центр 
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 скінченного індексу в 
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. Якщо 
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 – обмежена група, то її 
[image: image83.wmf]p

-компоненти також обмежені групи.
Наступне твердження дає опис періодичних локально скінченних груп, в яких кожна підгрупа переставна. 

Твердження 2.22. Нехай 
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 – локально скінченна група. Якщо кожна підгрупа групи 
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 переставна, то 
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 – силовська 
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-підгрупа групи 
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, що задовольняє наступним умовам:

(i) якщо 
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 – нормальна абелева підгрупа експоненти 
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(ii) якщо 
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 – дедекіндова група, або 
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 – нормальна абелева підгрупа експоненти 
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В обох випадках, група 
[image: image112.wmf]p

G

 – неабелева, обмежена і нільпотентна. 
Наслідок 2.24. Нехай 
[image: image113.wmf]G

 – група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай 
[image: image114.wmf]D

 – локально нільпотентний радикал групи 
[image: image115.wmf]G

. Якщо 
[image: image116.wmf]P

 – локально скінченна 
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-підгрупа групи 
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, де 
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 – таке просте число, що 
[image: image120.wmf]D

 не містить 
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, то або 
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 – дедекіндова група, або 
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 – скінченна-над-центром і обмежена. 
Наслідок 2.28. Нехай 
[image: image124.wmf]G

 – локально скінченна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Позначимо через 
[image: image125.wmf]L

 локально нільпотентний резідуал групи 
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, а через 
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 – локально нільпотентний радикал групи 
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. Якщо 
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Наслідок 2.30. Нехай 
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 – локально скінченна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Позначимо через 
[image: image134.wmf]L

 локально нільпотентний резідуал групи 
[image: image135.wmf]G

, а через 
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 – локально нільпотентний радикал групи 
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. Якщо 
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 нескінченна, то силовська 
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-підгрупа 
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Підгрупа 
[image: image143.wmf]H

 групи 
[image: image144.wmf]G

 називається зростаючою підгрупою в 
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, якщо існує таке порядкове число 
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 та ряд підгруп такого виду 
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. Члени верхнього центрального ряду групи 
[image: image148.wmf]G

 називають гіперцентрами групи 
[image: image149.wmf]G

, а останній член верхнього центрального ряду – верхнім гіперцентром.
Наступна теорема дає повний опис локально скінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні.
Теорема 2.31. Нехай 
[image: image150.wmf]G

 – локально скінченна група, 
[image: image151.wmf]L

 – локально нільпотентний резідуал групи 
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, 
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 – локально нільпотентний радикал групи 
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. Якщо кожна скінченно породжена підгрупа в 
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 або пронормальна, або переставна, то виконуються наступні твердження:
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(ii) 
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 – верхній гіперцентр групи 
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;

(iii) силовська 
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-підгрупа з 
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 є силовською 
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 і кожна підгрупа з 
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-інваріантною;

(v) фактор-група 
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Зокрема, кожна зростаюча підгрупа групи 
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 є переставною в 
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Крім того,
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 – дедекіндова група; у цьому випадку кожна скінченно породжена підгрупа групи 
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 пронормальна;.

(vii) якщо 
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(viii) якщо 
[image: image181.wmf]D
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 – скінченна 
[image: image182.wmf]p

-група для деякого простого числа 
[image: image183.wmf]p

 і                 
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 – не дедекіндова група, то 
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, де 
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 – силовська 
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-підгрупа групи 
[image: image189.wmf]G

, 
[image: image190.wmf]A

 – дедекіндова група, 
[image: image191.wmf]P

 – обмежена і скінченна-над-центром, а 
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Теорема 2.31 має наступні безпосередні наслідки.
Наслідок 2.32. Нехай 
[image: image193.wmf]G

 – локально скінченна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Тоді або кожна скінченно породжена підгрупа в 
[image: image194.wmf]G

 пронормальна, або 
[image: image195.wmf]G

 є групою типу (viii) Теореми 2.31.

Наслідок 2.33. Нехай 
[image: image196.wmf]G

 – локально скінченна група, всі підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Тоді або кожна підгрупа в 
[image: image197.wmf]G

 пронормальна, або 
[image: image198.wmf]G

 є групою типу (viii) Теореми 2.31.

У третьому розділі дисертації продовжується дослідження будови нескінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. А саме, вивчаються неперіодичні групи вказаного типу при деяких обмеженнях.

Відмітимо, що якщо 
[image: image199.wmf]G

 – група, підгрупи (скінченно породжені підгрупи) якої або пронормальні, або переставні, то така властивість має місце для кожної підгрупи 
[image: image200.wmf]H

 групи 
[image: image201.wmf]G

 і кожної фактор-групи групи 
[image: image202.wmf]G

. 
Наступні допоміжні результати є важливою частиною доведення основного результату.
Твердження 3.11. Нехай 
[image: image203.wmf]G

 – локально узагальнено радикальна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай        
[image: image204.wmf]D

 – локально нільпотентний радикал групи 
[image: image205.wmf]G

. Якщо 
[image: image206.wmf])

(

D

Tor

D

¹

 і 
[image: image207.wmf]2

)

(

0

³

G

r

, то 
[image: image208.wmf]G

 абелева.
Твердження 3.12. Нехай 
[image: image209.wmf]G

 – локально узагальнена радикальна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай        
[image: image210.wmf]D

 – локально нільпотентний радикал групи 
[image: image211.wmf]G

. Якщо 
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, то кожна підгрупа в 
[image: image214.wmf]G

 переставна в 
[image: image215.wmf]G

.
Наступна теорема дає опис неперіодичних локально узагальнено радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні.
Теорема 3.13. Нехай 
[image: image216.wmf]G

 – локально узагальнено радикальна група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Якщо 
[image: image217.wmf]G

 неперіодична, то кожна підгрупа групи 
[image: image218.wmf]G

 переставна в 
[image: image219.wmf]G

.
Узагальненням пронормальних підгруп є слабко пронормальні підгрупи. Наступна теорема дає опис неперіодичних локально узагальнено радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні.
Теорема 3.15. Нехай 
[image: image220.wmf]G

 – локально узагальнено радикальна група, скінченно породжені підгрупи якої або переставні, або слабко пронормальні. Якщо                
[image: image221.wmf]G

 – неперіодична, то кожна підгрупа з 
[image: image222.wmf]G

 переставна в 
[image: image223.wmf]G

.

У четвертому розділі дисертаційної роботи розглядається питання про опис локально розв'язаних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні, а також локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні. 
Якщо 
[image: image224.wmf]x

 – елемент групи 
[image: image225.wmf]G

, тоді позначимо через 
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 – клас спряженості групи 
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; тобто, це множина всіх елементів групи 
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. Група 
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 називається FC-групою (або 
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 має скінченні класи спряженості), якщо 
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 є скінченним для всіх елементів 
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Нехай 
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 – група. Покладемо
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Припустимо, що циклічна підгрупа 
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 майже нормальна в групі 
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 і нехай 
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. Якщо елемент 
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 має скінченний порядок, то підгрупа 
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 – нескінченного порядку, то 
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, тому в цьому випадку 
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Підгрупа 
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. Підгрупа 
[image: image255.wmf])

(

G

FC

 називається 
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-центром групи 
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Через 
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 позначимо максимальну нормальну періодичну підгрупу групи 
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. Нагадаємо, що якщо група 
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 є FC-групою, або локально нільпотентною (зокрема, абелевою), то 
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Нехай 
[image: image262.wmf]A

 – нормальна абелева підгрупа без скруту групи 
[image: image263.wmf]G

. 
[image: image264.wmf]A

 називається раціональною незвідною в групі 
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, якщо фактор-група 
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 періодична для кожної неодиничної 
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-інваріантної підгрупи 
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 з 
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Нехай 
[image: image270.wmf]A

 – нормальна підгрупа групи 
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. Тоді 
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 називатимемо 
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Підгрупа 
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 називається раціональною 
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-гіперцентральною, якщо 
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 має зростаючий ряд
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G-інваріантних підгруп, фактори яких 
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a

A

A

/

1

+

 абелеві без скруту, раціональні незвідні в групі 
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Нехай 
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 і 
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 – нормальні підгрупи групи 
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 називається 
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-гіперцентральною, якщо 
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 має зростаючий ряд
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[image: image297.wmf]G

-інваріантних підгруп, фактори яких 
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Наступні допоміжні результати є важливою частиною доведення основного результату.
Наслідок 4.6. Нехай 
[image: image302.wmf]G

 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Якщо 
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 – локально розв'язна, то або 
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Твердження 4.8. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Наслідок 4.9. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Лема 4.10. Нехай 
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 – група і 
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 – нормальна абелева підгрупа без скруту групи 
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Твердження 4.11. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
[image: image325.wmf])

(

G

FC

G

¹

, 
[image: image326.wmf])

(

/

G

FC

G

 скінченна і 
[image: image327.wmf]p

G

FC

G

=

)

(

/

 є простим. Тоді 
[image: image328.wmf][

]

G

G

G

,

/

 циклічна 
[image: image329.wmf]p

-група. 

Наслідок 4.12. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Наслідок 4.13. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Лема 4.14. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Якщо 
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Лема 4.15. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Наслідок 4.17. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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Наслідок 4.19. Нехай 
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 – група, всі підгрупи якої або майже нормальні, або контранормальні. Припустимо, що 
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[image: image378.wmf]G
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Лема 4.20. Нехай 
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Наступна теорема дає опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні.
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Іншими важливими антиподами узагальнених нормальних підгруп є абнормальні підгрупи. Абнормальні підгрупи – самонормалізовні і контранормальні. Більш того, якщо 
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Наступна теорема дає опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні.
Теорема 4.22. Нехай 
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Висновки
У дисертаційній роботі досліджується вплив на будову групи систем її нормальних та узагальнено нормальних підгруп, а також їх антиподів. Особлива увага приділяється переставним, пронормальним, майже нормальним, контранормальним підгрупам, абнормальним підгрупам, а також деяким їх узагальненням.
У дисертації отримано опис локально скінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Продовжуючи дослідження в цьому напрямку, отримано опис неперіодичних локально узагальнених радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні. 

Розглянуто послаблений аналог поняття пронормальних підгруп – слабко пронормальні підгрупи, та знайдена будова неперіодичних локально узагальнених радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні. Було отримано повний опис будови локально розв'язаних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні, а також опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні.
Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керівнику професору Леоніду Андрійовичу Курдаченку за постійну увагу і підтримку в роботі.
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АНОТАЦІЯ
Величко Т.В. Дослідження будови груп, насичених переставними підгрупами. – На правах рукопису.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.01.06 – алгебра та теорія чисел. – Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника, Івано-Франківськ, 2015.

Значний вплив на будову групи мають системи підгруп, які за своїми властивостями в тому чи іншому сенсі протилежні до нормальних та узагальнено нормальних підгруп. Такими важливими системами підгруп є системи абнормальних, пронормальних, контранормальних підгруп. Особлива увага в роботі приділяється переставним та пронормальним підгрупам. У дисертації отримано опис локально скінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Також отримано опис деяких класів неперіодичних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Для пронормальних підгруп було розглянуто таке узагальнення, як слабко пронормальні підгрупи, та отримано опис деяких груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні.

В дисертації були розглянуті майже нормальні та контранормальні підгрупи. Отримано повний опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або контранормальні. Також отримано опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні.
Ключові слова: переставна підгрупа, абнормальна підгрупа, пронормальна підгрупа, слабко пронормальна підгрупа, контранормальна підгрупа, майже нормальна підгрупа, FC-група, скінченна-над-центром група, локально скінченна група, локально узагальнено радикальна група, локально розв'язна група.
АННОТАЦИЯ

Величко Т.В. Исследование строения групп, насыщенных переставляемыми подгруппами. – На правах рукописи.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.06 – алгебра и теория чисел. – Прикарпатский национальный университет имени Василя Стефаника, Ивано-Франковск, 2015.

Значительное влияние на строение группы оказывают системы подгрупп, которые по своим свойствам в том или ином смысле противоположны нормальным и обобщенно нормальным подгруппам. Такими важными системами подгрупп служат системы абнормальных, пронормальных, контранормальных подгрупп. Особое внимание в работе уделяется переставляемым и пронормальным подгруппам. В диссертации получено описание локально конечных групп, конечно порождённые подгруппы которых или переставляемые, или пронормальные. Также получено описание некоторых классов непериодических групп, конечно порождённые подгруппы которых или переставляемые, или пронормальные. Для пронормальных подгрупп было рассмотрено такое обобщение, как слабо пронормальные подгруппы. Было получено описание некоторых классов непериодических групп, конечно порождённые подгруппы которых или переставляемые, или слабо пронормальные.
В диссертации были рассмотрены почти нормальные и контранормальные подгруппы. Получено полное описание локально разрешимых групп, все подгруппы которых или почти нормальные, или контранормальные. Также получено описание локально разрешимых групп, все подгруппы которых или почти нормальные, или абнормальные.
Ключевые слова: переставляемая подгруппа, абнормальная подгруппа, пронормальная подгруппа, слабо пронормальная подгруппа, контранормальная подгруппа, почти нормальная подгруппа, FC-группа, конечная-над-центром группа, локально конечная группа, локально обобщенно радикальная группа, локально разрешимая группа.
ABSTRACT
Velichko T.V. Studying the structure of groups saturated permutable subgroups – On the rights of manuscript.
The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.06 – algebra and number theory. – Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2015.
Influence of some important natural families of subgroups on the structure of a group is one of the main problems of group theory. The systems of subgroups, which in a sense are the antipodes of normal subgroups and generalized normal subgroups, have great influence on the structure of the group. These important system of subgroups are system permutable subgroups, abnormal subgroups, pronormal subgroups, contranormal subgroups, almost normal subgroups.

Particular attention in this thesis is given to permutable and pronormal subgroups. The study of permutable subgroups has been conducting for considerable time, and there are many interesting results have been obtained here. However, after the first stage of these studies formed a pause. And relatively recently, a new stage studies the properties of permutable subgroups has started in the theory of finite groups. But consider this property in infinite groups is natural. The first structural results were obtained for a long time, but so far no systematic study of the influence permutable subgroups on the structure of the group. 
In this thesis we initiate investigation of groups whose subgroups are either permutable or pronormal. Moreover, we study a more general case, namely we study the groups whose finitely generated subgroups are either permutable or pronormal; more precisely, we describe locally finite groups whose finitely generated subgroups are either permutable or pronormal. We obtain a description of certain classes of infinite non-periodic groups whose finitely generated subgroups are either permutable or pronormal.
Such a generalization as weakly pronormal subgroups was considered for the pronormal subgroups. We obtain a description of certain classes of infinite non-periodic groups whose finitely generated subgroups are either permutable or weakly pronormal.

Almost normal and contranormal subgroups have been considered in this thesis. We study the groups whose subgroups are either almost normal or contranormal. Moreover, we also provide a description of locally soluble group with this property. We obtain a full description of locally soluble group, whose subgroups are almost normal or contranormal. 

Key words: permutable subgroup, abnormal subgroup, pronormal subgroup, weakly pronormal subgroup, kontranormal subgroup, almost normal subgroup, FC-group, central-by-finite group, locally finite group, locally generalized radical groups, locally soluble group.
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